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(a) Beweise, dass (X? —2X —2)(X?+1) und X° — 3X3 + X2 — 3 dieselben Zerfillungs-
korper K iiber () haben, und finde [K : Q).

(b) Bestimme den Grad eines Zerfillungskorpers des Polynoms X3 + X2 + 1 iiber Q und
iiber IFy.

Losung: (a) Das erste Polynom zerlegt sich iiber C in die Linearfaktoren
(X2 —2X —2)(X2+1) = (X — 1+ V3)(X =1 —V3)(X —4)(X +1).

Es besitzt also den Zerfillungskorper K := Q(+/3,4) C C. Das zweite Polynom zerlegt sich
zu

X% —3X34+ X2 -3
=(X?-3)(X3+1)
= (X = V3)(X + V3)(X + (X = 5(-1+iV3))(X = 5(-1 = iV/3)).

Es besitzt also den Zerfillungskorper L := Q(+/3, %(—1 +iv/3)) C C. Die Erzeugenden
von L sind offenbar in K enthalten, also gilt L C K. Umgekehrt sind wegen
: 1 _ 3
1= (2(5(—1 +iV3)) + 1)%
die Erzeugenden von K in L enthalten, also haben wir K = L.

Das Minimalpolynom von /3 iiber Q ist X2 — 3, also gilt [Q(+/3) : Q] = 2. Da nicht in der
reellen Erweiterung Q(v/3) : @Q liegt, ist X2 + 1 das Minimalpolynom von i iiber Q(v/3).
Folglich gilt [Q(v/3,1) : Q(v/3)] = 2. Wegen der Multiplikativitit des Korpergrades haben
wir also

[K: Q= [K:Q(v3)]-[Q(v3):Q =4

(b) Uber Q: Das Polynom f(X) := X?® + X? + 1 ist ganzzahlig und normiert. Jede ra-
tionale Nullstelle ist somit ganz und ein Teiler des konstanten Koeffizienten. Aber +1 sind
keine Nullstellen; also hat f keine Nullstelle in Q. Wegen deg(f) = 3 ist es deshalb schon
irreduzibel iiber Q.

Da deg(f) = 3 ungerade ist, besitzt f mindestens eine reelle Nullstelle . Um zu untersu-
chen, ob die anderen beiden Nullstellen ebenfalls in R liegen, wenden wir Methoden der
Analysis an. Die erste Ableitung von [ ist f/(X) = 3X%+2X = X (3X +2); also hat f die
beiden lokalen Extrema f(0) = 1 und f(—3) = 31. Da beide Werte grsser als 0 sind, kann
f keine weitere reelle Nullstelle haben.

Insbesondere liegen die beiden iibrigen Nullstellen b,¢ € C von f nicht in Q(a). Fiir den
Zerfillungskorper L := Q(a, b, ¢) von f gilt daher

L:Q)=[L: Q)] [Qa): Q] =2-3=6.
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Uber IF5: Durch Einsetzen von 0 und 1 sehen wir, dass f(X) := X3+ X?+1 keine Nullstelle
in IF'; hat und somit irreduzibel iiber IF'5 ist. Folglich ist

L:=T[X]/(X?+ X?+1)

ein Stammkorper von f iiber 5. Sei z € L die Restklasse von X. In jedem Korper der Cha-
rakteristik 2 ist Quadrieren ein Endomorphismus, insbesondere ist f(z?) = f(x)? = 0 in L.
Wegen x # 0,1 gilt andererseits x° # x. Also hat das kubische Polynom f schon die zwei
verschiedenen Nullstellen x, 2% € Lj; es zerfillt daher bereits iiber L in Linearfaktoren. Also
ist L schon ein Zerfallungskorper von f iiber 5. Wegen der Irreduzibilitit folgt schliesslich
[L : Fg] = 3.

Konstruiere jeweils einen Zerfillungskorper iiber @ fiir die Polynome p = X° — 1 und
q = X* — 5 sowie dem Produkt p - ¢. Seien diese Korper K, L und M. Beweise:

[M: Q] < [K:Q]-[L:Q]

Hinweis: Beweise mit Hilfe des Schonemann-Eisenstein Kriteriums die Irreduzibilitit des
Polynoms X* + X3 4+ X% + X + 1 iiber Q.
Losung: Zum Hinweis: Ersetze X durch X + 1.

Sei y5 eine primitive 5-te Einheitswurzel. Die komplexen Nullstellen von p sind ji5, 112, . . ., 2.
Diese sind alle Potenzen von p5, daher ist Q(5) ein Zerfallungskorper.

Da X* + X3 + X% + X + 1 irreduzibel und somit das Minimallpolynom von 5 ist, folgt
(K : Q] =4.

Die Nullstellen des Polynoms sind ++v/5, +iv/5. Also ist L = Q(%, i) ein Zerfallungskor-
per.

4

Das Polynom g ist irreduzibel nach Eisenstein mit 5, folglich gilt [Q(v/5) : Q] = 4. Weiters
isti ¢ Q(v/5), da i nicht reell ist. Daher folgt

[L:Q=[Q(V5,4) : Q(V5)] - [Q(V5) : Q] =2-4 =38

Es gilt M = Q(us,1%, v/5). Die Erweiterung M : L besitzt hochstens Grad 2, da p5 eine
Nullstelle des Polynoms X2 + 152X + 1 € L[X] ist. Damit folgt

M:Q|<[M:L]-[L:Q]<2-8=16<[K:Q]-[L:Q]

Sei K ein Korper und sei f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 1. Sei L ein Zerféllungs-
korper von f iiber K. Beweise:

(a) Esgilt[L: K]|nl.
(b) ImPFall [L: K] =nlist f irreduzibel iiber K.
Losung: (a) Wir verwenden Induktion iiber n. Fir n = 1 ist f ein lineares Polynom und

daher gilt [L : K] = 1, woraus die Aussage direkt folgt. Sei also n > 2. Wir unterscheiden
zwei Fille:

Sei f irreduzibel und a € L eine Nullstelle von f. Dann ist f das Minimalpolynom von a
tiber K und es gilt [K(a) : K] = n. Ausserdem lésst sich f iiber K (a) faktorisieren als
f(X) = (X —a)g(X) mitdeg(g) = n — 1. Offensichtlich ist L ein Zerfallungskorper von g
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iiber K (a). Nach Induktionsvoraussetzung gilt also [L : K (a)] | deg(g)! = (n — 1)!. Durch
Multiplizieren auf beiden Seiten mit n erhélt man

[L:K]=[L:K(a)-[K(a): K]|(n—1)!-n=nl

Nehmen wir jetzt an, das Polynom f sei reduzibel und seien fi, fo € K[X]\ K mit f = f; fo.
Dann gilt n; := deg(fi;) > 1 und ny := deg(fe) > 1 und n = n; + ny. Sei K; ein
Zerfallungskorper von f; iiber K. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann fiir die Erwei-
terungsgrade [K; : K| }nl I. Ausserdem ist L ein Zerfillungskorper von f; iiber K;. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt also [L : K] ‘ ny!, und wegen der Multiplikativitit des Kor-

ni +n2) _ (ni+n2)!
ni -

pergrades folgt daraus [L : K] ‘ n1!ny!. Der Binomialkoeffizient ( i isteine

ganze Zahl, also gilt n; !ns! ‘ (n1 + ng)! = n!. Demnach gilt

[L: K]|n!.

(b) Da fiir ein reduzibles f wie oben gilt [L : K] ‘ nq!ng!und nylng! < n!, folgt die Aussage.

(a) Zeige: Das Polynom h € K[X] ist separabel, wenn . und D h keinen gemeinsamen
Faktor h mit grad(h) > 1 besitzen.

(b) Zeige: Ist h € K[X] ein Polynom und besitzen i und D h einen gemeinsamen Faktor
h mit grad(h) > 1, so ist h nicht notwendigerweise inseparabel.

(c) Zeige: Ist p eine Primzahl, so ist das Polynom X P"~1_1 € F,[X] separabel.
g y P P

Losung: (a) Sei h inseparabel. Sei g ein irreduzibler Faktor von h mit mehrfachen Nullstellen
in einem Zerfillungskorper. Dann hat auch / mehrfache Nullstellen in einem Zerfallungs-
korper. Nach Satz 16.1 haben somit & und D h einen gemeinsamen Faktor.

(b) Betrachte das Polynom p = (X — 1)? iiber einem beliebigen Korper. Es ist niemals
inseparabel, da die irreduziblen Faktoren (X — 1) einfache Nullstellen haben, aber es hat mit
seiner Ableitung D p = 2(X — 1) einen gemeinsamen Faktor.

(c) Die Ableitung des Polynoms ist (p" — 1)X P 2, also eine Potenz des irreduziblen Po-
lynoms X. Allerdings ist das Polynom selbst nicht durch X teilbar, hat somit also keinen
gemeinsamen Faktor mit seiner Ableitung. Das Resultat folgt nun mit (a).



