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Musterlosung 17

Separable und normale Kdrpererweiterungen
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Finde ein Beispiel einer algebraischen Korpererweiterung L : K mit den folgenden Eigen-
schaften.

(a) L : K ist endlich, nicht separabel und K hat positive Charakteristik.
(b) L : K ist nicht endlich, aber normal.
(¢) L : K ist nicht endlich und nicht normal.

Losung: (a) Nach Aufgabe 90 hat z.B. die Erweiterung I, (¢) : F,(¢?) fiir jede Primzahl p
die gewiinschten Eigenschaften.

(b) Zum Beispiel K = Q und L = Q ein algebraischer Abschluss von Q. Diese Erweiterung
hat unendlichen Grad, da z.B. fiir jede positive natiirliche Zahl n der Grad [Q(/2) : Q] = n
ist.

(c) Zum Beispiel K = Qund L = Q+ aus Aufgabe 97. Dann hat das irreduzible Polynom
X" — 2 fiir jede positive natiirliche Zahl n > 3 mindestens eine, aber hochstens zwei seiner
n Nullstellen in L.

(a) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und sei L : K eine endliche Korpererwei-
terung.

Zeige: Ist [L : K] teilerfremd zu p, so ist L : K separabel.
(b) Wann ist eine Korpererweiterung vom Grad 2 inseparabel?

Losung: (a) Seia € L beliebig, und sei f das Minimalpolynom von a iiber K. Wir betrachten
den Korperturm L : K (a) : K. Wegen p 1 [L : K| und der Multiplikativitit des Korpergrades
ist auch [K(a) : K| nicht durch p teilbar. Folglich ist deg(f) = [K(a) : K] teilerfremd zu p.
Daherist D f # 0, folglich haben f und D f keinen gemeinsamen Teiler und f, und folglich
auch [K (a) : K], ist nach Aufgabe 89a separabel. Da a beliebig war, ist damit L : K eine
separable Erweiterung.

(b) Nach Teil a) gilt Char(K) = 2. Eine Korpererweiterung L : K ist genau dann inse-
parabel, wenn ein Erzeuger inseparables Minimalpolynom hat. Ein irreduzibles Polynom
X2+ bX + ¢ vom Grad 2 in K[X] ist genau dann inseparabel, wenn b = 0 ist. Also ist
eine Korpererweiterung L : K vom Grad 2 genau dann inseparabel, wenn sie von der Form
K(a) : K mit a® € K in Charakteristik 2 ist.

Zeige: Ein Korper K ist genau dann perfekt, wenn jede algebraische Erweiterung von K
separabel ist.

Losung: Sei L : K eine algebraische Erweiterung eines perfekten Korpers K. Fiir jedes
a € L ist das Minimalpolynom m,, € K[X] irreduzibel. Da K perfekt ist, ist es folglich
separabel. Daher ist a separabel iiber /', und die Korpererweiterung L : K ist separabel.
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Fiir die andere Richtung sei jede algebraische Erweiterung eines Korpers K separabel iiber
K. Sei f € K[X] irreduzibel. Da Multiplikation mit Elementen aus K* die Separabilitt
von f nicht beeinflusst, konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
f normiert ist. Dann ist L := K[X]/(f) algebraisch iiber K, und die Restklasse von X hat
das Minimalpolynom f. Da L : K separabel ist, ist folglich f separabel. Also ist K perfekt.

Sei L : K eine algebraische Korpererweiterung. Sei L ein algebraischer Abschluss von L.

Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

i. L : K ist normal.
ii. Fiir jeden Kérperhomomorphismus o: L — L mit ¢|x = id gilt (L) C L.
iii. Fiir jeden Korperhomomorphismus ¢: L — L mit | = id gilt (L) = L.

Losung: Die Implikation iii.=ii. ist offensichtlich.

Wir zeigen nun ii.=i. Sei f € K [X] ein irreduzibles nichtlineares Polynom, das eine Null-
stelle @ in L hat. Sei b € L eine weitere Nullstelle von f. Nach Satz 14.4 existiert ein
Korperhomomorphismus ¢: K (a) — L mit ¢|x = id und p(a) = b.

Variante mit Satz 17.5: Mit dem Satz 17.5 konnen wir ¢ zu einem Korperhomomorphis-
mus m — L erweitern. Diese Erweiterung auf L eingeschriinkt liefert eine Erweiterung
©%: L — L. Nach Voraussetzung ist (L) C L, folglich ist b € L. Da b beliebig war, zerfillt
f uber L. Somit ist L : K normal.

Variante mit Kuratowski-Zorn Lemma: Mit Hilfe des Lemmas von Kuratowski-Zorn konnen
wir ¢ zu einem Homomorphismus %: L — L erweitern; die partielle geordnete Menge hier-
fiir ist die Menge aller Paare (K", 1)), fiir die K’ ein Zwischenkorper der Korpererweiterung
L: K(a)ist,¢: K’ — L ein Kérperhomomorphismus und (K’,) < (M’,6) genau dann,
wenn K’ C M’ und 6|x, = 1. Nach Voraussetzung ist (L) C L, folglichistb € L. Da b
beliebig war, zerfillt f iiber L. Somit ist L : K normal.

Variante mit transfiniter Induktion: Sei {a,, : « € \} = L eine Wohlordnung von L fiir eine
Ordinalzahl A wobei ag := a. Sei Ky := K(a) und sei ¢q := . Sind, fiir ein a € A, K,
und ¢, bereits bestimmt und ist K, & L, so sei, mit Satz 14.4, K1 := K,(aq+1) und
@at1 : Kap1 — L ein Homomorphismus der ¢,, erweitert. Fiir Limesordinalzahlen v € A
definieren wir K, := J,c, Ko und ¢ 1= U, ¥o- Dannist oy Ko = L (weil L : K
algebraisch ist) und @ := J,, @ ist ein Homomorphismus L — L. Nach Voraussetzung
ist also (L) C L und da b beliebig war, zerfdllt f iiber L. Somit ist L : K normal.

Als letztes zeigen wir i.=iii. Sei ¢ wie in iii. Sei @ € L. Sei f das Minimalpolynom von
a iber K. Es gilt also f(p(a)) = ¢(f(a)) = 0, also ist das Bild von a unter ¢ ebenfalls
eine Nullstelle von f. Da L : K normal ist, ist somit p(a) € L. Da a beliebig war, folgt
(L) C L. Ausserdem induziert ¢ nach diesem Argument eine Permutation der Nullstellen
von f. Daher liegt a auch im Bild von ¢, somit ist p(L) = L.

Ist fiir folgendes o € R die Korpererweiterung Q(«) : Q normal? Falls nicht, bestimme eine
normale Hiille der Erweiterung, d.h. einen kleinsten Oberkorper Q(«) von Q(«), sodass
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Q(«) : Q normal ist.

(@) a=+vV2++V2
b a=V1+V3



Losung: (a) Druch doppeltes Quadrieren erhalten wir, dass « eine Nullstelle des Polynoms
f(X) = X* —4X? + 2 ist. Dieses ist nach Eisenstein mit p = 2 irreduzibel in Q[X] und
deshalb das Minimalpolynom von «. Die anderen drei Nullstellen von f sind —« und

a? =2

«
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und liegen ebenfalls in Q(«a). Also ist Q(«) der Zerfillungskorper von f und somit ist die
Erweiterung Q(«) : Q normal.

(b) Doppeltes Quadrieren ergibt, dass « eine Nullstelle des Polynoms f(X) = X4 —-2X% -2
ist. Dieses ist nach Eisenstein mit p = 2 irreduzibel in Q[X| und deshalb das Minimalpoly-
nom von «. Die anderen drei Nullstellen von f sind —« und

N 2
+iy/V3—1= i%_ ¢ Q(a) C R.
Der Zerfillungskorper von f in C ist somit Q(a,iv/v/3 —1) = Q(a,iv/2). Da dieser

nicht in Q(«) enthalten ist, ist Q(«) : @ somit nicht normal. Seine normale Hiille in C

ist Q(av,iv/2).



