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Finde eine Radikalerweiterung von @), welche die folgende komplexe Zahl enthilt.
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Losung: (a) Zum Beispiel Q(v/11, v/23, v/5)
(b) Zum Beispiel Q(+/6, v/5)
(c) Zum Beispiel Q(v/5, V11, v/1 4 3v/11)

(a) Sei K : Q eine normale Erweiterung, sodass [K : Q] eine ungerade Primzahl ist.
Zeige: Wenn K C R gilt, dann ist K : Q keine Radikalerweiterung.

(b) Finde ein Beispiel von Korpererweiterungen M : L : K, sodass M : K eine Radika-
lerweiterung ist, L : K aber nicht.

Losung: (a) Da p := [K : Q] eine ungerade Primzahl ist, hat die Erweiterung K : Q
keine echten Zwischenkorper. Falls sie eine Radikalerweiterung ist, muss somit ein Erzeuger
a € K der Erweiterung existieren, sodass a? € @ liegt fiir eine natiirliche Zahl ¢ > p.
Wegen der Normalitit miissen somit alle Nullstellen des Minimalpolynoms f von a tiber @),
ein Teiler von X?—a? vom Grad p, in K liegen, also auch p der ¢-ten Einheitswurzeln. Diese
sind aber nicht reell.

Bemerkung: Mit der letzten Aufgabe dieser Serie konnen wir annehmen, dass ¢ eine Prim-
zahl ist. Wir kénnen dann sogar p = ¢ zeigen. Wegen f|(X? — a?) und deg(f) = p > 3
enthilt f eine ¢-te Einheitswurzel. Da ¢ prim ist, ist diese primitiv. Somit gilt p = [K : Q] >
q — 1. Andereseits folgt aus f|(X? — a?) natiirlich p < ¢. Dies impliziert p = q.

(b) Sei K = Qund M = Q(eL?) Laut Aufgabe 132 ist Gal(M : K) = Cg. Definiere nun
L == Q(cos(%)) = Q(&2"). Mit [M : L] = 2 folgt [L : Q] = 3. Da Gal(M : L)
normal in Gal(M : K) ist, ist die Erweiterung L : @ normal. Ausserdem gilt L C R, also
kann die Erweiterung L : QQ nach Teil (a) keine Radikalerweiterung sein.

Sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom.
Zeige: Ist eine Nullstelle von f durch Radikale ausdriickbar, so gilt das fiir alle Nullstellen.

Losung: Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Sei L C K der Zerfillungskorper von
f. Sei a eine Nullstelle von f, die in einer Radikalerweiterung von K liegt. Das bedeu-
tet, es existieren «,...,q, € K mita € K(ay,...,qy), sowie ny,...,n, € N mit
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o € K(ai,...,a;-1). Sei b eine weitere Nullstelle von f. Sei 0 € Gal(L : K) mit
o(a) = b. Es existiert eine Erweiterung 7: K — K von 0. Wegen o € K(aq,...,a;—1)
istg(a;)" € 7(K(aq,...,0;-1)) = K(@(),...,0(a;—1)). Somit ist auch b durch Radi-

kale ausdriickbar.

Aliter: Nach Voraussetzung ist eine Nullstelle von f in einer Radikalerweiterung L von K
enthalten. Nach der nichsten Aufgabe ist die normale Hiille L von L : K ebenfalls eine
Radikalerweiterung von &. Da L normal iiber K ist und eine Nullstelle des irreduziblen
Polynoms f enthilt, enthilt L alle Nullstellen von f. Also sind alle Nullstellen von f durch
Radikale ausdriickbar.

Sei L : K eine Radikalerweiterung in C und sei L die normale Hiille von L : K.
Zeige: L : K ist eine Radikalerweiterung.

Losung: Sei L = K(ay,...,q,) wie in der Definition einer Radikalerweiterung, d.h. es
existieren oy, ...,y und ny, ..., n, € N mito)” € K(ay,...,a;_1). Wir beweisen die
Aussage mittels vollstandiger Induktion nach m.

Sei zuerst m = 1, also L = K (a) mit o € K. Dann teilt das Minimalpolynom von « iiber
K das Polynom X" — ™. Also gilt fiir alle Nullstellen ag, ..., a; des Minimalpolynoms
von « iiber K, wobei o = ay, ebenfalls a € K, also ist L = K(ay,...,a;) mit jeweils
a!? € K C K(ay,...,a;,-1).

Sei nun die Aussage bewiesen fiir m — 1. Sei f € K|[X| das Minimalpolynom von a,.
Sei b eine weitere Nullstelle von f in L. Es geniigt zu zeigen, dass b™ in der normalen
Hiille L,,_; von K (ay, ..., am_1) : K liegt. Sei 0 € Gal(L : K) mit 0(c,) = b. Dann ist
b = o(alm). Da @’ € L,,_; liegt, ist nach Aufgabe 103 auch o (o) € L,,_;. Somit
sind wir fertig.

Sei L : K eine Radikalerweiterung.

Zeige: Es existieren f31, ..., 6 € L und Primzahlen p, ..., p, mit 37 € K(by,...,5;-1)
firalle1l < j < k.

Losung: Sei L = K(aq,...,q,) wie in der Definition einer Radikalerweiterung, d.h. es
existieren av,...,q, und ny,...,n, € N mit o € K(ai,...,q;-1). Wenn alle n;
prim sind, sind wir fertig. Sei ansonsten n; nicht prim. Dann ist n; ein Produkt nicht not-
wendigerweise verschiedener Primzahlen p, . . ., p,, und wir konnen a; durch die Elemente

ng ng

ng
ari,qriP2 ... @qP1r2--Pnersetzen.




