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(D 9) Man erweitere die Analysis auf A-Funktionen, welche nicht notwen—

dig Fortsetzungen reeller Funktionen sind (z.B. Deltafunktionen).
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Kapitel 2: DIE OMEGAZAHLEN

2.1 Wie erweitert man Zahlbereiche?

Wir sind darauf aus, den K8rper der rationalen Zahlen oder den der re-
ellen Zahlen durch Hinzunahme unendlich groBer und unendlich kleiner Ele-
mente so zu erweitern, daB unter anderem die Beispiele aus Kapitel 1
einen guten mathematischen Sinn bekommen. Man wird sich an bereits ver—
trauten und bew#hrten Verfahren zu Erweiterungen von Zahlbereichen orien-

tieren.

Die meisten heutigen Mathematiker halten die Methode der Adjunktion neuer,
"idealer" Elemente fiir besonders geeignet. Die komplexen Zahlen kann man
erhalten, wenn man zum Kérper K =R "oder K = @ noch ein weiteres Sym-—
bol i fiir ein neues "ideales'" Element hinzunimmt mit der wichtigen For-
derung wm = -1 und der weiteren Festsetzung, daR i sich beziiglich

der in der Definition des Kdrpers festgelegten Rechenregeln so verhilt
wie ein "allgemeines" Element des Koérpers K, also nicht in jeder Hin-
sicht so wie die in der Definition auch auftretenden '"speziellen" Elemente
0 und 1. Das neue Element i soll also mit den alten rational ver-
kniipft werden diirfen, und es sollen Kommutativ—, Assoziativ-, Distribu-

tivgesetze gelten.

Das ist keine Erfindung des 20. Jahrhunderts. Die italienischen Algebrai-
ker, dann Leibniz und vor allem Euler und andere Mathematiker des 18.
Jahrhunderts sind mit dem Zeichen v~1 und den komplexen oder imaginiren
oder (ab)surden Zahlen genau so umgegangen, und ihre Erfahrungen hatten
gezeigt, daR man damit zu richtigen reellen Resultaten kommt. Ob bei man-
chen Mathematikern iiber die bloBe gute Erfahrung mit diesen Zahlen eine
tiefere Einsicht in die widerspruchsfreie M&glichkeit dieses Umgangs
vorhanden war, kdnnen wir kaum entscheiden. — Bei Euler kam zum rein al-
gebraischen Operieren noch weiteres hinzu, zum Beispiel mwdw. wwv Aus-

driicke, die Euler selbst iibrigens auch zur Algebra rechnete.

Die heutige mengentheoretisch orientierte Geschichtsauffassung sieht in
der GauBschen Zahlenebene ein Modell, welches zeigt, daB die Theorie

des Kdrpers der komplexen Zahlen genau so widerspruchsfrei ist wie die
des Korpers der reellen Zahlen. Anfangs handelte es sich wohl mehr um
ein niitzliches Hilfsmittel. Das Suchen nach Modellen setzt allgemein erst
um 1870 ein, zugleich mit dem Aufkeimen der Mengendenkweise; GauR und
seine Zeitgenossen entwickelten die nichteuklidische Geometrie im Stile

Euklids als eine logische Aufeinanderfolge von Lehrsitzen, ohne ein Mo-

6%
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dell zu suchen.

Sieht man von einem unpublizierten Versuch Bolzanos (ca. 1830) ab - wir

kommen auf diesen Ansatz noch zuriick -, so erzeugte erst die Mengendenk-~

weise ein Bediirfnis nach Begriindungen der reellen Zahlen mittels Erweite-

rungen des Kdrpers der rationalen Zahlen. Selbstverst#ndlich darf man

nicht sagen, die Mathematiker davor hitten nicht gewuBt, was die reellen

Zahlen seien; man hatte ja die Dezimalzahlen, und das geniigte. Selbst der

Nullstellensatz fiir stetige reelle Funktionen 148t sich auf dieser Grund-

lage beweisen (Cauchy 1821).

Neben der Methode der Dedekindschen Schnitte zur Erzeugung von R aus
beruht auch das Verfahren der

Q
Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen auf
dem Mengenbegriff, und dessen Modifikation wird einen zweiten moéglichen
Zugang zu. unserer Erveiterung des Zahlbegriffs geben.

Speziell fiir die reellen Zahlen eignet sich auch eine axiomatische Ein-

fiihrung besonders gut (Hilbert 1899, Grundlagen der Geometrie);

das liegt
daran, daB die Axiome kennzeichnend fiir R

sind, jedenfalls wenn man eine
konventionelle Auffassung von den Grundlagen der Mathematik hat: TR
der einzige vollstidndige angeordnete K

ist
orper, d.h. der einzige, in dem jede

nach unten beschrinkte nicht-leere Teilmenge eine grofte untere Schranke

hat. Diese Auszeichnung von R ist als ein Indiz dafiir empfunden worden,

daB nur iber R eine brauchbare Analysis méglich sein kann; wir werden

aber sehen, daf der Satz vom Infimum £
Omegazahlen gilt.

ir "verniinftige" Mengen auch bei den

Jedenfalls ergibt sich schon daraus, daB eine Axiomatik fiir Nichtstandard-

Zahlen nicht ganz so einfach aussehen kann, weil sie diese speziellen

"verniinftigen" Mengen mit berlicksichtigen muB. Das geschieht tatsichlich

in dem derzeit hiufig benutzten Bmmosmpmwmnms von Edward Nelson. Fiir einen

Einstieg erscheint mir der axiomatische Zugang nicht geeignet.

2.2 Die Adjunktion von Q

Im folgenden bezeichne K einen archimedisch geordneten Kérper, man denke

an K =Q oder K =R. Zu diesem soll ein neues, "ideales" Element hin-

zugenommen werden. Wir schreiben dafiir 2, das groBe griechische Omega,
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in Anlehnung an das Zeichen ¢0, welches Euler gelegentlich zur Bezeich-
i B

nung einer unendlich groBen natiirlichen Zahl verwendete. Unendlich gro
’ . . . rs

heift ein Element, welches grdfer ist als jedes Element des Grundkdrpe

. . . 5 2 Un—
K. Dazu sind offenbar notwendig und hinreichend die unendlich vielen Un

gleichungen
(1) @>1, 2>2, >3, ..., 2> 100, ...5

auller rwar W1lr VO Q aR die rationa ec. erationen unbe-
B, m erwarten wi n , daB ratyi len Rechenop ionen
des

schrinkt ausfiihrbar sind. Man kann daher die Ausdriicke bilden

Q+ + mw

a +a mw , wnLum € K,

.. +b.0]
~+v_©+. 3

j bra
die die Menge K(Q) konstituieren. In jedem Lehrbuch der modernen Algel

kann man nachlesen, daB K(Q) ein angeordneter Kdrper ist. Wir gehen dar-—
i i i i den
auf nicht weiter ein, denn dieser Kérper ist uns zu klein, wie wir aus
Beispielen in Kapitel 1 wissen: Uns interessieren auch Ausdriicke wie
Q 29 " 2Q 1
1.8 .2 9 1 ok, 1 L
M¥gls Su. B wmo ki wwmw k=41
i i i oRe
Ersetzen wir in diesen Ausdriicken das Zeichen £ durch hinreichend gr
i 1k
natiirliche Zahlen, so ergeben sich Elemente von K, und in den Formeln
(1) fithrt die Ersetzung von & durch n Jjeweils auf eine wahre Aussage,

sofern n hinreichend groR ist. Das legt die folgende Verallgemeinerung

des Begriffs der Adjunktion nahe.

Jede Folge a(n) ¢ K, definiert fir alle hinreichend groBen nattirlichen
. ; b

n, oder, anders ausgedriickt, fir alle n > ng mit einem n € N, Ms

el £l b i i 8 .

ein Element des erweiterten Zahlbereichs O an; wir schreiben fir die

ses Element a(Q) und nenmen es eine Omegazahl.

Es sieht so aus, als wiren die Omegazahlen nichts memﬂmw als Nmz.mou_.mmﬁ
in XK, und damit hitten wir ﬂwnrn viel gewonnen. Aber die Formeln Anv
geben uns einen Hinweis darauf, wie wir Sitze oder wahre >Cmmmmma¢_.ﬁﬁmw..
richtige Formeln fiir Omegazahlen erhalten konnen: Ist A(n) fur an
chend groBe natiirliche n (oder fir fast alle n, £fiir alle n 2 o,

initi hr sein
wahr in der Theorie von K, so soll A(Q) per definitionem wal

in le von . Wl se vorlaurl zu azlisieren,
Th duf ge Festse ng p
der eor v K Ehe r die v F tset T

seien einige Beispiele behandelt.
: it i i rofle
Es sei A(n): a(n) = b(n) mit a(n) €K, b(n) € K fiir hinreichend g

n. st A(n wahr fir hinreichend groBe =n, so gl t nach unserer Fest-—
X A v it g B g I h
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setzung a(R) = b(R). Zu "kofinalen" Folgen, das heiBt zu schlieBlich
mdmﬂmwumnwssnummau gehort die gleiche Omegazahl. Ist mAlv =n fir hin-
reichend groRe n, so ist a(Q) = Q. Die Zahl & gehdrt zu der Folge

der natiirlichen Zahlen, offenbar einer besonders ausgezeichneten Folge.

Die nachfolgende Kette von Ungleichungen wird der Leser selbst bestdtigen

(einige Zahlen gibt es in mwu aber nicht in bemv"

Q Q
<1 <Vr< \mAMmmAA_;}WbAMwF_AwA\MMAmAmbA
k=0 ™°

< mmo < mb < Q! < bbl_ = mb

Die Schreibweise a(R) wird manchmal zu umstédndlich werden; es sei daher
verabredet, daB wir Omegazahlen auch mit den zugehSrigen griechischen Buch-
staben bezeichnen, o = a(Q), € = x(Q). Das wird sich nicht immer konse-
quent durchhalten lassen. So ist 1 'schon fiir die Kreiszahl vergeben, @
soll fiir die durch die Folge (n) gegebene Zahl stehen, und dx ist stets
infinitesimal. \

smwwbawm entsprechenden Regeln in K fiir alle Elemente gelten, haben wir
in "K ebenfalls fiir alle Elemente
G*B=Bra; o =Beas (a+B) ty = o+ (Bry); a(By) = (eB)y;
a(B+y) = af + ay.

. . PR ? S, 5
Die Elemente von K sind in K {iber die schlieBlich konstanten Folgen

eingebettet: Ist a(n) = 1 fiir alle hinreichend grofen n, so ist oa=1.

Acwm 1st sozusagen ein Bonus, den uns unsere Bezeichnungskonvention liefert.

Nun folgen die weiteren Korperregeln o +0 = a, «-0 = 0, a-l =a aus

den entsprechenden Regeln fiir K. Die Existenz eines Inversen bei der

Addition ist offensichtlich, a+ (-a) = 0; dabei gehsrt o zur Folge

a(n), und -o zur Folge -a(n).

Das weitere Durchmustern der Regeln fiir angeordnete Kérper verliuft nicht

so langweilig. Wie steht es zum Beispiel mit der Existenz des Inversen
bei der Multiplikation und mit der vollstidndigen Anordnung? Ist Almvb

groBer oder kleiner als 0? Es gilt ja nicht fiir alle hinreichend groflen

n .
n, daB (-1)" =1, und auch .nicht Al_vu = -1. Das sieht nach einem
ernsten Handicap aus!
Erinnern wir uns aber daran, daB die A(n) L:mmnﬁw: sein durften, nicht

bloB Formeln in Zeichen des analytischen oder algebraischen Kalkiils. Die
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A(n) dirfen vielmehr auch logische Symbole enthalten. Ist nun

A(n): Aluvn =1v Almvn = -1 mit dem logischen "oder" v, so ist dieses
A(n) sogar fiir alle n wahr, und daher gilt A(Q): In der Theorie von
ww haben wir als wahre Aussage Av_ub =1v Al_vb = -1. Das sieht zu-
niachst recht merkwiirdig aus, denn aus dieser Aussage kdnnen wir nicht
schlieBen, welche der beiden Teilaussagen Al_vs =1 oder Ax_vb = -1

wahr ist. Nur ihre Disjunktion ist gewiR wahr!

Ganz so neu ist eine solche Situation nicht. WeiR man in der Standard-
Mathematik etwa, daf fiir eine Anwendung nur genau eine L&sung einer qua-
dratischen Gleichung in Frage kommt, etwa xm =1, so kann man-auch nur
auf xM.N = %1 verweisen; fiir eine Entscheidung zwischen den beiden mdg-
lichen Werten braucht man weitere Informationen, und ebenso ist es hier.
Bei konkreten Aufgaben stért der Sachverhalt gar nicht; davon konnten wir

uns in Kapitel 1 i{iberzeugen.

Das Vorkommnis gibt aber AnlaB zu einer prizisen Fassung unserer Defini-
tion der Giiltigkeit einer Aussage A(Q). Wir miissen sagen, wie die zuge-
hérige Aussageform A(.) mit einer Leerstelle fiir eine natiirliche Zahl-
variable aufgebaut sein darf: Sie soll eine endliche Reihe von Zeichen
aus dem iiblichen mathematischen Alphabet der Theorie von K sein. Zu
diesem Alphabet gehdren das Gleichheitszeichen =; Zeichen fiir Zahlen-
konstante wie 0, 1, !Wu m; Zeichen' fiir Zahlvariable wie j,k,m, x.wunw
Zeichen fiir Funktionen und Relationen und zugehdrige Variable wie 7 ,
exp, sin, +, -, <, £, g, R; Zeichen der Mengenlehre €, {...}, ¢, n, u,
\Ju ﬂ\ﬁ N, @ ...; Interpunktionszeichen wie Klammern ), (,...; und nun
eben auch noch die logischen Zeichen - (Negation), A (und), Vv (oder),
=> (Implikation), <=> (genau dann wenn), \/ (fir alle), /\ (es
gibt).

Es ist nicht etwa eine Besonderheit der Infinitesimalmathematik, daB sie
eine solche AufzZhlung der Bausteine fiir Aussagen, Aussageformen, mathe-
matische Sitze erfordert. Das gilt ebenso fiir jede mathematische Theorie
auch sonst; nur kann man sich das meist ersparen, weil eine mehr oder we-
niger laxe umgangssprachliche Formulierung ausreicht. Hier aber wollen

wir aus einer gegebenen Theorie von K, d.h. einer Sammlung von Sitzen
oder wahren Aussagen in der Sprache von K eine neue Theorie von bw ge-
winnen, und da empfiehlt es sich, die Sprache von K ‘tatsichlich einmal
zu prizisieren. Das bedeutet natiirlich nicht, daR wir hier mehr Kenntnisse
aus der mathematischen Logik benttigen als beispielsweise in der gewohnten

reellen oder komplexen Analysis. Manche Biicher iiber Nonstandard-Analysis
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erwecken allerdings den Eindruck, als handle es sich dabei um eine Anwen—

dung der mathematischen Logik; hier aber trifft das nicht zu.

Wir setzen noch voraus, daB das Zeichen © nicht zum Alphabet der Theorie

von K gehdrt, genauso wie man bei der Einfiihrung der komplexen Zahlen

vorauszusetzen hat, daB das Zeichen i nicht zur Sprache der reellen Zah-

len gehort. Sollte das Zeichen doch in der alten Theorie vorgekommen sein
>

so muB es rechtzeitig durch ein anderes ersetzt werden. Die Theorie selbst

wollen wir ni i HI] i
nicht weiter festlegen; jeder Leser mag an "seine" Theorie den—

ken. Es soll sich lediglich um eine Kollektion von wahren Sitzen handeln
>

welche in der Sprache von K formuliert ist; und die Theorie darf nicht
zu armselig sein. Wir werden auf jeden Fall die elementare Zahlentheorie

von N, wie sie etwa in den Axiomen von Peano-Dedekind steckt, vorauszu—

setzen haben. Doch wird sich spiter im einzelnen zeigen, was bendtigt wird

Nach dieser langen Vorrede kommen wir nun mDmHu...nv N.Eu UmmmbwnwonamHHSmOI

rie von bw.

Leibniz'sches Prinzip: Es set A(.) eine Aussageform, formuliert in dev
Sprache von K. Wemn es ein n, € N gibt so daB fiir alle n >n_ die

Aussage A(n) in der zugrundegelegten Theorie von K wahr ist, dann

soll A(Q) als wahrer Satz in die neue Theorie von b.w aufgenommen wer—
den.

Wir berufen uns bei diesem konstituierenden Prinzip der neuen Theorie auf
Leibniz, der formuliert hat: "Die Regeln des Endlichen gelten im Unendli-
chen weiter." (Brief vom 2.2.1702 an Varignon). Wir haben ja schon gese—

hen, daB @ sich als ::mun._f..or groR erweist. Leibniz und seine Nachfolger
haben offenbar nach dem Prinzip mit dem UnendlichgroBen gerechnet: Was fiir
alle sehr groBen endlichen Zahlen gilt, das gilt auch fiir die unendlich

grofen. Wir verwenden das Prinzip in einer minimalen Fassung: Es wird nur

ewne einzige neue ideale Zahl Q postuliert. Damit werden wir auskommen.

Von den Kérperregeln fehlt uns lediglich die Existenz des inversen Ele-

ments bei der Multiplikation. In K gilt das:

muo<<m.vn_.
g b

Schreibt man a(n), b(n) statt a,b, so hat-man fiir jedes n eine wahre
Aussage, und mit o = a(Q), B = b(Q) folgt in bN
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Wieder kann es sein, daB im Einzelfall nicht zu entscheiden ist, ob o =0
gilt, z.B. bei a =1+ ml_vb. Dann braucht man eben wieder mehr Informa-
tionen, #Zhnlich wie in der konventionellen Algebra, wenn es um eine Wurzel

der quadratischen Gleichung xN -2x = 0 geht.

Die Anordnung o <OVva = Ova>0 folgt direkt aus der Glltigkeit von
a<0va =0Vva>0 in K. Die Verifikation weiterer Regeln fiir die Anord-

nung im Kdrper iiberlassen wir dem Leser.

Die bisherigen Uberlegungen zeigten, daf in %  die Regeln des angeord-

neten kommutativen Kérpers gelten. Aber wir haben doch etwas mehr gewon-—

bﬁ unendlich groBe Zahlen, also solche, fiir die gilt

nen: Es gibt in
g>m fir jede (endliche) natiirliche Zahl m. Wir schreiben dann auch

£ »1 (& unendlich groR gegen 1). Damit handelt es sich um einen Be-
griff (unendlich groB) und ein Zeichen (») auBerhalb des alten, "Znternen”
Alphabets der Theorie von K. Solche Begriffe und Zeichen sollen extern
genannt werden. Erst die externen Begriffe zeigen, daR wir mit unserer

Korpererweiterung eine Bereicherung der mathematischen Mdglichkeiten haben.

Eine Omegazahl £ heiBt unendlich klein oder infinitesimal, in Zeichen
£Ew~O0, ‘wenn _m_ AW fiir jede (endliche) natiirliche Zahl m. Fiir eine
zu E gehdrige Folge xﬁmﬂ und jedes feste meNlN gilt also _xb_ < W
fiir alle hinreichend groBen neN. Auch dieser Begriff ist extern. Fer—
ner kann man noch von beschrinkten Omegazahlen sprechen, wenn es eine na-

tiirliche Zahl meN gibt so daB || <m. Im Falle K =R gibt es zu

jeder beschrinkten Omegazahl € eine eindeutig bestimmte reelle Zahl

X s die von &, mwﬂmbcvmnmpwnwmewnmn»vmnmsadmnu _mo |xo_ Ro

oder, anders geschrieben, X, ® mo. Man nennt X den Standard-Teil

<o¢ mou Nou mn mo. dwmamﬁwnnmmwswmﬂﬁmmxnmﬁsmbvwwwncsm&mnvml
schrinkten Omegazahlen auf die reellen Zahlen dient zur Verbindung der

Analysis auf ﬁw mit der konventionellen reellen Analysis.

Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit von st mo beweisen. Zum Be-
weis der Eindeutigkeit nehmen wir an, fiir die reellen Zahlen K> Xy und

die beschrinkte Omegazahl £ gelte X~ E und X, ™ £. Das heiBt, es

gilt fir jede natiirliche Zahl m sowohl TJ -g] < N~|B als auch
|x, -&| < WW.» und daher
_x_lxm_ = _On_lmv - anlmv_ < _x_lm_ + _xN.lm_ A._W. Wegen der Archi-

medizitit von K ¢ R ‘folgt X = X,

Der Beweis liuft im Prinzip darauf hinaus, daB ~ eine transitive Rela-
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nu..osu..mn"?._mndmcbamu <mowmnpn<.zwﬂwon§mawb b:mmmwmw
darauf zuriick. .

Fir den Existenzbeweis setzen wir zunichst K =R voraus. Die gegebene
beschrinkte Omegazahl £ m.ﬂumcmn einen Dedekindschen Schnitt in Q <R,
und der Standardteil von £ ist diejenige reelle Zahl X, welche
durch diesen Schnitt definiert ist. Die Differenz x-f£ muB infinitesimal
sein, denn anderenfalls ldge zwischen x und £ mindestens eine rationale
Zahl. Das aber widerspriche der Gleichheit der von x und & erzeugten
Dedekindschen Schnitte.

Auch wenn K nicht gleich R ist, hat die Bildung von st £ einen Sinn.
Da 1eK und alle rationalen Operationen mit Ausnahme der Division durch
0 in K unbeschrinkt ausfiihrbar sind, enthilt K den Koérper @ als
Unterkdrper. Wieder erzeugen die beschrinkten Omegazahlen aus bﬁ Dede-
kindsche Schnitte in m.wmmma Unterkdrper @, und man ordnet jedem solchen
€ diejenige reelle Zahl st & zu, welche denselben Schnitt erzeugt. Hier
wird ‘st als Abbildung der beschrinkten Zahlen aus QN auf R aufge-

faBt. In diesem Falle braucht st £ nicht in K oder b_a zu liegen.

Beispiele und Aufgaben

1. Verifizieren Sie die Axiome des angeordneten kommutativen Korpers fiir

%,

Hinweis: Da fiir alle n gilt ab_ =ba, folgt «-B = B:a, ete.
n n n“n

[N

Diskutieren Sie das ,_.>ﬁowwammmmovm: Axiom! Es heift: Zu a,b € K mit
O0<a<b gibt es eine natiirliche Zahl m, so daB b < m-ra. In archi-
medisch geordneten Kérpern gibt es keine infinitesimalen oder unendlich
groBen Elemente.

Ist K archimedisch geordnet, so gilt fiir alle neN: Zu 0 < a <b

n

muc..mnu.,mﬁnmwbmbmnmnwwormwmww m., so daf v: <ma. In QN hat

man daher folgende "Archimedische" Eigenschaft:
Zu O<a<B existiert eine natiirliche (Standard- oder Zannmnwzmmﬂmlv

Zahl y, so daB B < pa. Selbstverstdndlich wird p im allgemeinen
unendlich groR sein.
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3. In seinen "Institutiones calculi differentialis" von 1755 hat Euler
zwei Zahlen o,B8 als arithmetisch gleich bezeichnet, wenn (in unserer
Schreibweise) o = B; Qmoiw.&&mnw gleich heifen o«,B mit a<B # 0O
bei ihm, wenn .Wn. 1. Wir schreiben dafiir o~RB.

Handelt es sich um Aquivalenzrelationen? Sind diese Relatiomen fiir
endliche (!) «,B gleichbedeutend? Handelt es sich um Kongruenzrela-
tionen beziiglich der rationalen Rechenoperationen? .
(Eine Aquivalenzrelation ~ heifit eine Kongruenzrelation beziiglich ei-

ner Verkniipfung %, wenn aus’ a ~y und B~ & folgt a*Bw~ y=* §.)

4. Eine Omegazahl 1 heift natiirlich, wenn es eine Reprisentantenfolge
m_eN fiir sie gibt. Zeigen Sie: Es gibt sogar eine monoton nicht fal-
B . -
=0 = t ein be-
lende Repridsentantenfolge, S+l Z S0 Sg o =yu. (Das is

weistechnisch niitzliches Lemma.)

Hinweise:
a) p ist beschrankt durch eine Zahl MeN. Dann gilt

p=1lvp=2v...vu=M, also p=meN, und man setze s,=m

fiir alle n.
b) u > 1. Dann gibt es zunichst ein p>p mit Totl w].oﬂbu etwa
r_ = max {1, m; k <n}. Damit ist erst recht u < 2", und die
n = w .
Dualdarstellung von u hat héchstens p Stellen, u = Lo mwN 5

Tn
a, e {0,1}. Man setze s_ = M NWNN.
k 4 o 2o

2.3 Zahlbereichserweiterung durch Folgenringe

Nach G. Cantor kann man die reellen Zahlen in folgender Weise aus den ra-
tionalen Zahlen gewinnen. Man zeichnet in der Menge 52 der rationalen
Zahlfolgen die Teilmengen F der Fundamentalfolgen und G der zcﬁ.mowmmn
aus und nennt zwei Fundamentalfolgen genau dann #quivalent, wenn ihre Dif-
ferenzfolge eine Nullfolge ist. Die Aquivalenzklassen geben die reellen

Zahlen.

Will man mit dieser Methode.einen gréferen Zahlbereich als R erhalten,

i Mogli i z ine grdfere Menge von
so gibt es zwei Méglichkeiten: Man kann statt F eine g .
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Folgen zulassen, oder statt G eine kleinere Menge, oder beides. Damit
die Menge der Aquivalenzklassen verniinftige algebraische Eigenschaften
hat, wird man von Folgenringen ausgehen; 32. F und G sind Ringe, wenn
man die Addition und Subtraktion und Multiplikation an den Werten der Fol-
gen a,b,... erklidrt: c = a+b wenn fiir alle n.eN gilt .
c(n) = a(n) +b(n); d =a'b wenn fiir. alle n gilt d(n) = a(n) - b(n),

G ist ein Ideal in F, und daher ist F/G ein Ring und sogar ein Kérper,
weil G ein maximales Ideal ist. Damit ist R erhalten. Auf die Anord-

nungseigenschaften wird man noch achten miissen.

Wir gehen zur Verallgemeinerung. dieses Verfahrens von einem angeordneten
Korper K aus; man denke wieder an K=0Q oder K =R. Es bieten sich

einige Ringe von Folgen an:

NZ. der Ring aller Folgen a: N -+ K,

B, der Ring der beschrinkten Folgen: aecB genau dann wenn es ein MeN
gibt so daB |a(n)| <M fiir alle n. '

F;, der Ring der Fundamentalfolgen: aeF genau dann wenn es zu jedem
melN ein m so gibt, daB |a(n) - a(n'")| .MW fiir alle n,n’' zm .

G, der Ring der Nullfolgen: aeG genau dann wenn es zu jedem meN

ein m gibt so daR _mnnv_ |M.w_|~ fiir alle n zm.
V, der Ring der schlieBlich verschwindenden Folgen: aeV genau dann

wenn hochstens endlich viele a(n) # 0 sind.

Bekanntlich ist eine Teilmenge M eines Ringes R genau dann ein Unter-
ring, wenn M mit a und b stets auch a-b und a-b enthdlt; ein
Unterring ist genau dann ein Ideal in R, wenn sogar a-b € M fiir aeR
und beM. (Wir setzen Ringe als kommutativ voraus!) Man stellt miihelos
fest, daB in der oben angeschriebenen Kette von fiinf Ringen jeder ein
Unterring aller vorhergehenden ist. Dariiberhinaus ist G Ideal in B

und sogar maximales Ideal in F, und V ist Ideal sogar in allen vier
Vorgingern, aber nicht maximal. (Der Ring der Folgen, welche schlieBlich
auf allen geraden Zahlen verschwinden, ist nimlich ebenfalls ein Ideal
und echter Oberring von V). Durch Restklassenbildung zu einem Kérper

zu kommen gelingt also mit den angegebenen Ringen nur im Cantorschen Falle

F/G. Wir wollen trotzdem versuchsweise die Ringe ansehen, die sich sonst
noch ergeben.

Will man im Ring der Aquivalenzklassen unendlich kleine Zahlen haben, so
werden daflir wohl nur Klassen von Nullfolgen in Frage kommen, und wir diir-
fen daher nicht alle Nullfolgen mit O #quivalent setzen; und bilden wir

Kquivalenzklassen im Ring B, so werden wir keine unendlich grofen Elemen-
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te erwarten kdnnen. Das legt nahe, den Ring @\4 zu untersuchen. (C.
Schmieden, D. Laugwitz 1958). Obwohl dieser Ring kein Kdrper ist, erweist

sich seine Untersuchung als niitzlich. In ihm kann in einfacher Weise expli-

. zit gerechnet werden, und man hat konkrete Beispiele. Die VergrdRerung des

Ideals V zu einem maximalen Ideal, auf die wir anschlieBend kommen werden,
148t sich n#mlich nicht in expliziter Konstruktion erreichen, so daB damit
- abgesehen von der Kdrpereigenschaft - keine neuen Einsichten gewonnen

werden.

Zwei Folgen a,b aus Hmz sind genau dann #quivalent, wenn a(n) = b(n)
gilt fiir fast alle nelN, oder wenn a-b ¢ V. Fiir die Maﬁ.%mwmﬁuwu.mmmmw.
das Element in Hm_z\<u schreiben wir entsprechende griechische Buchstaben,
a =f. Fiir die Klasse zur Folge a(n) = n soll ein besonderer Buchstabe
gewdhlt werden, nimlich Q. Die Analogie zu den Bezeichnungen in Abschnitt

2.2 ist beabsichtigt.

Um die Hmummnawm.m Formulierung "fiir fast alle n'" oder "schlieBlich fiir

nicht immer zu
=0,

wiederholen, und auch fiir die Zwecke der Verallgemeinerung, fiihren wir das

alle n" oder "es gibt ein n, so daB fir alle n>n"

System Cof der kofiniten Teilmengen von N ein: Fir M cN gilt M e Cof
genau dann wenn N \M hdchstens endlich ist.

Wir haben zum Beispiel:
a =B genau dann wenn {neN; a(n) = b(n)} e Cof
o+B = y genau dann wenn {neN; a(n) + b(n) = c(n)} e Cof

a*B = 0 genau dann wenn {neN; a(n) - b(n) = 0} e Cof.

Dieses Beispiel zeigt: o-B kann gleich O sein, ohne daB einer der Fak-
toren gleich O ist, der Ring Nmz\< enthdlt Nullteiler. Man setze

a(n) =1 + ?Cnu b(n) = 1 - (-1)®. 1In solchen Fillen, in denen a(n)
wie hier durch einen expliziten Ausdruck in n gegeben ist, schreiben
wir statt o auch a(Q), hier.also o =1 + A..Cb. g=1- TSb. H.mn

insbesondere a(n) = aeK fiir fast alle n, so schreiben wir o =a.

Auf die algebraischen Eigenschaften von Hmz\< brauchen wir nicht weiter
einzugehen; da V ein Ideal in Hmz ist, handelt es sich um einen Ring,
wie wir aus der Algebra wissen. Wir haben zur Kenntnis nehmen miissen, daR
dieser Ring sogar Nullteiler enth#lt und daher nicht eimmal in einen K&rper

eingebettet werden kann.

Die Anordnungsrelationen <, < und {iberhaupt alle Relationen werden von

Hmz nach dem kanonischen Schema auf wmz\< ibertragen:
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@ < B genau dann wenn {neN; a(n) < b(n)} € Cof,

o < B genau dann wenn {nelN; a(n) < b(n)} ¢ Cof.

Die Anordnung ist transitiv. Wir beweisen das fiir <. Sei o< B und -B<y,
d.h. M = {neN; a(n) < b(n)} € Cof und M, = {neN; b(n) < c(n)} € Cof.
Dann folgt a<y, weil die Menge .Zw = {neN; a(n) < c(n)} € Cof; dabei

benutzen wir zwei wichtige Eigenschaften von Cof:
Q,_v Wenn z_ € Cof und zm € Cof, dann x_ 33» e Cof

und
Q,Nv Wenn Ko e Cof und KWZO. dann M € .Cof.

Es ist nzmlich zw 2> z_ DZN.

Die Anordnung ist nicht vollstindig: Fiir das Element A.._vb gilt weder
Al_vb = 0 noch Al_vb < 0 mnoch Al_vo > 0. Aber es gibt durchaus er-
freuliche Aspekte: Wir haben Beispiele fiir unendlich groRe Zahlen, wie

Q, mw. bb. und fir unendlich kleine, wie die.Kehrwerte der eben aufge-
schriebenen. >=n*.~ Zahlen wie (I +W_va oder sogar (1 +.w~mvb gibt es hier,
und die folgende Ungleichungskette liRt sich direkt bestdtigen:

1 1 1.9

g 1 Q
0 <—<=<1< (1+= AM,AwA
k
k=0

AbAmbAb.

N o

bm Q Q

Der Ring Hmz\< liefert also reichlich Ubungsmaterial fiir den Anfinger.

DaR er trotz seiner Mingel fiir. einen Aufbau der Analysis einiges zu leisten
vermag, soll hier nicht weiter verfolgt werden. Ich verweise dazu auf mein
friitheres Buch (Laugwitz 1978) und die Darstellung bei Schmieden und Laug-
witz 1958.

Neben der Eignung fiir den Unterricht, auf die im letzten Kapitel dieses
Buches noch eingegangen wird, spricht auch folgendes fir die Beschidftigung
mit K._z\s Dieser Ring wird sich in gewissem Sinne als das Minimalmodell
fiir nicht-archimedische Zahlbereiche erweisen. Alle anderen Erweiterungen,
welche in Betracht kommen, erben die in diesem Modell bewiesenen Relationen.
Das alles wird zu prézisieren sein. Anschliefend wird noch zu kliren sein,
wie sich die Erweiterung durch Folgenringe zu der in 2.2 vorgenommenen Er—

weiterung durch Adjunktion von  verhilt.

Wir hatten schon erwdhnt, daB man ein V umfassendes Ideal V' in NZ
als Menge derjenigen Folgen erhilt, welche auf allen hinreichend grofen
geraden Zahlen verschwinden. Andere Moglichkeiten sind die Menge der Folgen,

die auf allen hinreichend groRen ungeraden Zahlen oder auf allen hinreichend
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groRen Quadratzahlen oder Primzahlen gleich O sind. DaB man damit Ideale
erhdlt, wird der Leser sofort verifizieren. Offenbar spielen die Nullstel-
lenmengen der Folgen fiir die Idealeigenschaft eine wesentliche Rolle. Die
Eigenschaften Q.Hv und Q.Nv von Cof waren wichtig fiir den Beweis der
Transitivitit der Relation <; {ibrigens bendtigt man sie auch zum Beweis
der Transitivitit von = und damit dafiir, daB iiberhaupt eine Gleichheitsre-
lation vorliegt. Die Eigenschaften Q.,_v und Q.Nv besagen, daR Cof ein
Filter auf N 1ist. Weitere Eigenschaften von Cof sind: Cof ist nicht
leer; ¢ % Cof; der Durchschnitt aller zu Cof gehdrenden Teilmengen von

N ist leer.

Ein nicht leeres System F von Teilmengen von N soll ein freier Filter

auf N heiBen, wenn folgendes gilt:

(F) @ ¢ F
Amﬂv Zwﬁ. Z_ e F und KN e F gilt Zm DKN e F
va Ist xo e F und KWZOQ so gilt MeF
Fy) (Y m=9.

MeF

Es ist leicht zu sehen, daB F > Cof. Anderenfalls gibe es nimlich ein

n_ eN, so daB Zo = {n; o, <n} ¢ F, und wir wihlen n, minimal mit

o

dieser Eigenschaft. Es ist o, > 2, weil wegen Q,Nv gilt WeF. Wir ha-
F.

ben daher M, = {n; n_-1 <n}e Nun muf es aber wegen Q.mv ein M, eF

o
geben mit 50|_ w zm. Dann ist Kw :xm < Kou und aus Am.avu Q,Nv folgt

zo e F, ein Widerspruch.

z:n.cwmnmwm Hm, mCmmmaw:mmnumnwmmademmsm.m N._zu mmﬁmaz_u:.mnm:.mbl
menge zu F gehort:

ace Hm, genau dann wenn zm = {nelN; a(n) = 0} ¢ F.

Hm ist ein Ideal. Ist nzmlich ¢ = b-a und a,b ¢ Hmi
Zn = Zm:z.vu und wegen Q,Hv, Q,Nv folgt c e Hm. Ist a e Hm. und
b e N.Z» so gilt fiir d = a:b sicherlich M, oM, also d e Hm, wegen

d = "a
(F

so hat man

Nv.

Wenn F, G freie Filter auf N sind mit F ¢ G, so heift G feiner als
F. Offenbar gilt dann HH., < How denn ist MeG, aber M w F, so gehort
die Folge a mit a(n) =0 fiir neM, a(n) =1 sonst, zu Hnu aber

nicht zu Hm. Andererseits gehért jedes b € Hm, erst recht zu Ho.

Durch fortgesetzte Verfeinerung von Filtern erhilt man also immer grofere
Ideale; vermutlich wird ein Filter, welcher nicht mehr verfeinert werden

kann (ein freier Ultrafilter) auf. ein maximales Ideal I fiihren, und

U
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dann ist KZ\HG ein Kdrper.

Die Existenz der - keineswegs eindeutig bestimmten - freien Ultrafilter
148t sich nicht konstruktiv beweisen; man braucht dazu das Zornsche Lemma.
Wir verzichten hier auf die Durchfiihrung, fiir die man z.B. Hinweise findet
in: v. Mangoldt — Knopp - Ldsch, Einfilhrung in die hdhere Mathematik IV,
Stuttgart 1973, S. 333-341.

Eine notwendige Bedingung fiir einen Filter F, so daR Hmz\Hm, ein Kérper
ist, erhdlt man leicht so: Es sei M eine gegebene Teilmenge von N, und
a die Folge mit a(n) =0 fiir neM, a(n) = 1 sonst; b andererseits
die Folge mit b(n) =1 fiir neM und b(n) = O sonst. Fiir die zugehdri-
gen Elemente «,8 von WZ\HH.J gilt a-B =0, weil

{n; a(n) -b(n) = 0} =NeF. Wegen der Kérpereigenschaft muB o =0 oder
B=0 gelten, d.h.

{n; a(n) = 0} =MeF oder {n; b(n) = 0} =N\M ¢ F.

Fiir einen Filter F, der auf einen Kdrper fiihrt, hat man also notwendiger-

weise:
ﬁm,bv Fir jedes M cN gilt MecF oder N\Me€ F.'

(Wegen AH.,_V und Q,ov konnen nicht beide zu F gehdren!) )

Die Eigenschaft Q..bv ist kennzeichnend mmw Ultrafilter. Ist wav niamlich
erfiillt und gibe es einen feineren Filter U', der neben allen MeU noch
ein M' % U enthielte, so wire wegen wav ja N\M' € U, also erst recht
N\M' ¢ U' und daher wegen Q__v auch ¢ =M"n W\M') € U', ein Wider-
spruch zu AMOV. - Ist umgekehrt U ein Ultrafilter, so nehmen wir an, es
gibe ein M c N mit MéU und auch N\M ¢ U. Man bildet dann das Sy-
stem der Obermengen aller MaS fir alle SeU und zeigt, daR es sich

um einen feineren Filter als U handelt, im Widerspruch zur Ultrafilter-

Voraussetzung.

Nun kdnnen wir endlich beweisen:

Der Restklassenring K = Hmz\Hc ist ein angeordneter Kirper. (Dabei ist
U ein Ultrafilter auf W, & der Ring der Folgen a: N -+ K, Hc das

Ideal - der Unterring - derjenigen Folgen, deren Nullstellemmenge zu U

gehdrt.)

DaR es sich um einen Korper handelt, wollen wir, ohne auf die Maximalitit
von Hc zuriickzugreifen, direkt aus va beweisen. Es fehlt von den Kér-
peraxiomen nur noch die Existenz des Inversen bei der Multiplikation (al-

les andere sei dem Leser zur Wiederholung iiberlassen), also: Gegeben sei
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* . " . % 3 *
¢ € K; dann ist.zu zeigen: Entweder ist a=0 oder es gibt ein B € K

mit a-B = 1. Sei nun M = {n; a(n) = 0}. Falls MeU, ist o=0 und

wir sind fertig. Anderenfalls ist wegen Q.pv MW \M) € U, und fir
1

a(n)

wihlt werden. Es folgt a(n) -b(n) = 1 fiir alle ne W\M) € U, also

n e N\M setzen wir b(n) = flir neM kann b(n) beliebig ge-
a-B = 1. — Wir beweisen nun noch die Linearitit der Anordnung: Fiir

a,B € K gilt genau eine der drei Beziehungen o =8 oder a<pB oder
a>B. Es ist fiir M_ = {n; a(n) = b(n)}, M_ = {n; a(n) < b(n)} und

M= {n; a(n) > b(n)} offenbar M_uM UM =TN. Sind M_, M, beide
nicht aus U, dann nach Q..Jbv ihre Komplemente und damit deren Durchschnitt
E/ZAV n AZ/EVV =M_, wegen Q..,Nv und Q,mv. Mehr als eine der drei Men-

gen kann nicht zu U gehdren, da sonst @ als ihr Durchschnitt Element

von U wire.

Der Kérper *K ist nicht eindeutig bestimmt, er hingt vom Ultrafilter U
ab. So gibt es Ultrafilter, welche die Menge der geraden Zahlen enthalten
und andere, welche sie nicht enthalten. Im ersteren Fall ist nl_vb = +1,

im zweiten gilt A..CD = -1.

Wir. wollen moch ausdriicklich bestitigen, daB in -Cof hergeleitete Be-
ziehungen auch in jedem K gelten. Allgemeiner sei G ein feinerer
freier Filter auf N als F, F c G; der uns besonders interessierende
Fall ist F = Cof, G=U. Es gibt dann eine "kanonische Abbildung"
N.Z\Hw - N.Z\Hnn Ist a(n) irgendeine Folge, a € N._zu so seien die zuge-
hdrigen Elemente in den Ringen mit ep und o bezeichnet. Wenn

op = mm& so ist wegen F c G erst recht o = mnq aber das Umgekehrte
braucht nicht zu gelten. Die kanonische Abbildung ap T og ist surjektiv.
Es sei nun R eine k-stellige Relation auf dem Grundkorper K, =z.B.:
Die dreistellige Relation +, bei der (a,b,c) € + bedeutet a+b =c.
Die Relationen iibertragen sich - wieder "kanonisch" - von K auf alle

Ringe N.Z\Hm," Das k-tupel Apmumwu...v steht in der Relation R,
Agmummu...v € R genau dann wenn {neN; (a(n),b(n),...) € R} € F.

Wir nehmen uns dabei die Freiheit, fiir die Relatiomen, die auf diese Weise
entstehen, durchweg den Buchstaben R zu verwenden; wer damit nicht zu-

frieden ist, mag Wm. schreiben, also Am& +m,. DaB das nicht ndtig ist,
zeigt die folgende Uberlegung:
Wenn F ¢ G und Aemummu...v € R in N.Z\Hm; dann gilt

Apo.mn....v e R in N._z\Ho.

7 Laugwitz, Kontinuum
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(Denn wenn die Menge der n, so daf (a(n),b(n),...) € R in F liegt,

so liegt sie erst recht in G.) Man kann das so ausdriicken: Die kanoni—

sche Abbildung w.z\Hm, + N._Z\Ho ist ein Epimorphismus beziiglich sédmtlicher
Relationen R.

Wir werden im nichsten Kapitel ausfithrlich auf Mengen und Funktionen ein—
gehen, doch sei einiges hier vorweggenommen. Eine Menge M c K ist eine
einstellige Relation, eine Funktion f eine zweistellige: (x,y) e f
genau dann wenn y = f(x). Wir wissen, wie eine Relation R auf K sich
auf einen Ring N._Z\Hm, kanonisch fortsetzt. Bezeichnen mm.sm oder kurz

g,n Elemente des Ringes, so haben wir

EeM genau dann wenn {neN; x(n) € M} € F,

n = £(£) genau dann wenn {neN; y(n) = £(x(n))} ¢ F.

Wir haben damit eindeutig bestimmte kanonische Fortsetzungen von Mengen
und Funktionen. Ist K =R, f = sin, so ist die Sinusfunktion damit u...E
Ring der Nichtstandard-Zahlen erklirt. DaB wir das gleiche Funktionszei-
chen weiter verwenden, ist unproblematisch. Denn die mwumnvﬁmnwcnw auf die
Elemente xeK, die hier durch E=x, d.h. {neN; x(n) = x} ¢ F, re-
présentiert sind, gibt wieder die alten Funktionswerte: Ist y = sin x,

so 1st .

{(neN; y(n) = sin x(n)} 2 {n; y(n) = y} n {n; x(n) = x} n {n; y = sin x},
und da alle Mengen rechts Filtermengen sind (die letzte ist gleich W),

folgt die Behauptung.

Bei den Teilmengen von K sieht es schon etwas komplizierter aus. Ein
Intervall wie 0 <x <1 in K wird, wie es auch verniinftig u..mnv\mo..\nl

gesetzt auf das Nichtstandard-Intervall 0 %X & <1, denn wir haben ja

=

0 <& <1 genau dann wenn {n; O < x(n) < 1} ¢ F.

Benutzt man aber formal das gleiche Mengenzeichen M in NE\HM wie in

K, so hat man
£EeM genau dann wenn {n; x(n) € M} ¢ F.

Als Teilmenge des Rings von Nichtstandard-Zahlen ist M aber viel groBer
als die Menge M c K. Fir M =N erhilt man im "groBen" Ring auch alle
unendlich grofen natiirlichen Zahlen als Elemente. Robinson hat-daher vor-
geschlagen, zur Unterscheidung *E statt M zu schreiben, wie "N und
auch *K. Man kénnte auch an zm.. als Bezeichnung denken. Fiir den Anfinger

mag die Gefahr bestehen, hinter dieser rein bezeichnungstechnischen Frage
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ein Problem zu wittern. Es kann geradezu als ein Indiz fiir ein hinreichen-
des Verstindnis der hier vorgenommenen Zahlbereichserweiterung angesehen

werden, ob jemand diese Frage als belanglos durchschaut hat!

Man kann daran denken, das Zeichen M fiir die "groRe" Menge von Nicht-
standard-Zahlen zu wihlen und MnK fiir die Menge ihrer Standard-Elemente.
Die StraBburger Schule der Nichtstandard-Analysis schreibt M flir MnK
und M fiir M\M. Es ist also N- die Menge aller (standard und nicht-
standard) natiirlichen Zahlen, und N -die Menge der endlichen (standard)

natiirlichen Zahlen, N- die Menge aller unendlich groRen natiirlichen Zah-

len.

2.4 Vergleich der beiden Zuginge

Bisher haben wir noch mnicht einmal angefangen, unsere Desideratenliste
abzuarbeiten. Doch soll schon jetzt ein Vergleich der beiden behandelten
Zuginge zu den Omega-Zahlen eingeschoben werden, auch im Hinblick darauf,
welcher Zugang fiir die weitere Darstellung zu bevorzugen sein wird. Wir
werden grundlagentheoretische und didaktische Gesichtspunkte zu beriicksich-
tigen haben, die Effizienz der beiden Methoden, ihre Verwandtschaft mit
historischen Ansitzen untersuchen miissen und nach der Aquivalenz der Zu-
ginge zu fragen haben. Nur Teile dieses Programms behandeln wir in diesem

Abschnitt; in Kapitel 6 wird darauf ausfiiirlicher eingegangen.

Der mengentheoretische Zugang in 2.3 kniipfte an Cantors Fundamentalfolgen-—
Definition der reellen Zahlen an und steht in seinem weiteren Ausbau (Fil-
ter, Zornsches Lemma, Ultrafilter) ganz. auf dem Boden der Mengenlehre.
Seine Entstehung f#llt auch in die Zeit, als die Mitldufer Bourbakis das
Sagen in der Mathematik hatten mit dem Schlachtruf: Alle Mathematik ist
Mengenlehre. Das ist und bleibt natiirlich eine in gewisser Weise unwider-—
legbare These, und die gegenwirtig arbeitende Generation von Analytikern

steht ziemlich fest auf dem Boden der Mengenmathematik.

Diese Auffassung von der Mathematik beherrschte aber bisher nur eine rela-
tiv kurze Episode von etwa eimem Jahrhundert in der langen Geschichte der
Mathematik. Seit der Antike ist Mathematik immer die Lehre vom Beweisen

mathematischer Sitze gewesén, und unser Zugang iber die Adjunktion von £

in 2.2 steht in dieser alten Tradition. Wir haben im Leibnizschen Prinzip

7%
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ja eine Anweisung, wie aus wahren Sitzen einer vorhandenen Theorie (von K)

bxv herzustellen sind. Aber mit dieser

solche einer neuen Theorie (von
ziemlich trivialen Festsetzung wird der Vorrat an Sitzen iiber Omegazahlen
nicht erschdpft sein; fiir das weitere miissen wir noch erkunden, welcher

Zugang auf die bequemeren Beweise oder mdglicherweise auf mehr Sitze fiihrt.

Beide Wege haben ein gemeinsames Anfangsstiick, das wir zu Beginn von 2.3
beschritten haben, die Theorie von wi\<. Dann verzweigen sich die Zu-
génge, und es diirfte Geschmackssache sein, ob man den einen oder den an-
deren oder vielleicht einen hier noch nicht angegebenen dritten bevorzugt.
Bleibt man auf dem Boden der Mengenlehre, so gelangt man zu vielen *Nu
und die Schritte auf den Wegen (die Beweise) werden, wie im vorigen Ab-
schnitt schon klar wurde, wenn auch nicht schwierig, so doch langweilig
und zeitraubend. Ich bin derzeit mehr fiir den anderen Weg; daR beide
letzten Endes an die gleiche Emn:msmwwmnrm Landschaft heranfijhren, werden
wir noch einsehen. Zunichst aber stellt sich die Landschaft aus jedem der
Blickpunkte, welche wir erreichen kdnnen, etwas anders dar.

Fixieren wir beispielsweise im Gelinde den Gegenstand ml_vmu Sind wir
zundchst dem Mengenweg gefolgt und am Ende einer Verzweigung bei einem *K
angekommen, so kann es sein, daR AIHVQ so aussieht wie +1, und auf ei-
ner anderen Verzweigung wiren wir zu einem Ausblick gekommen, in dem
Aluvb als -1 erscheint. Der mnmmﬂm‘mm:vﬂ$wm verzweigt sich lwnrn. an
seinem einzigen Ende aber steht die Aussicht auf Aleb =+] v A1~vb = -1;
vor unserem Blick erscheint kein klares Bild, unsere Augen kdnnen.nicht,

zwischen den beiden Mdglichkeiten #1 unterscheiden.

Kénnten wir niher herangehen, dann miiRten wir doch erkennen kdnnen, was

fiir den Gegenstand Almvb nun "wirklich" zutrifft!? Wire das allerdings

=1, so wiirden sich alle irren, die auf einer Verzweigung mit dem Ausblick
auf +1 gelandet sind, und umgekehrt; und da sie allesamt zuverldssige .
Mathematiker sind, miissen wir es als absurd betrachten, daB eine bestimmte
der beiden Moglichkeiten auf den Gegenstand zutrifft, die andere aber nicht,
denn wir kdnnen die eine Partei nicht zuungunsten der anderen, genauso

"objektiven", bevorzugen.

Zeigt die ganze Uberlegung nicht, daB die Infinitesimalmathematik - jeden-
falls unsere Darstellung von ihr - Unsinn sein muB, wenn man zu solchen
Aussichten gelangt? Wenn das aber Unsinn wire, so miiten wir die allgemeine
Meinung von dem, was zur Mathematik geh&ért, griindlich indern. Demn in je-
dem *K gibt es nur wahre Sitze; sie sind in mathematischer Sprache for-

muliert, und als solche haben sie Biirgerrecht in der Mathematik.
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Ich méchte eher das idyllische Gemilde, das der Leser wohl auch als zu
naiv empfunden haben wird, nicht fiir eine treue Wiedergabe der Mathematik
halten. Und doch ist es genau diese himmlische Landschaft voller ewiger
Wahrheiten, von denen man bei Ausblicken von Pl&tzen, auf die man von ver-—
schiedenen.Wegen her gelangt, immer wieder neue entdeckt, welche die Ma-
thematiker bewuRt oder unbewuBt liebgewonnen haben. Die Vorstellung vom
"Tdeenhimmel"”, in dem die mathematischen Wahrheiten darauf warten, ent—

deckt zu werden, ist Vulgidrplatonismus genannt worden (P. Lorenzen).

Es ist nun gerade eine Errungenschaft des Zugangs liber die Adjunktion von
Q, daB keine ontologischen Entscheidungen {iber die Seinsweise der mathe-
matischen Objekte im allgemeinen und des Unendlichen im besonderen getrof-
fen werden miissen. Ich bescheide mich mit einer Regel, die festlegt, wie
aus geltenden Sitzen einer Theorie (von wv Sitze einer neuen Theorie
(von bwv hervorgehen. Es wird ein Rezept angegeben, wie aus gliltigen
Formeln neue giiltige Formeln entstehen; dabei muB Ema.wm Kauf nehmen, daB
manche durchaus sinnvoll erscheinende Formeln wie (-1)" =1 mnach diesem
wmmmvn nicht als giiltig nachgewiesen imnmma konnen, aber auch uwnrnbmwm un-
gliltig in dem Sinne, daB ihr logisches nmmmnnmwwm die Formel mJnl_u =1,
ableitbar wire. Und das, obwohl die Formel (-1)" =1V A(-1)" =1 als

giltig zu erweisen ist.

Diese Situation war ein Grund dafiir, daB ich ein experimentelles erstes
Kapitel vorangestellt habe. Hitte ich mit der jetzt geschilderten Situa-
tion begonnen, so wire mir der an brauchbaren Resultaten interessierte
Mathematiker kaum weiter gefolgt. So aber kann ich hoffen, daB die tatsidch-
lichen Erfolge beim Umgang mit dem Infinitesimalen und Infiniten in dem
einfiihrenden Kapitel den Boden dafiir vorbereitet haben, daf wir uns mit
einer Hintergrundtheorie zufrieden geben, welche diese Erfolge absichert;
mmm.mwmmm Hintergrundtheorie Ziige aufweist, welche diesem oder jenem nicht
behagen, muR ich in Kauf nehmen. Ich ziehe mich auf das Minimalprogramm
der - noch zu diskutierenden - Widerspruchsfreiheit zuriick.

Die Theorie von % ist bisher nichts als eine Sammlung von fiir gililtig

erklirten Formeln A(R). Von einer Menge von Omegazahlen ist streng ge-
nommen nicht die Rede gewesen, also nicht von einem Kdrper’ mw im ibli-
chen Sinne, sondern nur von der Giiltigkeit der Regeln des angeordneten
Kérpers. Der Leser kann sich nachtriglich nochmals davon mvmnmmﬁmmnv daB
in 2.2 so vorgegangen wurde. Allerdings ist eine Formel o € K oder
gleichbedeutend a(Q) € ow ja giiltig, wenn fiir alle hinreichend grofen

natlirlichen n gilt a(n) € nww und PK sei fiir alle n gleich dem
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Grundkdrper K. Wir haben damit die Menge bw gegeben. Der nichste
Schritt ist der zum Vulgidrplatonismus: Wenn die Formel B(Q) Vv C(Q) gilt,
im Sinne unserer Definition der.Theorie von bwv dann nehmen wir an, sie
sei wahr in einer Provinz des Ideenhimmels, und weiter nach den allgemein
akzeptierten Gesetzen in dieser Region, daB also wenigstens eine der Ein-
zelaussagen B(Q) oder C(Q) wahr sei. Wir brauchen nicht zu wissen,
welche der beiden wahr ist, nehmen aber an, der Sachverhalt sei fiir ein

Wesen mit hoherer Einsicht eindeutig klar.

Nun sei Cy die 0,1-Folge, welche die Menge M c N charakterisiert:
OKC.C =1 fiir neM und nsﬂ.av =0 fir b%z... Da. fiir alle nelN

gilt nzgv =1V OZQ& = 0,  ‘haben wir in der Theorie von mw" Es gilt
ozgv =1V nzgv = 0, und nach unserer vulgirplatonistischen Annahme ist
jetzt PKSV = 1 wahr oder nznbv = 0. Das sortiert die Teilmengen von
N wj zwei disjunkte Untermengen der Potenzmenge P() von N, U  und
P@) \U. Wir werden zeigen, daB U ein Ultrafilter ist, und dann wird

. » ' Q «
mwnsmHSNCwmuEmnrmbm<onNaknmmaw@uvmﬂ *N mﬂmmvmduamﬁncmwmmma

Ultrafilter gehort.

Es sei also Me U fiir eine Teilmenge M c N genau dann, wenn nxnbv = 1.
Wir verifizieren nacheinander die Eigenschaften des Ultrafilters aus 2.3:
Q.ov s#d. Denn es ist ns?.c =0 fiir alle n, also n&,SV = 0.
Q.,_v Es sei M = M, nM,. Dann gilt fiir alle neN
nzugv =1nA n.KNAnv =1 => Pz?v =1,
und damit
e, (@) =14 (@)
G D=1 e
Das ist aber
z_ el A M

[}

=> OKASV =1,"

ch => Z_DZN e U.

AMNV Ist Ko c M, so gilt: cy (n) =1 = nzgv =1 fir alle =n, also
o
Cy @) =1 = nZSV =1, das heiBt: Aus KOmc folgt Me U, wenn
o

Zo c M.
Qmwv Offenbar gehdren die Mengen {n; n > 50v fiir jedes n,eN zu U,
und deren Durchschnitt ist leer, also gilt sicher M= @.
MeU

Q,N.v Die Eigenschaft MeU oder M = W\M) € U folgt direkt aus der
Definition von Cys da fiir alle n gilt OKQC =1V omﬁsv =1,

also nxgv =1v n@.Sv =1.

Bisher haben wir nur in sehr speziellen F#llen eine Ubereinstimmung der
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Giiltigkeit von Aussagen in der Theorie von @ mit denen der Theorie von
*x = HA.Z\HGv namlich fiir Aussagen a(Q) = 1 und a(Q) = 0. Damit kann
man nun aber mit dem Wahrheitswert w von anderen Aussagen alles errei-
chen: Sei A(Q) eine gegebene Aussage der Theorie von bw. und sei M
die Menge der natiirlichen Zahlen =n, fir die A(n) gilt, w(A(n)) =1
ist; die Funktion w, der Wahrheitswert, ist nach Festsetzung gleich 1.
fiir wahre Aussagen, gleich 0 fir falsche. Es ist dann w(A(n)) = azgv.
und wir erhalten w(A(R)) = 1 genau dann wenn MeU oder: A(R) 1ist ge—

nau dann wahr wenn {n; A(n) wahr} ¢ U. Die Theorien von DN und *N

zum gegebenen U stimmen, unter den gemachten Annahmen des Vulgirplatonis-
mus, iiberein.

Wir haben erhalten: Hat eine Formel A(R) in der Theorie von bw einen

Wahrheitswert, 1 oder O, wahr oder falsch, in dem Sinne, daB filir Giil-
tigkeit von A(Q) der Wahrheitswert 1, fiir -Giiltigkeit von —A(Q) der
Wahrheitswert von A(R) gleich O ist, so hat die formal gleiche Aussage
in jeder Theorie eines *X  eben denselben Wahrheitswert. Die Theorie von
bm ist sozusagen der gemeinsame Kern aller mbglichen Nichtstandard-Theo-
rien zu den *K. Sie enthilt alle diejenige Infinitesimalmathematik, wel-
che von der willkiirlichen Wahl eines speziellen Ultrafilters und sogar von
der Existenz der Ultrafilter selbst unabhingig ist. Es scheint mir danach
verniinftig, weiterhin diese Theorie von mw zu verwenden, denn es ist
iiberhaupt nicht plausibel, daB eine spezielle Eigenschaft, durch einen spe-
ziellen Ultrafilter reprisentiert, fiir die allgemeine Infinitesimalmathe-

matik und ihre Anwendungen von irgendeiner Bedeutung sein konnte.

So bleibt als einziger Nutzen der K iibrig, daB sie fiir den an der mengen—
theoretischen Grundlegung der Mathematik Orientierten das bringen, was die
GauBsche Zahlenebene fiir die komplexen Zahlen, die Modelle von Klein, Belt—
rami und Poincaré fiir die nichteuklidische Geometrie geleistet hatten: Sie

geben Modelle.

Man sagt, Modelle dienten zum Nachweis der Widerspruchsfreiheit; jedenfalls
reduzieren die genannten Modelle fiir komplexe Zahlen und nichteuklidische
Geometrien die Frage nach der Widerspruchsfreiheit dieser Theorien auf

die der Theorie der reellen Zahlen, und entsprechendes gilt ibrigens auch
fiir die euklidische Geometrie, wenn sie mit der analytischen Geometrie des
HN identifiziert wird. Es handelt sich also um eine relative Widerspruchs-

freiheit.

In diesem Sinne geben die Modelle *K  auch einen Beweis fiir eine relative




104

Widerspruchsfreiheit der Theorie von bw.u. wenn eine widerspruchsfreie
Mengenlehre mit Auswahlaxiom, welches man fiir die Existenz von Ultrafil-—
tern braucht, inklusive einer Theorie von K vorausgesetzt werden kann.
Das ist nach dem gegenwirtigen Stand der Mathematik nicht der Fall. Da wir
aber fir bw die *K selbst gar nicht bendtigen, lassen sich einfachere
Beweise fiir die Widerspruchsfreiheit fiihren. Man nehme an, daB die zu-
grundegelegte Theorie von K widerspruchsfrei ist; dann ist es auch die
abgeleitete Theorie von c.m Anderenfalls widre in der letzteren Theorie
ndmlich ein Widerspruch herleitbar, das heift eine gililtige Aussage

A(Q) A -A(Q) = B(Q). Weil A A=A in der alten Theorie unmdglich ist,
gilt B(n) 1in der Theorie von K fiir kein n. Nun muB man nur noch ana-
lysieren, wie eine Herleitung von B(Q) aussieht. Man geht aus von einer
gemdR dem Leibnizschen Prinzip giiltigen Aussage oHAbvw es gilt also
O_Apv fiir fast alle n. Am Ende einer endlichen SchluBkette

O_Abv => ONAqu T owﬁbv => ow+_ﬁbv. ..., steht OEAQV = B(2). Es

sei M die Menge der neN, fiir die owgv in der gegebenen Theorie
wahr ist. Wir haben ZN > z_ n {n; O_Anv => nmﬁuv gilt}, wobei auch die
zuletzt hingeschriebene Menge fast alle natiirlichen Zahlen enthilt. Das
Wmn ja unsere Festsetzung fiir eine gliltige Herleitung in der Theorie von

K. Also enthilt auch KN wieder fast alle natiirlichen Nmswwﬁ. und durch
vollstindige Induktion nach m ergibt sich das fiir alle i, und schlieB-
lich fiir EE" B(n) ist fiir alle n mit nur endlich vielen Ausnahmen wahr,

widhrend nach unserer Voraussetzung B(n) fiir kein n gilt.
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Kapitel 3: MENGEN UND FUNKTIONEN

3.1 Allgemeine Uberlegungen zum Begriff "intern"

Unsere Desiderata bezogen sich nicht auf einzelne Omegazahlen, sondern

auf Mengen, Folgen und allgemeinere Funktiomen. Es war schon einzusehen,
daB wir fiir beliebige Mengen und Funktionen keine verniinftigen Resultate
erwarten konnen. Andererseits braucht man erfahrungsgemdR in der Analysis
und ihren Anwendungen tatsichlich nur speziellere Typen von Mengen und
Funktionen. Ein Exemplar, welches wirklich auftritt, wird im allgemeinen
durch eine Beschreibung in - selbstverstindlich endlich vielen - Worten
oder Zeichen der mathematischen Sprache anzugeben sein, zum Beispiel durch
einen Formelausdruck. Es gilt, diese vage Beschreibung des Sachverhalts zu

prizisieren.

Uns interessieren unter den Mengen besonders die Intervalle wie zum Bei-
1 1

spiel 0 <& <Q, - m.A £ < a und auch Intervallteilungen
E,=a, & = w.;, ceer B =atkes, E =atud=b; {avtks; 0kl
etwa mit 6 = Iﬂm. U eine unendlich groBe ganze Zahl.

Ersetzt man hier jeweils @ durch die Variable n fir natiirliche Zahlen,

so ergeben sich Mengen von Standard-Zahlen, zum Beispiel

1 1
s, = {x; owM"N < n}, S, = {x; - Sex< MWu S, = {a+k +d5 0 <k Muaﬁw
mit ad = mm dabei ist Aasv eine Folge von.natiirlichen Standard-

|

Zahlen, welche zur unendlich groRen ganzen Zahl 4 gehdrt. Die Folge

m ~ kamn nach Beispiel 4 zu Abschnitt 2.2 monoton nicht fallend gewdhlt
werden. Das Leibnizsche Prinzip gibt allgemein: Wemn filr fast alle natiir-
lichen Zahlen n gilt x €S, 80 gilt EeL. Die Mengenfolge S de-
finiert eine Menge von Nichtstandard-Zahlen, welche wir wieder, unserer
allgemeinen Ubereinkunft gem#®, mit dem zugehdrigen griechischen Buchsta-

ben I bezeichnen.

Wir benutzen, wie es im englischen Sprachraum iiblich ist, fiir Mengen das
Zeichen S (set), hier besonders, weil der zugehdrige -griechische Buch-
stabe I im Unterschied zum grofen My sich deutlich von seinem lateini-

schen Pendant abhebt.

Nun kann es vorkommen, daR (fast) alle ms einander gleich sind, ma =S

mmnmwwmnw n,- umznﬂmnumsSWNmmmNcmmwmnwmmmemwo&wmwwmﬁxQ
von S. Man sieht, daB ein Intervall mit Standard-Zahlen als Enden die
zu erwartende Fortsetzung hat: Ist § =S = {x; 0 <x <1}, soist

£ =1{£; 0 <& < 1}. Das Intervall wird sozusagen mit Nichtstandard-Zah-
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