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Beweis: Wegen der Konvergenz ist insbesondere fiir reelle xeD der
Wert F(x) = st th& wohldefiniert. Aus dem Stabilititslemma in 3.4

folgt fiir £ =~ x, daR mtﬁmv ~ ch& ~ F(x) fir alle u » 1. - Jedes mr

i * - r :
ist eine stetige interne Funktion auf 'D; das Lemma iiber stetige interne
Funktionen gibt dann die Behauptung. Die Kompaktheit von D wurde bend-

tigt: Zu £ € *D brauchten wir ein xeD mit £~ x. ]

Faft man die mt als Partialsummen einer Reihe von stetigen Funktionen

WWCO auf, so folgt noch einmal der

Summensatz von Cauchy: Die Summe M mwﬁnv einer auf einem Intervall
k=o
{€; a < € < b} iberall konvergenten Reihe stetiger Funktionen mWan

ist selbst eine stetige Funktion.

Beispiele und Aufgaben

1. Zeigen Sie, daB n = (1 +mvt bei festem u >» 1 eine fiir alle beschrink—

ten £ stetige Funktion ist. (Das erginzt die Uberlegungen in 1.10.)

Hinweis: Wiederholung von Aufgabe 3 zu 1.8.

2. Beweisen Sie -unter Verwendung der Folge Amnv von stetigen reellen
Funktionen auf a <x <b fir die zugehdrige feinstetige Funktion
¢ auf o <€ < B:
a) die Beschrinktheit,
b) die Annahme von Maximum und Minimum,

c) die quantitative GleichmiBigkeit der Stetigkeit.

3. Beweisen Sie den Satz von Dini: Wenn eine Folge Amnv von stetigen re-
ellen Funktionen auf a < x <b monoton fallend fiir jedes reelle x

gegen Null konvergiert, so ist die Konvergenz gleichmiBig.

Hinweis: Da gilt mﬁsaxnv > £

standard-Zahlen des Intervalls m:Amv 3 mtiAmV > 0. Wire die Konver-

B:i?bv > 0, folgt auch fiir die Nicht-
genz nicht gleichmiRig, so gibe es ein yu »1, ein & und ein endli-
ches q>0, so daR mrAmv > q. Wegen der Monotonie ist mBAmv >q

fiir alle endlichem m. Es sei X, = stk und m so groR gewdzhlt, daR

mscnov an was wegen der Konvergenz von Qsﬁxovv "gegen Null mdglich

ist. Aus der Stetigkeit von fn folgt ein Widerspruch.
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Kapitel 4: DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

Es sei zunichst an die Abschnitte 1-6 des ersten Kapitels erinnert, in
denen die Grundlagen der Differential- und Integralrechnung infinitesimal-
mathematisch entwickelt wurden. Wir brauchen das hier nicht wdrtlich zu
wiederholen und werden den Kalkiil sogleich etwas allgemeiner systematisie-
ren, um ihn auch fiir interne Funktionen verfiigbar zu haben. Zugleich ergeben

sich weitere Einblicke in die historische Entwicklung.

4.1 Differentiale und Ableitungen

Fir eine in der Umgebung von xeR definierte reelle Funktion y = f(x)

und fiir alle dx ~ 0 sind die Differential-Quotienten (bei dx % 0)

dy _ f(x+dx) - f(x)

dx dx

immer definiert; haben sie fiir das feste x und alle von Null verschiede-

nen dx ein und denselben Standardteil, so heifRt die Funktion an der Stelle

x ableitbar. Dieser Standardteil wird f£'(x) geschrieben und heift Ablei-
dy

tung. Gleichbedeutend mit =F £'(x) ist die Grundformel

(G) dy = f(x+dx) - £(x) = £'(x)dx + o(x,dx)dx mit
o(x,dx) ~ 0 fiir O % dx =~ O.

Wie sich daraus die Regeln der Differentialrechnung ergeben, ist in 1.1
erdrtert worden. Wir kdnnen aber mit den inzwischen gewonnenen Einsichten
einiges Grundsitzliche ergénzen. Existiert £' in einem ganzen Intervall,
so 14Bt sich diese reelle Funktion auch auf die Omegazahlen des Intervalls
fortsetzen, und man kann andererseits auch fiir die Fortsetzung von f
selbst an diesen Stellen Uu..mmmﬂmﬁnw,mu.l.o:onwmnnms bilden. Wie verhdlt sich
die Fortsetzung der Ableitung zu diesen? Gilt (G) auch fiir Omegazahlen &

anstelle von x?

Das ist im allgemeinen nicht der Fall; Beispiele finden sich am Ende des
Abschnitts. Falls (G) fiir alle &, dx eines Intervalls gilt, liegt eine
zusdtzliche Eigenschaft vor, welche wir als gleichmidBige Ableitbarkeit

bezeichnen wollen.

Was aber hat die Ableitung f'(£) im allgemeinen Falle dann noch mit der

linearen Approximation von f£(£ +dx) - £(£) =zu tun? Ist wenigstens fiir
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hinreichend kleine infinitesimale dx der Ausdruck £'(E)dx eine gute
Ndherung fiir f£(§+dx) - £(x)? Das gilt tatsichlich, wie wir uns jetzt

iberlegen wollen.

Es seien € eine gegebene positive Infinitesimalzahl mit einer definieren-

den Folge e, > O und & eine Omegazahl mit der definierenden Folge X -

Wir setzen Ableitbarkeit von £ bei X, voraus. Dann ist sicher fiir in-

finitesimale h

f(x_+h) - £(x)
_ n - o M-ANﬂ.v— < md.

denn die linke Seite ist sogar infinitesimal. Nach dem Cauchy-Prinzip gibt
es eine positive Standardzahl mnu so daB diese Ungleichung sogar fiir alle

h=h_ mit |h | <d_ gilt. Es folgt daher:
n n n

Ist die reelle Funktion f an allen Standardzahlen eines Intervalls ab-
leitbar, so gilt fiir jede Omegazahl £ des Intervalls: Zu jedem (endlichen
oder infinitesimalen) €>0 existiert ein (endliches oamnrwumwbwnmmwawwmmv

§>0, so daR aus [dx| < § folgt

_mﬁm.vmxv - £(&)

= - m.AmV_ < e, anders ausgedriickt:

Es gilt
(G') dy = f£(E+dx) - £(§) = £'(E)dx + o(§,dx)dx

mit |o(E,dx)| < € sobald |dx| < 6.

In den Beispielen zu diesem Abschnitt wird untersucht, wie die Zusatzfor-
derung der Unabhingigkeit des & = §(e) von & sich zur gleichmidBigen

Ableitbarkeit verhdlt.

Die Grundformel in der Fassung (G') 148t sich nun als Definition fiir die
Ableitung bei internen Funktionen heranziehen; in dieser allgemeineren
Klasse wire es sicher zu viel verlangt, wenn der Differential-Quotient
fiir alle infinitesimalen Zuwichse dx wunendlich nahe bei einer Zahl, der

Ableitung, liegen miiRte. Das wiirde wichtige Beispiele ausschlieBen, wie

n() =

1
= arc tan Q&;

fiir diese Funktion erwarten wir als Ableitung die Deltafunktion

A 1 SO
k]
H+mmow

-

8(¢) =
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deren Werte in der Nihe von £ =0 unendlich stark schwanken. Wir definie-
ren also:

Eine in einer Umgebung von £ definierte interne Funktion ¢ heiBt an
der Stelle & ableitbar, wenn es eine Omegazahl o gibt, so daB zu jeder
positiven Omegazahl & eine positive Omegazahl & existiert mit: Wenn
|dx| < §, dann ist

_eﬁm.fmxv - 9(8)

ax - Q_ < E.

Man sieht, daB o eindeutig bestimmt ist. Gibe es nimlich eine weitere
Zahl B mit der genannten Eigenschaft, so folgte _p.um_ < 2e fir jede
positive Omegazahl €, also insbesondere fiir e = PWWMHV ein Widerspruch.
Man bezeichnet & als den Wert der Ableitung von ¢ an der Stelle £ und
schreibt dafir @.Amv.

Die Ableitung von ¢ 1iaRt sich bequem berechnen, wenn fiir die .interne
Funktion ¢ eine definierende Folge von ableitbaren reellen Funktionen mn
bekannt ist; hat & die definierende Folge X, SO hat ¢'(§) die defi-
nierende Folge mmﬁxsv. Un das zu sehen, betrachte man zu gegebenem posi-

nw<mEmBwnammwuwwnmnmmnmowmm mnvo mwm.smmmumwn»&wmwnvamen<oﬁ
f_ existierende Folge d_ > O mit der Eigenschaft: Aus |h_| < d
n n n n
x +h ) - £ (x
mnA n uv uA uv =t 3] <&
b n o n’

und nenne die zu #5 gehdrige Omegazahl dx.

{Uber die definierenden Folgen erhilt man sofort aus den Regeln der Ablei-
tung von Standard-Funktionen die entsprechenden Regeln fiir interne Funk-
tionen. Die Kettenregel ergibt beispielsweise n'(§) = §(§) fiir die bei-

den oben genannten Funktionen.

Weiteres Nachdenken iiber einen Ableitungskalkiil fiir interne Funktionen

bleibt uns damit erspart!

Ganz unversehens ist aus dem Differentialkalkiil eine Rechnung mit Ableitun-—
gen geworden; die Differentiale im Sinne von Leibniz haben wir eigentlich
nur am Anfang, bei der Definition und der Herleitung der wichtigsten Ab-
leitungsregeln filir Standardfunktionen verwendet; alsbald wurde der Diffe-
rential-Quotient von der Ableitung verdringt - iibrigens auch im historischen
Ablauf, den wir anschlieBend verfolgen wollen. Doch sind die infinitesimalen
und infiniten Zahlen nicht lberfliissig geworden: Wir bendtigen sie ja als

Definitions— und Wertebereiche fiir Znterne Funktionen, und nach wie vor
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gilt, daB wir die Ableitung mit beliebiger, auch unendlich kleiner Genauig-
keit durch einen Differential-Quotienten ersetzen kdnnen.

Der Leibnizsche Kalkiil fiihrte auf Schwierigkeiten bei den "hoheren" Diffe-
rentialen. Was soll mmw bedeuten? Gemeint ist natiirlich d(dy), der Zu-
wachs des Differentials dy, welches seinerseits der Zuwachs der Variablen
y ist. In der modernen Funktionsschreibweise mit y = y(x) ist

dy = y(x+dx) - y(x), und entsprechend fiir X, = x +dx noch

a_w = uA.x_ +&n_v - %Cﬂ_v. Wenn wir uns, unhistorisch aber fiir uns leichter

durchschaubar, sogleich der Formel (G') bedienen, folgt mit o. ~ O

J
&Nv« = m_%la% = %.Cn_v&x_ - y'(x)dx. + o_ax_ - om&x
=y'(x + mxv&n_ - %.Cnvmx_ + %.G&EN_ -dx] + o_&n_ - ONax
= %..Axvmxmx_ + ow&&f + %.Anvmmx_ -dx] + o_nsnH - omnx. .

Selbst wenn man unterstellt, daf die beiden letzten Terme auch nach Divi-
sion durch mx.ax_ zusammen nur einen infinitesimalen Beitrag geben,
zeigt der Term y'(x) Amx_ lmxv\.mx.ax_. daB im zweiten Differential mit
einer Abhingigkeit von der Veridnderung des Differentials dx zu mx_ zu
rechnen ist, auBer im trivialen Falle, daB y'(x) = O ist. Hilt man die
Zuwichse dx konstant, so ist alles in Ordnung. Wenn man in der Newton-—
schen Kinematik und Mechanik die Zeit als eine Variable mit. konstanten
Differentialen dt ansieht, so hat man zunichst keine Schwierigkeiten.
Will man aber eine GroBe als Funktion nicht der Zeit, sondern des Weges
ausdriicken, so entsteht das Problem! Bos 1973 und vor ihm Freudenthal
hatten ganz mit Recht unter Hinweis auf die hdheren Differentiale den An-
spruch Robinsons als iiberzogen bezeichnet, die Nichtstandard-Analysis
"rette" nachtriglich den Hmwva.n,mo:mn Kalkiil. Mit dem Problem kommt sie,
wie die Mathematiker in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts, auch erst
mit dem Begriff der Ableitung zurecht. Leibniz' eigene Uberlegungen dazu,
iber die man sich bei Bos 1973 sehr gut informieren kann, werden nicht

wieder aufgenommen.

Euler hat eine auch fiir Funktionen mehrerer Ver#nderlicher gut brauchbare
Methode angegeben, die der Differential-Koeffizienten: Er setzt dy = p-dx

mit dem Koeffizienten p, dann dp = q.-dx und hat dann

ddy = mnw =dp-dx + p-ddx = q- &nm +p- mwx. Lagrange definiert fiir
Funktionen, welche eine Reihenentwicklung

f(x+h) = £(x) + p(x)h + nﬁxvvm + ... besitzen, einfach p = f', q = M__I.m:.
(Théorie des fonctions analytiques, 1797). D'Alembert erinnerte mmﬂmuu.&ma

141

Newton - iibrigens in einem zweiten Anlauf, der erste war infinitesimalmathe-
matisch - das, was man spiter Ableitungen nennen sollte, als Grenzwerte
eingefihrt hatte; in seinem Artikel iiber das Differential in der Enzyklopi-
die schreibt d'Alembert: "Newton hat den Differentialkalkiil nie als einen
Kalkiil mit Infinitesimalien angesehen, sondern als eine Methode von ersten
und letzten Verh#ltnissen, das heiBt, als eine Methode, die Grenzen dieser
Verhdltnisse zu finden." Ubrigens haben sich Newtons Bezeichnungen X,¥,...
fiir diese "ersten und letzten Verhiltnisse" bei Ableitungen nach der Zeit
in der Physik bis heute gehalten. Newton hatte eine verniinftige Bezeich-
nungsweise fiir Ableitungen, doch setzte sich auf dem Kontinent und spiter
auch in England die Leibnizsche Bezeichnungsweise zunichst durch. Sie ist
fir Integrale sicherlich suggestiver und eben nicht auf das "Differenzieren"
beschrankt.

Funktionen mehrerer Variabler wurden Anfang des 18. Jahrhunderts interes-—
sant, im Zusammenhang mit der Variationsrechnung. Wir beweisen hier einen
Satz, der wieder von der tiblichen Fassung abweicht. Die partiellen Ableitun-—
gen einer reellen Funktion 2z = u(x,y), die in bekannter Weise auf Omega-
zahlen fortgesetzt wird, definiert man bekanntlich als die gewShnlichen
Ableitungen nach x (oder y) wenn y (oder. x) festgehalten ist und
schreibt u (oder c.vb. Es ist iiblich, die Funktion u an einer Stelle
differenzierbar zu nennen, wenn diese partiellen Ableitungen fiir eine line-
are Approximation des Zuwachses der m.cdwﬁ.won sorgen, wenn also

u(g +dx, n+dy) —u(g,n) = :xﬁmv:vmx + _.._%Amu:vuw + Glieder hdherer Ordnung
in dx, dy. Man zeigt nun, daB die Existenz der beiden partiellen Ab-
leitungen dafiir nicht hinreicht. Das einfachste Bei-

spiel ist wohl 2z = wNw+v~w an der Stelle (0,0) mit cxﬁouov = C%onov

aber fiir dx =dy =w=0

n
—
M

3
u(0 +dx, 0+dy) - u(0,0) = w*V2;

der Unterschied gegen

u dx + udy = 2.0
X b4

ist nicht von htherer Ordnung klein gegen ! Untersuchen wir den Sach-

verhalt niher. Es ist nach dem Mittelwertsatz

u(g +dx, n+dy) - u(g,n)

[u(g +dx, n+dy) - u(, n+dy)] + [u(g, n+dy) - u(g,n)]

n

u (E+6,dx, n+dy)dx + cwﬁm. n +8,dy)dy
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unter Voraussetzung der Existenz der Ableitungen, mit 0 < mﬂvmm

Setzt man aber gleichmiBige Ableitbarkeit voraus, so sind die cx.:% fir
alle Argumente stetig (Beispiel 2) in jeder Variablen fiir sich und daher

< l.

nach einem frijheren Satz (Kapitel 3.5) sogar stetig in beiden Variablen
zusammen; mit C%Am.*m_mxu n+dy) - cuAm. n+dy) = o~ 0 und
:%Am, :+ommv& - :%Am.:v =0, ~ 0 folgt dann die lineare Approximation:

~ 0= o0

(x) u(g +dx, n+dy) - u(g,n) = cx&n +u , -

%mv« + oum% + om&% mit o

v =u (&n), B = :wﬂm,:v.

Wir haben damit schlieflich den

Satz: Wenn 2z = u(x,y) in der infinitesimalen Umgebung von (x,y) gleich-

midRig partiell ableitbar ist, dann gilt ().

Beispiele und Aufgaben

. . - ' 2
1. Untersuchen Sie die Funktionen y = /x (x>0) und y =x mwnm On+ov

mit Ergidnzung durch y=0 fiir x=0 1in der Nihe von x=0 auf Ableit-
barkeit und gleichmifige Ableitbarkeit!
mwssmwm"wmnwn\mumnaxn w2 ~ 0 erhilt man

1 f(E+dx) - £(8) _ V2-1
m.AmVl.MHu dx = w

Die Differenz ist sogar unendlich groR.

Die zweite Funktion hat im Nullpunkt selbst die Ableitung £'(0) = O.
1 1

Fir § = ——, §E+dx = = erhilt man
20+1 Nm
2
£1(8) = wm.mwbmn T cos Hmmn IIN||_R o,
Nb+M
aber
[EEran) - £8)) _ £@)) £, 5
dx Max ! dx :

2. Von K. Stroyan (in: Handbook of mathematical logic, ed. J. Barwise, North

Holland 1977, p. 208) stammt die folgende Kennzeichnung der gleichmiRigen
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Ableitbarkeit: Die folgenden drei Bedingungen sind #quivalent, wenn f
eine (der Einfachheit halber) fiir alle reellen x definierte reelle

Funktion ist.

(i) Es gibt eine reelle Funktion g, so daB fiir alle beschrinkten £

und alle infinitesimalen dx $ 0 gilt

EEre) - £®) Ly,

(ii) Zu jeder Standardzahl x gibt es eine beschrinkte Zahl o, so daB
aus £~ x~E' und £ + £' folgt

£(8) —£(€")
g-¢&'

x O

(iii) £' existiert und ist eine stetige reelle Funktion von x.
Beweisen Sie diese Aquivalenzen!

Hinweis: Es geniigt, die Implikatiomen (i) => (ii) => (iii) => (i) zu
beweisen.

(i) => (ii): Man beachte, daB fiir &'~ g~ x folgt

£ -£(e) _ £(6) —£(E")
E"=E g-¢g'

g(g) = ~ g(g').

(ii) => (iii): Wire f' nicht stetig bei x, so gibe es ein reelles
. _x=|x_ AW. mit ,_m.ﬁxﬁv -f'(x)| > e, also auch
Y omit  |x'-x _A_l x| <L una
s
n ‘mn! “n n n

e>0 und x

%' X
n’> “n

E(xl) - £

Mﬂ-
| n

—— ~f'® WW. also
n

£(e") —£(E") _ €
_llm.'..lmﬂl £'() | 25>
d.h. aber |a-f'(x)]| W.“mw. Aus (ii) fiir £' = x folgt aber a ~ £'(x).

(iii) => (i): Wegen des Mittelwertsatzes gilt fiir & ~ x

£(g+dx) - £(§) = £'(g +6dx)dx,
also

£(€+dx) - £(&)
dx

£'(g+6dx) ~ £'(E).

Man setze g=f£f'.
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4.2 1Integrale

Die Uberlegungen aus 1.5 und 1.6 sind nunmehr, nach dem Beweis der Desi-
derata, gerechtfertigt. Ehe wir sie auf interne Funktionen iibertragen,
sollen sie fiir die allgemeinere Klasse der Stieltjes-Integrale noch ein-

mal bewiesen werden.

Auf einem reellen Intervall a < x < b seien die reellen Funktionen f
und h definiert. Von £ setzen wir Stetigkeit voraus, und h sei im
folgenden eine monoton wachsende oder wenigstens nicht fallende Funktion.
Die Definitionen und Ergebnisse gelten auch fiir Summen und Differenzen von
monotonen Funktionen, also fiir die Funktionen h von beschrinkter Schwan-

kung.

Fiir eine interne Intervallteilung a = <t << nr =b
Anw+_ ~ nwv und Teilpunkte £ mit t <t <t ., ist eine Stieltjes-

Summe gegeben durch

u-=1
= ] £t M(y,) - hit)).

k=0

Aus unseren Voraussetzungen folgt

min {£(t); a £ t ¢ b} - (a(b) ~h(a)) £ I < max {£(t); a<t<b} - (a(b) -h(a))

und daher existiert der Standardteil st I. Ist er von der Wahl der t

und mw unabhingig, so nennt man ihn das Stieltjes-Integral

st L = w f(t) dh(t) = w f dh.
a a
Fir h(t) =t ergibt sich das Riemann-Integral. Die allgemeinere Begriffs-—
bildung ist'zundchst aus Bediirfnissen der Mechanik erwachsen. Man kann
sich das Intervall kontinuierlich und/oder diskret mit Masse belegt den—
ken, und h(t) gebe die Gesamtmasse des Intervalls von a bis t an.

Dann ist

1

TO) t dh(t)

p—c

die Koordinate des Schwerpunkts. Ist h(t) ableitbar, so ist h'(t) die
Massendichte. Das Stieltjes-Integral erfaBt auch den Fall nicht stetig
verteilter Massen. Die Zahl h(t+dt) —h(t) gibt die Masse des Inter—
‘valls dt an der Stelle t an.
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Wir miissen zeigen, daB zwei Summen zu verschiedenen infinitesimalen In-

tervallteilungen sich nur unendlich wenig unterscheiden. Wie in 1.5 k&n-—
nen wir eine gemeinsame Verfeinerung der Teilungen annehmen. Daher geniigt
es zu zeigen, daB I sich bei Verfeinerung einer Unterteilung nur unend-

lich wenig &#ndert.

Wir nehmen ein einzelnes infinitesimales Intervall o < T < B und unter-—

=

teilen es, o = T, 5T < waw & an = B, mit neuen Zwischenstellen mu.

Die Zwischenstelle im alten Intervall sei t, der gemeinsame Standard-

teil aller Intervallpunkte sei T. Mit Infinitesimalzahlen 0, und o

folgt wegen der Stetigkeit von f£:

W EE) ((ry,) - h(T) = w. (£(e) +o,) (a(ry, ) = h(x)

£(t) w (h(ry, ) —h(r) + W o5 (h(t, ) ~h(r;))

£(7) (B(B) ~h(x)) +w (05 =0) (a(Ty, ) =h(T))).

Summiert man iiber alle alten Teilintervalle auf, so ergibt sich links die
neue Stieltjes—Summe und rechts ergeben die ersten Terme gerade die alte
Summe; die Summe der Restglieder liegt zwischen min How..o:#cuv -h(a))
und max HowlowArAvv -h(a)) und ist unendlich klein. Damit sind wir schon

fertig.

Aus der folgenden identischen Umformung werden wir noch eine Variante er-—

halten:

13 ~
L £(t) [h(g, ) -h(e]
k=0
- u-l o o -
= ~£{t Jh(t ) + Wo Bt ) (E(E) —£(E, ) + £(E (e

t+_v.

Unabhingig von der Unterteilung ist also

u=1 . R
st wmo BLE, . MECE ) —2(E))

b
[ h(t)af(r)
a

b
£(b)h(b) - £(a)h(a) - [ £(t)dn(t).
a

n

Das Stieltjes-Integral existiert also auch, wenn der Integrand h von
beschrinkter Schwankung und die "Differentialfunktion" f stetig ist.

Sind beide sogar ableitbar, dann erh#lt man damit eine neue Herleitung der

partiellen Integration.

10 Laugwitz, Kontinuum
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Weitere Rechenregeln fiir Stieltjes-Integrale folgen leicht aus den Nzhe-
rungssummen: % f d(g+h) = % f dg + % f dh, wusw.

Fiir spitere Anwendungen erw#dhnen wir noch zwei Mittelwertsitze.

Erster Mittelwertsatz: Es sei f stetig, h monoton wachsend. Dann exi-

stiert ein ¢, a<c<b, so daB"’
b
[ £ dh = £(c) (h(b) ~h(a)).
a
Denn mit m = min {£(t)}, M = max {£(t)} folgt
b b b
m(h(b) ~h(a)) = [ mdh < [ £ dh < M [ dh = M(h(b) ~h(a)),
a a

a

und die Existenz von c¢ ergibt der Zwischenwertsatz.

Zweiter Mittelwertsatz: Es gibt bei stetigem f, monoton wachsendem h

ein ¢, a<c<b, so daB

b c b
[ h df = h(a) [ df + h(b) [ df.
a a c

Der Beweis ergibt sich aus der "partiellen Integration':

b b
[ hdf = h(®)E(®) - h(a)f(a) - [ £ dn
a a

h(b)£(b) - h(a)f(a) - £(c) (h(b) -h(a))

]

c b
h(a) (£(c) —£(a)) + h(b)(£(b) -£(c)) = h(a) [ df + h(b) [ df.
a c

Existiert f'=g, so folgt noch der

Zweiter Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale mit monoton wachsendem h

und integrierbarem g:

Fir ein ¢, a<c<b gilt
b ¢ b
[ hg =ha) [ g+h®) [g.
a a c

Die Behandlung des Integrals fiir interne Funktionen ¢ kdnnen wir wohl

dem Leser iiberlassen: Gehtren zu ¢, a, B _die definierenden Folgen

b
n

. mn. cs und existieren die Integrale % mﬁmnvmnv so definiert ihre
m

n

147

B8
Folge das Integral R ¢ (t)dt.
a

Alle Eigenschaften, auch den Fundamentalsatz, erben die Integrale iiber
interne Funktionen von den gewdhnlichen Riemann-Integralen. Stieltjes-

Integrale erhdlt man entsprechend.

Eine "autonome" Begriindung der Integrale fiir interne Funktiomen, also eine
Behandlung ohne Riickgriff auf die definierenden Folgen, mag im Interesse
einer methodischen Reinheit einen gewissen Reiz haben, lohnt aber den Auf-

wand kaum!

4.3 Differentialgleichungen und Gleichungen mit Ableitungen

Die sogenannten "Differentialgleichungen' sind eigentlich "Ableitungs-—
gleichungen": In y" = lmmw oder y' = by treten ja keine Differentiale
auf. In den Anfingen der Analysis handelte es sich aber um Bestimmungs-
gleichungen, in denen sehr wohl Differentialé der gesuchten Funktionen
vorkamen. In der Physik und der Geometrie hat sich die infinitesimale
Denkweise, als heuristisch deklariert, fiir die Herleitung von memmﬂmanmwn
gleichungen mit anschlieBendem Ubergang zu Ableitungsgleichungen noch er—
halten. Die Gleichungen in Differentialen k&nnen aber auch selbst von In-
teresse sein und als Differenzengleichungen zu infinitesimalen Differenzen

aufgefaft werden.

Nimmt eine GrdRe (so nennt man in der Physik und auch sonst eine dimen—
sionsbehaftete Variable) proportional zu ihrem jeweiligen Bestand zu oder
ab, so hat man in einem kleinen, in der Idealisierung infinitesimalen Zeit—

intervall dt fiir den Zuwachs
(1) dy = y(t+dt) - y(t) = a-y(t)dt + o -dt

mit einem infinitesimalen o = o(t,dt). Man kann auch sagen, daB der Zu-

wachs proportional zu einem geeigneten Mittelwert von y sein wird,
(1')  dy = y(c+dt) - y(t) = a-y(£)dt mit £ =t+6dc, 0 <06 < 1.
Aus diesen Differentialgleichungen erh&lt man in jedem Falle die Ablei-

tungsgleichung

10%
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[=¥

y' = st L= st(a y(r) = stla-y@) = a-y(r);

sie gilt an reellen Stellen t, und wir haben y(E) ~ y(t) vorausgesetzt,

die GréBe y soll als Funktion der Zeit ¢t iiberall stetig sein.

Diese an der physikalischen Bedeutung oder der geometrischen Anschauung
orientierte Herleitungsweise hat hier aber nicht blof heuristischen Wert,
sie ist vielmehr v&llig streng. Dariiber hinaus kann es sogar von Nutzen
sein, statt der Ableitungsgleichung die Differentialgleichung direkt zu
behandeln. Wenn man dabei die infinitesimalen o(t,dt) vernachlissigt,
so bedarf das dann allerdings einer Begriindung. Wir bleiben bei dem ein-

fachen Beispiel.

Wahlt man dt = w = 0 fest und setzt nw = no+w - dt, Iy, = %Anwf so

ergibt sich nach Weglassen der o die Differentialgleichung in Form ei-

ner Differenzengleichung
Y1 T Ve T AWy
oder

%W+~ =(l+a- Ev%W.

Mit der Anfangsbedingung %Anov =y, erhdlt man daraus die eindeutige

o
Losung
= H 3
v, = (Traw)® y
an der Stelle t =t +udt = t_+ - hat man
u o o Q

ye) = (+BH )

und daher fiir t = n: nach den uns bekannten Eigenschaften der Exponen-

nwmwmczwnmoz schlieBlich

a(t-ty) s

y(t) me o

Das ist sogar eine Gleichung, wenn man die GrdBe y fiir reelle t selbst
als reell nimmt. Dann verifiziert man, daB die Ableitungsgleichung
y' = a-y erfiillt ist und damit auch die Gleichung (1) fiir das Differen-—

tial dy.

Es gibt, beispielsweise in der Biologie oder im sozialen Bereich, auch
Vorgdnge, in denen das Wachstum nicht unbegrenzt ist. Bezeichnet y(t)
die Dichte der vorhandenen Lebewesen zur Zeit t, also die mittlere An-

zahl pro Flichen- oder Volumeneinheit, so kann man fiir Vi = y(kdt) an-
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setzen
@) ¥ m¥ = (@-by, Dy, dt,

die Lebensméglichkeiten werden proportional zur Anzahl der entstehenden

Individuen vermindert. Man hat die nichtlineare uwmmmmmnnmzmu.mu..nscbm

Ve = (1 +a0)yy = Doy v,
. 1
und wcﬂ Z = Y (wenn Vi + 0)
z) = (1 +NE.vNW+_ - buw,
2z =L FoDB

k+tl - T+aw %k © T+aw
Das ist eine Lineare inhomogene Differenzengleichung. Eine spezielle L&-
sung erh&lt man mit dem Ansatz z, = C; das gibt

1 bw
o|_+mao+_+mev

also C = :w‘. Die allgemeine Ldsung ist

1 b
z =K . + —
k [¢] a +mevw a
und fir t =k-w
K
o b -at _ b
) = ras e g
Q

Das gibt schlieBlich

a

c muwn +b
o

y(t) =

Zur uwmmmﬂm,sﬂ..m“_.mymwnucbm (2) gehsrt die Ableitungsgleichung

y'(t) = ay - by>,

weil Vw1 ® Vi ist. Man verifiziert durch Einsetzen, daR

fir jedes no eine L&sung ist. Hinzu kommt die oben ausgeschlossene L&-

sung y = 0. Fir t »1 gilt
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v = 2,

alle nicht verschwindenden L&sungen erreichen diesen Sittigungswert.

In diesen speziellen Beispielen haben wir LSsungen der Ableitungsgleichun—
gen aus solchen der Differenzengleichungen gefunden. Manchmal wird man
auch umgekehrt vorgehen, da fiir Ableitungsgleichungen weitreichende Metho-
den verfiigbar sind. Auch in unseren Beispielen hi#tte man so vorgehen k&n—
nen (Trennung der Ver#nderlichen oder Substitution y = W.v Von Inter-
esse ist allerdings ein allgemeiner Satz, der auf Eulers Integralrechnung
(1768) zuriickgeht und aus der offensichtlichen Existenz der L3sung von

.m = £(t,y(t)) auf die Existenz der Ldsung von y' = f(t,y) zu schlie-

Ben erlaubt.

Die Idee ist einfach und naheliegend. Es sei y(t) gesucht mit y(0) = Y,

und y' = f(t,y). Man "diskretisiert" zur Differentialgleichung

m = f(t,y) wund bestimmt Vw1 = y((k+1)w) aus ¥, und der durch

£(t,y,) gegebenen Steigung:

BTt oy,
also
Yir1 = Yt Eke,y e
und
H
B Yy =, * L £,y e

k=0

oder fiir T = (p+1)w und nkw) = Yy

]

H
n() =y, + ) £k, nlke)o.
k=0

Das wird, unter noch festzustellenden Voraussetzungen, zu
t

)y =y + [ £(t, y()dr,
o

wenn wir Stetigkeit von f annehmen und y(t) als eine zu n(t) gehds—
rige reelle Funktion auffassen diirfen. Dann ist die rechte Seite ableit-

bar, also auch die linke, und es folgt y' = £(t,y(t)) und y(0) = Vg

Der Schritt von (3) nach (4) bedarf noch der Rechtfertigung.
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Wir miissen also zeigen, daB es eine stetige reelle Funktion y gibt mit
y(kw) = n(kw), und daB fiir diese die Ableitungsgleichung erfiillt ist.
Dazu nehmen wir zunichst an, daR £(t,y) £fir O < t,y < 1 eine iiberall
stetige reelle Funktion sei, und daf |[f(t,y)| <M gilt mit einem reellen
M. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir Y, = O annehmen.

Dann u..mn“
[n(k+D)w) | < [nCkw)| + w-M,
und durch vollstindige Induktion folgt
(5) [n(uw)| < pw M <M fir 0 < g1

und ebenso fiir m>j

m-1 .
) In@) -nGe)| £ T [£ke, n@w)|w
=]

< M@m-jle = M(mw - jw) .

Wir denken uns n durch einen Eulerschen Polygonzug auf alle 1,
0<T<1, fortgesetzt: Im Intervall ko 2 T < (k+1)w ist n linear.
Wegen der Beschrinktheit (5) ist y(t) = st n(t) definiert, und wegen

(6) ist n eine stetige interne Funktion. Aus dem Lemma iber mo“_.orm Funk-
tionen (Abschnitt 3.6) folgt, daB iiberall y(t)=n(t), und daB y ste-
tig ist. Es folgt fiir t ~ (u+lw

u
y(t) » nlr+Dol = ) £k, nke))w
k=0

t ﬂ
nMmﬁxa.wﬁwsvvsagmﬁﬂ.wﬁavaﬂ.
k=0 o

Das war zu beweisen. Durch einfache lineare Substitutiomen (y ersetzt

durch y+y,, t ersetzt durch ct+d) erhdlt man den

Existenzsatz von Euler und Peano: Es sei £(t,y) eine fiir a <t < b,

M<y-y, M iberall stetige, durch M beschrinkte reelle Funktion.

Dann gibt es eine Lgsung y(t) der Ableitungsgleichung y' = £(t,y(t))
in a <t <b mit vorgegebenem y(a) = Yo Diese Losung kann als Stand-
ardteil der Ldsung der Differenzengleichung

n(a+ (k+1)w) = n(a+ke) + £(a+ko, n(a+kw))w
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mit n(a) = ¥, erhalten werden.

Wir haben im Stile Eulers nur die qualitative Stetigkeit und keine quan-

titativen Aussagen verwendet. Statt o = i3 hitten wir irgendeine andere

Q
unendlich kleine Zahl mr. fiir die Schrittweite wihlen kdnnen. Es folgt
dann aus der starken Umkehrung des Leibnizschen Prinzips: Zu jedem reellen
€>0 gibt es eine endliche natiirliche Zahl N(e), so daR fiir alle
1

m > N(e) gilt: Die zur Schrittweite o erhaltene Losung der Differen-

zengleichung unterscheidet sich um hdchstens € von einer Losung der

»vaWﬂ:mmmmHmmnr:pm y' = f£(t,y). Uber die GrsRe von N(e) kénnen wir
nichts aussagen.

Die Bedeutung des Satzes liegt darin, daB damit ein Schritt zum Nachweis
der Aquivalenz von Differentialgléichung und Ableitungsgleichung getan
ist. Die Losungen der Differentialgleichung fiihren durch Bildung des

Standardteils auf solche der Ableitungsgleichung.

Umgekehrt gibt eine L&sung von y' = f£(t,y) nach dem Mittelwertsatz bei

ko = ﬁw <t < (k+1)w:

%AﬁW.T_v - %ﬁﬁwﬁv %-AvaE

n

£(E, y(ENw = £(5, y(t o + opu

mit o = £(f,, y(£)) - £(t,, y(t)) = 0,

wegen der Stetigkeit von f£. Mit o bezeichnen wir das Maximum der 0>
und das ist wieder unendlich klein. Es sei nun A:Wu. eine LGsung der

zugehorigen Differenzengleichung
Mer1 TN = E(EemIe

mit Ny = %AﬁOV.

Wir werden nicht erwarten kdnnen, daB ohne zusitzliche Voraussetzungen
die Ldsung n unendlich nahe bei %Anwv bleibt, selbst wenn n, = wAnOV
ist. Denn das zeigt die L&sung w.nnw der Ableitungsgleichung

y' = w%m\u" Sie entfernt mwnw,mmn endliche t von der Losung der zuge-
horigen Differenzengleichung, n = 0. Die Stetigkeit von £(t,y) wird
nicht ausreichen. Wir setzen daher Lipschitz-Stetigkeit in y voraus:
Es gibt eine endliche Zahl L, so daB [£(t,y) - £(t,y)| < L|y-y| fiir
alle auftretenden Ww%. Existiert die partielle Ableitung mw, so kann

man fiir L eine obere Schranke von mw wdhlen, wie der Mittelwertsatz
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s _ 53.2/3 N : . _ .
zeigt; f(t,y) = 3y erfiillt die Voraussetzung bei y=0 nicht.
Aus den beiden Gleichungen
vt ) — y(y) = 25, y(E)w + o
und My ~ M = £(E 5N o
folgt fiir die Abweichung & = _i{ -Jw_"
0 < mwi <@ +H.svmx + ow
und daraus
m - m-1
026 < (1+Lw) 8 + ow [(I+Lw) + ..o+ (1+Lw) + 1]
Sy Lt .o
< (1+L)® £, +mu ~e’ [8) +m”_ ~ 0,
wenn mw & t. Wir haben etwas allgemeiner nicht nur & = 0 beriicksich-

)
tigt. Unser Ergebnis ist:

Ist die Funktion £(t,y) tberall stetig und beziiglich y sogar Lip—
schitz-stetig, |f(t,y) —£(t,y)| < L|y-y|, so gilt fir Losungen y(t)
und e der Ableitungsgleichung

y' = £(t,y)
und der Differenzengleichung
Mesy = M T E(E FRe, myu

Aus n, ~y(t)) folgt ng = y(t +mw) fir alle endlichen mu.

Die L&sungen entfernen sich nur unendlich wenig voneinander; y(t) kann

als Standardteil von n, (bei t = st mw) erhalten werden.

In den Beispielen werden einige Folgerungen und <mﬂmHHmmBmwsmH=ﬂmma ange-—
geben, von denen fiir uns besonders die Erweiterung der Ergebnisse auf Ab-
leitungsgleichungen htherer Ordnung und auf Systeme von prinzipiellem In-
teresse ist. Zusammenfassend kann man sagen: Differentialgleichungen und
Ableitungsgleichungen sind in dem Sinne #quivalent, daB ihre L@sungen
sich unendlich wenig voneinander unterscheiden, wenn das fiir die Anfangs—
bedingungen gilt; es besteht auf diese Weise eine eineindeutige Korres-
pondenz zwischen den L&sungsmengen. Das Verfahren der Geometer und mw%mwl.
ker, nach wmwwwwmn Nswmorm& Differentialgleichung und Ableitungsgleichung

hin und her zu wechseln, ist nicht nur heuristischer Art, es ist gerecht-—
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fertigt. (Die Voraussetzungen iiber f, Stetigkeit und Lipschitz-Stetig—

keit, sind zu beachten.)

Der zuletzt bewiesene Satz enthdlt iibrigens noch das Resultat: Eine infi-
nitesimale Stérung der Anfangsbedingungen bewirkt eine héchstens infini-
tesimale Anderung der Lésung. Das ist bei vielen physikalischen Problemen

sachgemdR.

Beispiele und Aufgaben

1. Man erweitere die Uberlegungen auf Systeme von Ableitungsgleichungen
> >, >
y' = f(t,y), y = Q_u...uwzv und die zugehdrigen Differentialglei-

chungssysteme.

Hinweis: Man ersetze den Betrag durch __ww= = max H_%w_w I <k < N}.

=" =

2. Man behandle Ableitungsgleichungen hoherer Ordnung
vum“_v = g(t,y,y",.. .o%Aul_vv

durch Zuriickfiihren auf Systeme erster Ordnung, mit y = Ys

Y = Yy
Y2 =3
% - (Y5950 5¥5)-

3. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
2

. d d i

zlenten, .]W =a .mlm + by, sind zu untersuchen, insbesondere die
at .

Schwingungsgleichung a=0, b = —c2.

Hinweise: Ist dy = Y41 ~Yg» SO setzt man
2
4y = 4@ = Opyp ~ieey) = Gy~ = Vw2 ™ Wiy + ¥~ Fiir Diffe-

renzengleichungen V4o = >ww+~ + w%x verwende man den vom Fall erster

Ordnung nahegelegten Ansatz Vi = C- ur”. Man erhilt mit dt = w

- . v 2
Vierz T Fiap Vi T 203 e + by,
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= (2 +au) - (1 +aw-bud)y
Tk+2 T+ Kk
Yy = G uw gibt
Anl_vw = wEAo,lC + wew ]
] 4+ . afYaTtrdb Ya? + 4p
1,27 : 2 :
7.2
Mit A o= e w 285 und t, = ko wird das zur L&sung
3
At Azt
k k 1% 2%
Ve = 0_2 +sy_v + ONC +sva & Cpe + Che .

Rechts steht nach unseren Uberlegungen in Beispiel 2 die L&sung der
zugehdrigen Ableitungsgleichung y" = ay'+by. In dem Fall, daRf
\mw.+ 4b = e 8 0 1ist, folgt

¥ = G +uA K+ Gyl 4w, +e)E
(o0 )k - 1 ror)E

2 €

k
An_ +n~vﬁ +ew_v + eC

At ALt ALt
17k d "1k _ 1k
N_ e +N~My.m = QA_:Aanvm ¥

Q

4.4 Polynome unendlichen Grades

In der Anfangszeit der Analysis, nach 1700, war es iblich, Potenzreihen
als Polynome unendlichen Grades aufzufassen und die Hilfsmittel der Alge-
bra der Polynome fiir allgemeinere Funktionen zu nutzen. Euler hat diese
Methode ausgebaut; mit ihr gelang ihm schon 1734 die Summation der Reihen
qu z I_J ..., ein Problem, das die Analytiker schon lange beschidftigt
rmﬂnm. %w summis serierum reciprocarum, Op. omnia H;v 73-86). Wir skiz-

zieren einen von Eulers Beweisen.
Fiir den Sinus.ist die Reihenentwicklung bekannt,

2Q
X

a+D!

. 2
R P A..Cb
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gilt jedenfalls fiir beschrinkte x. Andererseits kennt man die Nullstellen

des Sinus und kann die Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren explizit

hinschreiben,
sin x X X _X. X _X. X,
~—~ 3 Da+5a N:X:N: NG ?XI?
2 2 2
=a-pa-ZXy Loa-Xy,
™ (2m) Qm)

Koeffizientenvergleich ergibt

L
3

1

~WN

N

Il 10

L
=N ki
Ist diese iliberraschend einfache L&sung korrekt? Die Nullstellen sind ja
nicht genau bei den Vielfachen von T gelegen, die Abweichungen werden
fiir endliche k allerdings unendlich nahe bei kr liegen; aber jeden-
falls geht es um unendlich viele unendlich kleine Vernachlidssigungen.

Die Zeitgenossen hatten einen anderen Einwand; sie fragten Euler, woher
er denn wisse, daB der Sinus nicht noch andere, komplexe Nullstellen habe.
Das lieR wu..nr erst ein paar Jahre spiter, nach der Entdeckung der Formel
e MM * ausschlieBen. Sie gibt fiir Nullstellen'die Gleichung

e =1 mit den einzigen Ldsungen z = mk, k ganz. In Beispiel 1 wird

ein Beweis fiir Eulers Resultat behandelt.

Im 19. Jahrhundert hat die komplexe Funktionentheorie dann die Polynome
unendlichen Grades eliminiert: Man behandelte Potenzreihen, die beispiels-
weise fir alle beschrinkten komplexen 2z konvergieren, die sogenannten
ganzen Funktionen. Hier soll aber die infinitesimalmathematische Behand—

lung der Polynome ein Stiick weit durchgefiihrt werden.
Zu untersuchen sei das Polynom
I

1) ¢(z) = o T
o

k

mit einer intermen Koeffizientenfolge o - Die o, brauchen auch fiir
endliche k nicht notwendig Standardzahlen zu sein, und insofern sind
unsere Uberlegungen allgemeiner als die der iiblichen Funktionentheorie;
wir erfassen auch Polynome wie ¢(z) = (1 +m.vb. Eine interessante Frage

ist, wie schon bei der Eulerschen Exponentialfunktion, wann f(z) = st ¢(2)
eine stetige Funktion ist, und ob dann sogar gilt £(z) = M w—nnw mit
k=0
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a = st o fir endliche k.
Jedenfalls werden die o fiir endliche k selbst beschrinkte Zahlen
sein missen, und fiir p » 1 muR fiir endliche 2z gelten « PP 0, denn

U
: + £
sonst herrscht keine Konvergenz. Wire Y el zp €R , so hitte man

> 1 fir |z > L

H H
B 21

N
ozt | >
o252 p
Also werden wir voraussetzen, daR 14 pt ~ 0 fur alle u > 1.

+ . .
Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es zu peR ein endliches N(p),

m . . o " .
4 ur > 1 das fir alle m >»1 ilt. Es ist
so daB anl 20 fir M_ > N(p), wei g
dann fir |g] uAuw.u qeR mit q<1

m

ezl < d%

I

und man hat eine konvergente geometrische Majorante.

Fir |z <r, |¢'| =1 folgt

A

- - k-1
lee=s@] < le'=gl T o (et ¥ o e <72 [e ]+ o+ 2 ¥7h
k>1
k-1
c'-¢ | k70
_ _ww_ lo

A

Wegen tlm\m.a 1 flir u »1 ist die Summe hier vwmoﬁnmnwﬁw wenn r <

9
2p

ist und die o, fiir endliche k beschrinkte Zahlen sind. Es folgt,

W . Py
daB ¢(g) fiir alle beschrinkten [ eine stetige Funktion mit beschrink-
ten Werten ist. Das gilt dann auch -fiir Real- und Imaginirteil von ¢(g),

und nach dem Lemma iiber stetige interne Funktionen (Abschnitt 3.6) folgt:
£(z) = st ¢(2)

ist stetig fiir alle Standardzahlen =z, und £(g) = ¢(g) fiir alle be-

schridnkten komplexen Omegazahlen z.

+ . s
Bei gegebenem 2z gibt es zu e€e€R ein endliches m(e), so daRB

m(e) x
lo(z) = ) oz | <,
k=0
also mit a = st o nach Ubergang zu Standardteilen
m(e) 1
|£(z) - } az | < 2e.
k=0

Daraus folgt
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£(z) =} mwnx.
k=0

Wir haben damit bewiesen:

Hauptsatz iiber Polynome unendlichen Grades: Es sei Anwv eine interne

Folge von komplexen Omegazahlen, so daR o flr jedes endliche k eine

beschridnkte Zahl ist und W Qt ~ 0 filir alle u >» 1. Fir das Polynom
vom Grade vy > 1

k
6(z) = w %z
k=0 5
gilt: ¢ ist fiir beschrinkte T stetig, und ¢(z) ist eine beschrénkte
Zahl. Fir f(z) = st ¢(2z) gilt £(r) ~ ¢(z) fiir alle beschrinkten G
und es ist mit a = st ooy (k endlich)

£@) = [ azt.
k=0

Die Polynome unendlichen Grades sind aber nicht nur, wie es hier scheinen
mag, ein Ersatz fiir die Potenzreihen. Sie eignen sich dariiber hinaus als
Hilfsmittel zur Behandlung von stetigen Funktionen und sogar von Distri-
butionen, ganz im Sinne von Eulers Versuch einer Algebraisierung der
Analysis. Das alles beruht auf dem Approximationssatz von WeierstraR,
welchen ich hier ohne Beweis angeben will. Ein Beweis wird sich im
Zusammenhang mit den trigonometrischen Reihen (Kapitel 5) nebenbei erge-

ben.

Approximationssatz von WeierstraB: Es sei f eine auf a < x < b stetige

reelle Funktion, ¢ R’ gegeben. Dann gibt es ein Polynom
W

P(x) = M mwxwu so daR fiir alle x aus dem Intervall gilt
k=0

[£(x) ~P(x)| < .

Der Satz iibertrigt sich auf feinstetige interne Funktionen ¢ auf belie-
bigen, auch unendlich langen Intervallen o < & < B. Man wihle zu den

Omegazahlen €,a,8 und zur Funktion ¢ Folgen e , a , b_ und stetige

n’> “n’ "n

f: Ist ¢ eine auf «o 2 & < B eine feinstetige interne Funktion und ¢
eine positive Omegazahl, die auch unendlich klein sein mmﬂmr so gibt es
ein Polynom I (unendlichen Grades), so daB fiir alle €, a<¢€&c<B,

gilt
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[6¢E) - m(&)| < €.

v
k

Das Polynom II(§) = M me
k=0 )

bei den Potenzreihen. Die o brauchen fiir endliche k keine beschrink-

wird dabei andere Eigenschaften haben als

ten Zahlen mehr zu sein, und fiir unendlich groRe p wird W Qt uwDWn
notwendig unendlich klein sein. Der Satz hat mehr beweistechnische als

numerische Bedeutung.

Beispiele und Aufgaben

1. Zeigen Sie

sin x a - =X,

Hinweise: Man kann den Hyperbelsinus sinh x untersuchen und anschlie-

Bend x durch ix ersetzen. Es ist

. X =X X\ U XM L. " 1.
= - =) - (1-= flir beschridnkte x und u >
2 sinh x = e -e ©* w~ (1 +cv ( :v pankt ke

Ein Ausdruck a"-b" hat die reellen Faktoren a” +b~ - 2ab cos TR
Das gibt hier
2
2k
1+5H2 4 1-H2 -9 Xy o KT
u u n
2k ! 2km xm
= 2(1 -cos 45 *+ 2(1+cos 55 &
M
2
.2 km X
= 4 sin JH.A_ + 5 5 de
Y- tan —
I
. i durch Ku zu
Eulers Idee ist, fiir ﬂ.n 0 den Sinus und den Hmﬁmmnm urc ¥

ersetzen, so daR sich Faktoren
2
km, 2 X
4(= 1+ )
EPT =
ergeben. Genau' ergibt sich fiir p = 2Q

2
X

=2

sinh x _ _ |
~E o # 7 k)

2
X = —
k=1 4Q° tan 70

und flir x=0 folgt fiir den konstanten Faktor F =~ 1. Wir setzen




m 2

¢, =log I (1 + X

2
X

m
) - log I (1 + ).
k=1 °  40° tan? wﬁ k=1 K%r2

Wir miissen eb ~ 0 zeigen. Jedenfalls ist ¢, % 0 fiir alle endlichen

m, also auch noch fiir m <p mit p »1I. Bei p 2 Q sind wir fer-

tig. Sonst folgt alles aus

Q 2 2
eblen = M [log (1 +
k=p+1 4Q7 tan” — k™m

quOv

weil beide Reihen konvergieren:

xN NN NN
0 < log (1 + 5 5 wdv < log (1 + > mv < >3
407 tan” o= ko km
2Q
gilt wegen
kr _k
tan > Mm. und log(l+h) = h - + = < h.
(Beweis nach W.A.J. Luxemburg) .
2. Unter den Voraussetzungen des Hauptsatzes gilt
® e )
£1(0) = [ a -kt o~ 9"
k=0
H =
=3 pw.wﬂw_
k=0
flir beschrinkte z.
Hinweis: Fiir u » 1 ist tlwm.n 1, also -l o -u| = 0.

H

3. Man zeige direkt (ohne Verwendung des WeierstraBschen Approximations—
satzes): Zu gegebenem €>0 (endlich oder unendlich klein) gibt es
ein Polynom P (unendlichen Grades), so daf fiir alle endlichen und

unendlich kleinen ¢ gilt |[p(g) - lg]] < e.

(Hinweise: P kann durch zweimalige Integration von 2§ gewonnen

werden, mit einer geeigneten Deltafunktion &. Oder: Man verwende die

2
Binomialentwicklung fiir v1-h bei h = (1 |MM¢ und ‘beachte
le] = o/T=8.) &
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4.5 Deltafunktionen

Es soll jetzt an die Abschnitte 1.14 und 1.15 angekniipft werden. Eine
Deltafunktion im Sinne der physikalischen Vorstellung ist eine - selbst-

verstdndlich interne - Funktion mit 8(E) ~ 0 fiir alle nicht infinite-

©
simalen £, und % §(t)dt = 1.

In 1.15 hatte sich ergeben, da@ diese anschaulich einleuchtenden Eigen-
schaften fiir mathematische Zwecke zu einschrinkend sind; was innerhalb der

Mathematik wirklich gebraucht wird, ist die Giiltigkeit von
o

\ §(t)E(t)dt ~ £(0) fiir hinreichend vernlinftige reelle Funktionen f.

Ubrigens ist leicht zu sehen, daB es sehr viele Beispiele fiir Deltafunktio—
nen gibt. Es sei g irgendeine integrierbare, auf ganz R definierte re-
elle Funktion und yu eine unendlich groRe Zahl. AuRerdem sei

) +o
\ g(t)dt = 1. Dann gilt offenbar fiir §(t) = ug(ut), das \ §(t)dt = 1.

|8
Ist g dariiberhinaus glockenfsrmig, das soll heifen, nichtnegativ und

von t=0 aus nach beiden Seiten monoton fallend, so ergibt sicheine

Deltafunktion im anschaulich-physikalischen Sinne. Auf diese Weise erhilt

man neben dem "Monster" 6§(&) = mwwmtm die anschaulich glinstigeren Funk-
tionen
H ¥ Nmm H 1
8(8) = 770 S®) =—eMty s =% fur [g] <1, see) = 0 somst.
w(1 +E7u°) /T "

Es soll untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen an § fiir hin-

reichend viele reelle Funktionen f gilt \mm ~ £(0).

Erster Darstellungssatz fiir Deltafunktionen: Es sei die interne Funktion

§ fir alle _m_ <p (p Standardzahl) definiert und feinstetig, und es
gelte

(1) 8(-&) = 8(&); (2) 68(8) = 0 fiir alle endlichen g || <p.
D

(3) [(e)de~1; (4) 6(E) 20 fir Ew~o.
P

Dann gilt fiir jede reelle integrable Funktion f, welche bei 0 stetig

ist, und fiir -p 272 <0<b<p (a,b Standardzahlen), daR

b
[ s(v)f(n)ar ~ £(0).
-

11 Laugwitz, Kontinuum
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Beweis: Es gibt sogar ein infinitesimales B>0, so daR (2) fiir alle &

mit p > _m_ > B gilt. Man wihle B = w_nv wobei p ein unendlich groBes
Element der internen Menge von natiirlichen Zahlen ist:

{os -z el 2p = |s®)] MW.

Qf—

Wegen der Feinstetigkeit wird das Maximum ¢ von |6¢e)| auf

B < |E] < p angenommen und ist infinitesimal. Es folgt

-B P -8 P ’
[ Jsl«1f el = [ I8l + [ |8] <2pewo.
-pP 8 -p B8

Es sei nun g(x) = £(x) - £(0). Dann haben E.,H
b . -B +B b

| [ s(e(dr| < [ leg] + | [ o] + [ |sg].
-a ) -a -8 B

Hier sind der erste und der dritte Summand rechts infinitesimal, denn aus

der Integrierbarkeit von g folgt
b P
[ legl <e- [ lg| ~o0.
B o

Den zweiten Summanden schitzen wir ab, mit den minimalen und maximalen

Werten g und g von g(r) in [t| <8, wegen &(1) > 0:
8 — -
g~g [o< [giss [6n~T%.
-8 -8 -B
Wegen der Stetigkeit von f bei 0 1ist aber g~0=~g, undes folgt

b
._, 6g ~ 0, also
-a

b b
0w [ 8(t) [£(1) ~£(0)1dT ~ [ §()E(T)dT - £(0),

—-a —-a

wie behauptet. [

Die Symmetrieeigenschaft (1) haben wir im Beweis nicht verwendet; sie ist

aber fiir folgende leichte Verallgemeinerung erforderlich:

Korollar 1: Unter den Voraussetzungen an 6§ wie im ersten Darstellungs—

satz gilt fiir ein reelles integrables f mit f(a) = £(+0) € R,
f(-a) » £(-0) € R fiir alle positiven « =~ 0, daB

b
.\ S(T)E(t)dT »~

—-a

£(-0) + £(+0)
5 .
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Der Beweis ergibt sich wie im voranstehenden Satz.

+co
Wir haben hier nicht .x. 8f ~ £(0) bewiesen, sondern uns mit endlichen

Intervallen um O begniigt. Das wird fiir unsere Anwendungen ausreichen,
bei denen wir es mit periodischen Funktionen zu tun haben werden und nur
lber das endlich lange Periodenintervall integrieren miissen. In der Di-
mnﬁ..vcnu..o_um.nvmo.nwm ist es ublich, sich auf sogenannte Testfunktionen f
zu beschrénken, welche auBerhalb eines endlichen Intervalls verschwinden.
Es geniligt auch, daB |f(t)| £iir grofe |t| nicht zu stark wichst. Dabei

kommt es auf den Charakter von & an.

Gerade fiir die Behandlung der trigonometrischen Funktionen sind die Vor-
aussetzungen an die Deltafunktion im Ersten Darstellungssatz zu stark,
denn sie schlieBen die Funktion von Dirichlet aus (Gleichungen (2), (3)
aus Abschnitt 1.15). Wir haben aber in 1.15 gesehen, daf das Integral die-
ser Funktion, die Funktion n in Gleichung (4) und (5), sich fast ver-

ninftig verhdlt. Sieht man vom Gibbs'schen Phinomen ab, so ist n fast

" eine Einheitssprungfunktion. Die Abweichung ist endlich, die Sprunghshe

1 wird nur um 187 iibertroffen, und die Abweichung spielt sich in einem un-
endlich kleinen Intervall ab. Das nehmen wir in die Voraussetzungen des

schirferen Satzes auf:

Zweiter Darstellungssatz fiir Deltafunktionen: Die interne Funktion §

sei feinstetig fiir -p < £ <p (p eine Standardzahl) und es gelte

m .
(la) n(g) = g. §(t)dt =~ W sign § fiir alle endlichen &, 0 < |g] <p;

o

(2a) es gibt eine endliche Zahl B mit [nee) | < B fiir alle & ~ Q.

Dann gilt:
(A) Es sei f eine reelle Funktion von auf dem Intervall |x] <p be-
schrédnkter Schwankung, und a,b,x seien Standardzahlen mit
~p £ x-a < x+b < p. Es ist
x+b

[ s(t=x)f(t)dt ~
X-a

f(x-0) + £(x+0)
5 .

(B) Wenn zusdtzlich f sogar stetig ist in einer endlichen Umgebung der

Omegazahl &, dann ist bei -p < &-a < E+b < p

1%
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E+b
[ 8(r-g)f(1)dT ~ £(E).
E-a

Beweis:

(A) Als Funktion von beschrinkter Schwankung ist £ eine Differenz zweier
monotoner Funktionen, und wir kémnen f daher selbst als monoton wachsend
voraussetzen. Aus (la) folgt die Existenz eines infinitesimalen R >0, so

daB sogar
1. 2
n(g) ~ 5 sign € fiir B < [£] <p.

Wir konnen den Zweiten Mittelwertsatz aus Abschnitt 4.2 anwenden:

x+b
[ s(t-x)f(v)de
X

n
0*—™ 0 *—w 0T

£ (s+x)dn(s)
b
£(s+x)dn(s) + [ £(s+x)dn(s)
m %
o b
§(s)E(s+x)ds + £(R+x) [ dn(s) + £(b+x) % dn(s)
8 :

a

gilt mit einem o zwischen B und b. Die beiden letzten Summanden sind
nach unseren Voraussetzungen iiber n wunendlich klein. Es ist
f(o+x) = £(x+0) + e€(0) mit einer monoton wachsenden Funktion g, £fiir

die e(g) ~ 0 ist fiir 0 < o~ 0. Daraus folgt

B B ]
.‘. §(s)f(x+s)ds = £(x+0) .ﬁ §(s)ds + ._. §(s)e(s)ds

o o [e]
1 Y 8
~ 5 £(x+0) + €(0) [ 8(s)ds + e(B) [ 8(s)ds
o Y
% 5 £(x+0),

wieder nach dem zweiten Mittelwertsatz und nach (2a). Ganz entsprechend

X
folgt [ 8(t-x)E(t)dt = 5 £(x-0).
x-a .

(B) Wir diirfen annehmen, daB f(s+g) = £(§) + e(s) ist mit einer mono—
tonen Funktion e, fiir welche €(o) ~ 0 ist fiir o ~ 0. Wieder mit dem
Zweiten Mittelwertsatz und den Voraussetzungen (la) und (2a) ergibt sich
ohne weiteres

E+b

b B )
[ s(r-g)E(t)dt = [ 8(0)E(o+E)do ~ [ §(o)f(0+E)do
E-a -a -8
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m p m
umAmV\mﬁavmq+mﬁ-muHmﬁqvma+mﬁmv\&AqvaqumAmV.‘m
|m - o

Man kann auf die Idee kommen, die Ersetzung von & durch das Integral n

g
zu wiederholen und y(§) = ._‘ n(g)dg heranzuziehen, mit der plausiblen An-

o
nahme

y(&) nw |g] fir beschrinktes E£.

Hier wird das Leben sehr einfach, wenn man fiir f =ziemlich starke, fiir
unsere Anwendungen auch zu starke, Voraussetzungen macht. Die Distributions-—
theoretiker nennen f eine Testfunktion, wenn hinreichend viele Ableitun-
gen mus..mﬁ..mnms.:sm f mit allen benstigten Ableitungen auBerhalb eines
endlichen Intervalls |&] < A verschwindet. Unter diesen Voraussetzungen

sieht man mit Hilfe von partiellen Integratiomen

+ +A +A +A
.ﬁ §(t)f(t)dt = R.m?vm?vma = n(t)£(t) _ - %:?vm.?vaa
- -A -A  -A
+A © +A
=~y (DE'(1) |+ [ y(DE"(r)dr
-A  -A
y B , 0
x5 [ E"(Ddr -5 [ (1)t
0 -A
L A L 0
= -5 [ £'(Ddt + 5 [ £'(1)dr = £(0).
0 -A

Diese Rechnung bleibt richtig fiir A » 1 und infinitesimale £(x4),

£1(2A).

4.6 Distributionen

So nennt man seit Laurent Schwartz' Arbeiten (um 1950) eine Verallgemeine-
rung des Funktionsbegriffs, welche u.a. die Deltafunktionen umfaft. In der
Infinitesimalmathematik lassen sich die Distributionen durch interne Funk-
tionen darstellen. Im vorigen Abschnitt hatte sich gezeigt: Ist vy eine

interne Funktion, welche fiir alle beschrinkten £ unendlich nahe bei der
stetigen Funktion w._w. |g] ist, so ist bei zweimaliger Ableitbarkeit &=+y"

eine Deltafunktion. Diese Uberlegung legt eine Verallgemeinerung nzhe:
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Definition 1: Es seien e_. em auf einem Intervall I definierte fein-
stetige interne Funktionen. Wenn es eine ganze Zahl m > O und interne
Funktionen e_. eN so gibt, daB iiberall auf T

(a) ¥ (&) ~ ¥,(E) und
® v e, W™ ey,
so heifen ¢, und ¢, auf I dquivalent.

Zundchst bemerkt man: Besteht das Intervall I nur aus beschrinkten Zah-

len, so kann eine endliche Zahl m in (b) durch jede gréRere endliche

g
natiirliche Zahl ersetzt werden. Denn fiir mov Eel ist \_. e_ = R. em.
mo mo
Zum Beweis der Transitivitit sei e_ dquivalent eN und em dquivalent
ew. Zu zeigen ist e_ dquivalent eu. Nach der Vorbemerkung kénnen wir

annehmen, daB fiir alle £eI gilt

@ 6=l ® 4 =@ =, gy =T

mit &

(&) W) myy(8)  und (&) Y,(E) ~ V(8.
Gesucht ist ein I mit e%uv = 43 und ewﬁmv ~ __;Amv. oder wegen (6)
auch  $5(8) ~ y,(§). Wegen euABv = HHMEV ist notwendigerweise

¥y =Yg * Ty

mit einem noch unbestimmten Polynom Ty vom Grade hdchstens m-1. Ande-
rerseits gibt es wegen (B) ein Polynom Tys ebenfalls vom Grade héch-

stens m-1, so daf

Yy = ¥y + Ty
Wegen (e) folgt
ewAmv ~ emAmv + ﬁwﬁmv + :wﬁva

so daB wir nur Tg = —T, 2zu setzen brauchen, um den Beweis zu beenden.

Reflexivitdt und Symmetrie wird der Leser selbst beweisen.

Beim Beweis haben wir bendtigt, daR nur iiber endlich lange Intervalle in-

tegriert wird. Wir werden daher voraussetzen, daB I nur aus beschrinkten
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Zahlen besteht; I darf also ein endliches Intervall sein, aber auch die
Menge aller beschrédnkten Zahlen oder aller positiven beschrinkten Zahlen.

Die ganze Zahl m wird als endlich vorausgesetzt.

Unter diesen Voraussetzungen kdnnen wir Aquivalenzklassen bilden; sie hei-

Ren Distributionen auf I.

Man kann zwei Distributionen auf I mit beschrinkten Faktoren E:wnwvwwl
zieren und addieren und erhilt wieder eine Distribution auf I (Aufgabe
fiir den Leser); die Distributionen auf I bilden einen Vektorraum iiber
den beschrinkten Zahlen. Hingegen kann man Distributionen im allgemeinen
nicht miteinander multiplizieren; man kann wohl die Repridsentantenfunktio-—
nen multiplizieren, aber die Produkte brauchen nicht wieder #quivalent zu
sein, wenn man fiir die Faktoren #quivalente Reprisentanten nimmt. Das hat
durchaus Vorteile: Man kann erreichen, daR das Produkt zweier geeigneter
Deltafunktionen gleich a-§ ist, mit einer Deltafunktion & und einem

beliebig vorgebbaren Zahlfaktor «. Dazu vergleiche man das Beispiel 1.

Hingegen 14Rt sich jede Distribution beliebig oft differenzieren und inte-
grieren. Man braucht dazu nur zu zeigen, daR es Reprisentantenfunktionen
mit dieser Eigenschaft gibt, und dazu eignen sich Polynome, eventuell un-
endlich hohen Grades. DaB jede Distribution durch ein Polynom reprisen—
tiert werden kann, ist eine Folge des Approximationssatzes von WeierstraR,
verallgemeinert auf interne Funktionen. Das ist fiir ein Intervall

I: o £ £ < B leicht zu sehen; mit den stetigen Reprisentantenfunktionen:
f der feinstetigen Funktion ¢ hat man Polynome P_, so daB

_Wansv - mnﬁxav_ <e, mmﬂ. a £x <b, sodaB EmM [m€) - ¢(&)| < ¢
auf I fir beliebiges, auch unendlich kleines e >0 erreichen kann. Ist

I die Menge aller beschrinkten Omegazahlen, so ist ¢ sogar auf dem gro-
Beren Intervall [g| < @ definiert und feinstetig, weil die £, fir alle
reellen x definiert und stetig sind, und man verwende den Approximations-—

satz auf -Q <& < Q.

Was haben wir mit der Begriffsbildung iiber die bloBe Verallgemeinerung der
Delta-Distribution hinaus gewonnen? Es wird beispielsweise jetzt moglich,
gewShnliche stetige Funktionen nicht nur beliebig oft zu integrieren, son-
dern wir kdnnen sie auch m-mal ableiten. Das ist sicher ein formaler Vor-
teil. Die Ableitungen sind im allgemeinen allerdings nicht wieder Funmktio-
nen, sondern Distributionen; aber sie kdnnen durch interne Funktionen, so-—
gar durch Polynome, dargestellt werden. Man muB aber daran denken, daf

zwei interne Funktionen, welche dieselbe Distribution reprisentieren, nicht

notwendig unendlich nahe beieinander liegen. Das kennen wir schon von Delta-

=255
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sin ug und 2

= m(l +zmm~v
ist dquivalent zur Funktion n =0, denn sie ist zweite Ableitung von
-sin u§ & 0.
u

funktionen wie

Die interne Funktion u sin Mg

Doch hat die Begriffsbildung auch anschaulich einleuchtende Aspekte. Die
stetige Funktion y = HWH ist zwar nicht im gewthnlichen Sinne ableitbar,
aber sie hat eine Ableitung im Distributionssinne, und fiir diese gibt es
Reprisentantenfunktionen, welche fiir positive Avmmmnwcmv. x unendlich nahe
bei + w. (- mw verlaufen. Die Einheitssprungfunktion ist, wie auch andere
unstetige Funktionen, als Distribution erfaBt. Leitet man ein weiteres Mal
ab, so wird man anschaulich erwarten, daB der entstehenden Deltadistribu-
tion fiir msmwwnrm. _x_ der Wert O zugeschrieben werden kann, wenn auch
nur mvmmwmwwm Repridsentanten fiir solche x unendlich klein sind. Diese

Uberlegung 13Rt sich verallgemeinern.

Dabei wird es allerdings keinen Sinn haben, irgendeine spezielle Reprdsen-—

tantenfunktion herauszugreifen, die bei X, den Wert Ty

dieses ¥ dann als Wert der Distribution zu bezeichnen. Wie schon die

haben mag, und

Beispiele zur Deltadistribution zeigen, wire Y5 nicht eindeutig bestimmt.
Man muB schon wenigstens die infinitesimale Umgebung von X mit heranzie-
hen, und wie in Beispiel 3 gezeigt wird, hat man dann tatsdchlich Eindeu-

tigkeit; daher darf man definieren:

Definition 2: Ist X ein reeller Wert im Inneren des Intervalls I und
gibt es eine Repridsentantenfunktion ¢ einer Distribution auf I und eine
reelle Zahl Yos SO daB ¢(§) = % fiir alle & = X, SO heiBt Vo der

Wert der Distribution bei .xo.

Es ergibt sich sofort: Hat eine Distribution.fiir alle reellen Zahlen eines
Intervalls I' ¢ I Werte, so ist sie dort — als Distribution auf I' -
gleich der stetigen Funktion mit diesen Werten. Denn wegen der Bedingung

o
bution ist in den Intervallen x<0 und x>0 gleich der identisch ver-

$(8) ~y_ fir &=~ X ist ¢ stetig an der Stelle X Die Deltadistri-

schwindenden Funktion, und das gilt auch fiir simtliche Ableitungen
&1y 8 e .

Wenn es auch im allgemeinen nicht mdglich ist, zwei Distributionen miteinan-
der zu multiplizieren, so ist wenigstens das Produkt einer Distribution mit
einer stetigen reellen Funktion f wieder eine Distribution (Aufgabe 2).
Das Produkt &-f ist als Distribution gleich £(0) * 6§, denn

(£(x) -£(0)) - § hat fir jedes reelle x den Wert O.
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Ein weiterer Ausbau der Distributionen wiirde die Ziele dieses Buches iiber-
schreiten. Von prinzipiellem Interesse ist hier vor allem folgendes: Di-
stributionen lassen sich durch Funktionen darstellen und sind damit anschau-
lich erfaft und mit den Mitteln der elementaren Infinitesimalrechnung (ohne
Funktionalanalysis) zu behandeln. Sie lassen sich, wie speziell die steti-
gen Funktionen, sogar immer durch Polynome darstellen, im Sinne der Euler-—
schen algebraischen Auffassung von der Analysis. Sie.lassen sich - und mit
ihnen speziell die stetigen Funktionen — nicht nur beliebig oft integrieren,
sondern auch ableiten. Die letztere Eigenschaft, die sich hier anschaulich
an Reprisentantenfunktionen verfolgen 14Rt, erfiillt einen alten Wunsch der
Analytiker, der sonst nur in formalen Operatorenkalkiilen verwirklicht wer-—
den kann. Vom infinitesimalmathematischen Gesichtspunkt aus kann man auf
die Distributionen allerdings verzichten und direkt mit den internen repri-
sentierenden Funktionen umgehen. Die Distributionen erscheinen hier,.wie
frither schon GleichmidRigkeitsbegriffe, eher als Ersatzkonstruktionen fiir

das Infinitesimale.

Aufgaben und Beispiele

1. Gegeben sei eine Omegazahl «. Zeigen Sie, daR es Deltafunktionen
m_ummvmw gibt mit m_.am = Qmw.

1
so, daB 8,(E) = o ist fir le]

2

Hinweis: Man wZhle § so, daB m~ﬁmv =0 1ist fiir _m_ > w, und. §
< w. Dann ist m_Amv .awmmv = Qm_nmv.

2. Es seien eine Distribution gegeben, Repridsentanten ¢, und eine auf
I {berall hinreichend oft ableitbare Funktion £. Dann sind
alle Produkte f-.¢ zueinander Zquivalent und gehdren daher zu ein und

derselben neuen Distribution.

Hinweis: Es sei die Zahl m in Definition 1 speziell gleich 1, und
F sei eine Stammfunktion von f£. Zu zwei Reprdsentanten eguem gehs—

ren dann Y.y, mit ¥, (8) = y,(E) und ¥} =¢;, Y, =9,
X

Kmdmmnmm .nm.l m...m .Hn _nm. m R .

vy = g m fmmpfﬁs,:@:@
o

Fir m>1 verwende man entsprechende IdentitZten, die sich durch m—mali-

ge partielle Integration von meu ergeben.
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3. Man zeige, daB der Wert einer Distribution an einer reellen Stelle x

o aufgefat werden kann, _mw_ s _ww_ <M. ]
eindeutig bestimmt ist, wenn er iiberhaupt existiert! Y
Hinweise: Wir nehmen an, es gibt Reprisentantenfunktionen e_'em ei- 5. Periodische Distributionen mit der Eigenschaft aus Beispiel 4 lassen A
ner Distribution, so daf fAmV ~y, und GNAMV =y, mit voneinander sich als "Randwerte" auf dem Einheitskreis _N_ =1 von fiir _ | <1 1

verschiedenen reellen Zahlen Y1595 und wir fihren das zum Widerspruch.

Wir setzen der Einfachheit halber. X, =0 und ¢ = enne_.

konvergenten Potenzreihen auffassen,

©

. k {
6(8) ~ y, >0 flir &~ 0. Es ist jetzt ¢ als im Distributionssinne w(z) = WM Y &% AM
=0 A
dquivalent zu O angenommen. Nach der Definition 1 ist fiir ein W
i
m=0,1,2,... damn ¢ = eABv und Y(E) = a_Amv auf I mit einem Poly- 1 _
nom T, vom Grade héchstens m-1. (Der Fall m=0 scheidet offensicht- 6. Man untersuche w = = und daran anschlieBfend
€ +u . u - :
lich aus.) Integriert man von O an m-mal, so ergibt sich \ .\. ¢ ... 5 (€) = M_I M HU_ _ oiKE .NP. +W M ,.uw cos ki fir I1>pw= 1. R
o o H T jfeme u k=1 8
. - . . . t
als eine Funktion, welche sich von der Stammfunktion Y um ein Polynom e -
; . 1 o s . " y
T, vom Grade hichstens m-1 unterscheidet. Wir fassen ™ ound o, Hinweis: Zu w =y gehort die Potenzreihe WM z", welche fir ,
j =0 i
zu einem Polynom 7 vom Grade hdchstens m-1 zusammen und setzen die |z| =1 divergiert. Wir erhalten das Polynom unendlichen Grades 3
infinitesimale Differenz zwischen Y und w, gleich e(§). —
! W_ K - -2 a-Mhag
Beachtet man, daB es nach mm.B Cauchy-Prinzip ein endliches reelles a>0 k2o 1-z 1 - (247) + 22
gibt, so daB fiir alle [g]| <a gilt , ik
Yy, Es ist mit 2z = vmw
<6 <2y,
bk
. e + 2§ X cos kE) = 216 (&) =
so folgt nach m-maliger Integration von O an fiir positive £ < a: . 2r k=1 "
o o
Yo mE mB = Re(l +2 M NWV = Re(2 M NXlC
5 or ) 2e(€) £ 2y o ). k=1 koo
%
Die Polynome links und rechts haben fiir endliche positive £ bis zur 5 N..Nnti -l+z _ Re l+z _ JRE 2" 1
=Re = ——— = = = -
ersten endlichen positiven Nullstelle gleiche Vorzeichen. Weil wenig- 1=2 12 =2
stens ein Koeffizient (z.B. der von mEv nicht infinitesimal ist, (1+2) (1=2) Nri
gibt es in diesem Intervall endliche &, fiir welche beide Polynome = Re PO - 2Re 1-z
nicht-infinitesimale Werte annehmen, und das Swnnnwvnwnsn e(g) = 0. 2
: = li._lrw. - Wt.
4. Periodische Distributionen: Wenn es endliche Zahlen M, m so gibt, daf . 1-2p cos £+p
i P -2 ’
fir alle k gilt |a |, _mw_ <M-k""", damn stellen alle Reihen Wir geben noch eine andere Herleitung:
o H u . M
#8) =7+ [ o cos ki + g sinkt 2ms (8) = ) w_w_ e I AT
k=1 H k=—u k=0
unabhingig vom speziellen Wert von y >» 1 ein und dieselbe Distribu-— . 1= Nci 1 ..Mti
==] + —  —
tion dar, welche als m-te Ableitung einer stetigen Funktion 1-z 1-z
%™ T g . - . el +_|Nt+_nmci
T =g pr* L o7 G mekk+ &, ma ) R
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—_
= 'NIN — - R
1= (z+z) +zz u
= .'.Irm = R
I1=-2p cos& +p B
Es ist fiir p = l-a wegen [1-z] > o, [1-Z] > o
+1
2(1-o)¥
R -
R, s ==—=~o,
wenn o .vﬂku weil
i
+1
(1-a)¥ Vi, -
I < A - By L,
Es ergibt sich fiir p = l-a daraus noch
T +T 2
_ 1 1-
1 = 5 = ———
-% L(B)aE ~ o f 7 dE.

-1 1=-2p cos § +p
Ferner ist
2 2

1-p l-p 1-p
> =
1-2 z = 27T 70
p cos § +p (1+p)

und fir cos £ < 1 - va, - also le] > arc cos (1 -vYa)

1 Jum i on2
> mvm. < ~ l+p ~ 0.
1-2p cos & +p” 1-2p+p " +2p Va 2p +a/a

lia

Die Deltafunktion der Periode 21

5 (g) = A 1-p®
P o il I>p w1

1-2p cos ¢ +p

wird nach Poisson benannt und war schon Euler bekannt. Sie erfiillt die

Voraussetzungen des Ersten Darstellungssatzes aus 4.5,
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Kapitel 5: SPEZIELLE THEMEN AUS DER ANALYSIS

Zunichst soll hier eines der Leitmotive des Buches zum Ende gefiihrt wer-
den, das Thema der trigonometrischen Reihen. Dabei wird der enge Zusammen-
hang Nswmnﬁmz diesen Reihen, den Deltafunktionen und den Summationsverfah-
ren deutlich werden. Die Eulersche Behandlung der Gammafunktion ist ein
Thema fiir sich, bei dem die Benutzung des unendlich GroBen fiir Probleme

des Endlichen besonders klar hervortritt.

5.1 Summation divergenter Reihen

Damit meint man nicht die uns vertraute Tatsache, daB man mit Summen

8
WMO QW mHmoEmmmNm:HwnwcodmmD:<mHﬁmUmnwmHmndsmnwmﬂﬁvﬂmdb wM aw
nicht konvergiert, sondern die Aufgabe, einer divergenten Reihe eine be-
stimmte endliche Summe zuzuschreiben. Die historisch ersten Versuche waren
mehr spielerischer Natur und befaBten sich unter anderem stets mit der
Reihe 1-1+1-... Die Partialsummen sind abwechselnd 1 wund O, und

der "wahrscheinlichste" Wert der Reihe, von dem Leibniz und Daniel Bernmoulli

& 1 3 > . .
sprachen, wire >5- Dieser Wert ergibt sich auch, wenn man in der Summen-

©

formel der geometrischen Reihe M nw = _H“ die urspriingliche Herlei-
k=0
tungsbedingung |z| < 1 fallen 148t und z = -1 einsetzt. Euler scheint

in manchen seiner Uberlegungen die Reihe als einen anderen Ausdruck fiir
die Formel angesehen zu haben, aus deren Entwicklung sie hervorgeht, ein
Verfahren, das in vielen Fillen mit dem der analytischen Fortsetzung von

komplexen Funktionen iibereinstimmt.

Ich wihle einen anderen Zugang. Bei einer aus einem praktischen Problem
hervorgegangenen Reihe Ty werden die Summanden nicht ganz genau bekannt
sein; in mathematischer Idealisierung: Es sollte erlaubt sein, mq.w durch
me zu ersetzen mit o ™ mw fiir endliche k. So hatten wir in 1.15 fir
die Deltafunktion nur die Bedingung mw ~ 1 und nicht mw =1 erhalten.
Wir wissen nach dem Lemma iiber die Stabilitidt (3.4), daB bei konvergenten
Reihen gilt Zoy ~ IB,. Es kann freilich vorkommen, daR dabei aus einer

divergenten Reihe Zoy eine konvergente Reihe IB wird; aber das Lemma

sagt uns wieder, daR der Summenwert bis auf unendlich kleine Zahlen un-

abhingig von der infinitesimalen AbZnderung der O ist.
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