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Kapitel 6: HISTORISCHES UND PHILOSOPHISCHES

6.1 Einige Vorbehalte

Wenn hier einige Aspekte der Geschichte und der Grundlagen der Mathematik
aus der nun gewonnenen Kenntnis einer Infinitesimalmathematik betrachtet
werden, so muB ich den Leser vorab iiber die engen Grenzen solcher Uiberle-

gungen informieren.

Wir wissen nicht sicher, was und wie Mathematiker friiherer Zeiten gedacht
haben; wir sehen an ihren Publikationen, was sie gemacht haben, und wie
sie gearbeitet haben. Versuche einer Rechtfertigung Leibnizens, Eulers
oder Cauchys halte ich fiir anmaBend; vertretbar und erwiinscht sind aber
sicherlich heutige Versuche zu Theorien, welche wenigstens teilweise eine
Interpretation der Kalkiile und Formeln Zlterer Mathematiker gestatten, im
Sinne einer partiellen Isomorphie, nicht aber notwendigerweise mit einer
Identifikation im Hinblick auf eine mdgliche "Bedeutung'. Die Scheu vieler
Zeitgenossen vor einer "Metaphysik" in der Mathematik sollte sie aber nicht
abhalten, Biicher wie die folgenden anzusehen: L. Carnot, Réflexions mrn la
métaphysique du calcul infinitésimal, Paris 1797; P. du Bois-Reymond, Die
allgemeine Functionentheorie. 1. Theil. Metaphysik und Theorie der mathe-
matischen Grundbegriffe: GréBe, Grenze, Argument und Function. Tiibingen
1882, Nachdruck Darmstadt 1968. In beiden Biichern findet man der Zeit ent-
sprechende Diskussionen dessen, was als die Hauptschwierigkeit der Diffe-
rentiale galt, ndmlich die Zul#ssigkeit des Verfahrens, sie in einer ge-
eigneten (!) Phase der Rechnung "gleich" Null zu setzen. Hier gibt uns die
moderne Version, der Homomorphismus st, eine heute befriedigende Klirung,

und das erscheint mir als ein Fortschritt in Hinsicht auf Deutlichkeit.

Im {ibrigen teile ich die Skepsis -gegeniiber dem Fortschrittsglauben als Be-
standteil der Wissenschaftshistorie; diese Skepsis ist spitestens seit
Lakatos wohl begriindet, und ich verweise auch hier wieder auf Spalt _me,
Es wird an einzelnen Beispielen deutlich werden, daB eine als Fortschritt
gedeutete "Prizisierung" Verengungen und Verarmungen mit sich brachte. Man
ging den scheinbar bequemeren Weg und driickte sich darum, iiber eine Fun-
dierung des von Euler und anderen erschlossenen Kalkiils im vollen Umfang
nachzudenken. Fehlerhafte Resultate lastete man nicht dem eigenen Unver-
stdndnis an, sondern man erklidrte die Werkzeuge fiir untauglich, die in den

Hinden der groBeren Mathematiker doch ihre Brauchbarkeit erwiesen hatten.

Allerdings ist zuzugeben: Wenn wir mit unseren nachtriglichen Kenntnissen

die Biicher von Euler und Cauchy lesen und als konsistent anerkennen, so
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war das fiir die jeweiligen Zeitgenossen offenbar nicht so. Der erste Uber-
setzer von mcwmﬂw.ﬁmvﬁvmnrmwdu ein Berliner Gymnasialprofessor namens
Michelsen, hat uns weitschweifige Kommentare zu den Biichern geliefert,
welche sein Unverstédndnis belegen; und wie mag es anderen Lesern erst er-—
gangen sein? DaB die Grundbegriffe nicht im Stile des 20. Jahrhunderts
"klar" dargestellt wurden, wundert nicht. Aber ihr Gebrauch, der ja aus den
Beispielen hidtte deutlich werden kénnen, war offenbar fiir den Leser zum Er-
lernen nicht hinreichend. Sogar ein Abel hat Cauchys Biicher nicht voll ver-

standen.

Mit einigen Vorbehalten werde ich daher daran gehen, die Darstellung der
Grundlagen der Infinitesimalmathematik bei einigen Autoren zu referieren.
Ich bitte den Leser, immer zu bedenken, daB mir der Gebrauch der Zahlen
und Funktionen mehr AufschluB gibt als die SoﬂnmnWHMHcmmmb seitens der Au-

toren.

Der heutige Mathematiker kann sich nur mit Mihe von der Mengendenkweise
freimachen. Ich habe in Kapitel 2 dem Kalkil, der mmﬂwwwﬁcnm von Formeln,
den Vorrang vor einer BmsmmnnrmOﬂmnwmnwmﬂ Begriindung gegeben, und das ist
wohl n#her an Leibniz, Euler, nmﬁoﬁ% als die Mengenmathematik. Aber eine
weitere Haltung zur Infinitesimalmathematik kann ich mit heutigen Denkwei-
sen gar nicht erfassen. Das ist die bei Aristoteles, Newton und auch eini-
gen materialistischen Philosophen anzutreffende "dynamische' Auffassung
von Abliufen, vom FlieBen, vom Werden; sie hat in der Grenzwertmathematik
verbale Spuren hinterlassen (eine Variable strebt gegen einen Grenzwert).
Auch viele zeitgentssische Physiker stehen dieser Auffassung nahe. Der mo-
derne Mathematiker kann sich darauf zuriickziehen, daR er eine Isomorphie
aufweist: Ihm kann es gleichgliltig sein, ob eine Funktion einen Ablauf
darstellt oder ein Element eines Funktionenraumes ist, ob man bei Q an
eine unendlich werdende GrdRe denkt (Fritz Bopp) oder an eine feste unend-
lich groBe Zahl. Wer aber mehr inhaltlich denkt als formal, der sieht ei-

nen Unterschied.

Vorbehalte sind auch erforderlich bei der Einschitzung zweier wichtiger
Aussagengruppen, die man mit den Stichworten verfrithte Entdeckungen (Freu-
denthal: Premature discoveries) und versteckte Hilfssdtze (hidden lemmas)
beschreiben kann. Zu den verfriihten Entdeckungen rechnet Freudenthal das
Cauchysche Konvergenzkriterium, dessen Erwzhnung bei Euler auch kenntnis-
reiche Mathematikhistoriker verdringen. Fiir den Historiker ist es in der
Tat fraglich, ob eine Einzelerwihnung ohne wirkliche Akzeptanz durch die

damaligen Zeitgenossen von groBer historischer Bedeutung ist. Freilich
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kann meine Auffassung kaum widerlegt werden, daB man darin eher AuRerungen
von mmvandmﬂmnmuananmwnmu sehen kann, die nicht besonders hervorzuheben
waren. Doch hat Euler den Lesern seiner Biicher sicher das Leben nicht' er-

leichtert dadurch, daB er das Kriterium nur in einer kaum zuginglichen Ori-

ginalarbeit aufbewahrte.

Das herausragende Beispiel fiir ein verstecktes Lemma ist die Vollstindig-
keit der reellen Zahlen. Ohne sie kann man das Hinreichen des Konvergenz-
kriteriums nicht beweisen, und Euler und Cauchy versuchen das auch gar
nicht. Man benstigt das Lemma auch fiir den Beweis des Nullstellensatzes

fiir stetige Funktionen. Ich werde bei der Besprechung von Cauchys Cours
noch darauf eingehen. Offenbar war die Vollstindigkeit bei einer.Dezimal-
auffassung der reellen Zahlen eine Selbstverstindlichkeit, und ihre Beweis-—
notwendigkeit wire eine verfriihte Entdeckung gewesen. Ubrigens sind ver-
steckte Hilfssitze eine alte Sache, und ihre explizite Aufdeckung begann
erst spit im 19. Jahrhundert. Ein bekanntes Beispiel ist das von Euklid
verwendete sogenannte Axiom von Pasch (1882): Trifft eine Gerade eine Drei-
ecksseite in ihrem Innern, so trifft sie noch wenigstens eine der anderen
Seitenstrecken. Natiirlich muB man solche Hilfssitze explizit erginzen,

aber das ist eine Aufgabe fiir die Kirrner, nicht die Kénige. Die Entdeckung
der Beweisnotwendigkeit selbst ist aber sehr wohl eine Leistung, und ich
will nicht dahin verstanden werden, Bolzano fiir einen Hilfsarbeiter zu

rmHnms“

Die Darstellung muB liickenhaft bleiben. Fiir die griechische Mathematik
und fiir die Zeit vor Leibniz und Newton kann dem Leser die hervorragend
kommentierte und bequem zugingliche Quellensammlung von 0. Becker 1954
empfohlen werden. Zu Leibniz ist Bos 1974 neben einigen Beitrigen im
Sammelband zum 300. Jahrestag der ersten Publikation (Leibniz 1986) zu
nennen. Mathematikhistorische Arbeiten hingegen, welche wenig Quellenma-
terial enthalten und vorwiegend Meinungen eines Autors aus seinem Stand-
punkt — nach einer Hilbert-Anekdote ein Gesichtskreis vom Radius Null -

widerspiegeln, wird man nur mit gréfter Vorsicht lesen.
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6.2 Die voreuklidischen Infinitesimalien und ihre Elimination

In der Kreislehre beweist Euklid den Satz (Buch III, § 16), daB die Kreis-
tangente auferhalb 'des Kreises verliuft, und daf in den Zwischenraum der
Tangente und des Bogens keine weitere Gerade gezogen werden kann; und
dann folgt der merkwiirdige Nachsatz: "... der Winkel des Halbkreises ist

groBer als jeder spitze geradlinige Winkel, ‘der Restwinkel kleiner."

Hier sehen wir eine Spur eines fritheren geometrischen Systems: Der Winkel
zwischen Kreis und Tangente ist kleiner als jeder geradlinige Winkel. In
den Definitionen zum Buch I heift es schon: "8. Ein ebener Winkel ist

die Neigung zweier Linien in einer Ebene gegeneinander, die einander tref-
fen, ohne einander gerade fortzusetzen." Und daB "Linie" hier nicht etwa
notwendig Gerade heiBt, ergibt sich aus dem AnschlieRenden: "9. Wenn die den

Winkel umfassenden Linien gerade sind, heift der Winkel geradlinig."

Bei Euklid spielen die sogenannten gemischtlinigen Winkel sonst keine
Rolle mehr. Aber besonders die Kontingenzwinkel oder hornformigen Winkel,
also die zwischen einander beriihrenden Kurven, blieben.in der philosophi-
schen Diskussion noch bis zum Briefwechsel von Leibniz mit Wallis. Sie
sind nicht ohne weiteres, wie fiir den modernen Differentialgeometer,

"gleich Null".

Proklos: (410-485) schreibt in seinem Euklid-Kommentar: "Konnte nicht auch
jemand sich zweifelnd fragen, ob es nicht vielleicht- unter Umst#nden gar
nicht mdglich sei, daR zwei gerade Strecken einander gleich seien? Und

erst recht bei denjenigen geometrischen Gebilden, bei denen es zwar Un—
gleichheit, aber nicht stets Gleichheit gibt? Denn wir werden ja horen,

daB ein hornférmiger Winkel stets ungleich einem spitzen Winkel ist und
niemals gleich, und ebenso der Halbkreiswinkel. Und der {Uibergang vom
GroReren zum Kleineren vollzieht sich also nicht iiberall durch das Gleiche."

(Becker S. 47/48)..

Man bekommt also Probleme mit der Stetigkeit: Der Ubergang von einem
spitzen zum rechten Winkel zwischen geradlinigen Schenkeln durchlauft
nicht alle Winkel dazwischen, die gemischtlinigen zwischen Kreisen und

Tangente fehlen.

Bryson (um -410) wird eine WHmwmacwnHmncﬁ zugeschrieben, und auf diese be-
zieht sich Johannes Campanus (um 1270) im Kommentar zu Euklid III.16:

"Im {ibrigen ist es aus diesem Lehrsatz einleuchtend, daR diejenige Argu—
mentation fehlerhaft ist, deren sich Bryson bei der Kreisquadratur bedient

hat. Nimlich: 'Man geht vom Kleineren zum GrsBeren iiber und umgekehrt
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durch alle mittleren Werte hindurch; dann auch durch das Gleiche. Es ge—
lingt nun zu diesem Vorliegenden entweder ein GrdBeres oder ein Kleineres

zu finden; also gelingt es auch, ein Gleiches zu finden.'" (Becker, S. 50)

Es leuchtet ein, daR die »HmcamznmwMOb zur Kreisquadratur erschiittert ist:
Die einbeschriebenen und umbeschriebenen Polygone sind ja geradlinige Fi-
guren, der Kreis ist eine krummlinige, und seine Fliche liegt dazwischen -
aber kann man schlieBen, daB es ein Polygon gibt, welches zum Kreis fli-

chengleich sei? Offenbar nicht, ohne daB zusitzliche Uberlegungen zur Gro-—

Renlehre erfolgen. Den Ausweg verdankt man Eudoxos.

Zuvor aber mdchte ich - mit ganz ungriechischen Mitteln freilich - das
Beispiel der gemischtlinigen Winkel noch etwas diskutieren. In Polarkoordi—
naten beschreibt ¢ = ¢(x) = a, +*ar+ mmHN + ... ein vom Nullpunkt aus-
gehendes Kurvenstiick, wenn mwam.nmmwwm Potenzreihe mit positivem Konver-
genzradius gegeben ist. Sind eHueN die Funktionen zu zwei Kurvenstiicken,
den Schenkeln des krummlinigen Winkels, so kann man die Funktion

u(r) = eNAnv - e_AHV als das MaB dieses Winkels ansprechen. Man kann die-
se MaBe addieren, subtrahieren und mit reellen Zahlen multiplizieren.

(Der Leser wird leicht verifizieren, daB sie sogar einen nullteilerfreien
Ring bilden.) Das Vorzeichen des MaBes ist gleich dem des ersten nichtver-
schwindenden Koeffizienten. Ist das absolute Glied gleich 0, so handelt
es sich um einen Kontingenzwinkel, und sein MaB ist unendlich klein gegen
alle MaBe geradliniger Winkel. In moderner Ausdrucksweise ist der Sachver—
halt fir uns leicht durchschaubar: Die Liicke zwischen den infinitesimalen
Mafen der Kontingenzwinkel und den endlichen MaBen stért die Zwischenwert-
eigenschaften.. Geht man zu Standardteilen iber,  so macht man wHHm Kon-

tingenzwinkelmaBie zu O.

Aber wie sind die Griechen mit dem Problem fertig geworden? Die Proportio-—
nenlehre des Eudoxos (Euklid Buch V) eliminiert die stdrenden Infinitesi-
malien. Definition 4 ist: "DaB sie ein Verhiltnis zueinander haben, sagt
man von GroBen, die vervielfiltigt einander iibertreffen konnen." Das hat
man dann spdter als die archimedische Eigenschaft bezeichnet, und ein
GroRensystem mit dieser Eigenschaft nannte man homogen. Eudoxos und Euklid
schliefen aber - und wegen der Kontingenzwinkel kdnnen sie das auch nicht -
inhomogene, "nicht-archimedische" Systeme nicht aus, nur wird von ihnen

ab jetzt nicht mehr gehandelt.

Es folgt Definition 5: "Man sagt, da GréRen in demselben Verhdltnis
stehen, die erste .zur zweiten wie die dritte zur vierten, wenn bei belie-

biger Vervielfiltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten den
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Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise entsprechend
genommen, entweder zugleich grdBer oder zugleich gleich oder zugleich klei-
ner sind."

Definition 6: "Und die dasselbe Verhzltnis habenden GrdBen sollen in Pro-

portion stehend heifen."

Notwendig und hinreichend fiir Verhiltnisgleichheit von a za, und ag:a,

ist also, mit natiirlichen Zahlen m,n:

ma, > .B.NN genau dann wenn Bmw > ﬁwb

1
ma, = na, genau dann wenn ma; = na,

und entsprechend fiir <.

Die Dedekindschen Schnitte kniipfen an die Eudoxische Verh#ltnisgleichheit
an. Im iibrigen ist das, was Euklid-Eudoxos Verhiltnisgleichheit nennt,
dann eine Aquivalenzrelation w~. Fiir die WinkelmaBe haben wir damit in
der heutigen Ausdrucksweise

2
co + v~ﬂ + wmﬁ + ... R vo.

Und mit unserer Kenntnis der reellen Zahlen sieht man, daR fiir die Klassen
verhiltnisgleicher Gr&Renpaare die vorher fehlenden Stetigkeitseigenschaf-
ten gelten. Der Weg zu den Inhaltsiiberlegungen bei Euklid und zur Ex-
haustionsmethode des Archimedes ist frei. Allerdings gibt es auch hier
einige Kdrrnerarbeit nachzuleisten. Zum Beispiel werden wir erwarten, da8
2+w, 3-w verhdltnisgleich zum Paar 2,3 ist. Aber fiir m=3, n=2 er-
gibt sich im ersten Falle 6 + 3w>6 - 2w, im zweiten 6=6. Das ist
schon die Schwierigkeit, die sich bei der Einbettung der rationalen Zahlen
in die reellen immer wiederholt; bei den irrationalen Zahlen hat man keine
Probleme. Unsere Beispiele sind, weil durch gemischtlinige Winkel darstell-
bar, durchaus legitim; auch Definition 4 mnrwwm@n a; = 2+w, a, = 3-w
nicht aus. Die Freiheit, Zahlen statt GrsB8en zu schreiben, kann man sich

der Klarheit fiir den heutigen Leser wegen nehmen.

Die Infinitesimalien hatten ihre Schuldigkeit getan: Sie hatten eine Be-
griindung der Proportionenlehre erzwungen. Aber der kleine Merkposten in Ge-

stalt des Nachsatzes zu III.16 hat sie nicht sterben lassen.
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6.3 Das 17. Jahrhundert

Die Erfindung des Calculus kommt nicht iiber Nacht; viele spezielle Inte-
grationen waren seit Archimedes ausgefiihrt worden, und fiir Tangentenauf-
gaben hatte es auch Beitrdge gegeben. Ich beschrinke mich auf wenige, aus

prinzipiellen Griinden interessante Ansitze.

R. Descartes (1596-1650) publizierte 1637 seine Géométrie, die die rechne-
rische Behandlung von geometrischen Fragen als 'allgemeine Methode dar-
stellte. Ihn interessierten wegen seiner Behandlung der geometrischen Op-
tik auch Normalen und Tangenten. Mathematisch streng zugdnglich sind fiir
ihn nur algebraische Kurven, mit einer Gleichung F(x,y) = 0. Eine Gerade
y = ax+b ist Tangente, wenn das Einsetzen in F=0 auf eine Doppelwurzel
der Gleichung F(x, ax+b) = 0 fiihrt. Fiir die Normalenbestimmung nehme man
statt der Geraden einen Kreis. Das Verfahren ist interessant, Emww es rein
algebraisch ist und Infinitesimalien ganz vermeidet, jedenfalls operatio-
nal betrachtet. Trotz seiner Allgemeinheit ist es aber nicht so sehr wegen
der Beschridnkung auf algebraische Gebilde, sondern wegen der miihevollen
Behandlung von Gleichungen h&heren Grades, auf die Dauer nicht brauchbar

geworden.

Etwa gleichzeitig hat P. de Fermat (1601-1665) eine Methode zur Bestimmung
von Maxima und Minima aus der Eigenschaft der horizontalen Tangente ver-
wendet; die Rechnungen lassen sich sowohl mit Grenzwerten als auch mit In-

finitesimalien interpretieren, aber das wird nicht durchgefiihrt.

B. Pascal (1623-1662) hat in seiner Philosophie eine Lehre von den drei
Ordnungen K8rper—Geist-Himmel entwickelt, und in seiner Mathematik sieht
man in Analogie dazu die drei Ordnungen des unendlich Kleinen, Endlichen
und unendlich GroBen. Ein nachgelassenes Manuskript Pascals enthielt das
charakteristische Dreieck, und Leibniz, der es einsehen konnte, sah die

Verallgemeinerungsfihigkeit.

Es geht um das statische Moment des Viertelkreisbogens, in unserer
Schreibweise [ yds. Das infinitesimale "charakteristische" Dreieck mit
den Katheten -dx, dy und der Hypotenuse ds 1ist #hnlich dem Dreieck

mit y, r-x, r und das gibt ds:r = dx:y und damit
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ds ——
dy

dx

G.W. Leibniz (1646-1716) sah hier ein Licht, welches der Autor Pascal

nicht gesehen hatte: Nimmt man statt des Radius die Normale, so wird das
charakteristische Dreieck auch fiir andere Kurven brauchbar. Die infinite-
simalen Verhiltnisse lassen sich an einem #hnlichen endlichen Dreieck ab-
lesen! Das ist in Leibniz' Augen eine strenge Begriindung des Infinitesimalen,
und diese Proportionen diemen auch zur Definition der Differentiale in der
Nova Methodus (1684), die schon die wichtigsten Regeln des Kalkiils angibt,
Produktregel d(xv) = xdv + vdx, Quotientenregel, Wurzelregel, mit Anwen—
dungen. Der Aufsatz ist kaum verstindlich, betont aber die prinzipielle
Bedeutung der Erfindung: "Kennt man, wenn ich so sagen soll, den obigen
Algorithmus dieses Kalkiils, den'ich Differentialrechnung nenme, so lassen
sich alle anderen Differentialgleichungen durch ein gemeinsames Rechnungs-
verfahren finden, es lassen sich die Maxima und Minima sowie die Tangenten
erhalten ... Der Beweis alles dessen wird fiir einen in diesen Dingen Erfah-
renen leicht sein ..." Aber wer war schon erfahren? Immerhin deutet Leib-
niz den Grundgedanken an: "... wenn er nur den bisher nicht genug erwoge-
nen Umstand beachtet, daB man dx, dy, dv, dw, dz als proportional zu

den augenblicklichen Differenzen, d.h. Inkrementen oder waﬂmannmw« mmn,
X,y,V,W,Z, ... betrachten kann." (Becker, S. 162). Leibniz gibt hier keine

Begriindung, er verkiindet Regeln.

Es wird oft behauptet, daB Leibnizens Begriindungen, sofern er iiberhaupt
welche gibt, unklar und widerspriichlich seien. Das trifft meiner Meinung
nach nicht zu. Allerdings hat er sich in Verdffentlichungen nicht festge-
legt, und es sind erst nachtrdglich AuBerungen gegeniiber Zeitgenossen be-
kannt geworden. In seiner Notiz, die er iiber ein Gesprich mit Tschirnhaus
angefertigt hat (dazu Cohn 1896, S. 173), 'sagt er, daR es drei Grade des
Unendlichen gibt. Dem niedersten Grad ist dasjenige, was grdfer ist als

jede angebbare GroRe. Auf die beiden anderen Grade trifft dariiber hinaus
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noch weiteres zu. Vom nichsthSheren Grade ist dasjenige,

Gattung das GroBte ist; das Gr

was in seiner
6Rte aller Ausgedehnten ist der ganze Raum,
das Gréfte alles Aufeinanderfolgenden die Ewigkeit. Der hdchste Grad des

Unendlichen kommt nur Gott zu.

Hier befassen wir uns nur mit dem Unendlichen vom niedersten Grad. Dafir

hat Leibniz drei Niveaus der Erkldrung, in Abhingigkeit von seiner jewei-

ligen Zielgruppe. Die unterste Stufe ist fiir die Allgemeinheit bestimmt

" $
our re i a
("p ndre le raisonnement sensible 3 tout le monde"): Das Unendliche

erkldrt. "So ist etwa ein Teilchen der
magnetischen Materie, die das Glas durchdringt,

wird durch das "Unvergleichbare"

einem Sandkorn, dieses
wiederum der Erdkugel, die Erdkugel schlieflich dem Firmament nicht ver-

gleichbar". (Dieses und die MOHmmummn Zitate stammen aus dem Brief vom

2.2.1702; vgl. Becker 1954, S. 165 ff. und fiir das franz
Felscher 1978, S. 175-176).

Gsische Original

Auf dem zweiten Erklidrungsniveau wendet sich Leibniz an die Mathematiker;
man brauche "die mathematische Analysis von metaphysischen Streitigkeiten
nicht abhingig zu machen". Dazu kénne man so verfahren: "Will nimlich ein
Gegner unseren Sitzen die Richtigkeit absprechen, so zeigt unser Kalkiil,
daB der Irrtum geringer ist als irgendeine angebbare GriBe, da es in un-
serer Macht steht, das Unvergleichbarkleine - das man ja immer so klein,
als man nur will, annehmen kann, zu diesem Zwecke hinldnglich zu verrin-
gern. ... zweifellos liegt darin der strenge Beweis unserer Infinitesimal-
rechnung ... Man kann somit die unendlichen und unendlich kleinen Linien -
auch wenn man sie nicht in metaphysischer Strenge und als reelle Dinge zu-
gibt - doch unbedenklich als ideale Begriffe brauchen, durch welche die
Rechnung abgekiirzt wird, Zhnlich den sogenannten imaginiren Wurzeln in der
gewdhnlichen Anaylsis ... In derselben Weise denkt man sich mehr als drei

Dimensionen und selbst Potenzen, deren Exponenten nicht gewshnliche Zahlen
sind ..."

Das dritte Niveau schlieBlich ist das philosophische, und das werde ich in
weiterem Zusammenhang in Abschnitt 6.9 vamQmenrnwmmn. Fir Leibniz liegt
hier aber die wirkliche Begriindung der Infinitesimalmathematik, und das
gehdrt noch hierher. Die Infinitesimalien sind, wie auch die komplexen
Zahlen, nicht bloRe Fiktionen, sondern haben ihr fundamentum in re. Er
leitet aus seinem allgemeinen Kontinuitdtsprinzip, einer Grundlage seiner
Philosophie, speziell die mathematischen Infiniten und Infinitesimalien
ab. Wegen der Wechselbeziehung zwischen dem - fiir Leibniz alles beherr-

mnrmzwwn - Ideellen und dem Realen kann er sagen: "... die Regeln des End-
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lichen behalten im Unendlichen Geltung, wie wenn es Atome - d.h. Elemente
der Natur von angebbarer fester GrdRe — gibe, obgleich dies wegen der un—
beschrinkten, wirklichen Teilung der Materie nicht der Fall ist, und um-—
gekehrt gelten die Regeln des Unendlichen fiir das Endliche, wie wenn es
metaphysische Unendliche gibe, obwohl man ihrer in Wirklichkeit nicht be-
darf, und die Teilung der Materie niemals zu solchen unendlich kleinen
Stiicken gelangt. Denn alles untersteht der Herrschaft der Vernunft, und
es gibe sonst weder Wissenschaft noch Gesetz, was der Natur des obersten

Prinzips widerstreiten wiirde."

Aus dieser dritten philosophischen Erklirungsebene ist das in diesem Buch
so genannte "Leibnizsche Prinzip" abgeleitet, wihrend vom zweiten Niveau

ein Weg zur Epsilontik fiihrt.

I. Newton (1643-1727). Seine friihen Aufzeichnungen (1665 datiert) verwen-—
den noch eine cdmnmwwnv kleine Strecke o; die Terme, die am SchluB noch

o enthalten, sind unendlich viel kleiner als die, die es nicht enthalten,
und werden weggestrichen. Das ist operational nicht anders als bei Leib-
niz. Spater hat Newton sich von den Infinitesimalien distanziert und eine
Interpretation im Sinne von Grenzwerten bevorzugt. Doch war auch das nicht
sicher vor Kritik, so vom Philosophen und Theologen G. Berkeley (1685-1753):
Wie kann man einen Zuwachs o, von dem man ausdriicklich vorausgesetzt

hat, er sei stidndig von Null verschieden, dann unter Anderung dieser Vor-

aussetzung doch gleich Null setzen?

Die groRe Leistung Leibniz', die er auch so sah, war: Es war ein Kalkiil
geschaffen, dessen Regeln vielfdltig und im Prinzip von jedermann ange-
wendet werden konnten. Bekannt wurde der Kalkil aber durch andere Publi-
kationen, vor allem durch das Lehrbuch des Marquis de 1'HGpital, Analyse
des infiniment petits (1696). Das sind im wesentlichen Privatkollegs, die
ihm Johann I. Bernoulli (1667-1748) gegeben hatte; dieser wiederum hatte
den Kalkiil von und mit seinem #lteren Bruder Jakob (1654-1705) mmHmwdn und
ausgebaut. Die Ncmmgamamﬂwmwn mit Leibniz war verhiltnismifig rege, wenn

man Leibniz' vielfiltige nichtmathematische Aktivitdten beriicksichtigt.

Die Begriindung des Kalkiils ist in diesem Text freilich nicht befriedi-
gend. Immerhin stehen wesentliche Hilfsmittel am Anfang als Postulate:
Zwei GrbRen, deren Unterschied infinitesimal ist, diirfen gegeneinander
ausgetauscht werden; und: eine Kurve darf als Polygonzug mit infinitesima-
len Seiten angesehen werden. Man wird aber zugeben miissen, daB ein saube-
res methodisches Prinzip verwendet wird, die axiomatische Methode. Die

unbeweisbaren Grundlagen werden am Anfang formuliert. Diese Methode hat
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auch'Newton in den Mathematischen Prinzipien der Naturphilosophie (1686)
verwendet, der allerdings die mathematischen Voraussetzungen in Lemmata
kleidet, welche mit Beweisen - oder wenigstens Versuchen dazu - versehen
sind. Seine Distanzierung von den Infinitesimalien ist wohl nicht iiberzeu-

gend, wenn er "kleine" Kurvenstiicke als gerade betrachtet.

= *

6.4 Leonhard Euler (1707-1783)

Er ist als mn.rﬂ.mu. Johann Bernoullis aufgewachsen, sozusagen von Anfang

an in infinitesimalmathematischem Geist. Wenn seine Stirke auch im Opera-
tionalen liegt, fiir das ich in diesem Buch geniligend Beispiele gegeben ha-
be, so ist sein Versuch zur Begriindung des Infinitesimalen, "De infinitis

atque infinite parvis" von 1755 doch beachtenswert.

Es ist sicher kein Zufall, wenn Euler in diesem 3. Kapitel des 1. Teils
der Institutiones calculi differentialis zunichst (§§ 72-82) von "den
Unendlichen" redet und erst danach von "den unendlich Kleinen'. Er setzt
sich mit den bekannten verschiedenen philosophischen Meinungen iiber das
Unendliche (potentiell, aktuell) nicht allzu ausfiihrlich auseinander, um
in § 75 festzustellen: "Indessen ist es gletchwohl erlaubt, eine solche
GroBe, zu der man durch ohne Ende angehiufte Zwwdchse gelangt, mit einem
gewissen Symbol (certo charactere) 2y bezeichnen und so in gebiihrender
Weise in den Kalkiil einzufilhren ..." Sodann deutet Euler die verschiedenen
Meinungen an, welche iiber die Existenz von unendlichen Anzahlen in der
wirklichen Welt herrschen und wiederholt seine auch anderwdrts ausgespro-
chene Kritik insbesondere an der Monadologie und der Philosophie Wolffs.
Aber das ist fiir die Analysis nicht so sehr von Belang: In § 82 sagt er,
selbst wenn jemand verneine, daR in der Welt eine unendliche Zahl tatsich-
lich existiere, "so treten doch in mathematischen Spekulationen sehr oft
Fragen auf, welche man nur beantworten kann, wenn man eine wunendliche Zahl
2uldBt”. Als Beispiel erwihnt er die Summe aller natiirlichen Zahlen und
spdter die groRe Achse einer als Ellipse aufgefalten Parabel. Als Zeichen
fir eine derartige GrédBe, "welche grofer ist als jede endliche oder angeb-
bare (assignabilis) Gr&Re", benutzt man im Druck das Zeichen v (ein lie-

gendes S, spiter dann erst die liegende Acht; ich verwende im folgenden
Q).

Es ist eine klare Unterscheidung in der damaligen Mathematik nicht vorhan-
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den zwischen Kardinalzahlen, Ordinalzahlen und Zahlen als Elementen des
Kalkiils. In seinen philosophischen Uberlegungen scheint Euler an Kardinal-
zahlen zu denken. Im Kalkiil sieht er diesen Aspekt sicher nicht vorrangig.
Auch verwendet er nicht nur ein "Unendlich Q" fiir den Kalkiil, in #Zlteren
Arbeiten tritt z.B. daneben 1@ und auch 1(1Q) auf, mit 1 fiir den

natiirlichen Logarithmus. .

Es wird sich jetzt leicht zeigen, daf Euler auch in den Institutiones

nicht nur mit eZnem "Unendlich" rechnet.

Erst nach dieser Diskussion des unendlich GroBen wendet sich Euler den

Differentialen zu.

In § 83 sagt er, daB "diese Lehre vom Unendlichen aber noch besser beleuch—
tet wird, wenn dargelegt wird, was das Unendlichkleine der Mathematiker
set”. Eulers beriihmte These ist nun, daB eine unendlich kleine GrdBe tat-—

sichlich nichts anderes ist als eine Null (revera = 0).

Aber wie das genau zu verstehen ist, das bedarf offensichtlich einiger
Erliuterungen im Hinblick besonders auf den Quotienten von Differentialen.

So fzhrt Euler also fort:

"Weil aber alle Nichtse untereinander gleich sind, scheint es tiberflissig,
‘sie mit verschiedenen Symbolen zu bezeichnen.' Doch bedeutet 2:1 = 0:0,
daB das dritte Glied der Proportion doppelt so groB ist wie das vierte.

Und mmsw,n es nun nicht die grifte Verwirrung gebe, muR man im Kalkiil des
wnendlich Kleinen verschiedene Zeichen filr verschiedene "Nichtse' benut-
zen. Da ein Unendlichkleines aber wirklich ein Nichts ist, kann es bei der
Addition oder Subtraktion eine endliche Grdfe weder vermehren noch ver-—
mindern, a % n-dx = a. In §§ 88, 89 werden Unendlichkleine verschiedener
Ordnungen betrachtet, so dx * .&nai =dx und a/dx + b-dx = a-/dx. In

§ 95 wird gesagt, daB es auch UnendlichgroBe verschiedener Ordnungen m_..,on"\

.MN. ist eine "quantitas infinita infinities maior quam &Imx. ete'.

dx .

Flir das Rechnen mit den Unendlichkleinen ist nun wichtig, daB man zwischen
den "arithmetischen' und den "geometrischen" Verhiltnissen begrifflich zu
unterscheiden hat: Die Differenz zweier Unendlichkleinen (zweier "cyphrae")
ist Null, ihr "arithmetisches Verhiltnis ist die Gleichheit". Aber fiir

das "geometrische Verh#ltnis" kann sehr wohl z.B. gelten mn:l = 0:0.

Auch in diesem Zusammenhang geht Euler sofort auf das UnendlichgroRfe ein
(§ 96): "Wahrend es bei den unendlich kleinen GrdBen verschiedene geome—
trische Verhdltnisse gibt, obwohl doch alle arithmetischen Verhiltnisse

gleich sind, so gibt es bei den unendlich groBen GréRen gleiche geometri-
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sche Verhiltnisse, obwohl die arithmetischen beliebig ungleich sind. "

Sind z.B. a,b endliche GrsRen, so haben - + b und -2 die Gleichheit

dx dx
5 . 5 " a .
als ihr mmoamnnwmnSWm Verhdltnis, mmm+cv : %W =1+ b MN =1, da ja
dx = 0. Aber arithmetisch verglichen ist, da die Differenz b ist, das
Verh&ltnis die Ungleichheit. Bei mlml + 2y 2 -1 st das geometri-
&xm dx me

sche Verhdltnis das der Gleichheit, die Differenz ist aber sogar unendlich
grof.

Man wird fiir das "arithmetische Verhiltnis der Gleichheit" wohl daran mmnr
ken dirfen, daB Euler ein begeistertér Zahlenrechner war. Wenn er meint,
durch ein Infinitesimales wiirde zu einer Zahl "Nichts" hinzugefiigt, so be-
deutet das, an der Dezimaldarstellung #ndert sich nichts, alle n-ten Zif-
fern (fir endliche n) der Dezimaldarstellung bleiben ungeindert. Diese
Auffassung 138t sich schon durch sehr friihe AuBerungen Eulers bestdtigen,

so in der Darstellung des Konvergenzkriteriums.

Die Unendlichkleinen sind also nicht "absolute Nichtse", sondern sie #n-
dern nur beim Addieren die arithmetische Darstellung endlicher Zahlen
nicht. DaR Euler auch an eine "absolute Null" denkt, 1#8t sich belegen,
z.B. aus Cap. XI des Teils 2 der Institutiones (De valoribus functionum
qui certis casibus videntur indeterminati), wo es in § 356 heift (im Zu-
sammenhang mit dem Quotienten zweier "cyphrae"): "Cum autem in cyphris ab-
solutis ista diversitas perspici nequeat, earum loco quantitates infinite
parvae introduct debent ..." Man muR also in Zihler und Nenner statt der
mvmowcnmsoz:HHms unendlichkleine GrsRen einfithren, um den Wert des Quo-

tienten o ¢ bestimmen.

Fir uns heute werden Eulers Begriffsbildungen sofort klar, wenn wir zwei
verschiedene Aquivalenzrelationen einfithren. Wenn das arithmetische Ver—
hiltnis zweier Zahlen die Gleichheit ist, so ist damit in der Tat eine
Kquivalenzrelation mmmwnwmnnv,smwnrm sogar bezliglich Addition und Subtrak-
tion eine Kongruenzrelation ist: Die Summen atb, a'+b' haben unendlich

kleine Differenz, wenn a-a' und b-b' beide unendlich klein sind.

Auch das "geometrische Verhdltnis der Gleichheit" stiftet eine Aquivalenz-
relation in der Menge aller von Null verschiedenen Zahlen: a ist dqui-

valent zu b wenn der Quotient unendlich wenig von 1 abweicht.

Wir sehen vmw Euler und mmwsmbvamnmmSOmmma zwei Schwierigkeiten, einmal
den Mangel an brauchbaren Bezeichnungen und dann das Fehlen eines hinrei—
chend deutlichen Begriffs von Aquivalenz. Das Bezeichnungsproblem ist

durchaus nicht nebensichlich. Leibniz' meisterhafte Symbolik zur Diffe-
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rential- und Integralrechnung hat dem Kalkiil zum Durchbruch verholfen.
Wenn der aufmerksame und zugleich gutwillige Leser sich um Eulers Texte
und vor allem um seine Rechnungen bemiiht, dann sind Verstindnisschwierig-

keiten durchaus vermeidbar, doch hitten gute Bezeichnungen geholfen.

In begrifflicher Hinsicht allerdings ist es historisch wohl so, daB die
"Erzeugung" neuer mathematischer Gegenstinde- als Klassen zu einer Aquiva-
lenzrelation erst seit wenig mehr als hundert Jahren allgemeiner gebrzuch-
lich wurde. Man bezeichnet dieses Vorgehen bekanntlich als extensionale
Abstraktion. Freudenthal 1973, S. 37, schreibt: "Der Kunstgriff, einen
Begriff durch seine 'Extension' zu beschreiben, das heiBt als Gesamtheit
der Objekte, die unter dem Begriff fallen, ist die Angel der Begriffsbil-
dung tiberhaupt in der modermen Mathematik." Die Tendenz extensionaler Be-
griffsbeschreibung habe von der Cantorschen Méngenlehre ihren Ursprung
genommen oder sei von ihr jedenfalls gefdrdert worden. Zuvor iiberwog die
intensionale Definition, die auf den Inhalt, den Sinn des Begriffes, eben
seine Intension, abgestellt ist. Die Definition der rationalen Zahlen als
Kquivalenzklassen von Zahlpaaren, m.l m <=> ad = bc, ist extensionali-
stisch. Eine intensionale Definition hingegen sagt aus, wann man zwei Brii-
che als gleich ansehen kann: Wenn es in den Rechnungen nichts ausmacht,
den einen durch den anderen zu ersetzen. In Abwandlung von Leibniz' prin-
owvwcs.wmmnnwnmﬁwm indiscernibilium wird das als gleich betrachtet, was
zwar nicht in jeder Hinsicht, doch aber fiir den betrachteten Bereich -
hier die rationale Arithmetik - ununterscheidbar ist. Freudenthal schreibt
(S. 28): "... statt zu sagen 'ich betrachte dquivalente m und m als
identisch’, fihrt man das Ding ein, das dquivalenten Paaren gemeinsam 1st,
némlich ihre Aquivalenzklasse, und nevmt es eine rationale Zahl."

H. Weyl 1928, S. 10, weist auf Leibniz' fiinften Brief an Clarke rwmm ""Im

.tibrigen habe ich es hier ungefihr so gemacht wie Euklid: der, da er den

Begriff des geometrischen Verhiltnisses im absoluten Sinne nicht recht de—
finieren konnte, bestimmte, was unter gletchen Verhiltnissen zu verstehen
ist. " . (Das bezieht sich auf das Buch V des Eudoxos und nicht nur auf die
Verh#ltnisse ganzer Zahlen.) Und ebenfalls in diesem Brief: "Der Geist
aber ist mit dieser Ubereinstimmung micht zufrieden, er sucht eine Identi—
tdt, ein Ding, das wahrhaft dasselbe wire, und er stellt es sich wie auBer—
halb der Subjekte vor."

Beziiglich der arithmetischen Gleichheit der (nicht unendlich groBen) Zah-
len braucht Euler neue Dinge nicht zu erschaffen, denn die reellen Zahlen

als Dezimalbriiche sind vorhanden, und a ~ b gilt genau dann, wenn es eine

14 Laugwitz, Kontinuum

a
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Dezimalzahl r gibt mit a~r und b~ r. Fir die geometrische Gleich-
heit, welche bei endlichen Zahlen mit der arithmetischen im Ergebnis zu-
sammenfdllt, brauchen wir auch heute keine Klassen einzufijhren. Bei ande-
ren Aquivalenzen, die wir noch besprechen werden, sieht es nicht so ein-

fach aus.

Frege, dem wir wohl in mmwbm% "Grundlagen der Arithmetik" 1834 die er-—
sten griindlichern modernen Uberlegungen zur "Gleichheit" verdanken, macht
sich explizit Leibniz' Definition zu eigen: "Eadem sunt, quorum unum potest
substituil alteri salva veritate.” Ob man "dasselbe" sage, wie Leibniz, oder
"gleich", sei unerheblich (S. 76): "'Dasselbe’ scheint zwar eine vollkom—
mene Ubereinstimming, 'gleich' wur eine in dieser oder jener Hinsicht aus-—
zudriicken; man kann aber einme solche Redeweise annebmen, daB dieser Unter—
schied wegfillt, indem man z.B. statt 'die Strecken sind in der Léinge
gleich' sagt 'die Lange der Strecken ist gleich' oder 'dieselbe' ...".
Etwas frither, 1882, hatte Pasch das Prinzip der idealen Elemente for-
muliert: 'Drei nicht in einer Ebene liegende Gerade a,b,c, die aber zu
je zweien in einer Ebene liegen, @mmﬁ&s&ms einen 'idealen Punkt' [abc].
DaB die Gerade g durch diesen Punkt hindurchgehe, soll besagen, daB g
mit a  in einer Ebene liegt, ebenso g mit b, ebenso g mit c.'
Daraus ergibt sich dann, wann zwei solche ideale Punkte als identisch zu
betrachten sind: Wenn jedes g, welches durch den ersten geht, auch durch
den zweiten geht und umgekehrt. Nach 1880 bemerken wir'ein Zusammenspiel
von Extensionalem und Intensionalem: In einer "Menge" von Geradentripeln
wird eine Aquivalenzrelation dadurch gestiftet, daB man sagt, wann zwei
von ihnen zu dem gleichen idealen Punkt gehdren: Wenn die beiden Tripel
bezliglich einer bestimmten geometrischen Eigenschaft nicht unterschieden

werden kdnnen.

Der Exkurs sollte zeigen: Euler steht mit den Problemen der Gleichheit

durchaus nicht allein da.

Eulers Begriffe sind offen. Es gibt fiir ihn selbstverstindlich keine fe—
sten Mengen von Zahlen oder Funktionen. Je nach den Bediirfnissen erweitert
sich der Umfang. Ein expliziter Ausdruck, der eine Zahl oder Funktion
darstellt, braucht nicht etwa eine endliche Zeichenkombination zu sein. Es
kann sich bei der Funktion auch um die Losung einer Differentialgleichung
handeln, wobei zwar die Differentialgleichung selbst als endliche Formel
dargestellt ist, iiber die L&sung mvmwu auBer der Existenz, vielleicht
nichts weiter bekannt ist. Der Vorteil ist, daR nur wirklich brauchbare

Zahlen und Funktionen auftreten und Monster, die nur beim Abgrenzen der
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Giltigkeit von Begriffen in der '"Menge aller" Funktionen iiberhaupt inter-
essant werden kdnnten, iliberhaupt nicht ins Blickfeld geraten.

Was die von Euler oft so genannte "expressio analytica", den analytischen
(expliziten) Ausdruck angeht, so scheint mir, daR die Aussonderung der

internen Funktionen ein im heutigen Sinne wohldefiniertes Analogon ist.

6.5 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Wie Euler verdanken wir auch Cauchy ein umfangreiches Forschungswerk zur
Mathematik, Mechanik, Physik; und wie Euler hat er einfluBreiche Lehr-
biicher zur Analysis geschrieben. Sie sind aber aus der tatsdchlichen
Vorlesungspraxis entstanden, aus dem Umgang mit Studenten besonders an
der Ecole polytechnique in Paris, wihrend Euler keine Lehrtdtigkeit an
einer Universitit ausiibte. Es mag sein, daf Cauchys Bemiihen, die Begriffe
gleich zu Beginn der Lehrbiicher sauber zu definieren, aus dieser Praxis
herriihrt. Allerdings sind diese Einfiihrungen sehr knapp gehalten, kein
Wort ist iiberfliissig, und man muB sehr genau lesen. Vor MiRverstdndnissen

waren auch Cauchys Texte nicht sicher.

In der Zielsetzung verwandt mit Eulers Introductio ist der Cours d'analyse
de 1'Ecole Royale polytechnique (1821; Oeuvres compl. (2),3). In diesem
Band kommen Ableitungen und Integrale noch nicht vor. Es werden Grundla-

gen wie Stetigkeit untersucht, unendliche Reihen und elementare Funktionen.

In den Vorbemerkungen (S. 19) sagt Cauchy, nachdem er den Begriff der GriRe
auf die reellen positiven und negativen GrdRen beschrinkt wissen will -
komplexe Zahlen sind also keine Grdfen —, was er unter einer variablen
GrdRe verstehen will: Sie ist fihig, nacheinander mehrere voneinander ver-
schiedene Werte anzunehmen. Wenn die nacheinander einer Variablen zuge-
schriebenen Werte sich unbegrenzt einem festen Wert nzhern, so daB sie
sich schlieRlich so wenig wie man will von ihm unterscheiden, dann heiBt
dieser Wert die Grenze (la limite) der anderen. Beispielsweise ist eine

irrationale Zahl die Grenze von Briichen.

Wenn die Absolutbetrdge unbegrenzt abnehmen, so daB sie schlieBlich unter
jeder gegebenen Zahl liegen, dann wird diese Variable das, was man ein

unendlich Kleines oder eine unendlich kleine GriBe nennt. Eine derartige

14%
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Variable hat Null als Grenze.

Zu Anfang von Kapitel IT (S. 37) erliutert er noch: Die
2 3 4 5 6

T T e nehmen zwar bestindig ab, aber sie neh—
men nicht unbegrenzt ab, sondern konvergieren zur Grenze 1.
1 1 1 1 1 1 3

%> 3 %> 5> §» 7> -+- 2Zwar nicht bestindig
ab, aber sie nehmen unbegrenzt ab. Der erste Satz des Kapitels lautet:

verschiedenen Ter-
me der Folge

Hingegen

nehmen die Glieder der Folge

: z .. . 5 Ge e s
On dit qu'une quantité variable devient infiniment petite,
valeur numérique (d.i.

lorsque sa
Absolutbetrag) décroit indéfiniment de maniére 3
converger vers la limite zéro."

Zum unendlich GroBen heift es auf S. 19: "Wenn die aufeinanderfolgenden
Absolutbetrdge (les valeurs numériques successives) einer Variablen mehr
und mehr wachsen, so daB sie schlieBlich jede gegebene Zahl ibersteigen,
sagt man, daB diese Variable das positive Unendlich als Grenze hat, be-
zeichnet mit ®, wenn es sich um eine positive Verinderliche handelt,
und das negative Unendlich, bezeichnet —®, wenn es sich um eine negati-
ve Variable handelt. Die positiven und negativen Unendlich werden gemein-

sam mit dem Namen unendliche GroRen bezeichnet (quantités infinies)."

Von den letzteren zu unterscheiden sind offenbar "die unendlich Grofen",
die auf S. 38 analog zu "den unendlich Kleinen" erliutert werden: "On dit
qu'une quantité variable devient infiniment grand lorsque sa valeur numé-
rique croit indéfiniment de maniére A converger vers la limite «." Als

Beispiel wird die Folge der natiirlichen Zahlen angegeben.

Die AuBerungen sind nicht eindeutig interpretiert worden. Was sind die
"unendlich Kleinen" und "unendlich Grofen" denn nun eigentlich? Als ex-—

plizite Beispiele finden sich zunichst nur zwei Folgen rationaler Zahlen!
Drei Interpretationen sind bekannt: Die des 19. Jahrhunderts i la Weier-
stral ersetzt die unendlich Kleinen einfach durch Nullfolgen und iibersetzt
Cauchys Mathematik in die Sprache der Epsilontik. Robinson 1966 nimmt

das Wort Variable im heutigen Wortsinnme und will die Infinitesimalien von
Cauchy als Variable interpretieren, welche gegen Null konvergieren. Die
dritte Mglichkeit, die ich fiir angemessener halte, ist an den expliziten
Beispielen mehr orientiert als an den mehrdeutigen Worten: Es handelt sich
um eigenstindige mathematische Entitdten, welche durch Folgen dargestellt
werden (kdnnen). Damit erscheint die Theorie von pw aus Abschnitt 2.3
als ein mSglicher Hintergrund. (Eine allgemeinere Auffassung in Cauchy
1823 bespreche ich am Ende dieses Abschnitts.) Wir sind es heute gewshnt,

Funktionen und speziell auch Folgen als mathematische Entititen anzusehen;
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ob Cauchy so dachte, weif ich nicht. Analysieren wir den tatsichlichen Ge-

brauch!

Cauchy fahrt fort (S. 38) mit ein paar Worten (peu de mots) iiber die Ei-
genschaften der unendlich kleinen und unendlich groBen Gr&Ben, welche zur
Losung wichtiger Fragen fiihren, wie er sagt. Da geht es nun mwmwod zwei-
deutig weiter: "Soit o une quantité infiniment petite, c'est-id-dire

une variable dont la valeur numérique décroisse indéfiniment." Wemn nun
in ein und .derselben Rechnung die ganzen Potenzen Qvngpwv ... auftre-
ten, so heifen sie unendlich Kleine der ersten, zweiten, dritten, ...
Ordnung. Ist k eine von Null verschiedene endliche GrsRe und bezeichnet
€ eine variable Zahl, die mit dem Absolutbetrag von « unbegrenzt ab-
nimmt, dann ist die allgemeine Gestalt der unendlich Kleinen n-ter Ord-
nung ko" oder allenfalls ka™(l%e). In den Formeln werden a und

€ als eigenstidndige Entititen behandelt; im Text benutzt Cauchy die
Sprachen der Variablen und Grenzen einerseits und die der unendlich Klei-

nen und GroRen andererseits parallel zueinander.

Man kann ihn, mit Freudenthal, als Opportunisten bezeichnen. In der Tat
benutzt er im konkreten Fall jeweils die zweckmiBigere Auffassung. Das
mag in Vorlesungen mit seinen eigenen zusitzlichen Erliuterungen sehr ein-
leuchtend gewesen sein, aber die Leser scheinen immer grofe Schwierigkei-
ten gehabt zu haben. Die Mehrdeutigkeit der sprachlichen Ausdrucksweise
erlaubt es dem Leser, seine eigene Hintergrundauffassung zu haben: Auf

diese kommt es fiir die tatsichliche Rechnung nicht an. Cauchy ist liberal.

Uber die Ordnungen gibt Cauchy acht Theoreme an, von denen ich Theorem 7
herausgreife: Wenn ein Polynom a + vgu. + ca™ + ... nach mmmwnmwmmummn
Potenzen von o geordnet ist und n' eine gerade Zahl ist, dann ent-—
scheidet das Vorzeichen von b dariiber, ob ein Maximum oder Minimum vor-
liegt: Wenn b mnegativ (positiv) -ist, dann sind die Funktionswerte fiir
unendlich kleine Werte von o stets kleiner (grdBer) als der an der Stelle
Null, ndmlich a. Es geht um Bestimmung von Extrema ohne Differential-

rechnung.

Fir die Stetigkeit bevorzugt Cauchy die Sprache der unendlich Kleinen (S.
43). Es sei f(x) eine Funktion der Variablen x, deren Werte in einem
Intervall (pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites
données) iiberall eindeutig und endlich sind. Nun wird f(x+a) - f£(x) be-
trachtet, in Abh#ngigkeit von der neuen Variablen o und dem Wert von x.
(Hier k#me man schon in Schwierigkeiten, scheint mir, wenn die einzelnen

Werte von o« selbst als Variable aufzufassen wiren und nicht als Entitid-
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ten fiir sich.) Nun heiBft es aber zundchst, f£(x) sei eine stetige Funk-
tion im Intervall, wenn f(x+a) — f(x) fiir jeden Wert von x im Inter-
vall zusammen mit dem von o unbegrenzt abnimmt. Dann folgt, mit der Her-
vorhebung durch Cauchy selbst: "En d'autres termes, la %Umnwﬁoz mA%M
restera continue par rapport & x entre les limites données, sti, entre
ces limites, un aceroissement infiniment petit de la variable produit
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme."

Die herausgehobene Definition der Stetigkeit, zunichst in einem Inter-—
vall, ist die infinitesimalmathematische. Cauchy gibt noch die Defi-
nition der Stetigkeit in der Nachbarschaft eines speziellen Wertes von

x: Dazu wird verlangt, daf die Funktion in einem Intervall um diese

Stelle stetig sei.

Ich habe schon frither Beispiele dafiir erwdhnt, daB Cauchy seine infini-
tesimalmathematische Definition der Stetigkeit in Beweisen wirklich ver-
wendet, und daR Beweise und Sitze auch nur in dieser Auffassung richtig
sind. Das gilt fiir die Sitze iiber die Stetigkeit der Funktionen mehrerer
Verdnderlicher (3.5) und iiber die Reihen stetiger Funktionmen (1.16). Im
zweiten Fall ist es dann auch noch ndtig, die Funktionen selbst an "Nicht—
standard"-Werten im Intervall zu betrachten und auch dort die Konvergenz
zu verlangen. Cauchy verwendet also ein Zahlkontinuum, das dichter ist

als das der reellen (Dezimal-) Zahlen; so driickt Lakatos den Sachverhalt
gelegentlich einmal aus.

Aber Cauchys Begriffsbildung war offembar fiir die Zeitgenossen nicht
deutlich genug! So blieb Abels Behauptung unwidersprochen, vor ihm (1826)

habe ponr niemand den Binomialsatz allgemein bewiesen. Es lohnt, Cauchys

®
eleganten Beweis zu erwihnen. Die Reihe M Aﬁvxs konvergiert infolge
n
n=o
des Quotiententests fiir beliebige x mit _x_ < 1 und alle reellen y.

Dann wird fiir ein festes solches x die Funktion von p allein betrach-
tet,

s = ] "
n=o
Nach seinem Satz iiber die Reihenmultiplikation und aus den Beziehungen
fir Binomialkoeffizienten kann Cauchy auf die Funktionalgleichung
d(Wo(u') = ¢(u+u') schlieBen. Nun wird die Stetigkeit von ¢(n) ge-
zeigt: Da snﬂrv = vaxs als Polynom in u {iberall stetig ist, und da

die Reihe 3 :nAtv fiir alle u konvergiert, ist nach dem Summensatz [€D)
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auch ¢ Uberall stetig. Nun folgt fiir rationale u sofort
o) = (6(1))* = (1+x)*. Da beide Funktiomen ¢(u) und
A_+xvt = exp (u log(l+x)) f£fiir alle p stetig sind, folgt die Gleichheit

tiberall. Cauchy gibt spiter im Cours auch einen Beweis fiir komplexe x.

Wie Euler in der Introductio, so benutzt auch Cauchy den 'versteckten
Hilfssatz", den ich hier als Lemma von der Stabilitit des Grenzwerts be-
zeichnet habe (3.4). Er wendet den Binomialsatz bei infinitesimalem o
an auf

Jo 2 3

C.+xq.v_ u_+x+w.~12|9v+.wx|_ﬁlnvm_lmpv+...

und das geht fiir _xa_ <1, also jedenfalls fiir alle beschrdnkten x. Da o
infinitesimal ist, ersetzt er die rechte Seite durch die Exponentialreihe,
und das ist wegen deren Konvergenz nach dem Lemma erlaubt. DaB man die

linke Seite fiir endliche x  durch die Exponentialfunktion ersetzen kann,
schlieft man fiir xa = B, also (1 +x§vH\Q = m~+mvw\mu und fir AH+mvH\m
hat man die Reihe fiir e. Entsprechend folgt die Logarithmus—-Reihe mit
(1+x)% - 1
lIlMMMIII wieder fiir infinitesimales o und _N_ < 1. Unter Vorausset-—

zung des Lemmas gilt sie sogar fiir x=1 und gibt 1In 2 =1 - w,+ w,|+ eee

Cauchy verwendet als weiteren versteckten Hilfssatz noch die Vollst#ndig-
keit der reellen Zahlen beim Beweis des Zwischenwertsatzes fiir stetige
Funktionen, den er im Anhang III zum Cours im Zusammenhang mit numerischen
Verfahren zur L&sung von Gleichungen gibt. Der Beweis l#uft darauf hinaus,
daB bei einer infinitesimalen Intervallteilung, die er durch Schachtelung
erhilt, an zwel benachbarten Teilstellen verschiedene Vorzeichen von £
auftreten miissen, wenn die Vorzeichen in den Enden des Ausgangsintervalls
verschieden waren. Wegen der Stetigkeit von £ sind aber die beiden Werte
an den Teilstellen infinitesimal benachbart, also (nahe bei) 0. (Das ver-

steckte Lemma ist in unserer Sprache die Existenz des Standardteils.)

Alles bisherige 148t sich, wie man sieht, in die in diesem Buch behandelte
Theorie von @w einordnen, wenn man Zahlfolgen als Repridsentanten der un-—
endlich kleinen und unendlich groBen Zahlen Cauchys nimmt. Auch in den
Einleitungen zu seinen spidteren Lehrbiichern hat Cauchy es als sein Haupt-
ziel (but principal) bezeichnet, die Anschaulichkeit der Infinitesimalien
mit der in der Analysis ndtigen Strenge zu verbinden (Cauchy 1823, 1829).
Die Definitionen und Sitze i{iber Infinitesimalien aus Cauchy 1821 werden
zum Teil wiederholt, und zwar wdrtlich. Zusitzliches findet sich in 1829:

"Désignons par a une nombre constant, rationel ou irrationel; par i
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une quantité infiniment petite, et par r wune nombre variable. Dans le
systéme de quantités infiniment petites dont i sera la base, une fonc-
tion de i représentée par f£(i) sera un infiniment petit de Z'ordre a
si la limite du rapport f£(i)/iF est nulle pour toutes les valeurs de r
plus petites que a, et infini pour toutes les valeurs de r plus

grandes que a." (1829, p. 281)

In der sechsten Vorlesung von 1829 entwickelt Cauchy ausfiihrlich eine
Theorie der Infinitesimalien verschiedener Ordnungen, um sie auf Taylor-
sche Reihen anzuwenden. Von prinzipiellem Interesse fiir uns ist: Eine re-

elle Funktion g(x) mit lim g(x) = 0 reprisentiert eine unendlich klei-
x>0

ne GroRe. Der friihere Fall der Nullfolgen Ampv ist als Sonderfall ent-
halten, fiir a = maxnv bei 1lim x = 0.

nre
Die wmmwm i kann durch die Funktion f(x) = x repridsentiert werden. Es
ist miiRig, dariiber zu streiten, ob Infinitesimalien "Variable mit Grenze
Null" sind und ob man Variable von Funktionen begrifflich unterscheiden
muf: Cauchy sagt selbst, daB Infinitesimalien durch Funktionen reprisen—
tiert werden k&nnen. Modern wiirde man sagen: Zwei Funktionen reprisentie-
ren die gleiche Infinitesimalzahl, wemnn sie in einer Umgebung von O
gleiche Werte haben. Die Aquivalenzklassen nennt man manchmal Funktionen-
keime, sie entsprechen Cauchys unendlich kleinen GrdRen. Der Leser wird
selbst nachpriifen, daR sich alle Uberlegungen Cauchys, welche wir in die-

sem Buche wiedergegeben haben, in diesem Sinne auffassen lassen.

6.6 Bernard Bolzano A_um_l_mbwv

Cauchys Zeitgenosse Bolzano hat in seinen beiden letzten Lebensjahrzehnten
bedeutende {iberlegungen zur Begriindung der Zahlen- und GriBenlehre als Ba-
sis der Analysis angestellt. Leider sind sie ohne EinfluB geblieben. Bol-
zanos Kontaktschwierigkeiten mit den mathematischen Zeitgenossen und die
Tatsache, daB er nur Entwiirfe anfertigte, welche nicht zur Publikation
geeignet waren, haben das verhindert. Erst seit wenigen Jahrzehnten sind

die Manuskripte publiziert. (Hervorragend sind die beiden Editiomen von

Jan Berg in der Bernard-Bolzano-Gesamtausgabe, Stuttgart - Bad Cannstatt:
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Band 2.A.7 (1975), GrdBenlehre und Band 2.A.8 (1976) GridRenlehre II, Rei-—

ne Zahlenlehre.)

Man kann fragen, ob Gedanken, die in der Wissenschaftsgeschichte ohne Wir-
kung geblieben sind, fiir uns sehr interessant sind. Den Mathematikhisto-

riker interessiert so etwas natiirlich; aber auch mir erscheint, wegen der

" deutlichen Verwandtschaft von Bolzanos Ansitzen zur hier gegebenen Grund-

legung, die Darstellung wenigstens in knapper Form wichtig.

Bolzano geht aus von GrdRen- oder Zahlenausdriicken. Ein solcher Ausdruck
entsteht durch endlich- oder unendlichoftmalige Anwendung der rationalen
Wmo:msovmnmnwmumn auf ganze Zahlen. Bei ihm finden sich u.a. die folgenden

Beispiele:

(a) 1 +1+ 1+ ... in inf,

() 1 +2+3+ ... in inf,

1 1 1 1 o s
(c) 5" N.+ T T8 + ... in inf,

1 b _ (1+1+...in inf) - gb
@) S~ TFIFT9 L Rk a0 20+ o o)
() 1 =-1+1-1+ ... in inf,

1.1 .1 L.

(£) 1+ m.+ m.+ 7 + ... in inf.

Die Versuchung ist groR, die spiter iiblich gewordene Sprache der Folgen zu

n

verwenden, a(n) =n, b(n) = M k etc. zu schreiben und Bolzano als Ent-
k=1

decker der Zahlbereichserweiterung in § 2.3 zu feiern. Freilich steht er

mit seinen Zahlenausdriicken noch nahe an Eulers expressio analytica und

bensdtigt den mengentheoretischen Folgenbegriff nicht.

Mit den Ausdriicken kann man rationale Verbindungen bilden und erhilt wie-
der solche Ausdriicke. Sie bilden, in unserer Sprache, einen wwum. Und Bol-
zano fihrt mwm wenigstens teilweise Anordnung in der uns schon bekannten
Weise ein; in der Folgensprache ist der Ausdruck (a) als kleiner als der
Ausdruck (b) zu erkennen. DaR es unvergleichbare Ausdriicke gibt wie (e)

und die Rationalzahl bemerkt er natiirlich.

1
Mv
Nun kommt die Aussonderung von meBbaren Ausdriicken A; das sind solche,
bei denen es zu jeder natiirlichen Zahl q eine ganze Zahl p = p(q) so

gibt, daR




Wy *YOTTIYDOTSUSIFO IYOTU IST ‘puts 3TPURISTIOA USTYERZ UDTTI91 UIIBQIT3IS
—IPp UUTS SouezZTog UT INONIPSNBUIYQIH YOINp TP Yep ‘Injep STamMdg Ul
‘usuoTINUN 931393S INJ S9ZIBSUSTTIISTINN SOP STomeq Wep ITW Sueyuoumes
—nz Wr ‘juuexI® £[g[ UOYDS I9 233BY ITSTpusmMIoUsSTaIMSg USISQ °93ITT0S UL
_uouU USTYRZ USTTO21 ISP ITSNSTPURISTIOA 9TIp 1978ds UeW SBM ‘UISSIP STIMOY
19p 3ST ueToTzidneH - UPIYDTSIAD IYDTU SBUTPIST[E - SOUBZTOF UOA SIUTH
*U9UUQY USIQ3IS UURP USTTNN TP Ue3IBY Taqep fuspuniSeq nz YOSTITWOISAS
SunuyosITEWISE3TUTIUT dUTd ‘33uee8 3Tem Os oTu ouezTog IST SBUTPISTIY

+181319s9q zuel IYOTU I9zZINUSE USP InJ
: <

puTs ‘ueprem Juueuald yYone 3z3a[ USTYEZ USUTSTY YITTPUSUN SIP 9T ‘USTINN

ﬁmpaumamu JTW SULUYDSY SIP ULAYBJSH OTP pun ‘3aynje3ure ULYDISZ SINAU

uTaY PITA IOPTS] I9qe ‘I2TNE I9q STB I9YDITINSP IST ISTOMSHONIPSNY 31I(Q

W " uaqey ueSupT SYoTSI3 InU ITS UUIM ‘DITToM
UsUULU YOTOTS IS9PUBUTS USTUIT IoMZ I9 gBp ‘IIBTIS 19 UUSA ‘JI9PUER USq
_19s19p 302[qQ SBP INU UIIPUOS ‘ITOYYOTIH IS9P 3FFTASSE USp JYDTU I232WOIY
1op yone 1M ‘0S U9Qd IyszyeSuyo ‘oTTom USSTIYDIISHONIA] SPYINIG UTPUDSSBU
saay1 g1oyuaffoyosag 23p Jnu ‘Uspel Nz Ieneudl I9po ‘susssey SIp 21f1OS
0D wW19q UPLIVYJIS) JYP JNU SPITM UTSPUBRY USTYERZ IS9P ITIUYDTST3uf I9p0 IT9Y
—yoTeTH Iop Sun{Isyzineg STP WN YITS S uuem ‘IJumynz UT YOT yep ‘IsaF Inu
SunigIdig IeuTsw SUNTT9ISINY TP YSInp UYITTWYRU 9239S YOI *°2qey II2pupsld
_qe uegeR 198TuUT® ‘ITOS USpIAM UaB0Zaq ITIYYOTSTH OTP USP Ine .gw:.mmmm
uSp INU ISTY YOT YEp UISPUOS ‘IIYRIre SunislTemig ossTMe3 auTe Juniply
_1j 9puUaYD23ISIOA ITP YOINp Iap ‘A°S ISQIIS YITS UB 212yyo197H I9Pp FITIA89g

19D IYOTU SO YBp ‘YOT 9IeWeq ‘USINYISA NZ PUBISIDAYTH USYDITT3QW USUTD mp,,

(:723T0M GE1 °S FnB fyEl S 7 PIYIT

—uagQin) ,*°* 3I91Qued g Ing sTe Tyomos y any d sarzeleu 19po dATI
—~1sod aqyossep xeumT b wuel31qe1Teq wepel nz yep °UUIS Wep UT ‘uUdISTqIEP
. usTyez 49TISUTS SUSSSOR SISITP 3IFRYOS9H Wep £°q pun Ieqysw 9pkaq anu

suregos, ‘g=V USTYEZ USPuUs3TaSYdTS13 T2q yone ouezog 3IqTAAYDS IIPTIST

*U23TOYSTIDTAYDS SBMID YOOuU ouez[og Yonme ey SunpIIqsyFTidag I9SdTP ITH
*uoTIeTaaZUSTEATNDY 9UT® WN UYDTS 3ITSPUBY SO pun IST TBWISIITUTIUT Zual
—933TQ 9IYT YBp 9TIM 9q[oSSEP IBQUIIJO IST SBQ °USUUQY USPISM ITYEMIS pusm
—mI3sSuTaIAqn M oUonig UDpUISSIW ITP UULM ‘pusg]obyo2276 USYTILY Ionapsne
—UeyQl1H 9IBqYSW IoM7 :USIBqYSW ITp JNB OUBZTOg YOTS JI9TIjuszuoy ue 3z3af

uoA I9qe ‘U9SSET9SNZ SNEBYOINP ISYORUNZ PUTS NONIPSNY USIBQYLW IYOTU IIQ

‘juueyeq 35T CJUT UT 4= [ + [ = 1|
To1dsTog seq °‘UISS Nz yoid YOTITpusun (INTosqe) 9sToMIa3Ipusmjou

JYOTU JYOMEBIq YONIPSNY I2IBQYIWUN UTS I9QY 'UITYBZ 99018 yYITpusun Injosqe

61¢C

‘2a13889u UBW 3I9TUTISp pusydaadsjuy *goad UYIITpPUSUN Yy 3IST os ¢ -

b v
3118 d urey ingy xeqe  ‘y > I ¥ep os ‘(b)d ure b wepal nz so 1q19

qur wr o, £27 _ 26 1z
‘qut ur -+ (2.8 _ £.% . &y

:usqa8ur JYDTI] aSTEMSNONIPSNY souezTog ur o{a1dstag uuey uem
¢saydTTUYEMeSuy s3ydTU SNBUDIND IONIPSNY ,9puUsisTuIalTe,, puTs susstaqq

.Namuo&uwznmw = b 31w, oyonag SPUSSSIW,, INU USASTSSIIIJUT Wo3sAg W SITP

ut .=0ﬂnmNHmEanmm USpuUSYI31qqe 19q dporiadisunsy I9p ITONYSTTEQR =1p nzep
310ya8 ‘we3sdsyeumrzag WT 9STaMsTaIdsTaq ‘wdzaﬁmuwumvnhmMMﬂN I9p I9g ‘uau
—UQY Nz UIUYDII- $33TUYDS us3Bnezis sop 9SSBIYSYUIT Inz Iapo -SIYPY anz 1
‘9ATIBUILITY TP Wop Jydtaidsqus U9IITUYDS USYOSPUTNOPIQ USp Tog ~ “3yoTu
I3qe 3718 sep fuaigyel 1 TyeZ usuaqa398 ianz pun utss JusTeaInbg us3rros
usydnag uspussssw uos usdToj UIpPIaq 9TIQ *(I) ueSunyora18un B1Ip yosanp 338s71
-233s93 wwusuwnmo (b)d = (b),d 3sT b z9uusy aaepue ang m_IE [ =(b),d
pun w.[ = (b)d ua3Tayyo1139K USPTSq TP UBW 23YOBAIDq OS ‘U. L =b '
UoA S9YOBITSTA UTd b I9uusy sueqelel I9p 3ST .W = I ‘31Quya8 Tyez sTeU
—OTIBI BUTS YV >ONIPSNY UIBQYSW WNz uUuDM ‘ua8esion uuep inu YO ITWRU uuey
(I) woTlTUTIFaQ Souezog °3sqles USTYeZ USTBUOTIBRI xop Sunyrelsispuog 19p
STE UYdTs 1qI81° 91§ ‘ue3iIsmeq SOXOpNg T3q UOYDS ATM TP pun 33TIIINE 95
—ToM ISUOTTUYE UT USTYEZ USTBUOTIRI USD sne USTT99x 19p ualunpunidag usiap
—UB 19Q yome IIp ‘3Toy3TISTAYDS SuTs sualtaqn yo1s 381ez I9TH ‘UswWyau jney

UT UPW gnw SEp Iaqe 3ST jumrisaq 31Inepure Jyotu d gep ‘utes uuey sg

b b
.MHN >V > =2 (11)

31w 3q18 (b)d Tyez @zuUES aure b 1yegz
USYOTTINIBU uvaw Nz $9 uusM ‘ieqyem 3IyIay vV .uuu:mvwmam Semsny uauts 1o

ey s3dIIiSnUBR SaUTSS opuy we zued Pun ‘33jisme8 e 3By Sep iaqy ‘uTaTy
UPTTPUSUN PUTS USTYRZ ISUTSTY YOTpusun ZUSISIITQ PUN SWENS :3ST SI3YOTA
W4T I9p ‘Sez3BG SIUTS STemeg 1op 3IBUTITYIm I9YBP 3YSTIYDOSSNE USTYRZ BUTSTY

UITTpUSUN | SPUSISTUISITR, ITWEP 1o gep ‘3ysepaq IyoTU ouezTog 3By 3syopung

TUTSTY YdTIpusun aIzedsu y IST 05 ‘[- =d oa7Te PUTS ‘utaly

YoTTpusun At3tsod y 3sT 0os ¢g=d sopal yonapsny uszeqyoum WIUT® Taq 3ST

‘3YSIS InL ISP I0A USTYRZ UST[S9X I9p UOTITUTFS(Q SUID yep
‘1yaTs pun uslnep usTyey USTBUOTIBI USP UT 33ITUYDS WURYDSPUTNopaQ, ULUTs

ST® SBp uuey UB 'V >Onipsny unz 9Yonag uspusssau 1p usyIey W R4

81¢




*SSTM *pedy -12qs3unziig ‘owe3sAsusyQin ULYISTPIWIYDIBRIYITU I3IP 13qQ)
uassoTYosaBur UOTIIBIIISSTQ 2UTSS IJBY UYRH SUBH fZUBUOSDY SUYO ISBI U]
—917q TS pun ‘ualun3o9piug 9IYnaIJIaA TYoM uaies sITTe seq ‘uradiQy usyd10s
uoa Sun8TUIDIDA TP UPW SPTTq YIITYIITYos °‘usmysu 2ddniH SATITPPE U2I9P
pun 12diQy 9319TINIISUOY SITRI9q uew uuey uaddniy pun 19diQy ISITP InF pun
o 91p pun 19diQy uelaupios3ue us3IqaTIRq
25
*19s €TeOUTT OOV 'pudy ‘TITUTISUBRII TISWNU INS) UTS USUNISUTIWRITTBIDA

¢addnin usajaupIoa3UB IDUTI

weute e 9Tp Uewme3sIus 3z39L (*IZI-EI1 ‘96-16 *d ‘ge8I ‘L “Toa ¢

spusys33TeM JNB UUBP BITATD-TAO] JUYo8 U2JON ToMZz UI °PUTS 1gBIIo YOTI[IWES

JYDTU UITYEZ USYOSISPUOIS) TP uﬁamv gep €319pusmaldurs® 310JOS IpINM ST

- 19d1Q)y USYISTPSWIYDIB-IYITU UIUTD

wepTIq ¥ 9S9Td ‘0 > P uueM ‘goid yoI[pusUN pun O < % uuwem ‘remTs
o

—93TUTFUT Y 3IST uueq °* e IIM usldes g USPUIPUTAYISISA-IYITU USJSID

S9p USYDTIIZIOA WAP YOIS[3 IST Y UOA USYDTZIOA SBd "0 # e ITm 1S 1y

9T9TA UYOTTPU® SU23ISYIQY S° 3qI8 1 uUeIT991 wepal nz pun °IIe91 PuUIS Ty g
9TQ (°3S9F ULIYI2IZU930d INJ ULULP pudyodxdsjus I9qe ureldaiusydsy 9Tp 1891

‘us3T03TyeZ UOA USIBBJ UOA 3UYDTIdS pun UTSPUBYUID IPUBMUTH 9N9U JYOTU YOTS
I

o=y

TITA BITATD-TADT Tﬂw = M 3Tm SSTI9MQTAIYDS IUTSW IST SBQ) .x nle w =V
0 ©

U9YTaIZU930d O9BWIOI UBW 93YoeIIaq TTBJ USISYOBRIUTS W] ‘3I9TnIisuoy 31z1Td

—x2 19d1Qy 9YOSTPIWIYIIB-IYITU UIPIam ST :3qI8 so aydTam ¢, B1qa3Ty usuiap

el

*19s ‘T3ae Pa *333] °OS TP 03IL2UDA 03INITIST TIIV ‘IOTITIRUE TJusweTa TTenb

—om, Inz U93TqIY US3ISIS IIp 2uTd IST sed " (G181-69.1 *d ‘€6/z681 ‘¥°3 ¢

I7BN33e TWIS9ITUIJUT Po IITUIFUI TTSnS) Iem 3Te a2ayel 3Tzuemz TEBWUTS JYOTU
Yoou 103Ny IS9P STEB ‘USTIYISID ITIqAY 23SI9 9TQ "3I93STIT93 nzep usSunpuniad
-9¢g 93UBSS9I93UT U2ZIBSINY TOMZ UT IBY °puainapaq NTIUBYDI Pun o2T139wWoal

~TBTIUBISIITQ I9P UT 1938ds ‘BITATD-TADT OTTIN] I9[NYDS SIsauoIap *Buails

JYOTU SBp IBM ummmoﬂmwuﬂmN_m«v anJ 1eqe ‘9onapsny aYOSIIATEUBR SIITNY
e 1 I
‘ .,M + 4s+ I Jm+ I ‘1 2T Fne °OnIpsny myt

o U9Y0o18 YOTTPUSUN WOUTS ITR °INURIYDOSSq USTYRZ USTT291 TP

UB Iyss JILUUTID SeQ " °°
Teq ua3a1l !
JNB JYOTU USIBM USIBUTPIOOY TP PUN ‘YOSTIIBWOTXE STIJDWODH ITBUOTSUSWIP

-u 9Tp UL3TopuUBRYSq (H68] UYISINSP f[6Q[) BIIIAWO93 TP TIUSWBPUOJ SISIUOIIN

*ULIYITI
|wmuas 006 WN USIYB[ USP SNB AWQ I9P SIYJTISQS3IYB[ SOP USPURY USP UT YDITIS
UBm UUBY 3TS9IIS USSOTP 19GM "BITATD-TIAST PUN 9SIUOIS\ UOA ZJBSUY USIPUIYD
-21dsaq nz yoou YoT93 uauUTS usl9d I9fIIeWIYIBRK uwuuwﬂudmﬂwO YoST32109Y3
—usSusw usyeSI0A SEP IBM ITBFU °“USUTSTY YOI[PUSUN SIP ZUIISIXDIYDIN 9TIP
ing ,STeMag, SI0JUB) YDTTPUBISIAAISQISS Iem YOTI[3nejup ‘uyfa33I T ULITERIUN

19P0 WAYDTITSNEIUN ITW USTTOMNZ YeyDsa3 usTemIS93TUTIUT sop Bungdueyag a1q

|¥44

‘JNE SWOTXEBSITINSTI2IS TP UT ITONSTPURISTTOA ISP

U9qRU IBITZTPIWIYIAY STP £68[ UOA 2TIILWOLH I9p ULSETpUNIH USD ut 319q
~TTH UUEp Jwmtu jusnbasucy T1es ueBunSalieqns3TexS1391§ ang Sunzisssne
-10p @81pusmiou IBITZTPIWIYDIY Yep “3Jyorsuy - 33TIyoTaun - 9Ip pun U9l
-yez (USTT®31) 9TT® aAnJ WOIXY UTS ST® USTYBZ USTBUOTIBI I9P 3IJRYISualtg
USYDISTPIWIYDI® IS9P SWYBUISQ( -DTP IST USTBWISIITUTIUT S3p UOTIBPUTWITY 2TIpP
ANJ UIYDITIZ 9I9YNE SBQ °"YOTTI2PIOFID USpIaM (3Te¥81gBUYoTaTH) 93FTaag
9Y2T1z3gsSnz pun ‘JunsseIINBIEWISEITUTIUT I9p UT STEB IYSW U3I0JUBNY Tomz
STTeMe[ YIJeWeyIBWITOMZULIH 19D UT USITBYIUD 3179%81393S pun zueSisAucy uoa
USUOTITUTISQ 9IQ :ST2IJ USUTD 3I9PI0FIS USTTBWISIITUIIUL I9p uoTIRUTWITH
STQ "SYSTTIFRYISUSSSTMYORF SUT2 IYOTU ‘3Toyusdeisluy SUDSTINBPIP SUTd 3IST
39T3suTy wep yoeu o8e1g 91IQ TIUBSSIIJUTUN IDNTIBWSYIBR ,USPUIITI]IL, UDP
AN USpIdM ISqTIS ISTAIMIY 9IYT pun ‘9seIp inu Bl neqsny U9I33T9M ULp Injy
uem 3813QUaq OS ‘ussarmeq TPWUTS 3SI9 923§ UopuddaTpunid 9Ip puig -uap
—I3M JISTUTWITD USTTBWISIITUTIUL STIp USJUUOY 3TWeQ °93232SYDINP YITS 3IITaS
—9q3I9MZUL1) WIp sne sTsATeuy i19p Junpunideg a3usigs ‘a1eqIyeT 2770 Janf
SUTS gep ‘InFep us3310S SIAIPUNYIYEL ‘6] SOP 9IITERH U93TOMZ I9P UT UT]
—I19¢ UT gBAISIDTOM UOA USSUNSITION ITP SISPUOSIY TUIPITYISIUS ITONYITTSOR
9193519 TP INJ YOTIS IBY 93YITY0San STQ °IWMIISUTIIIQN I3SS2q UISTIMag
PUN USZ31ES ULUL3TD SAYONE) ITW 91932397 9Tp gep ‘3819298 aqey yor ‘s3Tes
—I9I9pUB YIJPWSYIBWIBPWISIITUTIUT TP PUN SITOSISUT STSATBUBIIIMZUDID MMQ

:3UNTHOTMIUSASITOM TP USITONYITTSQR ToMZ YOTTINSpP UBW JYITs ue Ayone) uop

31I9pUnyIyel Qg SUT 989M /°g

*1IBTMIS ouezTog 3IBY .cumawnnmsémmsn usTyeZ (,USTT9931,) uszauldTe
—93 UISSIK SINF STP pun IYonIpsneusyday 9TP @IM 'YNU USpUSMISA WaISASTYEZ
- 911931 SBp 93239SYDINp IYSW ISWNT UUBP II3PUNYIYEL "6l WI YOIS oIM

‘pUn - 9qT3SSEp 2STEMISBIPUBMIOU USSSIK pun udUYDdSY INJ UBW YEp ‘OS

IyoTU
IST S :NIIPWSYIBWIBWISIITUTIUT 9Tp ITmep 38TIX9IIYd9x oueziog *jne 3YOTU
TOqEP 3373 IBITTEOY USIWMNTISIQ ISWWT YONE 9TA ISIYT Yoeu s8e1g a1p fuurg

USYISTIBWSYIBW USUTS USTYRZ 93TUTIUI pun 9TBWISIITUTIUT YON® USqeY 3OnIp
—SNBUSYIZY STV °SITSI2I9PUR USTYBZYB UST[991 USP DUN SITSSISUTS UL
—Uo9Y SBP INJ ULONIPSNEBUSTYRZ USYDSIMZ J2PIoydsIajun 8137878105 yosTINE]

Pun YoT133118eq oueziog gep ‘ue jyneiep so Juwoy 3JueyuULWmNESNZ WISSUN UT

*G961 3anyfues ‘Tea9JuUl pun TBTIUSILIIIQ ‘UdZULIOT

*d UT BUnSSBIINY SATINNIISUOY SIP Tyom T°TZ USUDTOS WOUTS JWmOY u93SYOBU

0ze

3%

i o

I




