Elliptische Kurven und Kryptographie
Serie 2

Resultante & Schnittpunkte algebraischer Kurven Musterlésungen

6. Seien f =ag+a1z+...+a,2"und g = by + b1z + ... + b,2" Polynome tiber dem Ring
R[x,y], wobei R ein faktorieller Ring ist.

Zeige: Sind die Koeffizienten a; (0 < ¢ < m) und b; (0 < j < n) homogene Polynome in
x,y vom Grad m — i bzw. n — j, dann ist die Resultante R(f, g) € R[z,y] ein Polynom in
2,y und homogen vom Grad mn.

Beweis:

Seien r;; die Eintrdge der Sylvester-Matrix von f und g, deren Determinante R(f,g) ist.

Dann gilt:
m+n
R(f.g) = Z sign o H Tig(i) -
O'ESern =1

Also ist fiir fixes o entweder HZJ{" Tio(s) = 0 oder
Vi=1,...,m+n: degr(ri,) = degr(ry) — (o(i) — 1)

und somit
m+n m+n m-+n
degr (H Tia(i)> = Z degr(ri;) — Z(U(l) —1).
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Nun haben wir in der Vorlesung gesehen, dass (wie gewiinscht) > """ degr(r;;) = mn ist.
Enstprechend ist R(f,g) eine Summe von Polynomen, die homogen vom Grad mn sind,
also selbst homogen vom Grad mn.

7. (a) Finde alle komplexen Schnittpunkte sowie deren Vielfachheit der beiden Kurven
Ci: y=2z und Cy: 2+ 9% =22,

(b) Finde alle komplexen Schnittpunkte sowie deren Vielfachheit der beiden Kurven

Ci: y=x+z und Cy: vz = 23 — 2222 + 5a2?.



Losung:

(a)

(b)

(a)

(b)

©

Durch Einsetzen erhalten wir
CiinCy: 22 +422 =22 & 22 =-32 & To1 = +/3iz.

Wire z = 0, so auch die beiden anderen Koordinaten, was keinen projektiven Punkt
liefert. Also sind die Schnittpunkte

Py=(V3i,2,1) und P =(—V3i,2,1).
Durch Einsetzen erhalten wir
Ciin Cy: 222 + 2222 + 2% = 2% — 22%2 + ba2?.

Wire z = 0, so auch die beiden anderen Koordinaten, was keinen projektiven Punkt
liefert. Also konnen wir ohne Einschrinkung z = 1 setzen und erhalten

P42 +1=0"-2"+br & 1-30+32" -2 =0 & (1-2)°=0.

Somit ist P = (1,2, 1) ein dreifacher Schnittpunkt.

Schneidet eine Gerade eine cubische Kurve in genau 2 verschiedenen reellen Punkten,
so ist die Gerade tangential an die Kurve.

Schneidet eine Gerade eine rationale cubische Kurve in 3 verschiedenen reellen Punk-
ten und sind 2 dieser Punkte rational, so ist auch der dritte Punkt rational.

Sind C},, und C), algebraische Kurven vom Grad m bzw. n und schneiden sich diese
Kurven in mindestens mn + 1 komplexen Punkten (inklusive Vielfachheit), so haben
C,, und C,, eine Kurve vom Grad > 1 gemeinsam.

Bewelis:

In (a) und (b) kdnnen wir jeweils ohne Einschrinkung die Geradengleichung nach z auflosen
und das Resultat in die Gleichung der kubischen Kurve einsetzen. Im entstehenden Polynom
in z und y kénnen wir ohne Einschrinkung durch ¥y = 1 homogenisieren. (Wenn notig,
miissen wir Koordinaten vertauschen.) Wir erhalten also ein Polynom p in der Variable x.
Dieses zerfillt iber C: p(z) = (z — x)(z — x1)(z — x2).

(a)

(b)

Zwei verschiedene reelle Schnittpunkte entsprechen zwei verschiedenen reellen Null-
stellen, z. B. 2o und z;. Da p reelle Koeffizienten besitzt, muss —(zq + x1 + x2) reell
sein, also auch 5. Weil genau 2 reelle Schnittpunkte existieren, ist ohne Einschrankung
To = Xo.

Die doppelte Nullstelle xq ist nun auch eine Nullstelle von p’. Der Gradient der kubi-
schen Kurve ist also 0 bei x(, was bedeutet, dass die Gerade tangential an die Kurve
ist.

Da die Gerade durch zwei rationale Punkte geht, ist sie auch rational. Entsprechend be-
sitzt p rationale Koeffizienten. Zwei verschiedene rationale Schnittpunkte entsprechen
zwei verschiedenen rationalen Nullstellen, z. B. z und ;. Da p rationale Koeffizienten
besitzt, muss insbesondere — (o + 1 + x9) rational sein, also auch x.



(c) Seien
Cm: foy(2)=0  und C: guy(2) =0

mit Koeffizienten wie in Aufgabe 6. Jeder Schnittpunkt (¢, yo, z9) enspricht einer ge-
meinsamen Nullstelle 2y von f;,,, und g, ,, also gilt fiir die Resultante

R(fxoyovgxoy()) =0.

Aber nach Aufgabe 6 ist R( f,,, g.,) hochstens vom Grad mn. Somit gilt auch

R(fl‘yv gxy) =0.

D.h. bereits f;, und g,, haben einen Faktor vom Grad > 1 gemeinsam.



