Elliptische Kurven und Kryptographie
Serie 9

der Rang von y? = 23 — (kimn)? - x Musterldsungen

29. Seien k, [, m,n paarweise teilerfremde positive ganze Zahlen mit m quadratfrei, so dass gilt
m*=n?*+nl+01* und k=n+1.
Zeige: Der Rang der elliptischen Kurve y? = 23 — (klmn)? - x ist mindestens zwei.
Hinweis: Es gilt der folgende zahlentheoretische Satz:
Sind w, v, w positive natiirliche Zahlen und ist w? = u* + u?v? + v4, so0 ist w? = 1.

Daraus folgt, dass hochstens eine der Zahlen £, [, n eine Quadratzahl ist.

Beweis:

Wir bezeichnen A := kimn, Cy: y* = 23 — A? - 2, T := C4(Q) und gehen wie folgt vor:
Es geniigt zu zeigen, dass #a(I") > 8, denn aus

#a () #a(l)
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folgt dann r > 1, also » > 2. In Kapitel 7 haben wir  wie folgt definiert:
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a: T — Q*/(Q°)?2 (0,00 — —A mod (Q*)?
(r,y) T

Wir betrachten nun ganzzahlige Pythagoriische Zahlentripel, die zugehorigen Punkte auf I'
und deren Bilder unter ov. Wir beginnen mit (a1, b1, ¢1) = (2mn, m? — n*, m?* 4+ n?) und

erhalten

1= Tyn = (M? —n*)m?* = kim* = kl € o]
sowie analog z5 := x,,; = kn und x3 := x},, = I[n. Definiere ausserdem (a4,b4,c4) =
(bl,al,cl) usw. und erhalte 74 = m(m + n)?>n = mn, r5 = Im und x¢ = km. Fiir
j = 1,...,6 seien schliesslich (aji¢,bj16,¢j46) = (aj,bj, —c;), was uns zj.6 = —x;
liefert.

Da nun schlimmstenfalls eine der Zahlen k, [, n eine Quadratzahl ist, sei (ohne Einschrin-
kung) k € (Q*)2 Dann gilt {£l, £im, +In, £m, +mn, +n} C [T}, also #a[l] > 12 > 8,
was zu zeigen war.



