LOGIK

SYMBOLE, TERME, FORMELN

Wie jede geschriebene Sprache basiert die Pradikatenlogik erster Stufe auf einem
Alphabet, welches aus den folgenden Symbolen besteht:

(a)

(b)

()

(d)

Variabeln wie zum Beispiel vy, vi, x,y, ... sind “Platzhalter” fiir die Objekte
welche wir untersuchen (z.B. die Elemente einer Gruppe, natiirliche Zahlen,
oder Mengen).

Logische Operatoren wie zum Beispiel “—~" (nicht), “A” (und), “V” (oder),
“—” (impliziert), und “<” (genau dann wenn).

Logische Quantoren die da sind Existenzquantor “3” (es existiert) und All-
quantor “¥” (fiir alle), wobei die Quantoren auf Objekte beschrankt sind und
nicht zum Beispiel auf Formeln angewendet werden diirfen.

Gleichheitszeichen “="_ welches fiir die spezielle Relation der Gleichheit steht.

Die Symbole (a)-(d) heissen logische Symbole. Je nach mathematischem Gebiet,
welches untersucht werden soll, werden sogenannte nicht-logische Symbole einge-

fihrt:

(e)

(f)

Konstantensymbole wie zum Beispiel die Zahl 0 in der Peano Arithmetik
(Zahlentheorie), oder das Neutralelement e in der Gruppentheorie. Konstan-
tensymbole stehen fiir bestimmte, festgelegte Objekte.

Funktionssymbole wie zum Beispiel ¢ (die Operation in der Gruppentheorie),
oder +, -, s (die Operationen in der Peano Arithmetik, wobei s(n) := n + 1).
Funktionssymbole stehen fiir bestimmte Funktionen, welche Objekte als Argu-
mente nehmen und Objekte zuriickgeben. Mit jedem Funktionssymbol ist eine
“Stelligkeit” verbunden, die uns sagt, wieviele Argumente das Funktionssymbol
benoétigt (z.B. ist “o” eine 2-stellige oder binédre Operation und die Nachfolger-
operation “s” ist eine 1-stellige Funktion).

Relationssymbole (wie zum Beispiel € in der Mengenlehre) stehen fiir feste
Relationen zwischen (oder Eigenschaften von) Objekten. Wieder gehort zu je-
dem Relationssymbol eine “Stelligkeit”(z.B. ist “€” eine 2-stellige oder binére
Relation).

Die Menge der nicht-logischen Symbole, welche zu einer bestimmten Theorie T (wie
z.B. der Gruppentheorie oder der Mengenlehre) gehort, heisst Signatur bzw. Spra-
che der entsprechenden Theorie und wird mit .Z oder £+ bezeichnet; und Formeln,
welche in einer Sprache .Z formuliert sind, heissen .Z-Formeln. Zum Beispiel besteht
die Sprache der Gruppentheorie bloss aus den nicht-logischen Symbolen “e” und “°”,
das heisst Zs1 = {e, o} ist die Sprache der Gruppentheorie.
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Ein erster Schritt zu einer richtigen Sprache besteht darin, mit diesen logischen und
nicht-logischen Symbolen Worter (d.h. Terme) zu bilden.

Terme:
(T1) Jede Variable ist ein Term.

(T2) Jedes Konstantensymbol ist ein Term.

(T3) Sind ty,...,t, bereits gebildete Terme und ist F' ein n-stelliges Funktionssymbol,
dann ist F'ty---t, ein Term.

Es ist tiblich weitere Symbole (wie z.B. Klammern) einzufithren, damit Terme, Re-
lationen, und andere Ausdriicke einfacher zu lesen sind. Zum Beispiel schreiben wir
F(ty,...,t,) anstelle von Ft;---t,.

Terme entsprechen in einem gewissen Grad den Wortern, weil sie immer Objekte
bezeichnen. Wie richtige Worter sind sie keine Aussagen und kénnen deshalb keine
Beziehungen zwischen den Objekten ausdriicken. Im néchsten Schritt werden mit den
Wortern Aussagen (d.h. Formeln) gebildet.

Formeln:

(F1) Sind ¢; und ¢t Terme, dann ist ¢; = t5 eine Formel.

(F2) Sind t4,...,t, Terme und R ein n-stelliges Relationssymbol, dann ist Rty -- -,
eine Formel.

(F3) Ist ¢ eine bereits gebildete Formel, dann ist = eine Formel.

(F4) Sind ¢ und ¢ Formeln, dann sind (¢ A ¢), (¢ V9), (¢ — ), und (¢ < )
Formeln. (Um Klammern zu vermeiden, konnen diese Formeln z.B. in polnischer
Notation geschrieben werden, d.h. Ap), Vo), et cetera.)

(F5) Ist ¢ eine Formel und z eine Variable, dann sind Jz¢ und Vze Formeln.

Fiir bindre Relationen R (bzw. bindre Funktionen F') schreiben wir meist xRy
(bzw. xF'y) anstelle von R(x,y) (bzw. F(x,y)). Zum Beispiel schreiben wir z € y
(bzw. x +y) anstelle von €(z,y) (bzw. +(z,y)), und wir schreiben x ¢ y anstelle von
~(z € y).

Ist ¢ eine Formel der Form 3zt oder der Form Vai (fiir eine Formel ) und
x kommt in der Formel v vor, dann sagen wir, dass z im Bereich eines logischen
Quantors ist. Die Variable x heisst dann gebunden. Wenn die Variable x (an einer
bestimmten Stelle) in keinem Bereich eines logischen Quantors ist, so heisst z an
dieser Stelle frei. In einer Formel kann eine Variable x durchaus frei und gebunden
vorkommen (z.B. Jy(z = y) V Vz(x = y), hier kommen sowohl x wie auch y sowohl
frei wie auch gebunden vor).

Eine Formel ¢ ist ein Satz, wenn alle Variabeln, die in der Formel ¢ vorkommen,
iiberall gebunden sind. Satze sind also Formeln ohne freie Variabeln. Zum Beispiel
sind VaVy(z =y — y = x) und VaVy(z = y) Sétze.



LOGIK IT

DIE LOGISCHEN AXIOME

Bis jetzt haben wir uns auf einer syntaktischen Ebene bewegt, das heisst Formeln
waren bloss Zeichenketten ohne irgend eine Bedeutung. Falls wir den Symbolen aber
eine Bedeutung geben (sozusagen Leben einhauchen), wechseln wir auf die semanti-
sche Ebene, und syntaktisch korrekt geformte Zeichenketten werden zu Aussagen iiber
mathematische Objekte, die in Abhéngigkeit der Interpretation (bzw. im Kontext, in
dem sie stehen) wahr oder falsch sind. Eine Formel, welche ungeachtet ihrer Interpre-
tation immer wahr ist, heisst Tautologie, und gewisse Tautologien heissen logische
Axiome. Wir kénnen aber auch den Standpunkt vertreten, dass wir ungeachtet der
moglichen Interpretation einfach ein paar Typen von Formeln auswahlen und diese als
logische Axiome deklarieren. Das heisst wir kdnnen ohne einen Wahrheitsbegriff ein-
zufithren und ohne die logischen Symbole zu interpretieren, rein syntaktisch gewisse
Formeln als logische Axiome auszeichnen.

Egal welchen Standpunkt wir vertreten, die Idee hinter den logischen Axiomen
ist, dass sich jede Tautologie mit Hilfe von (zu definierenden) Schlussregeln aus den
logischen Axiomen formal beweisen lasst. Falls wir viele Schlussregeln zur Verfiigung
haben, kommen wir mit wenigen logischen Axiomen aus. Falls wir aber (wie in un-
serem Fall) bloss zwei Schlussregeln zulassen, so brauchen wir entsprechend mehr
logische Axiome um alle Tautologien zu beweisen.

Die folgenden logischen Axiome L;-Lg sind eigentlich nicht einzelne Axiome son-
dern Axiomen-Schemata, das heisst Formeltypen, welche fiir eine unendliche Menge
von konkreten Formeln dieses Typs stehen.

Seien ., ©1, Y, 3, ¥, beliebige Formeln:
Li:o= W —9)

Ly : (= (o1 = @2)) = (= 1) = (¥ = ¢2))
Ly : (pAY) =

Lyt (pAY) =

Lt o= (¥ = (¥ Ay))

L : ¢ = (p V)

Lyt ¢ = (p V)

Lg : (01 = @3) = ((02 = @3) = ((01 V 2) = ¢3))
Ly : (¢ = 9) = ((¢ = =) = )

Lio: = = (¢ = ¢)

Lipi: Ve



Die logischen Axiome L;—L;; sind die Axiome der Aussagenlogik. In der Aussagen-
logik werden Beziehungen zwischen Aussagen als Ganzes betrachtet. Im Unterschied
dazu betrachtet die Pradikatenlogik auch Beziehungen der Objekte untereinander.
Dazu benutzen wir die Zeichen “=",“V” und “3”, deren Gebrauch im Folgenden axio-
matisch festgelegt wird. Die folgenden vier Axiome regeln den Gebrauch von “V” und
“3”  und die letzten drei Axiome regeln die Bedeutung des Zeichens “=".

Um die néchsten beiden logischen Axiome zu formulieren, miissen wir etwas weiter
ausholen: Kommt die Variable z in der Formel ¢(z) frei vor und ist ¢ ein Term, so
ist p(z/t) die Formel welche wir erhalten, wenn wir an allen Stellen wo z in ¢(z)
frei vorkommt, x durch t ersetzen. Solch eine sogenannte Substitution ist zuléssig,
falls keine Stelle, an der x in ¢ frei vorkommt, im Bereich eines Quantors ist der
irgend eine Variable, welche in ¢ vorkommt, bindet (d.h. fiir alle Variablen v welche

in ¢ vorkommen gilt, dass keine Stelle, an der z frei in ¢ vorkommt, im Bereich von
“Ju” oder “Vv” liegt).

Sei t ein Term und sei die Substitution ¢(z/t) zuléssig.

Lo Vzp(z) = ¢(t)

Lis: ¢(t) — Jzp(z)

Sei 1) eine Formel in der die Variable z nirgends frei vorkommt.
Lig: Vo (¢ — o(z)) = (¢ = Vop(z))

Lis: Vz(po(z) = ¢) = (Jzp(z) = ¢)

Wias bis jetzt noch nicht behandelt wurde ist das Gleichheitszeichen “=". In unserem
formalen System wird die Gleichheit durch die folgenden 3 Axiome definiert:

Seien t,tq,...,t,, t}, ..., ¢/ Terme, R ein n-stelliges Relationssymbol (z.B. das binére
Relationssymbol “="), und F' ein n-stelliges Funktionssymbol.
L16I t=t

Lizt (=8 A Nto=t,) = (R(ts,....t,) = R(t], ..., 1))
Lig: (=8N Nto=t)) = (Fltr,....t,) = F(t},...,t]))
Der logische Operator “<+”, welcher nicht in unserer Liste von logischen Axiomen

vorkommt, wird definiert durch

P = (p=V)AN{W — @),

d.h. ¢ <> 1 ist bloss eine abgekiirzte Schreibweise fiir (¢ — ¥) A (¥ — ¢).

Zu den logischen Axiomen L;—L;g diirfen wir, in Abhéngigkeit zur Theorie die
wir betrachten wollen, beliebig viele nicht-logische Axiome hinzufiigen, wie zum
Beispiel die Axiome der Gruppentheorie, die Axiome der Peano Arithmetik, oder die
Axiome der Mengenlehre.



TAUTOLOGIEN

(A.1)
(A.0)

(B)

(C)

(D.1)
(D.2)
(D.3)

(E)

(F.1)
(F.2)
(F.0)

(G.1)
(G.2)
(G.0)

(HL.3)
(H.2)
(H.1)
(H.0)

(1.1)
(1.2)

Fo—
Fo <+

{V. ot oAy
{Y = o} Fp = Vo [fir = ¢ frei(v)]

{wo = @1,01 = pa} o — @2
{wo = 0,01 =Y} F (po V1) =9
{0 = 0o, = @1} = — (po A 1)

Fo—= (v = (e AY))

Fo— e
F—-—p =
F @« e

(=) = (¢ = —p)
(= = =) = (0 — )
F(p =) < (Y = —p)

e, v e Yth(p—v) < (@ =)
{eeo v ey (pVY) < (¢ VYY)
oo d vy tE(EAY) < (¢ AY)

F(p ) < (mp < )

F (1 A w2) ¢ (02 Apr)
F (01 A wa) A3 <> o1 A (2 A p3)



(J.1)
(J.2)

(K.1)
(K.2)
(K.0)

(L.1)
(L.2)
(L.0)

(M.1)
(M.2)

(N.1)
(N.2)
(N.0)

(0)

(P.1)
(P.2)
(P.3)
(P.0)

(Q)
(R)

(S.1)
(S.2)

(T)

F (1 V o2) ¢ (02 V1)
F(p1Vp2) Vs @1V (02 V ps3)

(e V) = (o —9)
F(p =) = (e V)
F(p =) < (e V)

(= V) = =(p AY)
F=(p AY) = (mp V1))
=l AY) & (mp V)

H (@1 — (g2 — 903)) — ((@1 A pa) = 903)
(e V) ¢ (e A )

F (01 Apa) Vo3 = (01 Vps) A (p2V p3)
F (1 V o3) A2V p3) = (01 Apa) Vs
F (01 Apa) Vo3 < (01 Vps) A (p2V 3)

F (01 V@2) A3 < (01 Aps) V (2 A p3)

F—dry — Ve
F =V — drp
Fdrp — —Vo-p
F drp < ~Vr-p

{p < V} FVrp < Vo
FVze <> ~dz—p

Fr=y+y==x

Flx=yAy=2)—zx=z

F Jzp(x) — Jye(y) [falls y in @(x) nicht vorkommt]|



ZEICHEN & BEDEUTUNG

SYNTAX & SEMANTIK

Die mathematische Logik zerféllt in Syntax (Theorie der Beziehungen zwischen
den Zeichen) und Semantik (Lehre der Bedeutung der Symbole, bzw. deren Interpre-
tation). Im Vergleich zur Musik konnte man sagen, dass die Syntax (d.h. die formale
Logik) der Partitur entspricht, welche Schwarz auf Weiss festhélt, welche Noten ge-
spielt werden sollen, wihrend die Semantik der Umsetzung einer Partitur in hérbare
Musik entspricht, welche sich zwar an die Partitur halten muss, in der Interpretation
der Partitur aber frei ist. Obwohl die ganze Musik schon in der Partitur enthalten
ist, so wird sie doch erst durch die Interpretation mit Leben erfiillt. Nehmen wir
zum Beispiel als Partitur die Gruppenaxiome, so erhalten auch diese erst durch das
betrachten konkreter Gruppen (d.h. erst durch die Interpretation) ihre Bedeutung.

Im Folgenden werden ein paar Parallelen zwischen der syntaktischen und der se-
mantischen Ebene der Mathematik aufgezeigt. Diese sollen helfen, den logischen Auf-

bau (bzw. das Fundament) der Mathematik besser zu verstehen.

SYNTAKTISCHE EBENE

Terme. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (T1)-(T3) aufge-
baut werden. Zum Beispiel ist das Konstan-
tensymbol e der Gruppentheorie ein Term.

Formeln. Das sind Zeichenketten, welche
nach den formalen Regeln (F1)—(F5) aufge-
baut werden. Formeln sind weder wahr noch
falsch; auf der syntaktischen Ebene gibt es
keinen Wahrheitsbegriff!

Logische Axiome. Das sind Formeln, ge-
nauer Formelschemen, aus denen, mit Hilfe
von Schlussregeln, weitere Formeln hergelei-
tet werden koénnen.

Nicht-logische Axiome. Das sind For-
meln (bzw. Formelschemen) welche nicht-
logische Symbole enthalten, aus denen, mit
Hilfe von Schlussregeln, weitere Formeln
hergeleitet werden koénnen. Zum Beispiel
sind die Gruppenaxiome, welche die nicht-
logischen Symbole “e” und “°o” enthalten,
nicht-logische Axiome.

SEMANTISCHE EBENE

Objekte. Terme sind Namen fiir Objekte.
Durch die Interpretation wird ein Term (Na-
me) zu dem Objekt, welches er bezeichnet.
Zum Beispiel wird das Konstantensymbol
e durch die Interpretation zum Neutralele-
ment e einer Gruppe, e ist also ein Objekt.

Aussagen. Wird eine Formel interpretiert,
so wird sie zu einer konkreten Aussage iiber
bestimmte Objekte die entweder wahr oder
falsch ist; und zwar unabhéngig davon, ob
wir ihren Wahrheitswert kennen.

Tautologien. Egal wie wir ein logisches
Axiom interpretieren, die Aussage die wir
erhalten ist immer wahr, d.h. eine Tautolo-
gie. Die logischen Axiome sind so gewahlt,
dass aus ihnen alle Tautologien hergeleitet
werden kénnen.

Azxiomensystem einer Theorie. Das sind
Axiome (d.h. Grundaussagen), welche am
Anfang einer Theorie (z.B. Gruppentheorie)
stehen. Die nicht-logischen Symbole werden
dann so interpretiert, dass alle Axiome wahr
werden.



Ausser in der formalen Logik befinden wir uns in der Mathematik immer auf der
semantischen Ebene. Auch wenn wir zum Beispiel eine allgemeine Gruppe untersu-
chen, besteht diese Gruppe in unserer Vorstellung aus Elementen, also aus Objekten,
auf denen eine konkrete binéire Operation (mit gewissen Eigenschaften) definiert ist.
Sogar wenn wir mathematische Beweise fiihren, bleiben wir auf der semantischen
Ebene — wir kénnen aber jeden mathematischen Beweis in einen formalen Beweis
der syntaktischen Ebene iibersetzen, dessen Korrektheit sogar von einem Computer
iiberpriift werden kann.

Obwohl mathematische Theorien (wie z.B. die Gruppentheorie) iiblicherweise auf
nicht-logischen Axiomen beruhen, wird der Ubergang von der syntaktischen Ebe-
ne der nicht-logischen Axiome (z.B. der Gruppenaxiome) auf die semantische Ebene
(z.B. der konkreten Gruppen) im Allgemeinen nicht vollzogen.

In der Gruppentheorie mag dies noch statthaft sein, denn wir kénnen Modelle von
endlichen Gruppen effektiv angeben. Wesentlich anders ist es aber bei der Mengen-
lehre, denn es gibt kein umfassendes System, in welchem die Mengenlehre existiert.
Deshalb muss die axiomatische Mengenlehre auch aus den Axiomen aufgebaut werden
und bleibt in einem gewissen Grad immer auf der syntaktischen Ebene.



