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JOHANNES CZERMAK*
Abrif} des ontologischen Argumentes

»Gott existiert, weil die Mathematik widerspruchsfrei ist, und der Teufel existiert, weil wir es
nicht beweisen kénnen* — dieses Zitat schreibt Lorenzen [1962], 132, dem Mathematiker André
Weil im Zusammenhang mit Godels zweitem Unvollstindigkeitssatz zu, Kline [1980], 261, legt
eine entsprechende englische Formulierung Hermann Weyl in den Mund. Im folgenden aber be-
ziehen wir uns mit dem Ausdruck ,,Godelscher Beweis™ nicht auf diesen Gottes- und Teufels-
beweis, sondern auf einen ontologischen Beweis, der sich, datiert mit 10. Februar 1970, in Gé-
dels NachlaB fand und in dem vorliegenden Band auf den vorhergehenden Seiten abgedruckt ist.
Eine von Dana Scott, mit dem Godel im Februar 1970 diesen Beweis diskutierte, im Herbst 1971
in einem Seminar in Princeton erstmals 6ffentlich prisentierte Version zirkulierte einige Zeit unter
daran interessierten Logikern und Philosophen, manche Kopien versehen mit einer etwas irrefiihren-
den einleitenden Bemerkung von einem J.R.B. (Bs ist sehr zweifelhaft, daB ,,Godel spent his later ye-
ars proving the existence of God*, auch wenn Goédel den Beweis anscheinend durchaus emstge-

‘nommen hat und eine postume Verffentlichung sicherstellen wollte.) In der Folgezeit entstanden

einige Arbeiten zu Gédels Beweis, z.B. Atlas [1984], Sobel [1987] (hier sind auch Dana Scotts
und Godels eigene Version erstmals im Druck verdffentlicht), Essler et al.. [1987], Christian
[1989], Perzanowski [1991], Kutschera [1991], Muck [1992], Hajek [2000] ~ diese Liste ist
nicht vollstindig. Ziel der folgenden Ausfithrungen ist es nicht, einen weiteren originellen Bei-
trag zu der Problematik dieses Beweises zu liefern, sondern einige philosophiehistorische Hin-
tergrundinformationen, eine ausfiihrliche Darstellung des Beweises und einige kleine Be-
trachtungen dazu anzubieten, um dem mit Philosophie oder mit Logik weniger vorbelasteten Le-
ser in gleicher Weise den Zugang zu erleichtern.

Zur Geschichte des ontologischen Argumentes

Die Tradition des »ontologischen Argumentes® fiir die Existenz Gottes geht bekanntlich auf An-
selm von Canterbury (1033-1109) zuriick. In den ersten vier Kapiteln seiner Schrift Proslogion,
dem klassischen Text schlechthin, geschrieben 1077/78, versucht Anselm, aus dem Begriff ei-
nes vollkommenen Wesens auf das Dasein Gottes zu schlieBen. Wir zitieren die zentrale Passage
aus dem 2. Kapitel (Anselm [1966], 204f.):

So gib mir nun, o Herr, der Du dem Glauben auch die Einsicht verleihst, gib mir, so weit Du es als zu-
triglich weiBt, die Erkenntnis des Verstandes, dafl Du bist, wie wir glauben, und da Du das bist, was
wir glauben, Wir glauben aber von Dir, daB tiber Dich hinaus GréBeres nicht gedacht werden kann. Oder
gibt es etwa kein solches Wesen, weil der Tor in seinem Herzen spricht: es ist kein Gott? Aber selbst
dieser Tor versteht meine Worte, wenn ich sage: etwas, worliber hinaus GroBeres nicht gedacht werden
kann; und was er versteht, ist in seinem Erkennen, auch wenn er nicht versteht, daf es dieses Etwas
wirklich gibt. Es ist zweierlei, ob eine Sache im Erkennen sei, oder ob erkannt werde, daf} die Sache (in
Wirklichkeit da) sei. Wenn ein Maler sich cin Bild ausdenkt, so hat er dieses in seinem Denken, aber er
kann es nicht als daseiend erkennen, da er es noch nicht gemacht hat. Hat er es aber gemalt, so hat er es
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sowohl in seinem Denken, als auch erkennt er, daf} das von ihm Gemachte ?Ew:orcamv mQ... %_mwmw\h&

i i isstens in seinem Denken etwas gebe, woriiber us

auch der Tor davon iiberzeugt sein, dafl es wenigs m vortber hinaus
i R teht, was er hort, und alles, was verstan s

GroBeres nicht gedacht werden kann; denn er vers eht, ' orsanden v

i i i 5Reres nicht gedacht werden kann, kann nic

im Verstande. Aber das, woriiber hinaus Gré : n, ki icht nur i Denken
i amii i kann man sich es auch als wirklich seiend vo g

sein. Ist es namlich nur in unserem Umaaw:,v so ke A ‘ d L y

aber ist mehr (als blof} in Gedanken wirklich sein). Wenn also amm. 29%.0& Esmcm. mMoawMMrﬂMM %mos

) i i ist eben das, woriiber hinaus Gréfleres nicht ge
dacht werden kann, nur im Denken ist, so 1sf 3 ber | gedacht werden
i i 6 denkbar ist. Dies ist aber offenbar unméglich.
kann, etwas, iiber das hinaus etwas Oqoamnmm t
zweifellos etwas, woriiber hinaus Groferes nicht gedacht werden kann, sowohl dem Denken als der Sa

che nach wirklich. . v .
Anselms Beweis wurde auch in der modernen Theologie E.a N:zgoﬁEo vielfach ca_ouac.oz
und schon om mit Hilfe der modernen formalen Logik analysiert." Bereits zu >wmo~w5.m Hﬁo No._.az
Lritisierte der Ménch Gaunilo, daB man mit einer analogen Argumentation &o. xis WME MEQ
vollkommenen Insel beweisen kénnte (die >cmm§w¢a$mo§§m gmo_B‘QmEu:M Hmw in Plantinga
[1965] abgedruckt). Auch Thomas von Aquin verwirft den Bewels Eﬁ begriindet dies in seiner
Summa Theologica (Liber I, Quaestio 2) wie folgt (Thomas [1982], 39):

Nicht jeder versteht unter ,,Gott" notwendig etwas, iiber das hinaus nichts Q&mowmm mmawo.rﬂa werden
i Korper vorgestellt. Aber auch zugegeben, dail jedermann
kann, denn manche haben sich Gott sogar als orges \ h bon, dal Jederman:
“ “ el he, iiber das hinaus nichts GréBeres gedacht we N
unter dem Ausdruck ,,Gott” ein Wesen verstehe, c r g werden kann
i i durch den Namen ,,Gott* bezeichnete Wesen al
so folgt daraus noch nicht, da man dieses . o ik
i ich i Denken findet. Wollte man weiter sc X
lich seiend erkenne, sondern nur, dafl es sich in unserem e
i i irkli i i iifite vorher feststehen, dafl es in der Wirkln

jenes Wesen miisse auch in Wirklichkeit da sein, so mit . ,

_mo_cmﬁ etwas gibt, iiber das hinaus GroBeres nicht gedacht werden kann. Das geben aber die Leugner des

Daseins Gottes nicht zu.

In seiner 5. Meditation revitalisiert Descartes (1596-1650) den Beweis (Descartes E@MHE.,U M Mww
vgl. auch Anscombe [1987]). Auch Leibniz mift ihm sehr grofie Bedeutung zu. So sc M .
ao:. Neuen Abhandlungen iiber den menschlichen Verstand, IV. Buch, 10. Kapitel (hier die

sche Ubersetzung zitiert nach Leibniz [1961], 439):

Die Scholastiker {ohne selbst ihren Doctor gmo_wmwm m%mﬁﬂﬁ:ﬂo&:ﬂﬂﬂ:«““ﬂ NM«MMW Mmm%__wmmmmww
ihn fiir einen Paralogismus gehalten, womit sie sel unrec atten; Eu e e he.
Philosophie lange genug am Jesuitenkolleg von La Fléche mmca_on hatte, war Wa im Rec mmémm sen B
weis wiederherzustellen. Er ist kein Paralogismus, sondem ein <o:xw83m=$ e .nw , o e
s noch bewiesen werden miifite, um ihm mathematische Evidenz zu verleihen. q..m zt né i
Mmﬁ_ﬂvo“wmmmmna voraus, daf} diese Idee eines ganz groBen, ganz <o=woB~szo=M,\ommm_”omw@”w” M“a
keinen Widerspruch einschlieBt. Nun ist es moron. etwas, dafl man durch ﬂoﬂm 5 n:M Zmnmr& o e
Gott existiert, gesetzt, daf8 er moglich ist, was ein Vorrecht allein der Gott mm, _m.o,Emsa e Cegentel
Mbglichkeit jedes Wesens und vor allem die Gottes solange ,.\o«mcmszo.ﬁaawm._m j e s,
" beweist. Derart liefert dieses metaphysische Argument schon einen cméﬂmﬁm._ igen .n.noo: B ot ol
der besagt, daff wir nach dem gegenwirtigen Stand unserer _.maSE:Em =.~.;§ M: BMMM w_mgo D dnor
stiert, und in Uberstimmung damit handeln miissen. Es wiire _aa&or zu sE:m‘o:o:_u 4 m.&aononm o
den Beweis mit strenger mathematischer Evidenz durchfithren wiirden, und ich glaube,
gesagt zu haben, was dazu dienen kann.

. . 1987]
Hat Godel sich durch den letzten hier zitierten Satz angesprochen gefithit? Hao Wang (17e/

g
e . . o Leibniz®
schreibt auf S.195: ,,According to Gddel, he first got his idea of this proof in Rmaam;
| : . Adam$
; : Harrison [1970]; A
l Vgl. etwa Barth [1931]; Findlay [1948]; Scholz {1969]; Malcolm [1960] ; Hartshome [1965]; Harr [ eitem

i i ; di iste ist bei
[1971], Bamnes [1972}, Gombocz {1974}, Kutschera [1991]}, Ricken [1991], Meixner {1992]; diese Liste is
nicht vollstindig.
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und auf S.1: /It appears that Godel identifies himself with Leibniz more than with anybody el-
se*. Aber wo hat Leibniz etwas gesagt, was einem strengen mathematischen Beweis dienen
kann? In seiner Monadologie (Leibniz [1979], 22f) heifit es lediglich:

41. Daraus folgt dann, da§ Gott absolut vollkommen ist. Vollkommenheit ist nichts anderes als die
‘GroBe der positiven Realitit im genauen Sinn, indem man bei den endlichen Dingen die Grenzen oder
Schranken beiseite setzt. Wo gar keine Schranken sind, d.h. in Gott, ist die Vollkommenheit absolut un-
endlich. ...

44. Wenn es nimlich eine Realitiit in den Essenzen oder Moglichkeiten, oder auch in den ewigen
Wahrheiten gibt, so muf diese Realitit in etwas Existierendem und Wirklichem gegriindet sein, folglich
in der Existenz des notwendigen Wesens, bei welchem die Essenz die Existenz in sich schliefit, oder bei
dem es hinreicht, méglich zu sein, um wirklich zu sein.

45. Somit hat Gott (oder das notwendige Wesen) allein dieses Vorrecht, daB8 er notwendig existiert,
wenn er méglich ist. Da nun nichts die Moglichkeit dessen hindern kann, was keine Schranken, keine

Vemeinung und folglich auch keinen Widerspruch in sich schlieBt, so ist dies allein schon hinreichend,
um die Existenz Gottes a priori zu erkemnen. . ..

Der folgende Text gibt wieder, was Leibniz 1676 Spinoza vorgetragen hat (da mir keine deut-
sche Ubersetzung zugénglich ist und ich meiner diesbeziiglichen Kompetenz miBtraue, hier das
lateinische Original zitiert nach Gerhardt [1961], 261£.):2

Quod Ens Perfectissimum existit.

Perfectionem voco omnem qualitatemn simplicem quae positiva est et absoluta, seu quae quicquid ex-
primit, sine ullis limitibus exprimit.

Qualitas autem ejusmodi quia simplex est, ideo est irresolubilis sive indefinibilis, alioqui enim vel
non una erit simplex qualitas, sed plurium aggregatum, vel si una erit, limitibus circumscripta erit, adeo-
que per negationes ulterioris progessus intelligetur, contra hypothesin, assumta est enim pure positiva.

Ex his non est difficile ostendere, omnes perfectiones esse compatibiles inter se
posse subjecto.

Nam sit propositio ejusmodi:

A et B sunt incompatibiles, .

(intelligendo per A et B duas ejusmodi formas simplices sive perfectiones, idemque est si plures as-
sumantur simul) patet eam non posse demonstrari sine resolutione terminorum A et B, alterutrius vel
utriusque; alioqui enim natura eorum non ingrederetur ratiocinationem ac posset incompatibilitas aeque

, sive in eodem esse

2 Eine englische Ubersetzung findet sich in Plantinga [1965], 55f.:
I call every simple quality which is positive and absolute, or expresses whatever it expresses whitout any limits, a
Dperfection,
But a quality of this sort, because it is simple, is therefore irresolvable or indefinable, for otherwise, either it will not
be a simple quality but an aggregate of many, or, if it is one, it will be circumscribed by limits and so be known through
negations of further progress contrary to the hypothesis, for a purely positive quality was assumed.

From these considerations it is not difficult to show that a// perfections are compatible with each other or can exist in
the same subject.

For let the proposition be of this kind:

A and B are incompatible
(for understanding by 4 and B two simple forms of this kind or perfections, and it is the same if more are assumed like
them), it is evident that it cannot be demonstrated without the resolution of the terms 4 and B, of each or both; for
mﬁmdimm their nature would not enter into the ratiocination and the incompatibility could be demonstrated from these
orms.

But it might certainly be demonstrated by these if it were true, because it is not true per se, for all propositions neces-
sarily true are either demonstrable or known per se. Therefore, this proposition is not necessarily frue.

It is granted, therefore, that either a subject of all perfections or the most perfect being can be known.

Whence it is evident that it also exists, since existence is contained in the number of the perfections.



312 JOHANNES CZERMAK

de quibusvis aliis rebus ac de ipsis demonstrari. Atqui (ex hypothesi) sunt irresolubiles. Ergo haec pro-
positio de ipsis demonstrari non potest.

Posset autem utique de ipsis demonstrari si vera esset, quia non est per se vera, omnes autem propo-
sitiones necessario verae sunt aut demonstrabiles, aut per se notae. Ergo necessario vera non est hacc
propositio. Sive non est necessarium ut A et B sint in eodem subjecto, non possunt ergo esse in eodem
subjecto et cum eadem sit ratiocinatio de quibuslibet aliis jusmodi qualitatibus assumtis, ideo compati-
biles sunt omnes perfectiones.

Datur ergo sive intelligi potest subjectum omnium perfectionum, sive Ens perfectissimum.

Unde ipsum quoque existere patet, cum in numero perfectionum existentia contineatur.

Man beachte, daB Vollkommenbheiten hier definiert werden als einfache, positive und absolute
Qualititen, die aus diesem Grund nicht miteinander unvertraglich sein kénnen, ihre Konjunktion
somit konsistent ist, und vergleiche dies mit Godels erstem Axiom, mit der Bemerkung auf der
sweiten handschriftlichen Seite oben, daB , M(3x)G(x) means: the-system of all positive proper-
ties is compatible”, und mit dem Hinweis in der Funote auf die ,,normal form in terms of ele-
mentary propositions.* — Das obige Zitat von Leibniz schlieBt mit der Feststellung, daB die Exi-
stenz eine der Vollkommenheiten ist.

Der Einwand Kants, daB Existenz kein reales Pradikat sei, schien den ontologischen Beweis
erledigt zu haben. In der Kritik der reinen Vernunft, 2. Aufl. 1787, liest man auf S. 62611, (,,Von
der Unmoglichkeit eines ontologischen Beweises vom Dasein Gottes*, hier zitiert nach Kant

[1781]):

Sein ist offenbar kein reales Pradikat, d.i. ein Begriff von irgend etwas, was zu dem Begriffe eines Din-
ges hinzukommen kénne. Es ist blo} die Position eines Dinges, oder gewisser Bestimmungen ‘an sich
selbst. Im logischen Gebrauche ist es lediglich die Kopula eines Urteils. Der Satz: Gott ist allmdchiig,
enthilt zwei Begriffe, die ihre Objekte haben: Gott und Allmacht; das Wortchen: #sz, ist nicht noch ein
Pridikat oben ein, sondern nur das, was das Pridikat beziehungsweise aufs Subjekt setzt. Nehme ich nun
das Subjekt (Gott) mit allen seinen Pradikaten (worunter auch die Allmacht gehéret) zusammen, und sa-
ge: Gott ist, oder es ist ein Gott, so setze ich kein neues Pradikat zum Begriffe von Gott, sondemn nur das
Subjekt an sich selbst mit allen seinen Pradikaten, und zwar den Gegenstand in Beziehung auf meinen
Begriff. Beide miissen genau einerlei enthalten, und es kann daher zu dem Begriffe, der bloB die Még-
lichkeit ausdriickt, darum, daf ich dessen Gegenstand als schlechthin gegeben (durch den Ausdruck: er
ist) denke, nichts weiter hinzukommen. Und so enthilt das Wirkliche nichts mehr als das bloB Magliche.
Hundert wirkliche Taler enthalten nicht das Mindeste mehr, als hundert mogliche. Denn, da diese den
Begriff, jene aber den Gegenstand und dessen Position an sich selbst bedeuten, so wiirde, im Fall dieser
mehr enthielte als jener, mein Begriff nicht den ganzen Gegenstand ausdriicken, und also auch nicht der
angemessene Begriff von ihm sein. Aber in meinem Vermdgenszustande ist mehr bei hundert wirklichen
Talem, als bei dem bloBen Begriffe derselben, (d.i. ihrer Méglichkeit). Denn der Gegenstand ist bei der
Wirklichkeit nicht blof in meinem Begriffe analytisch enthalten, sondern kommt zu meinem Begriffe
(der cine Bestimmung meines Zustandes ist) synthetisch hinzu, ohne daB, durch dieses Sein auBerhalb
meinem Begriffe, diese gedachte hundert Taler selbst im mindesten vermehrt werden.

Wenn ich also ein Ding, durch welche und wie viel Pridikate ich will (selbst in der durchgingigen
Bestimmung), denke, so kommt dadurch, da ich noch hinzusetze, dieses Ding ist, nicht das mindeste Z#
dem Dinge hinzu.

Auch Frege stellt lapidar fest: ,,Weil Existenz Eigenschaft des Begriffes ist, erreicht
tologische Beweis von der Existenz Gottes sein Ziel nicht.“ (Grundlagen der Arithmetik, §
Als in unserem Jahrhundert neuerlich iiber Existenzpradikate (auch im Zusammenhang
der Entwicklung der sog. Free Logic) diskutiert wurde, erwachte wieder das Interesse am
tologischen Beweis vgl. z.B. Rescher [1959], Hintikka [1969], Gombocz [1974], bis hin NM
Smullyan [1983]. Zudem lieferte die Modallogik Hilfsmittel zur Formalisierung z.B. Hartshor?

der on-
53).
mit

on-
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[1961], :omﬁ..?% mwc@:.m&or diesen Beweis, den Gdel gekannt hat, unten wieder), und Harri-
son [1970]. Godels Beweis stellt meines Erachtens den Versuch dar, unter Umgehung der Ein-

winde von Kant und Frege den Wunsch von Leibni i is mi
\ : eibniz nach einem Beweis mit str
tischer Evidenz zu verwirklichen. eneer mathema-

=

Zur Modallogik

Den ?.Hmﬂoa zu ihrer modernen Entwicklung (nach Bliitezeiten in Antike und Scholastik) gab C
H.. h@.,sm Cm.mu[:_waév. m_m. er finf aussagenlogische Axiomensysteme (,S1“ bis ,S5¢ maswszc.
fiir eine ,,strikte Implikation entwarf. Godel bemerkte [1933], daB man. das System S4 wie folgt

axiomatisieren kann (es ist [J als ,,notwendig®, © N .
. } » g, < als ,,moglich® zu lesen
Abkiirzung fiir =[J—4 auffassen kann): » wobei man ©4 als

Axiome:
(1) 04 >4
@) 04 — B) — (04 — OIB)
3) 04 — 1104
Regel:
“ .ml ( Necessierun “«
O » gsregel”)

qumjwwwunﬂ:omwsmw Eﬂomorﬁa viele Axiome und Regeln der (klassischen) Aussagen- oder
; ikatenlogik. Man erhilt das stirkere System S5 i ,
; dutch Beskors Frinaim ,, y , wenn man das >x5:,5:moro5m (3) ersetzt

) O4 — 04

Mm ist aw.:: @4 :a«_oxcmc. Die Necessierungsregel ist motiviert durch den Umstand, daB man in
° :M.B rein _o.mao:a:.»&_oﬂo:mv\.ﬁna nur ,logisch notwendige Wahrheiten® herleiten kann. sie
erliert aber ihren Sinn bei uneingeschrinkter Anwendung in Theorien mit woza:wg&:v Ei-

genaxiomen. Diese Frage wird uns im folgenden noch beschéfticen: Gé in sei
Beweis anch e B g eschaftigen; Godel verwendet in seinem

©6) A—>B
U4—-0OB
% A—> B .
OCA>OB :

Q " . . .. . .

xmwﬂz M%Mmmm_m_az WMW n%a:ﬁo von (2) und der Necessierungsregel (4) unmittelbar ergibt. Man
Kap iters umgekehrt die Regel (4) durch i in¢
Leitbare pramaeckehrt dic %mv ! (4) durch (6) bzw. (7) ersetzen, wenn es wenigstens eine her-
Der oben erwihnte ontologische Beweis

. : : von Hartshorne [1962], 50f., 148t sich
Vereinfacht, im System S5 wie folgt durchfiihren (es stehe V fiir :<o:w885@s:v. e s

MWW mAvma V(x) Annahme: Vollkommenes ist méglich
x V(x) = O3 Mx) Anselms Prinzip. (Annahme: Wenn Vollkommenes
existiert, dann existiert es notwendi i
(10)  OIxV(x) » GO M(x)  aus (9) mit Regel (7) erveise)



314 JOHANNES CZERMAK
(1)  OOIeV(x) —> O3xMx)  istein S5-Axiom (5)
(12)  DO3xx) mit Modus ponens aus (8), (10) und (11)

Man hat eingewendet, daf} in den Annahmen (8) und (9), die natiirlich ihrerseits noch zu be-
griinden waren, ein anderer Notwendigkeitsbegriff steckt als der der logischen Notwendigkeit,
wie er durch das System S5 représentiert wird (vgl. etwa Hick [1967]). Hartshornes Argumeéntz-
tion findet sich in der hier angegebenen vereinfachten Form als Bruchstiick in Gédels Beweis
wieder.

Die Starke des Systems S5 zeigt sich nicht nur in der Moglichkeit, von (8) und (9) auf (12)
zu schlieBen, sondern auch in der Herleitbarkeit der sogenannte Barcanformel

(13)  Vx[AE) < OvxA) -
bzw. (damit dquivalent)
(14) OFxdx) © IxOAx)

womit insbesonders eine Existenzbehauptung aus einer Moglichkeitsbehauptung mo_mm: kann,
Zur Modallogik gibt es in deutscher Sprache das klassische, wenn auch nicht mehr ganz zeitge-
méfe Lehrbuch Hughes/ Cresswell [1978].

Ausfiihrliche Darstellung des Gédelschen Beweises

Zwecks iibersichtlicheren Verweisens geben wir zunichst eine Zusammenstellung der Axiome,

Definitionen und Theoreme aus G6dels handschriftlicher Version, beniitzen dabei allerdings eine

heute eher iibliche logische Symbolik.
Es sei P eine einstellige Pradikatenkonstante zweiter Stufe; P(g) bedeute: ,,¢ ist eine posi-
tive Eigenschaft®.

Axiom 1: P(p) A P(y) = P(p Aw)

Godel fiigt in einer Fuinote hinzu: ,,und fiir jede Anzahl von Summanden®. Er fithrt zwei Axio-
me 2 an; wir spalten das erste dieser beiden in zwei auf.

Axiom 1°: P(p) v P(—p)

In einer weiteren FuBnote weist Godel darauf hin, daB es sich um das ausschlieBende Oder han-
deln soll — wir fiigen daher noch hinzu v
Axiom 1*: —(P(p) AP(—@))

Dana Scott verwendet in seiner Aufzeichnung die Formel ~P(¢) <> P(—¢)
1°und 1*,
Definition 1:
Definition 2:

anstelle der Axiome

G(x) & Vo(P(p) = ¢(x)) (Gott)
@Ess.x & Vy(p(x) > Oy (p() > w()) (Essenz von x)

Axiom 2a: P(p) — OP(p)

Axiom 2b: ~P(p) - O-P(p)

Theorem 1: G(x) > GEss.x

Definition 3:  E(x) & Vo(pEss.x —> O3y () (Notwendige Existenz)
Axiom 3: P(E)

Theorem 2: G(x) > O3y G»)

Axiom 4: P(p) A (g — w)—> P(y)
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Theorem 3:
Theorem 4:

OIx Gx)
O3x G(x)
Im folgenden kennzeichnen wir Herleitungsschritte, die nach Gesetzen der Aussagenlogik, der

Préadikatenlogik erster oder zweiter Stufe erfolgen, durch AL, PL] respektive PL2.
Um Theorem 1 zu beweisen, leiten wir zunichst zwei Hilfsformeln her.

(15) Gx) = (y(x) > P(y))
Beweis: G(x) - Vo(P(p) > p(x))  Definition 1
= @PCy)>-px)  PL2
= (y(x) > P(p)) Axiom 1° und AL

Dabei haben wir folgende Form des Komprehensionsaxioms beniitzt:

; “YEAxop®) mit (Cp)) = Axop ) © “px)
sowie ein Schema der Pradikatenlogik 2. Stufe: VoF(p) > F(-y).
. (16) Py) = DOVy(GO) = w(y)
Beweis: GO) = (P(y) - w() Definition 1 und PL2
P(y) = Vy(G) > w() ALund PLI

OP(y) - OVy(GH) = w(y) mit Regel (6); wir haben noch kein
Eigenaxiom in der Herleitung beniitzt
P(y) - OP(y) dies ist Axiom 2a; nun AL
Theorem 1: G(x) — GEss.x
; Beweis: Gx) = (wx) > OVHGH) - w())) aus (15) und (16) mit AL.
Nun universelle Generalisierung iiber , das ist PL2, und Definition 2.
Theorem 2: G(x) — O3y Go)

Beweis: G(x) - Vo (P(p) = p(x)) Definition 1

- (P(E) = E(x)) PL2
— E(x) Axiom 3 und AL
= Vo(pEss.x — O3yp(2x)) Definition 3

- (GEss.x —» O3y G(2x))
- O3y G(2x)

Unma.mg 1 und PL2
Theorem 1 und 47

_ Wir haben hier wiederum das Komprehensionsaxiom beniitzt:

E=Ax. E(x)=Ax.Vo(pEss.x — O3y 9 ()
; G=kx.G(x)=Ax.Vo(P(p) — @(x))

mit
Ex) < Ax.Vo(pEss.x — O3y p ))(x)
G < Ax.VoP(p) = p())(x)
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Um die Hilfsformel
(20) PG

zu beweisen, bendtigen wir eine inhaltliche Uberlegung: Bisher haben wir Axiom 1 noch gar
nicht bentitzt. Der dortige Zusatz ,und fiir jede Anzahl von Summanden scheint eine Formulie-
" rung der Form

und zwar wieder im Zusammernthang mit dem PL2-Schema VpF(p) — F(r) fiir w&&w.maﬁgo T
wie E und G. (Wir verwenden ,,E“ und ,,2x" somit zweideutig, als Abkiirzungen fiir Formeln
und als Bezeichnungen fiir Pradikatsterme.)

Wir beweisen einen weiteren ,,Hilfssatz:

17y = OFIxGE) - O3y GY)

Axiom 1" Vo (F(p) - P(e)) > P(L1p)
Beweis: 3xG(x)—> Uy G(y) ~ mit PLJ aus Theorem 2 : . . Vos.
CaxGx) —» OOy GO») mit Regel (7) ' nahezulegen, wobei WMVS yx.(.sﬁhﬁsv o)

SO Gy —» O3y GH) ist ein S5-Axiom (5)

Das war Hartshornes Beweis, vgl. (9) bis (11). Man beachte, da wir die Regel (7) in einer Her- woraus sich insbesondere MMVS AxVoP(p) > o) =G  ergibt,
leitung verwendet haben, in der die Eigenaxiome 1°, 2a und 3 beniitzt worden sind. und mit Axiom 1 dann B Po)> Pl PIG)

Im nun folgenden Beweis werden wir Axiom 4 verwenden — allerdings haben wir die
Schreibweise [l(p — ) noch nicht erklart.

Definition 4a: (p— w) sei OVx{px) —> X))
Definition 4b: (e — w) sei Vaxl(p(x) - yx)

Der Einschub auf der zweiten handschriftlichen Seite von Qaao_w. Manuskript weist darauf EF Theorem 3: O3x G (x)(Ergibt sich nun sofort aus (19) und (20).)
daf Godel die Definition 4b im Auge hatte; wegen der in S5 herleitbaren Barcanformel (13) sind ; .
beide Versionen jedoch logisch gleichwertig; wir entscheiden uns fur Definition 4a. _ Theoremd4: [13xG(x)(Mit Modus ponens aus (17) und Theorem 3, Endresultat.)

und damit die Formel (20), die in der Dana-Scott-Version gleich als Axiom auftaucht. (Sie ist of-
fensichtlich mit Axiom 1’ logisch &quivalent und anscheinend stirker als Axiom 1, wenn dieses
nur auf zwei, d. h. endlich viele Summanden bezogen wird.)

Mit obigen Hilfsformeln erhalten wir:

Definition 5: I=Xix.x=x und —J=Ax."x=x
Es gilt aufgrund des Komprehensionsaxioms AJ~ )(x) > ~I(x). Godel schreibt nach Axiom 4,
daf} es P(J) impliziert, ebenso wie:

Betrachten wir kurz noch einmal das erwihnte Problem der Anwendung der Necessierungs-
tegeln (es sind (4), (6) und (7) miteinander 4quivalent, da TIP(E) mit Modus ponens aus den
Axiomen 2a und 3 herleitbar ist): sie wurden in Herleitungen mit den Eigenaxiomen 1°, 2a und 3
beniitzt. Ubrigens wurde Axiom 2b nirgends explizit verwendet; man erhalt als ,,Zusammenfas-

(18) —P(—I) sung® von 2a und 2b
Beweis: - Yx(Cx=x—>X=X) PLI . .
Vx (~I1(x) — 1(x)) “Komprehensionsaxiom OP(p) — OP(p)
OV (~I(x) - 1(x)) Necessierungsregel (4) Nun sind in S5 die Formeln
OCI-T) Definition 4a
Pl > (D) Axiom 4 und AL (C4->04) (04 —-04) .
P Axiom 1°und AL A->OHAB—->TB)> AvB« 04 vVvB)
, . ® :
—P(—I) : Axiom 1* und AL , herleitbar, somit sind die Eigenaxiome 1° und 2 mit

Als weitere Hilfsformel benotigen wir: P v o)) baw. D(OP) > Do)

(19) P(p) > OIxp(x) logisch 4quivalent, also nicht ,kontingent*. Entsprechendes gilt auch fiir
Beweis:  Vx—p(x) - Vx(p(x) > ~x=x) PLI ~P(p) <> P(~9p)
OVx—pk) — D<ﬁs?v — ~I(x)) Regel (6) :sm . (eine Formel, die Dana Scott anstelle der Axiome 1° und 1* verwendet), und fiir die Axiome 1/
Komprehensionsaxiom und 4. Somit ist die Necessierungsregel in diesem System allgemein zulassig.
OVx—p(x) - DA% — - Definition 4a
P(p) AOVx~p(x) > P(~1) AL und Axiom 4

P(p) —» —0OVx—-pk) mit (18) und AL
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Das formale System

Bei der Rekonstruktion des logischen Rahmens gehen wir moglichst restriktiv vor. Insbesonders
beschrinken wir Abstraktionsterme und das Komprehensionsaxiom
Ax.A)y) < 45

(wobei 4} aus 4 durch Substitution von y fiir die freien Vorkommnisse von x in 4 unter Beach-
tung der tiblichen VorsichtsmaBnahmen entsteht) auf die tatsichlich im Beweis vorkommenden
Fille und fithren zu diesem Zweck ,,G*, ,.E* und ,,Ix*“ als eigene Pradikatsterme ein. (Allerdings
haben wir keinen direkten Anla3 anzunehmen, dal die Bildung von Abstraktionstermen von
Godel selbst nicht frei zugelassen worden wire, zumal in den entsprechenden Formeln alles
Mogliche vorkommt, némlich —, —, =, [ und Quantoren beider Stufen.) ’

I. Sprache:

1.1 Liste der Grundzeichen:
Individuenvariable (IV), mitgeteilt durch x, y, z
(1-stellige) Pridikatenvariable erster Stufe (PV), mitgeteilt durch @, v, ¥
1-stellige Pradikatenkonstante erster Stufe: G, E, /
1-stellige Pridikatenkonstante zweiter Stufe: P
Logische Zeichen: =, A, v, =, <>, 7, 3,V, =0
Hilfszeichen: (, )
1.2 Induktive Definition der Pridikatsterme (PT) und Formeln:
G, E, I und jede PV ist ein PT.
Ist 7 ein PT, dann auch7. (7 ist die ,,;Negation“ von 7.)
Istx eine IV und 7 ein PT, so ist z(x) eine Formel.

Ist 7 ein PT, dann ist P(7) eine Formel.
Sind x und y IV, dann ist x =y eine Formel.
Sind 4 und B Formeln, ist x eine IV und ¢ eine PV, dann sind

=A, (A AB), AV B), (4> B), (4 <> B), VxA, x4, VpA, 114 Formeln.
PTe werden im folgenden mit o oder 7 bezeichnet.

1.3 Abkiirzungen:
D1. o<1 stehe fiir OVx(o(x) > 7(x))
- D2 @ Ess.x stehe fiir P AV (px) = o <)
(Wir haben, Dana Scott folgend, die urspriingliche Godelsche Definition der Essenz abgeandert,

da diese (—])Ess.x abzuleiten gestatten wiirde, was sicherlich Godels Intention und der mo:.HMM
FuBnote in der handschriftlichen Version, wonach je zwei Essenzen von x notwendigerwe!

dquivalent sind, widerspricht.)
II. Axiome:

1Ll Axiome der (klassischen) Pridikatenlogik 1. Stufe

1.2 Gleichheitsaxiom: Vx (x =x)
1.3 Axiomenschema der Pridikatenlogik 2. Stufe: VoF(p) —> F(7)
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o

IL4  Modallogische Axiome fiir 85 (die Formeln (1), (2), (3) und (5))

IL5 ,,Komprehensionsaxiome':
K1. T(x) <> = r(x)
K2. Gx) & Vo(P(p) > ¢(x))
K3. E(x) & Vo(pFEss.x — D3xe(x)
K4. Ix) &x=x

1.6  Eigenaxiome:
Al. —P(p) < P(p)
A2, OP(p) > DOP(p)
A3, P(E)
Ad. Ppyrn o <y P(y)
AS, P(G)

. Regeln:

HLY  Regeln der (klassischen) Pridikatenlogik 1. Stufe
N2 Regel fiir die universelle Generalisierung auf der 2. Stufe
IIL3  Necessierungsregel (als (4), (6) oder (7))

@Eimo Anmerkungen: Die Wahl der ,,Komprehensionsaxiome* (es sind eigentlich keine) K1
bis K4 vereinfachen den Beweis etwas; insbes. benstigen wir keine Gleichheitsaxiome auf der 2.
Stufe. Wir haben P(G) als Axiom statt 1’ gewihlt, um Terme wie ms zu vermeiden. (Diese

Ag)

Formel macht die Definition von G imprédikativ — G wird definiert unter Bezugnahme auf eine
Gesamtheit, der es selbst angehért.) AuBerdem ist P(G) auf der Basis der anderen Axiome mit
unserem Theorem 4, L13x G (x), dquivalent: aus (15) folgt ja sofort G(x) = P(G), und damit P(G)
aus [13x G(x). Die Umkehrung zeigten wir bereits mit Hilfe von (19) und (17).

Wiirde man G statt K2 annehmen:

K2a.
K2b.
K2c.

G(x) & Vo(P(p) > Oo(x))  oder
G(x) & Vel(P(p) » o)) bzw.
G« LOVe(P(p) > o))

(in S5 sind diese Méglichkeiten wegen A2 gleichwertig), so wire A3, das ist P(E), tiberfliissig

Eﬁ der Beweis entsprechend kiirzer: wie im Beweis von (19) ergibt sich P(G) - O3x G(x) mit
m:m,o von Al und A4 wie folgt: -

Vx—G(x) - Vx(Gx — —x=x) PL]

OVx-Gx) -» Ovx(Gx - T(x) KI, K2 und (6)
=O3AxGx) - GT 55,D1

P(GYA G<T— P(I) A4

=P(T) wie (18), also mit Al

P(G) - O3xG(x) mit AL aus den letzten drei Formeln

; 7%: A5 folgt nun O.ma.QQy aufgrund von K2a, K2b oder K2¢ erhilt man in S5 zunichst
! waDQ.@O und mogo_w:o: LI3xG(x). (Allerdings wiirden hier dann de-re-Modalitéiten, wie sie
Im Beweis sonst nirgendwo auftreten, vorkommen — wir haben auch deswegén Definition 4a
Yorgezogen.)
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Wir schreiben (K, v) = 4, wenn (K, v, &) = 4 fiir jedes ¢ aus W gilt.

Es ist dann (K,v) =4 fiir jedes Axiom 4 aus der Liste I1.1 bis I.5. Wir nennen ein solches
Paar (K, v) ein Modell.

Fir die Giiltigkeit der Eigenaxiome Al bis A5 ergeben sich aus einer naheliegenden Uber-
setzung folgende Bedingungen fiir ein Modell (K, v):

BI. MeP < (D\M) ¢P
B2. Vo, f < Wiv(r,a)eP < v(r,B)eP
B3. v(E,a) € P fiirjedes a €W
B4. v(r,a) € P, VB e W[v(z, hvm<Ao.msz<Ao. a)eP
B5. NPe?
Ein Modell (K,v), das diesen Bedingungen geniigt, ist ein Modell fiir das vorgestellte formale

Ubrigens zeigt Hajek [1994], daB P(E) fiir den Beweis von [13x G(x) notwendig ist, indem er
ein ,Kripkemodell* angibt, in dem alle Axiome bis auf P(E) erfullt sind, [13x G(x) aber falsch
ist (woraus nun auch insbesonders folgt, dal G(x) — [JG(x) nicht herleitbar sein kann —was ja '
mit Hilfe von K2a, K2b oder K2¢ der Fall wire).

Modelle fiir das vorgestellte formale System
Ein Rahmen K ist ein Tripel (W, D, P), wobei

W eine nichtleere Menge von ,,mdglichen Welten®,
D eine nichtleere Menge von Individuen und
P eine Teilmenge der Potenzmenge von D ist.

Eine Bewertungsfunktion v fiir K ist eine 2-stellige Funktion mit folgenden Eigenschaften:

v(x,a) € D fiir jede IV x und jedes « aus W System in dem Sinn, daf} (K, v) = 4 auch fiir jedes Eigenaxiom 4 (Al bis A5) gilt und in der Fol-
(@, ) C D fiir jede PV ¢ und jedes a.aus W ge auch fiir jede in dem formalen System herleitbare Formel 4.

v(G,a)= NP und v(/, ®)=D m.w:”&a aausW Beispiel 1: Sei K=(W,D,P) mit W={a,f}, D={1,2}, P={{2},{1,2}} und

v(7,a) = D \v(r,a) fiir jeden PT 7 und jedes « aus W vix,a)=1, v(p,a)={1}, v(p,B)=0 gegeben, und weiters sei v derart definiert, daB BI bis B5

_erfullt sind. Dann gilt
Ky, ) EOVx—p(x) und. (K,v,0) Ep@) AV (p(x) > p<p)

somit (K, v, @) E=—E(x) und v(E, @)= {2}. Daher kann die Formel VxE(x) nicht roao:cﬁ woa
Insbesonders gilt auch

(weitere wo&nmc:mon folgen spiter).
Sind v und v’ zwei Bewertungsfunktionen fiir K, so schreiben wir v = v'(x, Qv wenn v mit
v’ iiberall {ibereinstimmt mit der eventuellen Ausnahme bei {x, ). Analog sei die Schreibweise
v=v'{p,a) erklirt. ;
Sei F die Menge aller Formeln (zunichst ohne ,.E*). Die Bewertungsfunktion v fiir K werde
mit Werten aus {0,1} fortgesetzt auf die Menge Fx W mit Hilfe der mo_mosaoz induktiven Defi-
nition iiber den Formelaufbau:

vizix),0)=1 & vx,€vir,a)

v(iP(o),)=1 o v(r,a)€P

vix=y,a)=1 < v(x,a)=v(Q, a)
v(c4d,0)=1 < v(d,a)=0

XK,v, @) = Ixpx) A LDmxSO@ ,

woraus folgt, daB die Modalititen nicht ,kollabieren
Natiirlich ergibt sich durch die konkrete Angabe eines Modells auch die Konsistenz des vor-
gestellten Systems.

Beispiel 2: Sei K=(W,D,P), W und D wie in Beispiel 1, P ={@, {1}}; es sei v derart ammEo:
dafl neben B1 und BS auch B2 erfiillt ist, .
Es gilt (K,v,0) =E(2):Ist v(p, @)= {2} oder v(p, ¢)={1,2}, so ist v(p, a)¢P, wegen B2 dann
auch v(p,p)¢P, insbes. v(p,B)=@, also v(3xp(x), A=1 und imu p(x),a)=1, daher
v(U3x p(x), @)=1 und v(E(x), @)= 1, wenn v(x, ¢)=2. Damit gilt aber auch V(E, @) ¢P, somit ist
(K,v, @) =E=P(E) und wegen B2 schlieBlich auch (K, v) =—P(E).

‘So:aa ist wegen NP =0 auch (K,v) =0-3xG(x). Dies zeigt, daB man A3 und/oder >¢ fiir
den Beweis von O3x G(x) benotigt,

v(Vxd,d)=1 & v'(4,a)=1 fiir alle Bewertungsfunktionen v ‘mit v ’=v(x, a)

vi4d,0)=1 o VBeW:v4,p)=1
v(Vpd,)=1 < v/(4,a)=1 fiir alle Bewertungsfunktionen v’ mit v’ =v{¢, a)-

(Man beachte insbesonders bei dieser letzten Klausel, daf} die Bewertungsfunktionen noch wel-.
teren, unten angefithrten Bedingungen geniigen miissen.) Wir schreiben

Kv,) FF wemn v(F,a)=1.
Sei a € D und A(x) eine Formel mit freier IV x. Es sei dann
(K,v,q) & A(a)

- eine >E§§csm fir: Es gibt eine Bewertungsfunktion v’ mit v’'=v{x,a), v (x,@)=4 und
(K,v', @) = A(x). Wir vervollstindigen die Definition der Bewertungsfunktion v fiir K durch

. Beispiel 3: Da jede Eigenschaft, die man logischerweise hat, wie eben z.B. die Selbstidentitit,

Mmm:z ist, folgt, daB es nichts geben kann, was nur negative Eigenschaften hat. Definiert man
er

T(x) & Vo(Ox o(x) A ~P(p) = p(x)) A (. Teufel)

So ergibt sich fiir die Modelle in den Beispielen 1 und 2 (K, v) = 03x T(x). Andererseits ist es nicht

(B, &) = {a€D: (K,v,a) =Y p(pEss.a —» CHx p()}. Schwierig, ein Modell (K,v) anzugeben mit (K,v) = [I-3x T(x): es sei W={a,8}, D=({1,2,3}
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und P={{1},{1,2},{1,3}, {1,2,3}}. Dieses Beispiel zeigt Emvowo:aﬂw mzoF.. awm m.wow Godels
Beweis nicht ,,dualisieren® 148t, wie es bei Anselms Argument anscheinend méglich ist, vgl. da-
zu Haight [1970].

Schlufibemerkungen

Die Glaubwiirdigkeit eines Theorems héngt von der O_mcvéﬁ&mw% der Axiome E.a der Ad-
dquatheit des logischen Rahmens ab. Letzteres ist im Falle dieses Godelschen Beweises durch-
aus diskussionswiirdig — wie Atlas [1984], 21 erw#hnt, hatte Qaaﬂ mo_gwwmmgw@.z mamnw Bek-
kers Prinzip (die Formel (5), die dem System S5 wesentlich zu seiner Starke <2.~E3 .momcmmz.
Die Glaubwiirdigkeit der Axiome, insbesonders von Al, hingt wiederum von o:z% mEs<.o:o:
Interpretation von ,positiver Eigenschaft” ab.3 (Etwas onmeo?. ﬁaﬂomo der beiden Eigen-
schaften ,,Verheiratet* und ,,Unverheiratet sollte z.B. positiv sein?) <§o. mm.mmdmm schon er-
wihnt, scheint dieser Godelsche Beweis eine formale Ausgestaltung der Ha&E.Nmowo: ,woéo_m-
idee zu sein, mit der sich Gddel durchaus auch selbst identifiziert :mcoﬁ mag,. /.N.So aus einer No-
tiz Carnaps iiber ein Gesprich mit Godel am 13.11.1940 hervorgeht, hielt Owa& eine wissen-
schaftliche metaphysische Theorie (im Sinne eines exakten Postulatsystems) fiir moglich. In ei-
nem Brief vom 6.10. 1961 an seine damals 82-jahrige Mutter schrieb er:#

Man ist natiirlich heute weit davon entfernt, das theologische Weltbild wissenschaftlich begriinden zu kén-
nen, aber ich glaube, schon heute dirfte es mdglich sein rein verstandesmassig (chne sich auf den Glau-
ben an irgend eine Religion zu stiitzen) einzusehen, daf die theologische Weitanschauung mit allen be-
kannten Tatsachen . . . durchaus vereinbar ist. Das hat schon vor-250 Jahren der beriihmte Phitosoph und
Mathematiker Leibniz zu tun versucht ...
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PETR HAJEK*

Der Mathematiker und die Frage der Existenz Gottes
(betreffend Gddels ontologischen Beweis)

Es ist gut, daB wir nicht wissen,
sondern glauben, dafB ein Gott sei.
(Kant, NachlaB)

1. Einfiihrung

Godels zu Lebzeiten unverdffentlichter Beweis fiir die notwendige Existenz eines Gott-dhnlichen
Wesens hat sowoh! philosophisches als auch mathematisches Intéresse geweckt. Zweck der vor-
liegenden Arbeit ist es, zu einer Deutung des Godelschen Textes beizutragen, 1. durch Kom-
mentierung der einschlégigen Literatur und 2. durch Bereitstellung von etwas Modelltheorie. Die
Arbeit enthélt keinen philosophischen Beitrag. Wiahrend der letzten Jahre habe ich etliche Male
iiber Gédels Gottesbeweis vorgetragen, insbesondere auf dem Symposium zur Feier von Profes-
sor Gert Miiller (Heidelberg, Janner 1991), doch habe ich niemals beabsichtigt, eine Versffentli-
chung iiber das Thema zu machen. Da ich wiederholt um eine schriftliche Version gebeten wur-
*de, entschloB ich mich, schnell eine ,erweiterte Kurzfassung*! zu schreiben, ohne aus ihr einen
voll ausgearbeiteten Artikel machen zu wollen. Die vorliegende Arbeit, welche das Ergebnis ei-
ner Einladung der Herausgeber dieses Buches ist, ist eine Ausarbeitung jener erweiterten Kurz-
fassung; speziell ist § 5 (betreffend Anderson [1990]) neu. Meinen Dank fiir wertvolle Informa-
tionen richte ich an M. Baaz, C. Smoryiiski, F. Montagna, G. Miiller, H. Luckhardt, U, Felgner,
A. Oberschelp und C. Parsons (in chronologischer Ordnung).

2. Uberblick iiber die einschliigige Literatur

(2) Als theologischer Hintergrund ist Kiing [1978] sehr zu empfehlen, insbesondere (aber nicht
nur) Kapitel F.III. (,,Gott beweisen?, S.583). Kiing schreibt:

Gottesbeweise haben heute viel von ihrer Uberzeugung, wenig aber von ihrer Faszination eingebiifit.
Immer noch iiben sie eine stille, geheime Anziehungskraft auf denkende Menschen aus. Existiert Gott?

Das muB sich doch beweisen lassen! Unwiderlegbar, rational, jedem einsichtig. Mag sein: Gottesbeweise
sind heute als Beweise gescheitert, tot. Aber noch als gescheiterte und tote nétigen sie den Nachgebore-

nen Respekt ab. Und nicht wenige hat an der Bahre der Gottesbeweise ein wehmiitiger Trotz ergriffen:

Es miite doch moglich sein!

 Zweitens ist wegen der Beziehung des Godelschen Beweises zu Anselm die Lektiire von Barth
- [1958] besonders empfehlenswert. Barth interpretiert Anselms Gottesbeweis; interessant fiir

Institute of Computer Science, Academy of Sciences of the Czech Republic, CZ - 182 07 Prague;
Email: hajek@uivt.cas.cz ’
Diese erweiterte Kurzfassung mit dem gleichen Titel wie dieser Aufsatz habe ich an Interessenten auf Anfrage verteilt.

Eine Fortsetzung der vorliegenden Arbeit wurde als Hijek [1996] versffentlicht. Die Diskussion wurde von Anderson
und Gettings [1996] weitergefiihrt. )



