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1 Syntax

1.1 Notationen

Propositionen: D, q (1.1.1)
Behauptungssymbol: - (1.1.2)
Gleichheit: = (1.1.3)
Funktionen: o, (1.1.4)
Aquivalenz: = (1.1.5)
Grundfunktionen: D,~,V,. (1.1.6)
1.2 Grundfunktionen, Aquivalenz, Definition
kontradiktorische Funktion ("non-p”) : ~D (1.2.1)
logische Summe (inklusives "oder”) : pVq (1.2.2)
logisches Produkt ("und”) : p.q (&~ (~pV~q) (1.2.3)
implikative Funktion ("wenn ..., so...”) : pDOgq (1.2.4)
Definition (”Def. * als xx”) : k.= %% Df. (1.2.5)
Aquivalenz : p=gq.=.pDq.qDp DL (1.2.6)

1.3 Verwendung von Punkten

Punkte werden zur Trennung und Gruppierung von Propositionen (Gruppen (1) und (2)),
sowie fiir das logische Produkt verwendet. Eine hchere Anzahl von Punkten kann dabei
als dussere Klammer verstanden werden, wahrend die niedrigere Punktzahl eine innere
Klammer anzeigt.

Die 3 Gattungen (geordnet nach Prioritdt) sind:

(1) In der Nachbarschaft der bisher vorgestellten Symbole (ausser dem logischen Produkt)
(2) In der Nachbarschaft von Scheinvariablen

(3) Als logisches Produkt



1.4 Propositionalfunktionen

Definition: 1.1 Der Ansatz ¢x enthdlt Verdnderliche x so, dass eine Proposition entsteht,
sollte x ein fest bestimmter Sinn gegeben werden.

Notation:
¢x ist ein mehrdeutiger Wert der Propositionalfunktion ¢2 und ¢a ein eindeutiger

(x).¢x 7 pxr immer” (1.4.1)

(Jzx).¢x "es gibt ein x, sodass ¢x wahr ist” (1.4.2)

1.5 Scheinvariablen

Scheinvariablen sind mit Klammern gekennzeichnet: (z). Eine Proposition in der z als
Scheinvariablen vorkommt, ist keine Funktion von z; der Wahrheitswert der Proposition
héngt nicht von der Wahl von x aus dem Bereich sinnstiftender Werte ab).

Beispiel: (z).z = z: Die Gleichheit zwischen jedem Ding und sich selbst ist unabhéngig
von der Wahl von x gewéhrleistet.

1.6 Propositionen mit echten und Scheinvariablen

e "Wenn eine Propositionalfunktion behauptet werden kann, dann kann es auch die
Proposition, dass alle Werte der Funktion wahr sind.” = Was fiir ein beliebiges gilt,
gilt fiir alle

F: (x).0(x). D .0y
F: ¢y, D .(3x).px
F:(x).02 : (x).)z D (z).pxabx

1.7 Formalimplikation/-dquvalenz

Soll eine Implikation wie ¢x. DO .@x allgemein gelten, schreibt Russell (z) : ¢px. D Wz
(s.0.) und nennt sie Formalimplikation.

Formale Aquivalenz wird ausgedriickt durch (z) : ¢z. = .x. Jeder Wert der ¢z geniigt,
geniigt also auch 1z und die eine vermag die andere in einer Wahrheitsfunktion zu erset-
zen. ("beide haben die gleiche Extension”)

1.8 Identitat

Fiir Identitiat wird kein eigenes Zeichen benétigt, = erfiillt alle notigen Vorraussetzungen
um "z ist identisch mit g’ auszudriicken:

Identitatssatz : Fao=ux (1.8.1)
Symmetrie : Frx=y.=y==1x (1.8.2)
Transitivitét Fr=y.y=zDax=z (1.8.3)



2

Zirkelfehlerprinzip

" Whatever involves all of a collection must not be one of the collection”

Beispiel: Die Menge aller Mengen. Diese kann so nicht existieren, da sie selbst
wieder Teil von ’allen Mengen’ wire.

Propositionalfunktionen

Sie sind dadurch ausgezeichnet, dass sie selbst kein einzelnes Objekt darstellen,
sondern sind lediglich durch die Gesamtheit ihrer moglichen Werte bestimmt

Die Werte einer Funktion sind immer definiert, auch ohne diese:

Sokrates ist ein Mensch
Plato ist ein Mensch  } — 7 ist ein Mensch (3.0.4)

Die Proposition "Sokrates ist ein Mensch’ macht also auch Sinn, wenn die Funktion
'z ist ein Mensch’ noch gar nicht betrachtet wurde

Notation: ¢z ist ein Wert von ¢

Nach dem Zirkelfehlerprinzip darf eine Propositionalfunktion nichts von sich Abge-
leitetes als Argument erhalten

Wahrheitshierarchie

Es ergibt sich unter Anderem folgendes Problem:

"D ist falsch” (4.0.5)
—"(p).p ist falsch” (4.0.6)
—"{(p).p ist falsch} ist falsch” ist ungiiltig (4.0.7)

Die letzte Zeile ist dabei ungiiltig, da ’(p).p ist falsch’ von p ist falsch’ abgeleitet ist
und demnach nicht in diese eingesetzt werden kann. (Allerdings wiirde man natiirlich
gerne sagen, dass die zweite Proposition falsch ist)

Die Losung ist eine Wahrheitshierarchie: Will man sagen, dass etwas wahr oder
falsch ist, muss man spezifizieren, welche Wahr- oder Falschheitsordnung die fragli-
che Proposition hat

Also muss man beispielsweise sagen:

{(p).p hat erste Falschheit} hat zweite Falschheit (4.0.8)

(was eine wahre Proposition ist)



5 Typen

e Es werden unter Anderem folgende Typen unterschieden: Propositionen, Funktio-
nen, Individuen

e Diese Unterscheidung ist notig, da eine Funktion f{¢Z}, die eine Funktion als Ar-
gument nimmt, keine Individuen akzeptieren kann (da Funktionen mehrdeutig sind
und diese von f{¢z} durch Quantoren ’eliminiert” wird, diese sind allerdings nicht
sinnvoll fiir Individuen). Umgekehrt sind Individuen eindeutig, an ihrer Stelle macht
eine Funktion also keinen Sinn, da das Resultat dann ja keine eindeutige Proposi-
tion wire. (Auch Propositionen sind keine einzelnen Objekte (aber eindeutig) und
konnen deshalb nicht an die Stelle von Individuen oder Funktionen treten)

Beispiel:

Hoz}t = (x).0x (5.0.9)
fy} = (x).yx ist sinnlos (5.0.10)

e Notation: Eine z-Funktion ist eine, die z als Argument nimmt (und dabei einen
sinnvollen Ausdruck ergibt)

6 Funktionenhierarchie

e Da Funktionen nicht alle die gleichen Typen von Argumenten nehmen kénnen, muss
es also auch unterschiedliche Stufen von Funktionen geben

e Diese sind allerdings nicht so trivial wie man annehmen wiirde. Wir betrachten
hierzu folgende z-Funktion:

(¢)-f(¢2, z) (6.0.11)

Diese setzt die Totalitdat aller z-Funktionen voraus, sie ist aber selber eine

6.1 Matrixfunktionen

Definition: 6.1 Eine Matriz-Funktion enthdlt keine Scheinvariablen

e Jede Funktion ldsst sich nun auf eine Matrixfunktion reduzieren, indem man alle
Quantoren 'weglésst’

e Beispiel:

(2).0(z, y) (6.1.1)
(y)-0(z,y) (6.1.2)
(2,9).6(z,y) (6.1.3)

Die zugehorige Matrix-Funktion zu all diesen Funktionen ist ¢(z, y)



6.2 Erweiterte Funktionenhierarchie
Definitionen:
e Matrixfunktionen 1. Ordnung héngen nur von Individuen ab

e Matrixfunktionen (n + 1)-ter Ordnung hingen von mindestens einer Funktion n-ter
Ordnung ab und moglicherweise von solchen tieferer Ordnung

e Funktionen n-ter Ordnung lassen sich aus Matrixfunktionen n-ter Ordnung konstru-
leren

6.3 Priadikative Funktionen

Definition: 6.2 Pradikative Funktionen (n+ 1)-ter Ordnung hingen von mindestens ei-
nem Argument n-ter Ordnung ab

e Notation: ¢!z

e Jede Funktion n-ter Ordnung lésst sich aus einer pridikativen Funktion n-ter Ord-
nung konstruieren (durch binden von Argumenten (n— 1)-ter Ordnung durch Quan-
tifizierung iiber diese)

7 Reduzibilititsaxiom

e Zu jeder Funktion gibt es eine zu ihr dquivalente pradikative Funktion:
Fo(F) oz =, Wl (7.0.1)
e Beispiel:
— Identitdt (nach Leibniz) ist nicht endlich formulierbar:

"(¢) : px. D BY" (7.0.2)

Dies bezeichnet unendlich viele Aussagen (eine fiir jede Funktionenordnung),
was nicht praktikabel ist

— Mit dem Reduzibilitdtsaxiom lasst sich nun aber definieren

r=y.=:(¢):¢lx. D .¢p!yDL. (7.0.3)

8 Anwendungsbeispiel

Problem: Sei n die kleinste nicht mit maximal 11 Worten benennbare Zahl

Dann ist diese Zahl mit 11 Worten benennbar

Losung: "die kleinste ... benennbare Zahl” ist eine Benennung, die auf die Totalitét aller
Benennungen verweist, und daher nicht Teil dieser Totalitdt sein kann (bzw. eine solche
nicht existiert)

Es ldsst sich nun eine Hierarchie von Benennungen definieren, womit sich obiges Problem
nicht ergibt



9 Unvollstindige Symbole

Definition: 9.1 Symbole, die nicht auf ein Individuum verweisen (keine Eigennamen),
sie haben ohne Kontext keinerlei Bedeutung

Beispiel:

(12) () (9.0.4)
f{Ox)(ox)}. = (Fc) : px. =, .x = c: fe DE. (9.0.5)

Dies ist die Definition der Anwendung des ”einen Objektes, dass ... erfiillt” (das Symbol
selbst kann nicht definiert werden, da es ja alleine keine Bedeutung hat)
Fiir die ”"Identitét” von diesen Objekten gilt also:

(12) (o) = (12) (o) :=: SElc) gr.=, x=c (9.0.6)

SF1(1z)(¢)

Die Gleichheit gilt also nur genau dann, wenn das beschriebene Objekt auch wirklich
existiert (im Gegensatz zu Eigennamen, dort gilt die Identitéat immer)

Bemerkung: Ahnliches liisst sich auch fiir Klassen definieren (also alle Méglichen Anwen-
dungen, nicht aber die Klassen selber) und zeigen, dass sie sich so wie erwartet verhalten,
ohne aber ihre Existenz explizit zu fordern.
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