EINLEITUNG

Im Folgenden geben die Herausgeber in drei Abschnitten eine kurze Charakteristik
der Gedankenwelt Freges. Dabei wird der NachlaA besonders berficksichtigt. Der
erste Abschnitt enthiilt eine gedringte Darstellung der von Frege eingefithrien Formel.
sprache aufl der Basis der Fregeschen Ontologie. Ferner wird aufl den Fregeschen
Versuch eingegangen, die Arithmetik als Zweig der Logik zu begritnden, — Der zweite
Abschnitt beschiftigt sich vor allem mit den sprach- und definitionstheoretischen
Uberlegungen Freges. Besonderes Augenmerk wird hier weiter der Awseinandersetzung
Freges mit Hilbert, sowie Freges Logikbegriff gewidmet, — Der dritte Abschnitt er-
Ortert i wesentlichen die philosophischen Motive, die den spiiten Frege dazu fithren,
angesichts der bekannten Antinomie die Arithmetik nicht mehr aus der Logik, sondern
aus der ,,geometrischen Erkenntnisquelle* entspringen zu lassen.

I. Zur Begriffsschrift und zur Begriindung der Arithmetik

Die Wissenschaft verdankt Frege die erste formalisierte Sprache {Schrift), die
sich - wie die meisten heute aufgebauten formalen Sprachen - verhiltmismiBig
eng an die in der Mathematik gebriiuchliche ,,Umgangssprache® anschlieft.
In dieser Hinsicht unterscheidet sich die Fregesche Sprache von der Booleschen
Algebra der Lagik. In beiden Fillen handelt es sich um den Versuch, das
Leibnizische Projekt ciner characieristica universalis zu realisieren.?)

Diese Sprache sicht Frege auf dem Hintergrund einer Ontologie, welche er in
einem priizisen System mit scharfen Unterscheidungen entwickelt. Im Zusam-
menhang mit Problemen der Symbolisierung, d.h. der Ubertragung umgangs-
sprachlicher Aussagen in die formale Sprache, hat er sich auch um die Auf-
klarung von logisch relevanten Sprachphinomenen verdient gemacht. Die
Haupttricbfeder zur Entwicklung einer formalen Sprache war fiir Frege die
Absicht, die Arithmetik in einwandfreier Weise aufzubauen. Diese Bemithungen
gipfeln in seinem zweibindigen Hauptwerk Grundgesetze der Arithmetik. Leider
hat es sich gleichzeitig mit dem Erscheinen des zweiten Bandes herausgestelit,
daB die Grundlagen seiner Logik nicht widerspruchsfrei waren. Es ist Frege in
den letzten zwanzig Jahren seines Lebens nicht gelungen, diesen Widerspruch
in zufriedenstellender Weise zu beseitigen.

In den folgenden Zeilen soll zum leichteren Verstindnis des Nachlasses das
von Frege eingefiihrte formale System auf der Grundlage seiner Ontologie in

1 Zum Unterschied zwischen der Begriffsschrift und der Algebra der Logik vgl.
die Ausfithrungen pp. 131T.
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den wesentlichen Ziigen kurz dargestellt und auf die Fregesche Theoric der
Arithmetik’ cingegangen werden. Dabei findet sich wiederholt Gelegenheit,
auf relevante Stellen des Nachlasses zu verweisen.

1. Der Aufbau der Fregeschen Sprache. Frege hat in einem 1879 erschienenen
Biichlein mit dem Titel Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formel-
sprache des reinen Denkens eine formale Sprache entworfen und diese Sprache in
vervollkommneter Form in Band | der Grundgeseize der Arithmetik 1893 dargelegt.
Die Notwendigkeit zum Aufbau einer solchen formalen Sprache sieht Frege in
der fehlenden Genauigkeit der Umgangssprache. In der Umgangssprache kann
man vieles ausdriicken, was fiir das logische SchlieBen ohne Belang ist. Nur das,
was hierfiir relevant ist, der ,,begrifiliche Inhalt®, soll in der Formelsprache
nachgebildet werden. So erklart sich die Bezeichnung ,,Begriffsschrift**, Nach

Frege darf man sich bei dem Aufbau einer derartigen Schrift nicht zu schr (wie

es dic traditionelle Logik tut) von der Umgangssprache und einer hierzu ge-
schaffenen Grammatik beeinflussen lassen.

Die Begriffsschrift muBl zu der Ontologic passen. Frege hat eine spezielle
Ontologie ersonnen, die im folgenden skizziert werden soll. Alles, was es gibt,
ist Funktion oder Gegenstand. Die Gegenstiinde sind gesittigt, die Funktionen un-
gesittigt, erginzungsbediirftig. Eine Funktion hat eine Argumentstelle oder
mehrere Argumentstellen. Eine einstellige Funktion wird durch ein Argument,
eine mehrstellige Funktion durch entsprechend viele Argumente (welche den
einzelnen Argumentstellen zugeordnet sind) ergiinzt, gesittigt, und zwar zu
ihrem Wert, der immer ein Gegenstand ist. Frege unterscheidet verschiedene
Sorten von Funktionen im Hinblick auf die Zahl ihrer Argumente und mit
Riicksicht darauf, welche Art von Gegenstinden hzw. Funktionen fir die ein-
zelnen Argumente zugelassen ist. Im einfachsten Fall hat man Funktionen erster
Stufe mit einer Argumentstells erster Art, welche durch Gegenstiinde (und nur durch
Gegenstinde) erginzt werden kannen. (Frege verlangt, daB jeder Gegenstand
zur Erginzung einer solchen Funktion dienen kann.) Dann hat man Funktionen

Zweiter Stufe mit einer Argumentstelle zweiter Art, welche durch Funktionen der -

sachen betrachteten Art ergiinzt werden kénnen. Eine kompliziertere Klasse
bilden dann etwa zweistellige Funktionen, deren erste Argumentstelle durch
Gegenstinde und deren zweite Argumentstelle durch die vorhin betrachteten
einfachsten Funktionen ergiinzt werden konnen. .

Spezielle Gegenstiinde sind die Wakrheitswerte. Es gibt deren zwei: das Wakre
und das Falsche. Eine einstellige Funktion heiBt ein Begriff, wenn sie nur Wahr-
heitswerte als Werte hat. Eine mehrstellige Funktion mit dieser Eigenschaft
heiBt eine Bezichung.

Jeder Funktion wird ein Gegenstand zugeordnet, welcher ihr Wertverlouf
heiBt. Der Wertverlauf eines Begriffs heiBt der Umfang des Begriffs; der Wertver-
lauf ciner Beziehung der Umfang dieser Bezichung. Zwei Funktionen haben
genau dann denselben Wertverlauf, wenn sie fiir dieselben Argumente dieselben
Werte haben,
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1. Zur Begriffaschrift und zur Begriindung der Arithmetik X1

Besonders wichtig sind insbesondere die folgenden Funktionen:

(a) die zweistellige dentitdtshezishung, deren Wert genan dann das Wabhre ist,
wenn beide Argumente gleich sind.

(b) Der Inhaltsbegriff, dessen Wert genan dann das Wahre ist, wenn das Argu-
ment das Wahre ist. ‘

(c) Der Verneinungsbegriff, dessen Wert genau dann das Wahre ist, wenn das Ar-

t nicht das Wahre ist,

(d) Der zweistellige Bedingungsbegriff, dessen Wert immer das Wahre ist, abge-
sehen von dem Fall, daB das erste Argument das Falsche und das zweite
Argument das Wahre ist.

() Die Allgemeinheitsbegriffe. Im cinfachsten Fall handelt es sich um einen Be-
griff, dessen Argumente Funktionen erster Stufe mit einer Argumentstelle
erster Art sind. Der Wert dieses Begriffs ist genau dann das Wahre, wenn
das Argument ein Begriff ist, der fir jedes Argument das Wahre als
Wert hat.

(f) Die einstellige Wertverlaufsfunktion. Es handelt sich um einc Funktion zweiter
Stufe mit einer Argumentstelle zweiter Art. Der Wert fiir ein beliebiges
Argument, also fiir eine Funktion erster Stufe mit einer Argumentstelle
erster Art, ist deren Wertverlauf,

(g) Die cinstellige Kennzeichnungsfunktion. Dies ist eine Funktion erster Stufe
mit einer Argumentstelle erster Art, deren Wert fiir ¢in vorgegebenes
Argument wie folgt festgelegt ist: (1) Wenn es einen Gegenstand gibt,
derart, daB das Argument der Kennzeichnunpsfunktion der Wertver-
lauf der cinstelligen Funktion ist, welche man aus der Identitdtsbe-
zichung dadurch erhilt, daB man das erste Argument durch diesen Ge-
genstand erginzt, so ist. der Wert der Kennzeichnungsfunktion fiir das
betrachtete Argument dieser Gegenstand. (2) In jedem anderen Falle ist
der Wert der Kennzeichnungsfunktion gleich ithrem Argument.

Frege verwendet folgende Zeichen:

= fiir die Identititsbezichung,

— fir den Inhaltshegriff,

i fiir den Verneinungsbegriff,

fitr den Bedingungsbegriff,

v fir die Allgemeinheitsbegrifle,

? fur die Wertverlaufsfunktion,

\ fiir die Kennzeichnungsfunktion.)
Bei dem Symbol fiir den Bedingungsbegriff wird das erste Argument rechts
oben, das zweite Argument rechts unten angegeben,

Frege wihlt seine Sprache passend zu seiner Ontologie. Wir sind es heute
gewohnt, die Ausdrucksbestimmungen fiir eine Sprache rein formal zu geben.
Bei Frege ist dagegen der Sprachaufbau fortlaufend mit ontologischen Betrach-
tungen durchsetzt, so daB es nicht immer leicht ist, beides voneinander zu

1 Nicht alle diese Bezeichnungen kommen wortlich bei Frege vor.
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trennen. Im folgenden soll, um das Wesentliche des Fregeschen Sprachaufbaus
hervorzuhcben und dem Leser das Verstindnis der im NachlaB vorkommenden
Formeln zu erleichtern, ein Teilstiick der Fregéschen Sprache (cigentlich
Schrift) aufgebaut werden. Dabei sollen zunAchst, wie es heute allgemein {iblich
ist, (unter Verwendung der Fregeschen Symbole gebildete) nur lineare Zeichen-
reihen betrachtet werden. Der Ubergang zur zweidimensionalen Fregeschen
Schreibweise wird spater vollzogen. Auf die Angabe der Fregeschen Klammer-
Ersparungsregeln wird verzichtet. Um die Darlegungen technisch so einfach
wie maglich zu machen, werden dic Verkntipfungssymbole autonym bezeich-
net; ferner soll kein Unterschied gemacht werden zwischen Variablen und
Variablen fiir Variablen. Beim Aufbau der hier sog. Quasiformeln kénnen die
sog. gebundenen Variablen noch frei aufireten. Bei den eigentlichen Formeln
ist dies nicht mehr der Fall, Nicht eingegangen wird auf folgende Eigentfimlich-
keiten: Frege 1Bt nicht zu, daB einc gebundene Variable im Wirkungsbereich
des sie bindenden Operators nicht auftritt; er verbietet ferner, dafl im Wir-
kungsbereich eines mit einer gebundenen Variablen auftretenden Operators
dieser Operator mit derselben gebundenen Variablen wieder vorkommt.

Frege verwendet dic soeben angegebenen Funktionszeichen, Klammern,
sowie verschiedene Sorten von Variablen, wobei er im einzelnen noch zwischen
freien und gebundenen Variablen unterscheidet. Insbesondere verwendet er als

freie Gegenstandsvariablen: g, 4, ..., :

gebundene Gegenstandsvariablen im Zusammenhang mit der Darstellung

des Allgemeinheitsbegriffes: a, b, ...,
gebundene Gegenstandsvariablen im Zusammenhang mit der Darstellung
der Wertverlaufsfunktion: o, €, ...
freie Variablen fiir Funktionen erster Stufe mit einem Argument erster Art:

5ig - :
gebundene Variablen fiir derartige Funktionen: §, g, ...

Die Quasiformeln werden induktiv durch folgende Festsetzungen erklirt:
(1) aist eine Quasiformel. a ist einc Quasiformel. a ist eine Quasiformel.
(2) Ist P cine Quasiformel, so auch f(P} und [(P).
(3) Ist @ eine Quasiformel, so auch — @, | @, \ .
(4) Sind @, und P, Quasiformeln, so ist auch (?, = P,) und (P, | Po)
cine iformel.t)
(5) Ist @ eine Quasiformel, so auch & a @, v [ P und ’« .3}

Als Variable fitr Quasiformeln verwenden wir ,,@*. Das freie Vorkommen
ciner beliebigen Variablen v in einer Quasiformel @ wird induktiv so definiert:

1 Der Ubergang zu der Fregeschen Schreibweise der Implikation wird gleich unten
vollzogen. .

2 Der Ubergang zur Fregeschen Schreibweise wird unmittelbar anschlieBend voll-
zogen.
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L. Zur Begriffischrift und zur Begrilndung der Arithmetik X111
fbaus 3 (1} In v kommt o frei vor.
enden : , (2", (3') Falls v in @ frei vorkommt, so auch in f(®), {(®), — P, B,
ntlich - \ @; ferner kommt fin f(P) und | in {{D) frei vor,
iblich ] (4') Falls v in @; oder in (D, frei vorkommt, so auch in (P, = ¢,) und
ichen- (B, | @)
schen (5") Falls ¢ in @ frei vorkommt, und verschieden ist von a, bzw. | bzw. e, so
amer- kommt v auch in «a®, bzw. in U [@ bzw. in *a@ frei vor.
lnfach , Quasiformeln, in denen keine Variable n, keine Variable « und keine Variable §
zeich- | frei vorkommt, heifien Formeln oder Ausdriicke.
:_nucllli Ubergang zur Fregeschen Bezeichnungsiweise: Man schreibe
emeln & @ an Stelle von o
nlich- : J, @ an Stelle von D
zreich : & di an Stelle von *z &
Wir-
ratnli"s | an Stelle von (@, | @) -

Die zuletzt eingefthrte tmha.ndlichc zweidimensionale Schreibweise ist be-
schen _ sonders charakteristisch flir Frege und vermutlich dafiir verantwortlich zu
machen, daB sich seine Schrift nicht hat durchsetzen kénnen.

erals Wir kommen vollends zu der eigentlichen Fregeschen Schreibweise, wenn wir
Al cine graphische Verbindung verschiedener Funktionskonstanten einfithren
e (vgL. hierzu Grundgesetze der Arithmetik T, §§6, 8, 12). Diese graphische Verbin-
Al dung wird gerechtfertigt durch die Feststellung, daB dic in der folgenden
g Tabelle jeweils links und rechts dargestellten Funktionen umfangsgleich sind:
r Art: == und
-~ und o,
—I— und |
lart: —_—u=-und W,
el. Frege schreibt daher insbesondere:
filr i,
| D) . T me |,
. -_r m.r L .
Als primitive aussagenlogische Verbindungen hat Frege also nur die Negation
nmen und die Implikation:
niert: T@ besagt dasselbe, wie  nicht @.
Igi besagt dasselbe, wie  @,, wenn @,,
Die Alternative und die Konjunktion werden bei Frege umschrieben:
unten .L__g: besagt dasselbe, wic @, oder @y (nicht ausschljeﬂcnd).

"'[gl besagt dasselbe, wie @, und &,
1
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Als cinzigen Quantor hat Frege die Generalisierung:
~2~P bzw. f_& besagt dasselbe, wic fir alle a bzw. f: &,
Die Partikularisierung wird umschrieben:
G Pbzw. 1\ [+ & besagt dasselbe, wie es gibt ein q bzw. f, derart daB @.

Einc in ciner Formel @ vorkommende Gegenstandsvariable a ist bei der
Deutung generalisiert zn denken. Um auszudriicken, da8 eine Formel behaup-
tet wird (wie z.B. die Sitze seiner Begriffaschrift}, verwendet Frege einen
kleinen senkrechten Strich, der in der Mitte mit dem folgenden waagerechten
Strich verbunden wird. Dies ist der Behauptungsstrich. Ein Beisprel:

"[a besagt dasselbe, wie  ,,a, wenn o wird behauptel.

a

In verschiedenen Stiicken des Nachlasses beschiftigt sich Frege mit seiner
Begriffsschrift. In viclen Beispielen zeigt er, wic man umgangssprachliche und
vor allem mathematische Aussagen begriffsschriftlich darstellen kann. Hier sind
zu nennen insbesondere die Abhandlung Booles rechnende Logik und die Begriffs-
schrift (pp. 9R.), ferner Booles logische Formelsprache und meins Begriffsschrift
(pp-531L.), Dialog mit Piinjer iiber Existenz (Auffassung und Symbolisierung von
Existenzaussagen pp. 60fL.), Kurze Ubersicht meiner logischen Lehren (pp. 213f1.) und
Logischa Allgemeinheit (Symbolisierung von Allaussagen Pp-27Bff.). Indenbeiden
ersten zitierten Abhandlungen setzt sich Frege ausfiihrlich mit den Vorziigen
seiner Begriffsschrift vor der Formelsprache Booles auseinander. Er erkennt an,
daB sich ,,die boolesche Logik durch systematische Durchbildung vor den abge-
rissenen Andeutungen Leibnizens* auszeichne (p. I1), findet jedoch, daB bei
der Begriffsschrift dic Forderung, ,,daB das Verhaltnis der Zeichen mit dem
der Sachen in moglichstem Einklange stehe®, besser realisiert sei als in der
Booleschen Formelsprache (p. 13). Nicht alles, was Frege ausdriicken kann, 1Bt
sich in die Booleschen Zeichen tibersctzen, wihrend die umgekehrte Aussage
zutrifft (p.15). Auf pp. 161, kritisiert Frege die von Boole zur Begriindung
seiner Formalisierung eingefiihrten Zeitmomente. Er zeigt ausfithrlich
(pp.45fL), wie man eine bereits von Boole gestellte Aufgabe auch auf der

. Basis der Begriffischrift systematisch l8sen kann,

In Begrilndung meiner strengeren Grundsétze des Definierens (pp. 164 f1.) befaBt sich
Frege mit der Formelsprache von Peano und geht dabei vor allem ein auf den
Unterschied zwischen cinem generalisierten und einem nicht generalisierten
Bedingungssatz, Dieser Unterschied kommt nach Ansicht Freges bei Peano
nicht deutlich zum Ausdruck. '

An mehreren Stellen beschaftigt sich Frege mit dem Begriff der Variablen.
In diesem Zusammenhang unterscheidet er scharf zwischen Zeichen und Be-
zeichnetem und diskutiert seinen Funktionsbegriff (Logische Mdngel in der
Mathematik (pp. 17111.), Einleitung in die Logik (pp. 201 f.)).

In den spiten Nachlafistiicken finden sich Spuren der Auseinandersetzung
Freges mit der in seinem System herleitbaren Antinomie, die seine Bemiihun.
gen, die Arithmetik auf die Logik zu griinden, zunichte gemacht hat. Er sieht,
daB die Ursache fiir die Antinomie in der von ihm entworfenen Ontologic zu
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1. Zur Begriffischrift und zur Begriindung der Arithmetik XV

suchen ist, und beklagt, daB es schwer sei, sich nicht von der Sprache irrefiihren
zulassen { Tagebuchzintragungen ither den Begriff der Zahl (pp.282£.), Zahl (pp. 284L.)).
Er spricht aufgrund der selbstgemachten Erfahrung auch von einem,,Kampfe*,
den der Philosoph ,,mit der Sprache™ zu fihren habe (Erkenntnisquellen der
Mathematik und der mathematischen Nelurwissenschaflen, p. 289}, Als besonders kri-
tisch sicht er an dieser Stelle seine grundlegende friihere Annahme an, daB
jedem Begriff ein Gegenstand als sein Umfang entsprechen soll. Den grund-
legenden Unterschied zwischen (gesittigten) Gegenstinden und {ungesittig-
ten) Funktionen hilt er jedoch bis zuletzt fiir wesentlich (so z.B. in Uber

- Schoenflies: Die logischen Paradoxien der Mengenlehre (pp. 1911L.), wo er cine von

Schoenflies vorgeschlagene Aufldsung der Russcllschen Antinomie bespricht). -

2, Die Fregesche Theorie der Arithmetik. Schon im Vorwort seiner Begriffsschrift
(1879) fragt Frege, ob man sich zur Begriindung der arithmetischen Urteile auf
Erfahrungstatsachen stiitzen miisse. Er stellt sich die Aufgabe, zu versuchen,
wic weit man in der Arithmetik allein durch logische Schliisse gelangen kénne.
Erneut greift er dieses Problem auf in dem Buch Die Grundlagen der Arithmetik
(1884). Dart stellt er zunichst fest, daB eine Zahlangabe eine Aussage fiber
cinen Begriff sei, Sodann definiert er:

Einem Begriff (dessen Argumente Gegenstinde sind) kommt die Zahl 0 zu,
wenn kein Gegenstand unter diesen Begriff fillt, d.h., wenn jeder Gegenstand

-diesen Begriff zum Wahrheitswert des Falschen erginzt.

Einem Begriff kommt die Zahl (n-}-1) zu, wenn es einen Gegenstand a gibt,
der unter diesen Begriff fallt, und wenn dem neuen Begriff, unter den ein
Gegenstand genan dann Fallt, wenn er bereits unter den urspriinglichen Begriff
fillt aber verschieden ist von a, die Zahl n zukommt,

Durch die angegebenen Definitionen ist fiir jede konkret vorgegebene natiir-
liche Zahl n erklirt, was es heiBlt, daB einem Begrifi die Zahl n zukommt. Es ist
damit aber noch keine Definition dafiir gegeben, was unter einer natiirlichen
Zahl zu verstchen sei, und auch nicht dafiir, was es heiBBt, Anzahl eines Begriffs
zu sein. Um hierzu zu gelangen, analysiert Frege eine Methode, mit der man
dic Richtung in der Geometrie einfiihren kann, und geht analog dazu wie folgt

- vor, Er nennt zwei Begriffe gleichzahlig, wenn es eine umkehrbar eindeutige

Abbildung gibt zwischen den Gegenstinden, die unter den ersten, und den
Gegenstinden, dic unter den zweiten Begriff fallen. Sodann bildet er, aus-
gehend von einem vorgegebenen Begriff F, einen abgeleiteten Begriff ,,gleich-
zahlig zu F*. Diesem Begriff G kann eindeutig ein Gegenstand zugeordnet wer-
den, nimlich sein Umfang. Dieser Gegenstand heiit die Anzak! von F. Ganz
allgemein heiBt cin Gegenstand # eine Anzahi, wenn er in der angegebenen
Weise gewonnen werden kann, d.h., wenn cs cinen Begriff F gibt von der Art,
daf n die Anzahl von F ist. Bei der angegebenen Definition sind die unend-
lichen Anzahlen nicht ausgeschlossen. Die natiirlichen Zahlen sind die endlicken
Anzahlen. Es bleibt die Aufgabe, diesc unter den Anzahlen auszuzeichnen.
Hierzu diecnen die vier folgenden Definitionen:
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(1) 0 wird eingefiihrt als die Anzahl, welche dem Begriff,,sich selbst un-
gleich® zukommt.

(2) n folgt in der natirlichen Zahlenteihe unmittelbar auf m soll besagen, daB es
cinen Begriff F und einen unter ihn fallenden Gegenstand x gibt, derart, daBl F/
die Anzahl n hat und daB m die Anzahl des Begriffs ,,unter F fallend, aber un-
gleich ™ ist. (Die von Frege gewihlte Bezeichnung der angegebenen zweistel-
ligen Beziehung ist nicht schr gliicklich, da nach der Fregeschen Definition
z.B. gilt: Die Anzahl des Begriffs, einc natiirliche Zahl zu sein, folgt unmittelbar
in der natiirlichen Zahlenreihe auf sich selbst.) -

(8) n gehort der mit O beginnenden natiirlichen Zahlenreihe an, wenn n gleich 0 ist
oder wenn n unter jeden Begriff F fallt, der die beiden folgenden Bedingungen
erfullt:

(a) Jeder Gegenstand, der in der natiirlichen Zahlenreihe unmittelbar

auf 0 folgt, fallt unter F (d.h. 1 fallt unter F).

(b) Wenn irgendein Gegenstand d unter den Begriff F fallt, so fallt auch
Jjeder Gegenstand unter den Begriff , welcher in der natiirlichen Zahlen-
reihe unmittelbar auf d folgt (d.h. der Begriff F,,vererbt sich® von einem

Gegenstand auf dessen unmittelbaren Nachfolger in der natiirlichen

Zahlenreihe). '

(4) n heiBt eine endliche Anzah! oder eine natitrliche Zahl, wenn n der mit
0 beginnenden natitrlichen Zahlenreihe angehort.

In den beiden Biichern Grundgesetze der Arithmetik T[T gelingt es Frege, auf der
Basis eines begriffsschrifilich formulierten Logiksystems die grundlegenden
Gesetze der Arithmetik an Hand der soeben gegebenen Definitionen zu dedu-
zieren. So schien sein Vorhaben, die Arithmetik auf die Logik allein zu griin-
den, Erfolg gehabt zu haben, Allerdings hat es sich dann gezeigt, — worauf
bereits oben hingewiesen wurde — daB das von Frege seinen Uberlegungen zu
Grunde gelegte Logiksystem widerspruchsvoll ist. Der Widerspruch 148t sich
verhiltnismiBig schnell gewinnen. Er beruht darauf, daB man mit den Fre-
geschen Annahmen die Russelliche Antinomie nachvollzichen kann. Im
Nachlafl ist von dieser Antinomie verhiltnismaBig wenig die Rede. Dagegen
enthilt der wissenschaftliche Bricfwechsel Freges eine lngere bricfliche Dis-
kussion mit B, Russell iiber den Widerspruch. Fiir eine Exposition der Russell-
schen Antinomie auf der Fregeschen Basis sei daher. auf die Einleitung des
Herausgebers zu Freges Briefwechsel mit Russell verwiesen (cf. {104}, insbe-
sondere pp. 201f).

Es findet sich, wie gerade bemerkt, nur weniges im Fregeschen NachlaB iiber
den Widerspruch in seinem System. Auf Ubsr Schoenflies: Die logischen Paradosxien
der Mengenlehre wurde bereits hingewiesen. In den etwa ein Jahr vor scinem
Tod verfaBten Tagebucheintragungen iiber den Begriff der Jahl klagt Frege: ,,Meine
Anstrengungen, fiber das ins Klare zu kommen, was man Zahl nennen will,
haben zu einem MiBerfolge gefithrt™* (p. 282). Ahnlich driickt er sich ausin Zah!
(p.284). In den letzten Aufzeichnungen Freges Erkenntnisquellen der Mathematik
und der mathematischen Naturwissenschaften, Zohlen und Arithmetik sowie Newer Versuch
der Grundlegung der Arithmetik finden sich Andeutungen tiber Bestrebungen, den
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I1. Zur Formalismuskritik und zum Logikbegriff Freges XVII

Zahlbegriff geometrisch zu begriinden. Dabei beruft er sich auf eine von der
Sinneswahrnehmung und der logischen Erkenntnisquelle unabhéngige ,,geo-
metrische Erkenntnisquelle®. Frege will hier nicht, wie es meist in der Mathe-
matik gemacht wird, zunfichst die natiirlichen Zahlen begriinden, und von
dieser Basis aus in mehreren Schritten bis zu den komplexen Zahlen aufsteigen.
Es scheint, daB man seine Andeutungen so verstehen darf, daB er im Sinne der
Gaulischen Zahlenebene die komplexen Zahlen mit den Punkten einer Ebene
identifizieren will. Einwinde gegen das Aktual-Unendliche hat Frege offenbar
nicht gehabt, wic z.B. der Entuwurf zu einer Besprechung von Cantors Gesammelten
Abkandlungen zur Lehre vom Transfiniten (pp. 76 fI.) zeigt.

Seit seiner Einfithrung der Begriffsschrift hat sich Frege sehr intensiv ausein-
andergesetzt mit dem Versuch von FPhilosophen und Mathematikern, den
Zahlbegriff zu verstehen, Viele seiner Publikationen sind diesem Thema ge-
widmet. Sie zeichnen sich aus durch ungewdhnliche polemische Schiirfe. Ver-
schiedene Proben dieser beienden Kritik Freges finden sich auch im NachlaB,
wenn er auf die Zahlauffassungen anderer Mathematiker eingeht. In diesem
Zusammenhang seien genannt seine Kritiken an Biermann (pp. 811%), Cantor
{pp. 771£.) und an Weierstrass (pp. 23211.). :
& H. Hermes

IT. Zur Formalismuskritik und zum Logikbegriff Freges

Frege gilt als der erste, der ein hinreichend ausdrucksfihiges und prazises
formalsprachliches System aufgefithrt hat, Im Vergleich zu den Anspriichen
gegeniiber der natiirlichen Sprache, die inzwischen hiufig mit dem Terminus
»formale Sprache’ verbunden sind, operiert Frege jedoch noch wesentlich
vorsichtiger und teilweise genauer., Unter den nachgelassenen Schriften
Freges macht dies inshesondere die Abhandlung Logik in der Mathematik (pp.
219f.} deutlich. Sie enthiilt u.a. eine Zusammenfassung der bisher nur zer-
streut oder {iberhaupt nicht zuginglichen definitionstheoretischen Vor-
stellungen Freges. Die Abschnitte tiber Definitionen in den Grundgesetzen der
Arithmetik (Einleitung, p. XTIT; I, §§ 264%.; II, § 55fF.), die hier zur Einwen-
dung herangezogen werden kinnten, setzen schon auf einer fortgeschrittenen
Stufe ein und enthalten wenig zu den Grundlagen, insbesondere zum Problem
des definitionstheoretischen Anfangs. Gerade dazu AuBert sich Frege in Logik
in der Mathematik sehr genau, .

Wie auch sonst stellenweise!) unterscheidet er {p. 224) zwei Arten der Fest-
legung von Wortbedeutungen: Erlduterungen und cigentliche Definitionen®) (Er-

1 BuG, p, 198, — Unbekannle Briefs Frege's fiber die Grundlagen der Geometrie und Antwort-
brigf Hilbert’s an Frege (42), pp. 131. — Uber die Gnmdlagen der Geomeirie <305, pp. 3014,
1 Auf diese beschrfinkt sich dic Erbrterung in den Grmdgesetzen der Arithmetik,
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