4 Beweistheorie

»Man kann — unter Voraussetzung der
Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik — so-
gar Beispiele fiir Séitze (und zwar solche von der Art des
Goldbach’schen oder Fermat’schen) angeben, die zwar

inhaltlich richtig, aber im formalen System der klassi-___|

schen Mathematik unbeweisbar sind. “

Kurt Godel [164]

In diesem Kapitel werden wir uns ausfiihrlich mit der Beweistheorie,
einer der tragenden Saulen der mathematischen Logik, beschiftigen. In
ihrem Kern steht der Gedanke, Beweise als mathematische Objekte zu
interpretieren und auf diese Weise einer priizisen Analyse zuginglich zu
machen. Zur vollen Bliite ist die Beweistheorie in der ersten Hilfte des
zwanzigsten Jahrhundert gereift. Sie hat verbliiffende Erkenntnisse her-
vorgebracht, die einen tiefen Einblick in das Wesen des mathematischen
SchlieBens gewihren und uns zugleich die Grenzen der Mathematik in
aller Klarheit vor Augen fithren. Um welche Erkenntnisse es sich hier-
bei im Detail handelt, ist Gegenstand dieses Kapitels.

In den Abschnitten 4.1 bis 4.4 werden wir ausfithrlich die Godel’schen
Unvollsténdigkeitssitze diskutieren. AnschlieBend werden wir heraus-
arbeiten, wie allgegenwirtig das Phinomen der Unvollstindi gkeit wirk-
lich ist. Die in Abschnitt 4.5 vorgestellte Goodstein-Folge wird verdeut-
lichen, dass selbst harmlos wirkende Aussagen der gewdhnlichen Ma-
thematik betroffen sind.

4.1 Godel’sche Unvollstandigkeitssatze

Die Godel’schen Unvollstindigkeitssitze sind das Herzstiick der mo-
dernen Beweistheorie. Ihre Inhalte sind diister, und dennoch werfen sie
ein so helles Licht auf das Wesen der mathematischen Methode, dass
sie seit ihrer Entdeckung im Jahr 1931 unzihlige Mathematiker und
Naturwissenschaftler in ihren Bann ziehen konnten, Ich selbst las von
ihnen das erste Mal in Douglas Hofstadters Meisterwerk Gédel, Escher;

——1Im Zusammenhang mit Go-
_ dels Unvollstindigkeitssit-
~ zen werden wir immer wie-
der von formalen Systemen
reden, die stark genug sind, um die Peano-
Arithmetik zu formalisieren. Was genau
ist damit gemeint? In seiner Originalar-
beit hat Godel den Unvollstiindigkeitssatz
fiir ein spezielles formales System bewie-
sen, das er kurzerhand als P bezeichnete.
In seinen eigenen Worten ist P ,,im we-
sentlichen das System, welches man er-
halt, wenn man die Peano’schen Axiome
mit der Logik der PM [Principia Mathe-
matica] iitberbaut” [64]. Weiter hinten in
seiner Arbeit fiihrt er aus, dass sein Fr-
gebnis keinesfalls auf P beschriinkt ist,
sondern alle formalen Systeme erfasst,
die ausdrucksstark genug sind, um iiber
die additiven und multiplikativen Eigen-
schaften der natiirlichen Zahlen zu spre-
chen. Neben der Peano-Arithmetik fal-
len hierunter auch alle Theorien, in denen
sich die natiirlichen Zahlen in Form an-
derer Objekte reprisentieren lassen. Mit
der Zermelo-Fraenkel-Mengeniehre ha-
ben wir eine solche Theorie bereits ken-
nen gelemt. Obwohl die natiirlichen Zah-
len in ZF und ZFC nicht als eigenstin-
dige Objekte existieren, lassen sie sich
in Form spezieller Mengen repriisentieren
und die Addition und Multiplikation auf
entsprechende Mengenoperationen abbil-
den. Dies ist gemeint, wenn wir sagen, ein
formales System sei stark genug, um die
Peano-Arithmetik zu formalisieren.
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Zu Godels drgsten Kritikern ge-
horte kein geringerer als der be-
rilhmte Mengentheoretiker Ernst Zerme-
lo, dessen Name uns schon mehrfach in
diesem Buch begegnet ist. Im September
1931 trafen beide auf der Versammlung
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
in Bad Elster zusammen. Erscheinungs-
bildlich hatte der zuriickhaltende Godel
seinem damals 60-jahrigen Antagonisten
wenig entgegenzusetzen. Zermelo war be-
kannt fiir seine Wortgewandtheit und sei-
ne aufbrausende, manchmal auch jdhzor-
nige Art [44]. Er lieB in Bad Elster kei-
nen Zweifel daran, was er von dem jungen
Godel und seinen absurden Ergebnissen
hielt, und lehnte zunichst jede Konversa-
tion mit ihm ab. Dennoch kam ein persén-
liches Gespréch zustande, das unerwartet
friedlich verlief. Bereits sechs Tage spiter
teilte Zermelo dann aber schriftlich mit,
einen Fehler im Beweis der Unvolistin-
digkeitssitze gefunden zu haben. Es folg-
te ein Briefwechsel, in dem Godel ver-
suchte, die offensichtlichen Missverstind-
nisse auszurdumen. Zermelo lief sich von
den gelieferten Argumenten nicht beirren
und machte seine Kritik 1932 schiieBlich
offentlich [204]. Godel war kein Mann der
Konfrontation und unternahm danach kei-
ne weiteren Versuche mehr, dem alternden
Zermelo seine Unvolistindigkeitssitze zu
erklédren. Rudolf Carnap sagte spiter liber
den Briefwechsel, dass Zermelo die Er-
kldrungsversuche Godels ,, villig missver-
standen™ habe. [44].

Bach [90], kurz vor Beginn meines Studiums. Auch wenn seitdem fast
20 Jahre vergangen sind, ist die Faszination, die ich fiir Gédels Werk
empfinde, ungebrochen. Unzweifelhaft sind es die Unvollstindigkeits-
sdtze, die mich zum Verfassen dieses Buchs bewegt haben.

Zwei Leitmotive prigen die folgenden Abschnitte. Zunichst ist es mir
ein Anliegen, die Unvollstindigkeitssitze entlang Godels urspriingli-
cher Argumentationslinie aus dem Jahr 1931 herzuleiten. Auf diese
Weise will ich versuchen, nicht nur den Inhalt der Unvollstdndigkeits-
sitze zu beweisen, sondern so weit wie dies mdglich ist, auch einen
Einblick in Godels Gedankenwelt zu gewdhren. Vorschnelle Euphorie
méchte ich an dieser Stelle gleichwohl bremsen, denn auch nach der
Lektiire dieses Kapitels wird sein Werk eine schwer zu lesende Arbeit
bleiben. Gédel hat sie mit zahllosen Formeln und Definitionen gespickt,
die den Blick auf das Wesentliche zunichst verstellen. Dennoch ist die
akribische Prizision, mit der er seine Ergebnisse bewiesen hat, alles
andere als ein Makel; ohne sie hitten die Sitze bei seinen Kritikern nie-
mals die notwendige Akzeptanz gefunden. Fiir fast alle seiner Zeitge-
nossen waren Godels Unvollstdndigkeitssétze ein schwerer Schlag, und
viele standen ihnen schon deshalb kritisch gegeniiber, weil nicht sein
kann, was nicht sein darf,

Es ist nicht mein Ziel, Godels Ergebnisse mit diesem Buch gegen kri-
tische Stimmen zu verteidigen. Stattdessen mdchte ich versuchen, den
Kern seiner faszinierenden Beweise offenzulegen und habe aus diesem
Grund bewusst vermieden, die folgenden Abschnitte mit technischen
Details zu iiberfrachten. Dies trifft insbesondere anf eine Reihe von
Hilfssétzen zu, die inhaltlich wenig spektakulér sind, aber in vielen Fl-
len eine ausfiihrliche technische Begriindung erfordern. Die Beweise
dieser Sitze sind nicht im Detail aufgefiihrt; dafiir wird an den betref-
fenden Textstellen darauf hingewiesen, wo sie nachgeschlagen werden
konnen.

4.2 Der erste Unvolistandigkeitssatz

Der erste Godel’sche Unvollstindigkeitssatz ist der bekannteste und am
hiufigsten zitierte Satz der mathematischen Logik. Grob momnmooro.:
besagt er, dass sich die Begriffe der Wahrheit und der Beweisbarkeit
in hinreichend ausdrucksstarken formalen Systemen nicht in mEEmwm
bringen lassen. Zwangsliufig miissen diese Systeme unvollstindig sein
d.h., es existieren stets Aussagen, die zwar inhaltlich wahr sind, aber
nicht innerhalb des Systems bewiesen werden kdnnen.
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Satz V: Zu jeder rekursiven Relation R (z, . .. 2,) gibt
o8 ein n-gtelliges Relationszeichen r (mit den freien Variablent)
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Das allgemeine Resultat tiher die Existenz unentscheidbarer
Stitze lautet: )

Satz VI: Zu jeder o-widerspruchsfreien rekursiven
Mm_mm_mmm <o=m,~uex§m§ %HME Mm rekursive Klassenzeichen r, so
al weder » Gen » noch Neg (v Gen ) zn Flg (x) gehdrt (wobei »
die freie Variable aus » ist). ) 8 ( :
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Ein wichtiger Punkt vorweg: Nicht jedes formale System ist unvoll-
stindig. Betroffen sind nur jene, die ausdrucksstark genug sind, um die
Peano-Arithmetik, also die natiirlichen Zahlen zusammen mit der Addi-
tion und der Multiplikation, zu formalisieren. Unbestritten gehoren die
natiirlichen Zahlen zum vitalen Kern der Mathematik; ohne sie wiirde
diese Wissenschaft auf wenige Teilgebiete zusammenschrumpfen. Der
Unvollsténdigkeitssatz attestiert damit nichts weniger als die Unmog-
lichkeit, ein formales System zu konstruieren, in dem alle wahren ma-
thematischen Aussagen der gewdhnlichen Mathematik auch als solche
bewiesen werden kénnen.

Uber den ersten Unvollstindigkeitssatz wurde viel publiziert, und ein
Vergleich der verschiedenen Darstellungen offenbart zwei wichtige Be-
sonderheiten. Zum einen verstellt dic uneinheitlich verwendete Termi-
nologie hiufig den Blick darauf, dass es sich inhaltlich um den gleichen
Satz handelt (vgl. Abbildung 4.1). Zum anderen werden Beweise an-
gefiihrt, die sich in ihrer Linge drastisch unterscheiden. So kommt der
Autor in [161] bereits nach wenigen Absitzen zu dem gewiinschten Er-
gebnis, wihrend sich Godels Originalbeweis aus dem Jahr 1931 iiber
viele Seiten erstreckt. Wie kann das sein?

Zwei Griinde sind hierfiir maBgebend. Zuniichst einmal basieren vie-
le der neueren Beweise auf dem Begriff der Berechenbarkeit. Mit der

Abbildung 4.1: Zwei Sitze aus der G-
del’schen Originalarbeit [64]. Satz v ist
ein wichtiger Meilenstein im Beweis des
ersten Unvollstandigkeitssatzes. Seine in-
haltliche Entsprechung ist Satz 4.5, den
wir in Abschnitt 4.2.3 diskutieren werden,
Godel selbst hat den Beweis dieses Sat-
zes nur umrissen. Exakt ausgearbeitet ist
er beispielsweise in [170].

Satz V1 ist das Hauptresultat zur Unvoll-
stdndigkeit formaler Systeme. Aus ihm er-
hilt Gdel an spéterer Stelle seiner Arbeit
die inhaltliche Aussage unseres Satzes 4.2
als Korollar. Beide Sitze sind hier be-
wusst in der urspriinglichen Gestalt darge-
stellt. Sie machen deutlich, wie sehr sich
die damals verwendete Terminologie von
der heutigen unterscheidet. Selbst auf den
zweiten Blick ist es nicht immer einfach,
zu erkennen, welche inhaltliche Aussage
sich tatséichlich hinter ihnen verbirgt.
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B Semantische Variante

»Jedes korrekte formale System, das
stark genug ist, um die
Peano-Arithmetik zu formalisieren, ist

unvollstindig.
“\1 .............................
! «Sa.man_dnrm. Korrekie
1 freie formale
) formale Systeme
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B Syntaktische Variante

wJedes widerspruchsfreie formale
System, das stark genug ist, um die
Peano-Arithmetik zu formalisieren, ist
negationsunvollstiindig. “

] o
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Abbildung 4.2: Die semantische Variante
des ersten Gédel’schen Unvollstindigkeits-
satzes ist inhaltlich schwiicher als die syn-
taktische Variante,

Formalisierung dieses Begriffs ebnete Alan Turing 1936 einen Weg,
auf dem sich Gddels Ergebnis vergleichsweise rasch erreichen lisst.
Der Hauptgrund ist aber ein anderer: Es existieren mehrere Varianten
des ersten Unvollstindigkeitssatzes, die sich nicht nur in der gewihlten
Formulierung unterscheiden, sondern auch inhaltlich eine geringfiigig
andere Aussage treffen. In der Literatur wird darauf nur selten hinge-
wiesen, und dennoch ist es wichtig, diese Unterschiede zu verstehen.
Nur so lassen sich Missverstindnisse vorab vermeiden. Eine hiufig be-
miihte Variante ist diese:

@\w Satz 4.1 (Erster Unvollstandigkeitssatz, semantisch)

Jedes korrekte formale System, das stark genug ist, um die Peano-
Arithmetik zu formalisieren, ist unvollstdndig.

Dies ist die semantische Variante des ersten Godel’schen Unvollstin-
digkeitssatzes. Sie macht eine Aussage iiber korrekte formale Systeme,
also tiber Systeme, in denen sich ausschlieBlich wahre Aussagen ablei-
ten lassen (aus I~ @ folgt = ¢). Umfasst ein solches System die Peano-
Arithmetik, ist es also ausdrucksstark genug, um iiber die additiven und
multiplikativen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen zu sprechen, so ist
es der Unvollstindigkeit preisgegeben. In einem solchen System exis-
tiert stets eine wahre Aussage ¢, die nicht innerhalb des Systems bewie-
sen werden kann. Fiir die semantische Variante des ersten Godel’schen
Unvollsténdigkeitssatzes gibt es in der Tat vergleichsweise kurze Be-
weise, auf die wir in Kapitel 5 zuriickkommen werden.

Neben der semantischen Version existiert eine zweite Variante, die den
Begriff der Korrektheir vollstindig vermeidet. Sie lautet wie folgt:

% Satz 4.2 (Erster Unvollstindigkeitssatz, syntaktisch)

Jedes widerspruchsfreie formale System, das stark genug ist, um
die Peano-Arithmetik zu formalisieren, ist negationsunvollstindig.

Dies ist die syntaktische Variante des ersten Godel’schen Unvollstindig-
keitssatzes. Sie macht eine Aussage iiber eine groBere Klasse formaler
Systeme, da als Voraussetzung nur noch die Widerspruchsfreiheit und
nicht mehr die Korrektheit des Kalkiils gefordert wird, Da jedes nega-
tionsunvollstindige formale System, das die Peano-Arithmetik formali-
siert, auch unvollstindig ist und aus der Korrektheit eines formalen Sys-
tem stets dessen Widerspruchsfreiheit folgt, ist die semantische Formt-
lierung eine direkte Folgerung aus der syntaktischen (Abbildung 4.2)-

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz
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Die inhaltliche Aussage des ersten Ggdel’schen Unvollstindigkeitssatz
ist zweifellos beeindruckend; noch verbliiffender ist allerdings die Art
und Weise, wie Godel diese Sitze bewies. In groben Worten gespro-
chen, gelang es ihm, einen Satz mit der folgenden Bedeutung zu kon-
struieren:

wIch bin innerhalb des Kalkiils unbeweisbar, « “.1)

Die Selbstbeziiglichkeit dieses Satzes erinnert an das Barbier-
Paradoxon aus Abschnitt 1.2.5 und ist ein Schliisselelement in Gédels
Beweisfithrung. Fiir diesen Satz werden wir spiiter zeigen, dass in einem
formalen System, das die Voraussetzungen des ersten Unvollstindig-
keitssatzes erfiillt, weder der Satz selbst noch dessen Negation aus den
Axjomen abgeleitet werden kann. Mit anderen Worten: Godels Aussage
ist innerhalb des Systems unentscheidbar. In Abschnitt 4.2.4 werden wir
sehen, dass sich die Unentscheidbarkeit dieses Satzes in wenigen Zeilen
beweisen lisst. Die eigentliche Schwierigkeit liegt woanders, nimlich
in der Konstruktion des Satzes selbst. :

Wie um alles in der Welt konnte es Gédel schaffen, einen Satz zu kon-
struieren, der seine eigene Unbeweisbarkeit postuliert? Dieser Satz ist
anders als alle uns vertrauten Theoreme der Analysis, der Algebra oder
eines anderen Gebiets der gewthnlichen Mathematik. Es ist ein Satz
der Meta-Ebene, schlielich stellt er eine Behauptung iiber das forma-
le System auf, in dem er selbst formuliert wurde. Indem der Satz iiber
sich selbst spricht, tritt er gewissermaBen aus seinem eigenen formalen
System heraus. Aber wie kann so etwas gelingen?

Tatséchlich hatte Godel eine Hintertiir entdeckt, durch die Sitze ihr ei-
genes formales System in gewissem Sinne verlassen konnen. Die Kern-
idee seines Ansatzes besteht in der Konstruktion arithmetischer Aussa-
gen, die zur gleichen Zeit zwei inhaltlich verschiedene Bedeutungen in
sich tragen (Abbildung 4.3).

B Zuallererst besitzen diese Sitze eine arithmetische Bedeutung. In-
nerhalb des Kalkiils betrachtet sind sie gewdhnliche Sdtze der
Peano-Arithmetik, und als solche machen sie Aussagen iiber die na-
tiirlichen Zahlen.

B Von auflen betrachtet besitzen die Sitze eine zweite, metatheoreti-
sche Bedeutung. Sie kommt durch einen verdeckten Isomorphismus
zu Stande, dessen Entdeckung zu den Sternstunden der mathema-
tischen Logik zéhlt. Godel konnte zeigen, dass die Regeln und Axio-
me eines formalen Systems arithmetisch reprisentiert werden kén-
nen und sich die symbolischen Manipulationen von Zeichenketten,

R
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~ Welche Variante deg ersten
Unvolistindigkeitssatzes hat
: Godel im Jahr 1931 bewie-
- sen? Ein Blick in seine Orj-
ginalarbeit zeigt, dass sein Unvollstin-
digkeitsresultat eine abgeschwiichte Va-
riante von Satz 4.2 ist. Gidel schaffte
es damals noch nicht, sein Ergebnis un-
ter der Annahme der Widerspruchsfreiheit
zu beweisen, und musste stattdessen die
sogenannte ®-Widerspruchsfreiheit vor-
aussetzen. Erst im Jahr 1936 gelang
Barkley Rosser der Nachweis, dass sich
die @-Widerspruchsfreiheit durch die ge-
wohnliche Widerspruchsfreiheit ersetzen
lasst {40, 151]. Was sich hinter Godels
urspriinglicher Voraussetzung genau ver-
birgt, werden wir im Laufe dieses Kapi-
tels herausarbeiten. Soviel vorweg: Jedes
@-widerspruchsfreie Kalkiil ist auch wi-
derspruchsfrei, nicht aber umgekehrt.
Die msaow&a::m Godels, nicht die se-
mantische, sondern die schwierigere syn-
taktische Variante zu beweisen, ist nur
im historischen Kontext zu verstehen, Feir
Goédel war es wichtig, seinen Beweis
nicht auf den semantischen Wahrheitsbe-
griff zu stiitzen, schlieBlich entstand sei-
ne Arbeit in einer Zeit, in der die Nach-
beben der mengentheoretischen Paradoxi-
en noch immer zu spiiren waren und viele
seiner Zeitgenossen dem Wahrheitsbegriff
skeptisch oder gar feindselig gegeniiber-
standen. Es war eine Zeit, in der nach G-
dels Worten ,,ein Konzept der objektiven
mathematischen Wahrheit [...] mit grof-
tem Misstrauen betrachtet und in weiten
Kreisen als bedeutungsleer zuriickgewie-
sen wurde. “ [44],
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Metatheoretische
Bedeutung

"Ich bin innerhalb
des Kalkiils unbeweisbar."

"Fiir alle natiirlichen
Zahlen gilt, ..."

Zahlentheoretische
Bedeutung

Abbildung 4.3: Ggdel gelang es, eine arith-
metische Aussage zu konstruieren, die ne-
ben ihrer zahlentheoretischen Bedeutung
eine zweite, metatheoretische Bedeutung
besitzt. Diese kommt durch einen unsicht-
baren Isomorphismus zustande, der einen
Zusammenhang zwischen den symboli-
schen Manipulationen von Zeichenketten
und den arithmetischen Eigenschaft der na-
tiirlichen Zahlen herstellt. Auf diese Weise
gelang es Godel, eine arithmetische Aussa-
ge zu konstruieren, die ihr eigenes System
verlassen und ihre eigene Unbeweisbarkeit
postulieren kann.

wie sie'bei der Durchfiihrung formaler Beweise verwendet werden,
auf die arithmetische Ebene iibertragen lassen. Auf diese Weise ge-
lang es ihm, metatheoretische Aussagen, wie z. B. die Frage nach
der Existenz eines Beweises, in arithmetische Formeln hineinzuco-
dieren.

Das einzige, was Godel hierfiir benétigte, waren die Mittel der Peano-
Arithmetik, d.h. die natlirlichen Zahlen zusammen mit der Addition
und der Multiplikation. Damit hatte er ein erstaunliches Phinomen ent-
deckt: Jedes formale System, das die Peano-Arithmetik umfasst, ist
stark genug, um metatheoretische Aussagen zu formulieren, und damit
implizit in der Lage, tiber sich selbst zu sprechen.

4.2.1 Arithmetisierung der Syntax

Es ist Zeit, uns genauer mit der Frage zu beschiftigen, wie wir mit-
hilfe arithmetischer Formeln iiber die Eigenschaften formaler Systeme
sprechen konnen. Um unser Ziel zu erreichen, miissen wir eine Mog-
lichkeit finden, Formeln und Beweise mit den natiirlichen Zahlen in Be-
ziehung zu setzen. Konkret werden wir diesen Bezug iiber eine Zuord-
nungsvorschrift herstellen, iiber die wir jede Formel und jeden Beweis
eines formalen Systems systematisch in eine natiirliche Zahl iiberset-
zen kdnnen. Die berechnete Zahl wird uns spiter als Stellvertreter fiir
die urspriingliche Formel bzw. den urspriinglichen Beweis dienen, Das
formale System, fiir das wir uns in diesem Kapitel interessieren, ist die
Peano-Arithmetik aus Abschnitt 3.1, und deshalb werden wir uns auf
die Betrachtung dieses Systems beschrinken. Die aufgezeigte Metho-
dik ist aber so allgemein, dass sie auf beliebige formale Systeme ange-
wendet werden kann.

Die Syntax der Peano-Arithmetik lisst sich auf ganz unterschiedliche
Weisen arithmetisieren. Eine einfache Moglichkeit besteht darin, die
Formeln auf dem heimischen PC einzutippen und die intern abgelegte
Bitfolge als natiirliche Zahl zu interpretieren. Besonders einfach wird
die Umwandlung, wenn wir auf den Unicode zuriickgreifen (Abbil-
dung 4.4). In dieser standardisierten Zeichentabelle sind samtliche der
von uns bendtigten Logiksymbole vorhanden, so dass wir keine Ande-
rung an der Formelsyntax vornehmen miissen. Um beispielsweise die
Formel

Vxx=x

unter dem Betriebssystem OS X in das Unicode-basierte UTF-16-
Format zu tibersetzen, geniigt es, auf der Konsole die folgende Befehls-
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Abbildung 4.4: Der Unicode umfasst insgesamt 16 Bereiche (planes), die jeder fiir sich 65536 verschiedene Zeichen aufneh-
men kénnen [4]. Das Ergebnis ist eine universelle Symboltabelle, die jedem bekannten Zeichen einen eindeutigen binéren Code
zuordnet, der auf jeder Hardware, unter jedem Betriebssystem und in jeder Programmiersprache immer derselbe ist.

sequenz einzutippen:

echo -n "Vxx=x" | iconv -t UTF-16 | hexdump

Das Ergebnis ist eine 12-elementige Byte-Sequenz oder, gleichbedeu-
tend, eine 24-stellige Hexadezimalzahl, die wir mit " notieren:

"¢7=FE FF 22 00 00 78 00 78 00 3D 00 78
e o o Y S ——

Header 'V’ X’ X = X
Die ersten zwei Bytes sind der UTF-16-Header. Danach folgen jeweils
zwei Bytes, die den Unicode des jeweiligen Formelzeichens enthalten.
Die Zahl "¢ bezeichnen wir als Godelmummer der Formel ¢ und den
Vorgang des Codierens als Godelisierung.

Die vorgestellte Codierung ist nur eine von vielen méglichen, und tat-
séichlich spielt es eine untergeordnete Rolle, mit welchem konkreten
Zahlenwert eine Formel beschrieben wird. Damit eine Codierung fiir
unsere Zwecke dienlich ist, muss sie lediglich drei Mindestanforderun-
gen erfiillen:

B Die Codierung muss die Menge der Formeln injektiv in die Menge
der natiirlichen Zahlen einbetten, d.h., sie muss verschiedene For-
meln mit unterschiedlichen Gédelnummern belegen. Die UTF-16-
Codierung erfiillt diese Forderung, da verschiedene Textfragmente
immer auch eine unterschiedliche UTF-16-Darstellung besitzen.
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Syntaktische Ebene Arithmetische Ebene
_ - Godelisierung
F0+0=0 8% . T¢,7 =FE FF 00 30 00 2B 00 30 00

=91

3D 00 30

Godelisierung

- o+oHo|vAo+oHo|voHov (S1) » '@ = FE FF 00 30 00 2B 00 30 00

F0+0=0-0=0
———
=93

3D 00 30 21 92 00 28 00 30
00 2B 00 30 00 3D 00 30 21
92 00 30 00 3D 00 30 00 29

Godelisierung

(MP, 1,2) »> '@ =FE FF 00 30 00 2B 00 30 00
3D 00 30 21 92 00 30 00 3D

00 30
"o, =T 7. 1648 21920028 -16% Ty — L 1636).163
(773 0 + + (93— FEFF - 16%%). 16 +,mW
= ( Header e

. Godelisi
(MP, 1,3) 2 mp 0 - FE FF 00 30 00 3D 00 30

Cp e T J.wm_a 2192 -1612 (7Y L1612
03 [} + 2-16"“+ ("¢~ FEFF - 16?)

=’ Header

Abbildung 4.5: Jede syntaktische Manipulation, die eine Beweiskette ¢, ..., ©; 2. B. durch die Anwendung einer Schlussregel
verldngert, lisst sich als arithmetische Beziehung deuten, die zwischen den Gédelnummern ™ @7, "7, T i 7 besteht.

Die Gédelnummern miissen berechenbar sein, d. h., es muss ein Ver-
fahren existieren, mit dem wir die Zahl "¢ fiir jede Formel ¢ syste-
matisch ermitteln kénnen. Die UTF-16-Codierung erfiillt diese For-
derung auf triviale Weise, schlieBlich kénnen wir sie auf jedem PC
direkt erzeugen.

Wir miissen fiir jede natiirliche Zahl entscheiden kénnen, ob sie ei-
ne Symbolkette codiert, die nach den Syntaxregeln unserer Kalkiil-
sprache aufgebaut ist. Kurzum: Wir miissen fiir jede natiirliche Zah!
entscheiden kénnen, ob sie eine Formel représentiert, Dies ist fiir
UTF-16-codierte Zahlen ganz offensichtlich mdglich.

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz
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Auch wenn die UTF-16-Codierung alle Anforderungen erfiillt, ist sie
fiir unsere Zwecke nur bedingt geeignet. Um den Grund hierfiir zu
verstehen, nehmen wir an, ¢y,...,(;;; seien Formeln der Peano-
Arithmetik und @;¢; sei durch die Anwendung einer Schlussregel aus
den vorangegangenen Formeln hervorgegangen. Auf der einen Seite be-
steht zwischen den Formeln @y,..., @ eine syntaktische Beziehung,
da die Anwendung einer Schlussregel einer symbolischen Manipulati-
on der Zeichenketten gleich kommt. Auf der anderen Seite besteht zwi-
schen den Godelnummern "gy7,..., @17 eine arithmetische Bezie-
hung. Abbildung 4.5 demonstriert das Gesagte am Beispiel eines Be-
weises, den wir in Abschnitt 3.1.3 gefiihrt haben. Es ist der Beweis von
Theorem PA1 mit der Instanziierung ¢ = 0. Verwenden wir zur Codie-
rung das UTF-16-Format, so lassen sich die arithmetischen Beziehung
zwischen den verschiedenen Gédelnummern nur umstindlich beschrei-
ben. Verwunderlich ist dies nicht, schlieBlich haben wir den Unicode
fiir etwas verwendet, fiir das er nicht geschaffen wurde.

Aus diesem Grund werden wir jetzt einen Ansatz verfolgen, der sich an
den Darlegungen in [170] orientiert und aufgrund seines mathematisch-
en Charakters fiir unsere Zwecke besser geeignet ist. Die Codierung ist
Jener in Gédels Originalarbeit sehr dhnlich. Die Ubersetzung in natiirli-
che Zahlen erfolgt schrittweise:

B Wie bei der UTF-16-Codierung ordnen wir jedem Symbol der Kal-
kiilsprache eine natiirliche Zahl zu, verwenden anstelle der Unicodes
aber die Zahlenwerte aus Tabelle 4.1. Die Werte sind so gewihlt,
dass sdmtlichen Logiksymbolen jeweils eine ungerade Zahl zuge-
ordnet wird. Die geraden Zahlen sind fiir die Codierung von Varia-
blen vorgesehen.

B8 Um eine einzelne Formel ¢ der Kalkiilsprache zu codieren, schrei-
ben wir die Zahlenwerte, anders als bei der UTF-16-Codierung,
nicht einfach hintereinander auf. Stattdessen verwenden wir den
Zahlenwert des i-ten Formelzeichens als Exponent der i-ten Prim-
zahl und fassen alle Ausdriicke, wie in Abbildung 4.6 gezeigt, zu
einem gemeinsamen Produkt zusammen. Bezeichnen wir den Zah-
lenwert des i-ten Formelzeichens mit ¢; und die i-te Primzahl mit 7,
so konnen wir die Gédelnummer "¢ wie folgt notieren:

[P Ct 2 €3
¢ = omy oW

Die Verwendung von Primzahlen ist an dieser Stelle essentiell. Da
jede natiirliche Zahl eindeutig durch ihre Primfaktoren beschrieben
ist, werden zwei verschiedene Formeln immer auf verschiedene Go-
delnummern abgebildet. Abbildung 4.7 fasst zusammen, wie sich

11 13 15 17 19

0 s + x
r 1 T 3
21 23 25 27
X y z
Tt 1
2 4 6

Tabelle 4.1: Um die Syntax der Peano-
Arithmetik zu arithmetisieren, wird zu-
nichst jedes Grundsymbol der Kalkiilspra-
che in eine natiirliche Zahl iibersetzt.

0 + =
! ! !
21 25 15

04050 = 221325, 521415, g2
2 3 5 7 11

Primzahltabelle

Abbildung 4.6: Um eine Formel zu gédeli-
sieren, wird der Zahlenwert des i-ten For-
melzeichens als Exponent der i-ten Prim-
zahl verwendet. AnschlieBend werden alle
Ausdriicke zu einem gemeinsamen Produkt
zusammengefasst.
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B Godelisierung von ¢
"0+0=0"
221.325 521 715 12t

000000
31097

4

B Godelisierung von ¢,
"04+0=0-(0+0=0—0=0)7
NNH .wwm .MN_ ..Nmm. HMN_ . ﬂwﬂ w\N:.
1921.2325.2921. 3715 3921 47,
432147155321 5919

4254009852517873300162885099095...
2062912177152225723412983561076...
4204241788115952166723818682709...
1838340314531482866349985859639...
6267146087126501265378899938497...
1198219578838439107499451558520...
6839301168107657439662602002788...
1200381075268878821015628074667...
9122187572659828211350474489248....
5934282167896560823266182229402...
7587626403589167148247045777416...
0442969912665803065843000000000...
000000000000

a2 4,2.10%83

o

i

B Godelisierung von ¢
"04+0=0-0=0"
= NN_ .wwu.MN~ 715 H_mm . ~wﬂ &NN— .
HGG .Mwn_

= 7733351355658080332438994260291 ...
6040167200248925434737188323592...
2061839580272843306988370847036...
4426273272154163855898916739004...
7767000000000006000000000

= ~7,7-10M8

B Godelisierung von o1

_1O —_ OJ

221, 3 15 MN_
14348907000000000000000000000
1,4.10%8

Abbildung 4.7; Godelisierung der Beweis-
schritte von Theorem PA 1

mon

2

2976791086050777886254142258705...
4735259615108039000000000000000...
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die vier Formeln aus dem Beweis von Theorem PA1 auf diese Weise
gddelisieren lassen.

8 Ein formaler Beweis ist nach Definition 2. ] eine Folge von Formeln
und ldsst sich nach dem gleichen Schema in eine natiirliche Zahl
libersetzen. Um eine Folge der Form @1, P2, @3,... zu codieren, ver-
wenden wir die Godelnummer der i-ten Formel als Exponent der

i-ten Primzahl und fassen alle Ausdriicke erneut zu einem gemein-

samen Produkt zusammen:
r 7 - A r il
TOL @, = i .awﬁ .ﬁ@

Fiir unseren Beispielbeweis erhalten wir mit

5221325520715 21
wNNJNMMNJEHBG:i:oﬁmuumozﬁ;SN::Suzﬁamwn_%s )
5231335521715 121137 721 g5 p5m1
7221315321

eine Zahl gigantischer GréBe. Kein Buch der Welt hat genug Seiten,
um ihrer Dezimalschreibweise auch nur anndhernd Platz zu bieten.
Wir sind deshalb gut beraten, die Zahl in ihrer faktorisierten Darstel-
lung zu belassen.

Auch wenn sich die beiden vorgestellten Codierungen deutlich vonein-
ander unterscheiden, teilen sie einen gemeinsamen Makel: Beide bil-
den die Menge der Formeln zwar injektiv in die natiirlichen Zahlen
ab, aber nicht surjektiv. Das bedeutet, dass natiirliche Zahlen existie-
ren, die keine Gédelnummern sind. Fiir manche Betrachtungen ist es
aber durchaus bequem, von einer Eins-zu-eins-Beziehung zwischen der
Menge der Formeln und der Menge der natiirlichen Zahlen auszugehen,
und so stellt sich fast zwangsliufig die Frage, ob auch bijektive Gode-
lisierungen existieren. Die Antwort ist ein klares Ja, schlieBlich kénnen
wir alle syntaktisch korrekt aufgebauten Symbolsequenzen der Reihe
nach aufzéhlen und der i-ten Formel ganz einfach die Gdelnummer 7
zuweisen. Praktisch ist diese Art der Godelisierung nicht. Genau wie
die G.Eu-a.Oo&wE:m hat sie den Nachteil, dass sich die syntaktischen
Beziehungen, die durch die Axiome und Schlussregeln eines formalen
Systems definiert werden, auf der arithmetischen Ebene nur umstind-
lich beschreiben lassen.

4.2 Der erste Unvollstdndigkeitssatz
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4.2.2 Primitiv-rekursive Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir unser Augenmerk auf spezielle arith-
metische Funktionen richten, die in Gédels Beweis eine zentrale Rol-
le spielen. In der Literatur werden sie treffend als primitiv-rekursive
Funktionen bezeichnet, da sie rekursiv aus einer Reihe primitiver Ele-
mentarfunktionen gewonnen werden kénnen. Was wir darunter genau
zu verstehen haben, kldrt die folgende Definition:

@ Definition 4.1 (Primitiv-rekursive Funktionen)

B Die folgenden Funktionen sind primitiv-rekursiv:

e Die Nullfunktion z(n) := 0
e Die Nachfolgerfunktion s(n) 1= n+ 1
e Die Projektion p¥(xi,...,x,) 1= x
B Sindg:N* - Nund fy, ... s hg : N* — N primitiv-rekursiv, dann
istes auch f(xy,...,x,) mit

fx,.x) = WQ:OST.;szt.;Fa@r...:«:vv

B Sindg:N" > Nundh: N2 5 N primitiv-rekursiv, dann ist es
auch f(m,xy,...,x,) mit

SfO,x,...,x) = &x1,...,x),
flm+1,x1,... %) = E\Oﬁar...,BNYS“RT:;HL

Die erste Regel legt die elementaren primitiven Funktionen fest; na-
mentlich sind dies die Nullfunktion, die Nachfolgerfunktion und die
Projektion. Die anderen Regeln geben an, wie sich aus bereits bekann-
ten primitiv-rekursiven Funktionen weitere erschaffen lassen. Insge-
samt haben wir es mit zwei verschiedenen Konstruktionsschemata zu
tun:

@ Komposition
Die Kompositionsregel erlaubt uns, primitiv-rekursive Funktionen
als Parameter in andere primitiv-rekursive Funktionen einzusetzen.
Ist beispielsweise g(x; »¥2,%3) primitiv-rekursiv, dann ist es auch die
Funktion

flnxm) = glv,xn) = g(phxi, ), v (x1,%2), P(x1,x2))

wurde erst nach dem Jahr
1931 geboren, und so findet sich der Be-
guif der primitiv-rekursiven Funktion an
keiner Stelle in Gédels Originalarbeit wie-
der. Was wir heute als primitiv-rekursiy
bezeichnen, nannte Gédel rekursiv,

Die ilteste bekannte Arbeit, die den Be-
guiff der primitiven Rekursion verwendet,
wurde von der ungarischen Mathematike-
rin Rézsa Péter (Abbildung 4.8) im Jahr
1934 publiziert [137], und der Begriff der
primitiv-rekursiven Funktion taucht zum
ersten Mal in einer Arbeit von Stephen
Cole Kieene aus dem Jahr 1936 anf [102).
Trotzdem wird der Begriff der rekursi-
ven Funktionen auch heute noch verwen-
det, allerdings meist als Abkiirzung fiir
die groBere Klasse der sogenannten y-
rekursiven Funktionen, die alle berechen-

baren Funktionen umfasst.

Rézsa Péter
(1905 - 1977)

Abbildung 4.8: Die ungarische Mathema-
tikerin Rézsa Péter war eine der filhrenden
Personlichkeiten auf dem Gebiet der Re-
kursionstheorie. Zudem gelang es ihr als
Verfasserin mehrerer populdrwissenschaft-
licher Biicher, ein Publikum weit iiber die
Wissenschaftsgemeinde hinaus fiir sich zu
begeistern [139, 140].
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Primitiv-rekursive Funktio-_"
nen gibt es in Hiille und Fiil- B
le! In der Tat ist es gar nicht
so einfach, eine Funktion zu
konstruieren, die sich systematisch be-
rechnen ldsst, aber nicht nach dem Sche-
ma der primitiven Rekursion anfgebaut
ist. Im Jahr 1926 #uBerte David Hilbert
sogar die Vermutung, dass alle berechen-
baren Funktionen primitiv-rekursiv sei-
en {81]. Widerlegt wurde Hilberts Annah-
me noch im selben Jahr durch Wilhelm
Ackermann. Thm gelang es, eine Funk-
tion zu konstruieren, die nicht primitiv-
rekursiv ist, aber mithilfe verschachtel-
ter Rekursionsaufrufe berechnet werden
kann. Veroffentlicht hat Ackermann sei-
ne Funktion im Jahr 1928 {2]. 1935 wurde
sie von Rézsa Péter vereinfacht und in die
folgende bekannte Form gebracht [138]:

A(0,n) == 2-n+1
A(m+1,0) = A(m,1)
Ulm+1,n+1) == Alm, Alm+1,n))

Auf den ersten Blick kommt die Funkti-
on harmios daher. Ihr geschickt gewihl-
tes Rekursionsschema hat aber zur Folge,
dass sie stirker wichst als jede primitiv-
rekursive Funktion. Bereits 21(4,2) ent-
spricht einer Zahl mit ca. 20.000 Dezimal-
stellen, und fiir noch gréBere Werte von m
und n kSnnen wir A(m,n) faktisch kaum
noch ausrechnen.

Zu Ehren Ackermanns wird diese Funk-
tion als Ackermann-Funktion bezeichnet.
Manche Autoren sind priziser und be-
zeichnen sie ihrer Herkunft entsprechend
als Ackermann-Péter-Funktion.

Im Vorbeigehen demonstriert das Beispiel eine wertvolle Eigen-
schaft der Projektionsfunktion. Sie l4sst sich gezielt einsetzen, um
gewisse Variablen auszuwihlen oder zu vertauschen.

Primitive rekursion

Hinter diesem Konstruktionsschema verbirgt sich der wahre Kern
primitiv-rekursiver Funktionen. Ein gezielter Blick auf das Rekursi-
onsschema zeigt, dass der Funktionswert f in einer Schleife berech-
net wird, in der m die Rolle der Schleifenvariablen spielt. Ist m = 0,
so wird der Funktionswert itber die Funktion g bestimmt. Ist m > 0,
so wird der Funktionswert ermittelt, indem die Funktion 4 auf den
berechneten Funktionswert f (m—1,xq,... X,) sowie auf die Para-
meter m— 1 und xy,...,x, angewendet wird.

Das Schema der primitiven Rekursion ist stark genug, um alle iiblichen
Arithmetikoperationen auszudriicken. Um z, B. die Addition, die Multi-
plikation und die Potenzierung von natiirtichen Zahlen primitiv-rekursiv
zu formulieren, gehen wir von der folgenden Darstellung aus:

n falls m=0
add(m,n) = s(add(m —~1,n)) falls m>o @2
0 falls m=0
acz?rxv = mQQQ.DERE — H_xv,:v falls m>0 4.3)
pow(m,n) = ! falls m=0 @4)

mult(pow(m — 1,n),n) falls m>0

Durch den geschickten Einsatz der Projektionsfunktion kénnen wir
(4.2) bis (4.4) in die gesuchte Form bringen:

I

add(0, n)
add(m + 1,n)

pin),
h@wﬁmaa?::vlz, n))

Il

mult(0, n)
mult(m+ 1,r)

0,
add(p? (mult(m, n),m,n), p3 (mult(m,n),m,n))

Il

I

pow(0,n) = 5(0),

pow(m+1,n) = Bz:?w@oécxwav“:rS%wgoéoﬁ:Y:yxvv

Ohne Mithe kénnen wir den Begriff der primitiv-rekursiven Funktion
auch auf Relationen iibertragen. Hierzu koppeln wir das Bestehen oder
Nichtbestehen einer Relation ganz einfach an die Existenz einer ent-
sprechenden charakteristischen Funktion:

4.2 Der erste Unvollstdndigkeitssatz

@ Definition 4.2 (Primitiv-rekursive Relationen)

Eine Relation R zwischen den natiirtichen Zahlen X1,...,X, heiBt
primitiv-rekursiv, wenn eine primitiv-rekursive Funktion J mit der
folgenden Eigenschaft existiert:

R(x1,...,x%) & S, x) =0

f nennen wir die charakteristische Funktion von R.

4.2.3 Arithmetische Reprasentierbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir die Peano-Arithmetik (PA) dazu ver-
wenden, um iiber primitiv-rekursive Funktionen zu sprechen. Dass wir
diverse Eigenschaften von Zahlen und Funktionen innerhalb von PA
formalisieren kénnen, wurde bereits mehrfach erwihnt. Aber wie war
das genau gemeint? Wie kénnen wir beispielsweise formal ausdriicken,
dass eine natiirliche Zahl x eine gerade Zahl ist? Die Peano-Arithmetik
kennt neben der Nachfolgerfunktion, der Addition und der Multiplika-
tion keine anderen Operationen; wie kann sie iiber etwas reden, das gar
nicht in ihrem Sprachreservoir vorhanden ist?

Die Lsung kommt erneut in Form des Extensionalititsprinzips, das wir
im Zusammenhang mit der Mengenlehre bereits kennen gelemt haben.
Diesem Prinzip folgend, wird die Bedeutung cines Ausdrucks durch sei-
nen Umfang — seine Extension — beschrieben, d. h. durch die Objekte,
die er benennt oder beschreibt. In unserem Fall sind dies Mengen von
natiirlichen Zahlen, Damit ist klar, wie wir die Aussage

»X ist eine gerade natiirliche Zahl“

extensional erfassen konnen; sie wird eindeutig durch die Menge der
geraden Zahlen beschrieben.

Innerhalb der Peano-Arithmetik ist es ein Leichtes, die Menge der ge-
raden Zahlen durch eine Formel ¢(&) mit einer freien Variablen &
charakterisieren. Hierzu wihlen wir (&) derart, dass die Formeln

9(0),9(2), 9(4),0(6), ¢(8), ¢(10),.

allesamt wahr und die Formeln

o(1),0(3),0(5),0(7), p(9), 9(T1),...

209
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B, xist eine gerade natiirliche Zahl,

o(x) == (Fzx=2zx2)

»X ist eine Quadratzahl.

o(x) = (Fzx=2zx2)

WX teilt y.

Pl0y) = (Fzxxz=y)

»X ist grifier oder gleich y. «

o(x,y) = Fzx=y+2)

B |, xistgriferalsy.“
Play) = (Fzx=y+z+1)

B, xisteine Primzahl.
P(x) =
(~x=T)A
Vz(zix = (z=Tvz=x)))

B .xundy sind Primzahlzwillinge.
p(x,y) =
(k=T A(y=T) A
Vz(z|x—= (z=Tvz=x))A
Vz(zly = (z=Tvz=y))A
y=x+32)

Abbildung 4.9: Eine kleine Auswahl arith-
metisch reprisentierbarer Relationen

allesamt falsch sind. Eine Formel mit dieser Eigenschaft ist z. B.
P(x) = (Fzx=2zx2)

Die Grundidee ist damit vorgezeichnet, und bei genauerem Hinsehen
wird klar, dass wir auf diese Weise nicht nur Eigenschaften von natiir-
lichen Zahlen, d. h. einstellige Relationen, arithmetisch reprisentieren
konnen, sondern auch beliebige Beziehungen, die zwischen zwei oder
mehreren natiirlichen Zahlen bestehen (Abbildung 4.9). Hierzu miissen
wir unsere Vorgehensweise lediglich auf mehrstellige Relationen erwei-
tern. Die folgende Definition bringt Klarheit:

@ Definition 4.3 (Semantisch reprasentierbare Relationen)

Sei R C N" eine Relation und ¢ eine Formel mit n freien Variablen.
R wird durch ¢ semantisch reprdsentiert, wenn gilt:

(x1,..., ) ER = Fo@n... %)
A\«_..‘.«\«zvm% = TI_SAﬂT.:kI:

Auch Funktionen lassen sich arithmetisch représentieren. Hierzu nutzen
wir aus, dass sich jede n-stellige Funktion als Relation mit der Stellig-
keit n+ 1 auffassen lisst.

@ Definition 4.4 (Semantisch reprasentierbare Funktionen)

Sei f : N" — N eine Funktion und @ eine Formel mit n -+ 1 freien
Variablen. f wird durch ¢ semantisch reprisentiert, wenn gilt:

.\.A\df...“\dzv”v\ = Tﬁﬁwlkal\:%v
.\,A\«T..szvmmw = Tl_ﬁ?ulju\ﬂ:nvw\‘v

Um die Definition mit Leben zu fiillen, wollen wir erarbeiten, wie sich
die Funktion pow(x,y) aus Abschnitt 4.2.2 arithmetisch repréisentieren
ldsst. Als erstes probieren wir, eine Formel mit einer freien Variablen z
zu konstruieren, die nach dem folgenden Schema aufgebaut ist:

Jug .:m:<Aﬁoﬁx,:&?..>€<Ax_:<v>NH:<v “.5)

Fiir jede natiirliche Zahl i mit 0 < i < y enthlt diese Formel eine gebun-
dene Variable u; und eine Teilformel vi. Wahlen wir y; so, dass y;(x, us)
genau fiir u; = x’ wahr ist, so entspricht der gesuchte Funktionswert z

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz

dem Inhalt der Variablen u,. Die Konstruktion der Teilformeln y; berei-
tet uns dabei keinerlei Schwierigkeit; wir konnen ihren Wortlaut direkt
aus dem primitiven Rekursionsschema der Exponentialfunktion extra-
hieren;

Vo(x,up) = (up=T)
Vie1(6ui1) 1= (Yw (¥ (x,w) — Uip] =W X X))

Ein schwerwiegendes Problem bleibt allerdings bestehen: Da wir eine
variable Anzah! an Quantoren verwendet haben und die freie Variable
y zusétzlich im Index der Variablen uy auftaucht, ist (4.5) keine Formel
der Peano-Arithmetik. Gelést ist unser Problem erst dann, wenn wir es
schaffen, sie in eine echte arithmetische Formel zu iibersetzen.

Um dieses Ziel zu erreichen, verfolgen wir die gleiche Grundidee, mit
der wir die Mengen N und N” in Kapitel 1 als gleichmichtig identifi-
ziert haben. Dort haben wir gezeigt, dass sich endliche Folgen natiirli-
cher Zahlen eineindeutig in eine natiirliche Zahl hineincodieren lassen,
und genau das werden wir auch mit unserer Zahlenfolge x°,... % ver-
suchen,

Hierzu nehmen wir an, uns stehe eine Funktion & : N2 — N zur Verfii-
gung, so dass fiir jede endliche Sequenz ap, ..., ay eine Zahl b mit

a(b,0) = ag, a(b,1) = ai,...,a(b,y) = a,

existiert. Wenn es uns jetzt noch gelénge, die Funktion o mit einer For-
mel @ arithmetisch zn représentieren, dann lieBe sich Formel (4.5) fol-
gendermaRen umschreiben:

Fu (@a(u,0,T) A
VYW (v <y A @u(u,v,w) = @g(u,v+T,wx X)) A (4.6)
Pa(u,y;2))
Abbildung 4.10 veranschaulicht die Bedeutung der einzelnen Formel-

bestandteile.

Der Losung unseres Problems sind wir schon sehr nahe. Die Anzahl
der in (4.6) verwendeten Quantoren ist nun konstant, und die Variable y
kommt nicht mehr als Index einer anderen Variablen vor, Am Ziel sind
wir aber erst, wenn wir eine reale Funktion mit der Eigenschaft von «
finden.

Es ist Godel zu verdanken, dass wir eine solche Funktion heute unser
Eigen nennen diirfen, Im Gegensatz zu unserer fiktiven Funktion ¢ mit
zwei Variablen fiihrte er eine Funktion B mit drei Variablen ein:

B(x,32) := xmod (1 +y-(z+1))
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B 9y(u,0,1)
»An Position 0 von y steht der Wert 1.«

u= 1

B VvVw(v<ya Pa{u,v,w) —
Do lu,v+T,w % x))

wSteht an Position v der Wert w, so steht
an Position v+ 1 der Wert wex

u= 1 x X2 w

L QQAFV}NV

wZ ist der Wert an Position .«

y

Abbildung 4.10: Gibe es eine Funktion mit
den Eigenschaften von Py, SO Wiren wir in
der Lage, die Exponentialfunktion z=x
arithmetisch zu représentieren.
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Das Sun Zi suanjing zéhlt
zu den wichtigsten chine-
sischen Frithwerken der
Mathematik. Niedergeschrieben wurde es
von dem Rechenmeister Sun Zi in der ers-
ten Halfte des ersten Jahrhunderts, wahr-
scheinlich in den Jahren zwischen 280
und 473 n. Chr. [186]. Die bekannteste
Stelle des Sun Zi suanjing befindet sich im
dritten und letzten Kapitel [199]. Dort, in
Aufgabe 26, fordert der Meister zur L§-
sung des folgenden Ritsels auf:

» Es sei nun eine unbekannte Anzahl von
Dingen gegeben. Wenn wir sie zu je drei
zdhlen, bleibt der Rest zwei iibrig. Wenn
wir sie zu je fiinf zéihlen, bleibt der Rest
drei iibrig. Wenn wir sie zu je sieben
zdhlen, bleibt der Rest zwei iibrig. Finde
die Anzahl der Dinge heraus.

In moderner Sprechweise ist dies die Auf-
forderung, das folgende System linearer
Kongruenzen zu 16sen:

x=2 mod3
x=3 mod§
x=2 mod7

Wir nennen ein solches System auch eine
simultane Kongruenz. Heute kennen wir
eine Reihe von Sitzen, die Aussagen dar-
iiber treffen, wann solche Kongruenzen
losbar sind. Ihrer Herkunft entsprechend
werden diese Satze als Chinesische Rest-
sdtze bezeichnet. Die Variante, die im Be-
weis von Satz 4.3 verwendet wird, besagt
das Folgende:

Sind my, ...,m, natiirliche, paarweise tei-
lerfremde Zahlen und aq,...,a, beliebi-
ge ganze Zahlen, so besitzt die simultane
Kongruenz

x=ag modny

x=a, modnmy,

genau eine Losung modulo mg - ... -my,.

Der folgende Satz zeigt, dass diese Funktion unseren Zweck erfiillt:

@ Satz 4.3

Fiir jede endliche Zahlenfolge ay,. . .,a, existieren b und ¢ mit

a; = B(b,e,i) = bmod (1+4c-(i+1))

Beweis: Wir beweisen den Satz in zwei Schritten:

B Zunichst zeigen wir, dass die Ausdriicke
C +c- O. + Cv

fiir ¢ = n! paarweise teilerfremd sind. Der Beweis lisst sich mit
elementaren zahlentheoretischen Argumenten fithren. Gibe es eine
Primzahl p, die sowohl

(1+c-(i+1)) alsauch (1 +c-(i+k+1)) (1<k<n)
teilt, so ware p auch ein Teiler der Differenz

(I4+c-(i+k+1))—(L4c-(i+1)) =
l+citckte—1—ci—c=
c-k

Das wiirde bedeuten, dass p mindestens eine der Zahlen ¢ oder k

teilt. Beide Annahmen werden wir jetzt zu einem Widerspruch fiih-
ren:

© Angenommen, es gelte p|c. Dann ist p auch ein Teiler von ¢ (i -+
1), im Widerspruch zu unserer Annahme, dass p den Wert 1+
c-(i+1) teilt.

e Angenommen, es gelte pjk. Wegen k < »und ¢ = n! ist k ein Tei-
ler von ¢, und damit gilt auch p|c. Wir haben aber gerade gezeigt,
dass dies nicht sein kann.

Da die Ausdriicke (1+c-(i+ 1)) paarweise teilerfremd sind, kénnen
wir den Chinesischen Restsatz anwenden. Dieser garantiert uns, dass
die simultane Kongruenz

x=ap mod(l+c¢-1)

x=a; mod(l+c-2)

x=a, mod(l+c-(n+1))
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eine Losung besitzt. Bezeichnen wir diese Losung mit b, so gilt fiir B ao=1,a) =2
alle a; die Beziehung Fiirb =7 und ¢ = 2 gilt
ai=bmod (1+c-(i+1)) 7 mod (14+2-1)=1
. 7 mod (1+2-2) =2
was zu beweisen war. 0 7 mod (142:3) =0
7 mod (14+2.4)=7
Abbildung 4.11 demonstriert, wie sich mithilfe der Godel’schen S- <
X . N . . 7 mod (14+2-5)=7
Funktion die Anfangsstiicke der Folge aller Zweierpotenzen reprisen-
tieren lassen. 1 5 0 7 7
Natiirlich existiert eine ganze Schar von Funktionen, um Sequenzen von = = o ~ 5
natiirtichen Zahlen in eine einzige Zahl hineinzucodieren. Wir diirfen ,M” MH .M” < S
in diesem Zusammenhang aber nicht vergessen, dass wir die Funktion & = & %\, W
arithmetisch reprisentieren miissen, und genau dies ist bei Godels -
Funktion problemlos moglich: B a=1l,a =2a=4
Pp(x,y,z,w) 1= Fdx=s(y xs(z)) xd+wAw < sy xs(z)) 4.7) Fiir b =3079 und ¢ = 8 gilt:
: 3079 mod (1+8-1)=1
Ummmﬁ sind .,.Sm am Ziel und kénnen die Exponentialfunktion folgender- 3079 mod (1+8-2) =2
maBen reprisentieren: 3079 mod (1+48-3) =4
mvwnASm?,n,o_d> 3079 mod (1 +8-4) =10
YvVw (v <yApg(b,c,v,w) = @g(b,c,v+T,wxx)) A 3079 mod {1+8-5)=4
@p(b,c,y,2)) 2 4 10 4
Ersetzen wir die Funktion ] jetzt noch durch ihre Definition, so erhal- wu T T pis .M
ten wir = £ s £ =
Q Q. @ a o

IbIec(3db=s(cxs(0)) x d+TAT < s(cxs(0)) A
YvVw (v<yAddb=s(cxs(v)) xd+wAw <s(cxs(v))
Fdb=s(cxs(v+T1)) xd+(wxx)A(wxx) <slcxs(v+1))) A
ddb=s(cxs(y)) xd+zAz <s(cxs(y)))

Auch wenn diese Formel von aufien betrachtet wie eine wahllose An-
sammlung arithmetischer Ausdriicke wirkt, ldsst sie ihr streng konstruk-
tiver Aufbau in einem hellen Licht erstrahlen. In ihrem Inneren verbirgt
sie mit der Gdel’schen ff-Funktion ein mathematisches Juwel.

Konnen wir auf die gleiche Weise auch andere Funktionen arithmetisch
repriisentieren? Die Antwort lautet Ja! Die Godel’sche S-Funktion ist
von so allgemeiner Natur, dass wir nach dem gleichen Schema belie-
bige primitiv-rekursive Funktionen oder Relationen arithmetisch repri-
sentieren konnen. Tatsédchlich lésst sich durch eine Verallgemeinerung
der oben gezeigten Formelkonstruktion der folgende Satz beweisen:

8 ay=1,a1=2,ap=4,a3=8

Fiir b = 115771826 und ¢ = 64 gilt:
115771826 mod (1+64-1)=1
115771826 mod (1+464.2) =2
115771826 mod (1464-3) =4
115771826 mod (1+64-4) =8
115771826 mod (1 +64-5) =287

B(b,c,3) oo
Bb,c4) &

4
—~
o
<
=
o«

B(b,c,0) ~
B(b,c,1)

Abbildung 4.11: Codierung von Zahlenfol-
gen mit der Gédel’schen S-Funktion
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Auch der Begriff der arith-
metischen Reprisentierbar-
keit ist von der babyloni-
schen Sprachverwirrung be-
troffen, mit der wir im Bereich der ma-
thematischen Logik an vielen Stellen le-
ben miissen. Insbesondere in der angel-
siichsischen Literatur werden hierfiir eine
Vielzahl unterschiedlicher Begriffe ver-
wendet. Beispielsweise werden syntak-
tisch repriisentierbare Relationen in El-
liott Mendelsons Standardwerk als ex-
pressable und syntaktisch reprisentierba-
re Funktionen als representable bezeich-
net {117]. Peter Smith verwendet den Be-
guiff expressable in seinem Buch iiber
die Godel’schen Unvollstidndigkeitssitze
dagegen als Synonym fiir die semanti-
sche Reprisentierbarkeit, unabhingig da-
von, ob damit Funktionen oder Relatio-
nen gemeint sind [170]. Syntaktisch re-
présentierbare Funktionen und Relationen
bezeichnet Smith als capturable.

4 Beweistheorie

% Satz 4.4

Jede primitiv-rekursive Relation R(xy,...,%,) ist innerhalb der
Peano-Arithmetik semantisch représentierbar,

Bisher wurde durchgingig von einer semantischen Reprisentation ge-
sprochen. Dies ist gerechtfertigt, da wir zwischen wahren und falschen
Formeln unterschieden haben. Wir wollen unser Begriffsgeriist jetzt um
eine zweite Art der arithmetischen Reprisentierbarkeit erginzen, die
den Begriff der Wahrheit durch den Begriff der Beweisbarkeit ersetzt.
Da Beweise in formalen Systemen vollstdndig auf der syntaktischen
Ebene gefiihrt werden, reden wir in diesem Zusammenhang von einer
syntaktischen Reprisentation.

@ Definition 4.5 (Syntaktisch reprasentierbare Relationen)

Sei R C N” eine Relation und ¢ eine Formel mit 7 freien Variablen.
R wird durch ¢ syntaktisch reprdsentiert, wenn gilt;

(x1,...,%;) ER = FoE,.. . x)
(x1,..,%) €R = F-o(r,... %,

Alle Relationen und Funktionen aus Abbildung 4.9 werden durch die
angegebenen Formeln nicht nur semantisch, sondern auch syntaktisch
représentiert. Den Beweis hierfiir wollen wir nicht fithren, da er mit er-
heblichem Aufwand verbunden ist. Fiir alle natiirlichen Zahlen miissten
wir zeigen, dass die entsprechenden Formelinstanzen von ¢ im forma-
len System der Peano-Arithmetik ableitbar bzw. nicht ableitbar sind.

Godel zeigte, dass die Aussage von Satz 4.4 auch auf der syntaktischen
Ebene gilt. Genau dies ist die Aussage seines beriihmten Satzes V, den
wir in Abbildung 4.1 im Originalwortlaut zitiert hatten. In modernerer
Formulierung liest er sich wie folgt:

g Satz 4.5 (Godel, 1931)

Jede primitiv-rekursive Relation R(x1,...,%,) ist innerhalb der
Peano-Arithmetik syntaktisch reprisentierbar,

Dieser Satz ist ein wichtiges Etappenziel auf dem Weg zu den Unvoll-
standigkeitsresultaten. Sein Beweis ist sehr technisch, und selbst Godet
hat ihn in seiner Arbeit nur skizzenhaft angedeutet. Ausfiithrlich ausge-
arbeitet ist er beispielsweise in [170].

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz

4.2.4 Godels Diagonalargument

Bevor wir die Bithne zum groBen Finale des Gédel’schen Beweises frei-
geben, wollen wir die bis jetzt erarbeiteten Ergebnisse kurz zusammen-
fassen:

@ In Abschnitt 4.2.1 haben wir gezeigt, wie sich die Syntax einer for-
malen Sprache arithmetisieren lisst. Indem wir jeder Formel ¢ eine
Godelnummer "¢ zugeordnet haben, konnten wir die Manipulation
von Zeichenketten auf der arithmetischen Ebene deuten.

B In Abschnitt 4.2.2 haben wir den Begriff der primitiv-rekursiven
Funktion eingefiithrt und anschliefend auf numerische Relationen
tibertragen. Ohne uns in Details zu verlieren, haben wir angedeutet,
dass sich viele im mathematischen Alltag angetroffene Funktionen
primitiv-rekursiv formulieren lassen.

B In Abschnitt 4.2.3 haben wir den Begriff der arithmetischen Re-
présentierbarkeit eingefiihrt. Am Ende stand die Erkenntnis, dass
wir die G6del’sche B-Funktion dazn verwenden kénnen, um jede
primitiv-rekursive Relation innerhalb der Peano-Arithmetik syntak-
tisch zu représentieren.

Betrachten wir die gewonnenen Ergebnisse isoliert voneinander, so wir-
ken sie wie gewdhnliche mathematische Aussagen. Jede Einzelne be-
leuchtet einen interessanten Aspekt der mathematischen Logik, aber
keine von ihnen scheint das Potenzial zu besitzen, die Mathematik in
ihren Grundfesten zu gefihrden. Eine wahrhaft zerstorerische Wirkung
entfalten sie jedoch dann, wenn wir sie in geeigneter Weise miteinan-
der kombinieren. Wie die einzelnen Puzzle-Stiicke zusammenpassen,
hat Gédel in akribischer Prizision ausgearbeitet, und so liest sich seine
Arbeit aus dem Jahr 1931 stellenweise wie der Bauplan eines mathe-
matischen Sprengsatzes. Die explosive Wirkung seiner Arbeit ist be-
kannt, Mit dem Beweis der Unvollstiandigkeitssitze hat Godel die lange
gehegte Hoffnung auf die vollsténdige Formalisierung der Mathematik
mit einem Handstreich in Schutt und Asche gelegt.

Auf den folgenden Seiten werden wir die Gédel’sche Konstruktion in
ihren Grundziigen nachvollziehen. Eine wesentliche Rolle spielen dabei
diejenigen arithmetischen Formeln, die in Godels Originalarbeit Kias-
senzeichen heilen. Mit diesem Begriff sind die Formeln der Form (&)
gemeint, also diejenigen Formeln, die genau eine freie Variable besit-
zen.
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4 Beweistheorie

Tabelle 4.2: Abgebildet ist ein Ausschnitt
einer unendlich grofen Tabelle, die alle
arithmetischen Formeln mit einer einzi-
gen freien Variablen enthilt. Die Tabel-
le ist so aufgebaut, dass die Formel mit
der Godelnummer / in der i-ten Zeile steht
und alle Zeilen leer gelassen sind, de-
ren Zeilennummer nicht die Gddelnum-
mer eine Formel mit einer freien Varia-
blen ist. Die Tabelle enthélt unendlich vie-
le Spalten, von denen jede einzelne mit
einer natiirlichen Zahl n markiert ist. Ist
die Formel ¢;(71) innerhalb der Peano-
Arithmetik beweisbar, so enthilt die i-te
Zeile in der n-ten Spalte den Eintrag +.
Ist sie es nicht, so ist das entsprechen-
de Feld mit I/ markiert. In seiner Arbeit
aus dem Jahr 1931 hat Godel dargelegt,
dass sich auf der Hauptdiagonalen ein un-
entscheidbarer Satz befinden muss. Hier-
zu konstruierte er eine natiirliche Zahl g,
fiir die er anschlieBend zeigte, dass weder
@g(8) noch ¢, (%) innerhalb der Peano-
Arithmetik beweisbar sein kann.

@@ ¥ - ¥V BV FE YR

eu(6) ¥ F F R Vo ¥ OF Y LY
95(8)
ow& ¥ ¥ ¥ F F F F A e

T
L
T
<X
T
~
T
X
T
S

e&) ¥ - F ¥ OH OF ¥ L

“(8) BV ¥ BV R WY

Fiir das Verstéindnis der folgenden Uberlegungen ist es hilfreich, sich
diese Formeln als Zeileneintrige einer unendlich grofien Tabelle vor-
zustellen (vgl. Tabelle 4.2). Innerhalb der Tabelle sind die Formeln so
angeordnet, dass in der i-ten Zeile die Formel mit der Godelnummer i
erscheint. Die Formel in Zeile i bezeichnen wir im Folgenden mit ¢;().
Beachten Sie, dass nicht jede natiirliche Zahl eine Godelnummer ist und
auch nicht jede Godelnummer eine Formel beschreibt, die, wie hier ge-
fordert, genau eine freie Variable besitzt. Deswegen sind in der Tabelle
mehrere Zeilen vorhanden, die keine Eintrige besitzen.

Nun sind wir nicht an offenen, sondern an geschlossenen Formeln inter-
essiert. Diese kénnen wir erhalten, indem wir in der Formel ¢;(&) die
freie Variable durch einen arithmetischen Term der Form 7 ersetzen.
Auf diese Weise entsteht fiir jede Zahl n € N eine geschlossene For-
mel @;(7). Einige dieser Formeln sind innerhalb der Peano-Arithmetik
beweisbar (- (7)), andere sind es nicht (i ¢(%)). Um die Beweisbar-
keitseigenschaft in unserer Tabelle sichtbar zu machen, existiert fiir jede
natiirliche Zahl n € N eine separate Spalte. Steht in der i-ten Zeile und
n-ten Spalte unserer Tabelle das Zeichen |-, so ist die Formel ¢;(7) be-
weisbar. Andernfalls ist das Feld mit dem Symbol / markiert.

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz

217

In seinem Beweis machte sich Godel eine trickreiche Argumentation
zu eigen, die dem Cantor’schen Diagonalargument aus Abschnitt 1.2.2
sehr dhnlich ist. Es gelang ihm zu zeigen, dass sich auf der Hauptdiago-
palen unserer Tabelle mindestens eine Formel befinden muss, die inner-
halb der Peano-Arithmetik unentscheidbar ist. Konkret bedeutet dieses
Ergebnis, dass eine natiirliche Zahl g € N existiert, fiir die weder ¢, ®
noch =, (g) beweisbar ist.

Wir werden nun herausarbeiten, wie sich der Wert von g berechnen
lasst. Hierzu betrachten wir zunéchst die Relation Gdl(x,y), die eine
Beziehung zwischen zwei natiirlichen Zahlen x und y herstellt:

Gdl(x,y) :© xist die Godelnummer eines Beweises von ¢;(¥)

Was sagt diese Relation genau aus? Zunéchst halten wir fest, dass x und
y natiirliche Zahlen sind und wir x als die Godelnummer eines Beweises
und y als die Godelnummer einer arithmetischen Formel interpretieren.
Die Formel ¢y(¥) ist das y-te Diagonalelement in unserer Tabelle. Per
Definition stehen x und y genau dann in Relation zueinander, wenn x
einen Beweis fiir die Formel @y(¥) codiert. Anders gesagt: x codiert
eine Sequenz von Formeln, die das Diagonalelement ¢,(7) in endlich
vielen Schritten aus den Axiomen der Peano-Arithmetik ableitet.

In seiner Originalarbeit hat Godel bewiesen, dass Gdl(x,y) eine pri-
mitiv-rekursive Relation ist. Das bedeutet, dass eine primitiv-rekursive
Funktion fgai(x,y) existiert, die genau dann den Wert O berechnet, wenn
x die Godelnummer eines Beweises fiir die Diagonalaussage ¢y(7) ist.
Nach Satz 4.5 ist die Relation Gdl(x,y) innerhalb der Peano-Arithmetik
syntaktisch repriisentierbar; somit existiert eine Formel Wgqi(€,§) mit
der folgenden Eigenschaft:

- Wgai(X,7) <> x codiert einen Beweis fiir die Formel @, (¥)
F =yea(%,¥) ¢ x codiert keinen Beweis fiir die Formel ¢,(5)

Aus g (€, ) konstruieren wir nun die Formel

Pe(y) = Vx-Waa(x,y) (4.8)

Das Ergebnis ist eine arithmetische Formel mit genau einer freien Va-
riablen. Sie kommt in der g-ten Zeile unserer Tabelle vor und ist jene
Formel, nach der wir gesucht haben. Sie besitzt die faszinierende Ei-
genschaft, dass ihre diagonalisierte Aussage @,(g) innerhalb von PA
unentscheidbar ist, d. h., weder @g(g) noch ~@,(g) lassen sich aus den
Axiomen der Peano-Arithmetik herleiten. Warum dies so ist, werden
wir jetzt begriinden:

“I Dass wir mit Gdl(x,y) ei-
<> ne primitiv-rekursive Rela-
] tion vor uns haben, ist kei-
nesfalls selbstverstandlich.
Tatsichlich erstreckt sich der Beweis in
Gédels Arbeit iiber sechs eng beschrie-
bene Seiten. Godel erzielte sein Resultat,
indem er insgesamt 46 primitiv-rekursive
Funktionen und Relationen definierte, die
aufeinander aufbauen und immer komple-
xer werdende Sachverhalte ausdriicken.
Aus heutiger Sicht wirken diese Funktio-
nen und Relationen wie die Hilfsrouti-
nen eines Programms, das fiir zwei Ein-
gabewerte x und y entscheidet, ob x einen
Beweis fiir das Diagonalelement ¢,(7)
codiert. Der Vergleich ist durchaus an-
gebracht. Heute wissen wir, dass jede
Funktion, die von einem Programm oh-
ne die Verwendung von While-Schleifen
berechnet werden kann, primitiv-rekursiv
ist und sich jede primitiv-rekursive Funk-
tion in ein ebensolches Programm iiber-
setzten ldsst [89]. Auch wenn die Notation
den Blick darauf versperrt, verbirgt sich
im Beweis des ersten Unvollstindigkeits-
satzes eines der ersten Computerprogram-
me des zwanzigsten Jahrhunderts. Godel
konnte dies damals freilich noch nicht
wissen. Im Jahr 1931 waren programmier-
bare Computer, wie wir sie heute kennen,
noch in weiter Ferne.
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4 Beweistheorie

[ Weiter oben haben wir her—_
ausgestellt, dass Godels Be-
weis im Kern auf der Kon-
struktion einer Aussage be-
ruht, die ihre eigene Unbeweisbarkeit po-
stuliert. Ohne explizit darauf hinzuwei-
sen, haben wir diese Formel mit ¢, (g) be-
reits konstruiert. Warum dies so ist, ldsst
sich leicht einsehen. Zundichst ist ¢,(g)
das Diagonalelement von

0e(y) =Vx ~Wga(x,y)

Jede konkrete Instanz @g(¥) besagt, dass
kein x die Godelnummer eines Beweises
fiir das Diagonalelement @y(¥) ist:

0z (3) = ., 0,(3) ist nicht beweisbar. «

Dann trégt die Formel @, (%) aber die fol-
gende inhaltliche Aussage in sich:

0g(8) = ., 0, (8) ist nicht beweisbar.
Oder, was gleichbedeutend ist:
©g(8) = .. Ich bin nicht beweisbar. “

Nicht selten wird Godels Beweis dahinge-
hend missverstanden, dass er auf der se-
mantischen Bedeutung von @g(g) beruht.
Einige Kritiker sehen in der Konstruktion
von ¢, (g) sogar einen irreguliren Selbst-
bezug, der Parallelen zur Russell’schen
‘Antinomie aufweist und die Legitimitit
des Beweises in Frage stellt. Wenn Sie die
Ausfiihrungen auf diesen Seiten nochmals
durchgehen, werden Sie jedoch schnell
bemerken, dass wir die Formel 95 (8) gar
nicht inhaltlich gedeutet haben. Dass we-
der ©g(Z) noch —@,(g) beweisbar sein
kann, sofern die Peano-Arithmetik frei
von Widerspriichen ist, haben wir rein
auf der syntaktischen Ebene gezeigt. Den-
noch hilft die semantische Interpretation
von @p(g) dabei, den Godel’schen Be-
weis zu verstehen. Sie gibt einen Hin-
weis darauf, warum in jedem hinreichend
ausdrucksstarken formalen System unent-
scheidbare Sitze existieren miissen.

Angenommen, es gelte - ¢, ().

Wire ¢,(g) beweisbar, so miisste eine Gédelnummer m existieren,
die den Beweis dieser Formel codiert. @5 (%) ist das Diagonalelement
der Formel ¢g(£), und somit gilt Gdi(m,g). Da g die Relation
Gdl syntaktisch reprisentiert, folgt daraus

F Wea(i, g) (4.9)

Die Annahme F @, (%) lautet ausgeschrieben - ¥x “Wea(%,8). In-
stanziieren wir die Variable x mit 7, so erhalten wir mit

F —Wea(7,g)

einen unmittelbaren Widerspruch zu (4.9). Die Formel ©g(g) kann
nur dann beweisbar sein, wenn die Peano-Arithmetik widerspriich-
lich ist. In diesem Fall kénnten wir jede beliebige arithmetische For-
mel aus den Axiomen ableiten.

Angenommen, es gelte - ¢, (g).
Die Annahme lautet ausgeschrieben - —Vx —WaGdi(%,Z), und daraus
folgt

F 3x wea(x,5) (4.10)

Ist die Peano-Arithmetik widerspruchsfrei, so ist nicht gleichzeitig
die Formel @,(g) beweisbar. Das bedeutet, dass keine natiirliche
Zahl die Gédelnummer eines Beweises fiir @, () sein kann. Es gilt
also

(0.8) € Gdl, (1,8) ¢ GdL, (2,g) ¢ Gdl, (3,8) ¢ Gdl, ..

Da ygar die Relation Gdl syntaktisch représentiert, kénnen wir die
folgenden Schliisse ziehen:

F =¥ea(0,2) “.11)
b —vea(l,g) (4.12)
F -¥6a(2,8) (4.13)

Damit haben wir uns in eine prekire Situation mandvriert. Wire
—@, (%) innerhalb der Peano-Arithmetik beweisbar, so wire es auch
die Formel (4.10). Diese besagt, dass innerhalb der Menge der na-
tiirlichen Zahlen eine Zahl x existieren muss, fiir die Yeai (X, g) wahr
ist. Auf der anderen Seite scheinen die Formeln (4.11), (4.12), (4.13)
usw. genau dies zu widerlegen. Fiir jede beliebige natiirliche Zahl x
kénnen wir die Formel - —~ygq (%,7) beweisen. Offensichtlich ist es
uns gelungen, einen Widerspruch zu erzeugen. Oder etwa nicht?

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz

Uber den augenscheinlich entstandenen Widerspruch diirfen wir nicht
allzu schnell hinweggehen, Wir haben ihn erhalten, weil wir die bewie-
senen Formeln semantisch interpretiert haben. Hitten wir die Korrekt-
heit der Peano-Arithmetik vorausgesetzt, hiitten wir also angenommen,
dass sich nur wahre arithmetische Aussagen aus den Axiomen ableiten
lassen, so wiiren wir tatséichlich am Ziel. Ganz offensichtlich kénnen die
Formeln (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), ... nicht gleichzeitig wahr sein.

In der syntaktischen Variante des ersten Godel’schen Unvollstin-
digkeitssatzes ist aber lediglich die Widerspruchsfreiheit der Peano-
Arithmetik gefordert. Um hiergegen einen Einwand zu erheben, miis-
sen wir fiir eine gewisse Formel ¢ zeigen, dass sowohl ¢ als auch ~¢
beweisbar sind. Dies ist uns mit den Formeln (4.10), (4.11), (4.12),
(4.13), ... aber nicht gelungen. Auch wenn sie nicht gleichzeitig wahr
sein konnen, erzeugen sie auf der syntaktischen Ebene keinen Wider-
spruch. Godel sah sich mit genau diesem Problem konfrontiert und
konnte es nur 18sen, indem er nicht die Widerspruchsfreiheit, sondern
die o-Widerspruchsfreiheit zur Voraussetzung des ersten Unvollstin-
digkeitssatzes erhob. Was wir unter diesem Begriff genau zu verstehen
haben, klért die folgende Definition:

@ Definition 4.6 (@-Widerspruchsfreiheit)

Ein formales System (Kalkiil) heift w-widerspruchsfrei, wenn
B es widerspruchsfrei ist und die folgende Eigenschaft erfiillt:

B Gilt - ~¢(%) fir alle # € N, so folgt daraus b/ Ix o(x).

Die Swgaoawéorm@@mrm: ist eine stirkere Eigenschaft als die Wider-
spruchsfreiheit. Ganz offensichtlich ist jedes o-widerspruchsfreie for-
male System auch widerspruchsfrei, nicht aber umgekehrt.

Mit dem neuen Begriff sind wir in der Lage, jene Variante des ersten
Unvollstandigkeitssatzes zu formulieren, die Godel in seiner Original-
arbeit bewiesen hat. In moderner Sprechweise lautet sie wie folgt:

A satz 4.6 (Godel, 1931)

Jedes w-widerspruchsfreie formale System, das stark genug ist, um
die Peano-Arithmetik zu formalisieren, ist negationsunvollstindig.

Mit diesem Ergebnis hat unsere Reise auf Gidels historischem Pfad ein
erfolgreiches Ende gefunden. Zumindest fiir den Moment.
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Um die Konstruktion der—_>
Rosser’schen Formel ¢ Zu
verstehen, wollen wir zu- , Y
nichst die inhaltliche Be- &
deutung der G&del’schen Formel Pg TE-
kapitulieren. Weiter oben haben wir her-
ausgearbeitet, dass jede konkrete Instanz
@(3) fiir die Aussage

» @y(F) ist nicht beweisbar"

steht und das Diagonalelement 0 (%) da-
mit der folgenden Aussage entspricht:

wIch bin nicht beweisbar.

Die Rosser’sche Formel liisst sich auf die
gleiche Weise analysieren. Ubersetzen wir
die einzelnen Formelbestandteile in die
natiirliche Sprache, so lisst sich die inhalt-
liche Bedeutung von ©-(3) folgenderma-
Ben ausdriicken:

»Ist @y (3) beweisbar, so existiert ein
kiirzerer Beweis fiir -, (5).

Damit entspricht das Diagonalelement
©-(F) der Aussage

»Ist ,(F) beweisbar; so existiert ein
kiirzerer Beweis fiir @ (F)“

oder, was gleichbedeutend ist:

» Wenn ich beweisbar bin, so existiert ein
kiirzerer Beweis fiir meine Negation. “

Unter der Annahme der Widerspruchsfrei-
heit ist diese Aussage aber dquivalent zu

»Ich bin nicht beweisbar,

Unsere Betrachtung zeigt, dass zwischen
dem Gédel’schen und dem Rosser’schen
Diagonalelement kein semantischer Un-
terschied besteht; beide postulieren ih-
re eigene Unbeweisbarkeit. Die Art und
Weise, wie beide Formeln ihre inhaltliche
Aussage codieren, ist dagegen eine vol-
lig andere, und genau hierin liegt das Ge-
heimnis des Rosser’schen Beweises.

4 Beweistheorie

4.2.5 Rossers Beitrag

In seiner urspriinglichen Formulierung macht der erste Gédel’sche Un-
vollstindigkeitssatz eine Aussage iiber ©-widerspruchsfreie formale
Systeme. Dass sich die Annahme der o-Widerspruchsfreiheit durch
die schwichere Annahme der Widerspruchsfreiheit ersetzen Idsst, wur-
de erst 1936 von dem US-amerikanischen Mathematiker John Barkley
Rosser bewiesen, rund fiinf Jahre nach der Publikation der Unvollstin-
digkeitssitze [151, 171].

Es ist ein bemerkenswerter Aspekt seiner Arbeit, dass Rosser die G-
del’sche Argumentationslinie fast vollstindig beibehalten konnte. Um
den Unvollsténdigkeitssatz in seiner vollen Allgemeinheit zn beweisen,
reicht es, die Gédel’sche Formel 9g(y) durch die Rosser’sche Formel

ery) = Vx (Yoa(xy) = 3(z < x) Yoar (z,Y)) (4.14)

zu ersetzen. Der Austausch von ¥(g) durch ¢, (7) wird in der Literatur
héufig als Rossers Trick bezeichnet.

Die in (4.14) verwendete Teilformel Woar (z,y) kommt an dieser Stelle
das erste Mal vor. Sie ist die syntaktische Reprisentation der folgenden
primitiv-rekursiven Relation:

Gdl'(x,y) :4> x ist die Gdelnummer eines Beweises von -, ()

Wir werden nun zeigen, dass die Formel ¢,(7) innerhalb der Peano-
Arithmetik unentscheidbar ist,

B Angenommen, es gelte - o, (7).

Wiire o (F) beweisbar, so miisste eine Godelnummer m existieren,
die den Beweis dieser Formel codiert, ©(7) ist das Diagonalelement
der Formel ¢,(&), und somit gilt Gdl(m, r). Da g die Relation
Gdl syntaktisch représentiert, folgt daraus

F Yo (m,7 (4.15)
Die Annahme |- ¢,(7) lautet ausgeschrieben

F X (Woa(x,7) = 3(z < ) woar(z,7))
Instanziieren wir die Variable x mit 72, so erhalten wir

F Wea(m,7) — 3 (z < m) Vaar (z,7) 4.16)

Mit der Zoasmﬁo:gm-mozcmmaom& folgt aus (4.15) und (4.16)

F 3 AN < NIva Yaar AN“M..V A&H‘Nv

4.2 Der erste Unvollstindigkeitssatz
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John Barkley Rosser wurde am 6.
- ~ Dezember 1907 in Jacksonville ge-
\_wmw boren. An der University of Florida
———— studierte er Physik und wechselte
nach seinem Master-Abschluss an die renommierte Prince-
ton University, wo er 1935 unter Alonzo Church in mathe-
matischer Logik promovierte [150]. Nach kiirzeren Aufent-
halten in Princeton und Harvard erhielt er 1936 den Ruf an
die Cornell University, die fiir die n#ichsten 30 Jahre zu sei-
ner wissenschaftlichen Heimat werden sollte.

Rosser ist neben der Verbesserung des Godel’schen Bewei-
ses (Rossers Trick) vor allem fiir seine Arbeiten auf dem
Gebiet der Rekursionstheorie bekannt. Im Jahr 1935 sorg-
te er flir Aufsehen, als er zusammen mit Stephen Cole
Kleene einen Widerspruch in der urspriinglichen Formu-
lierung des A-Kalkiils von Alonzo Church fand (Kleene-
Rosser-Paradoxon). Heute wird sein Name vor allem mit

dem Church-Rosser-Theorem verbunden, das die Konflu-
enzeigenschaft gewisser Hnnsoaon:nmmmwmaam garantiert
(Theorem 2 in [31]). Einen hohen w@wmsarm:mmga erziel-
te Rosser nicht zuletzt durch mehrere Biicher, die heute zur
Standardliteratur der mathematischen Logik zahlen [152—
154].

Rosser war nicht nur Theoretiker. Wihrend des zweiten
Weltkriegs beschiftigte er sich mit der Konstruktion bal-
listischer Raketen und iibernahm spéter wichtige Berater-
positionen in der Weltraum- und Milj Arforschung. Tm Jahr
1963 wurde er zum Direktor des Army Mathematics Rese-
arch Centers (AMRC) ernannt, einer Einrichtung des US-
Militérs zur strategischen Unterstiitzung der US-Invasion in
Vietnam. In dieser Rolle war er nicht unumstritten; Sffent-
lich dementierte er jegliche Beteiligung des AMRC an milj-
térischen Projekten. Im Jahr 1973 ging Rosser in den Ruhe-
stand und starb am 5. September 1989 mit 81 Jahren.

Ist die Peano-Arithmetik widerspruchsfrei, so ist nicht gleichzeitig
die Formel —¢,(7) beweisbar. Das bedeutet, das keine natiirliche
Zahl die Godelnummer eines Beweises fiir =@, (F) sein kann. Es gilt

also:

F =Yoar (0,7)
F ~Woar (1,7)
F ~Wear (2,7)

Aus (4.18) und (4.19) folgt
b -3z <T) Yoar (2,7
Nehmen wir Formel (4.20) hinzu, so kénnen wir

F =3(z £2) Yo (2,7)

(4.18)
(4.19)
(4.20)

herleiten. Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir irgend-

wann

F -3 AN < \lev {Om_\ANqﬂv»

im Widerspruch zu (4.17). Das Diagonalelement ©-(F) kann also nur
dann beweisbar sein, wenn die Peano-Arithmetik widerspriichlich

1st.
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B Angenommen, es gelte - -, (7)

Die Annahme lautet ausgeschrieben

F=Vx (Wgai (x,7) — 3 (Z<x) yoar (z,7) (4.21)
Sei m die Gédelnummer eines Beweises fiir ~¢,(F). Dann gilt:

F Yoar (7, 7)

Die waw:o-E:rBo:w ist ausdrucksstark genug, um hieraus die fol-
gende, inhaltlich abgeschwiichte Aussage abzuleiten:

FYX (7 < %) = 3(z < ) woar (z,7) (4.22)

Hm.ﬂ die Peano-Arithmetik widerspruchsfrei, so ist nicht gleichzeitig
&@ Formel ¢,(7) beweisbar. Das bedeutet, dass keine natiirliche Zahl
die Godelnummer eines Beweises fiir ¢-(7) sein kann. Es gilt also:

F =y6q(0,7)

F —yea(1,7)

F —wea(2,7)

Genau wie im ersten Fall lassen sich hieraus nacheinander die fol-
genden Theoreme herleiten:

F -3z <T) wou(z,7)
F =3(z <2) woa(z,7)
F =3(z <m) yoa(z,7)

Aus diesen Ergebnissen kénnen wir innerhalb der Peano-Arithmetik
den folgenden Schluss ziehen:

Y (Woa(x,7) = (7 < x)) 4.23)

Kombinieren wir die Ergebnisse (4.23) und (4.22) transitiv mitein-
ander, so erhalten wir das folgende Theorem:

F Y% (Woa(x,7) = 3(2 <) Yo (2,7)) (“.24)

_me: haben wir es geschafft, mit (4.21) und (4.24) ein komplemen-
tdres Formelpaar abzuleiten, Wiire —¢;(7) also tatsiichlich beweis-

_u.mh so hiétten wir die Peano-Arithmetik als widerspriichlich identifi-
ziert.

4.3 Der zweite Unvollsténdigkeitssatz

223

Wir sind so weit, die Friichte unserer Arbeit zu ernten. Dank Rossers
Trick konnen wir die Forderung der @-Widerspruchsfreiheit fallen las-
sen und durch die schwichere Widerspruchsfreiheit ersetzen:

m@ Satz 4.7 (Rosser, 1936)

Jedes widerspruchsfreie formale System, das stark genug ist, um
die Peano-Arithmetik zu formalisieren, ist negationsunvollstindig.

Dieser Satz wird in der Literatur hiufig als das Gédel-Rosser-Theorem
bezeichnet und ist im Wortlaut mit Satz 4.2 identisch. Es ist jenes Theo-
rem, das wir als die syntaktische Variante des ersten Godel’schen Un-
vollstindigkeitssatzes bezeichnet haben.

4.3 Der zweite Unvollsténdigkeitssatz

In seiner Arbeit aus dem Jahr 1931 hat Gédel mehr bewiesen als die
Unvollstindigkeit der Arithmetik. Im zweiten Teil beschiiftigte er sich
ausfiihrlich mit den Konsequenzen des ersten Unvollstindigkeitssatzes
und machte dabei ein weitreichende Entdeckung. Sie ist Inhalt dessen,
was wir heute als den zweiten Godel’schen Unvollstindigkeitssatz be-
zeichnen. Dieser Satz besagt, dass kein formales System, das stark ge-
nug ist, um {iber die additiven und die multiplikativen Eigenschaften
der natiirlichen Zahlen zu sprechen, seine eigene Widerspruchsfreiheit
beweisen kann. In diesem Abschnitt werden wir kldren, wie diese Aus-
sage im Detail gemeint ist und welche Konsequenzen sich hieraus fiir
die Mathematik ergeben.

Wenn wir sagen, ein formales System kann seine eigene Widerspruchs-
freiheit beweisen, dann meinen wir das Folgende:

B Es existiert eine Formel Con, die genau dann wahr ist, wenn das
formale System widerspruchsfrei ist.

B Die Formel Con ist innerhalb des Systems beweisbar (- Con).

Per Definition ist ein formales System widerspruchsfrei, wenn fiir kei-
ne Formel ¢ sowohl @ als auch dessen Negation ~¢ aus den Axiomen
abgeleitet werden kann. Um diese Eigenschaft zu formalisieren, benoti-
gen wir das sogenannte Beweisprédikat. Hinter diesem Begriff verbirgt

L—""ten Godel’schen Unvollst
digkeitssatz bezeichnen, heift ip der (
ginalarbeit schlicht Satz XI. Dep Bey
zu diesem Satz hat Godel nur grob um
sen, und seine Arbeit endet mit dep i
genden Worten [64]:

I voller Allgemeinheit werden die
Resultate in einer demnéichst
erscheinenden Fortsetzung
ausgesprochen und bewiesen werden,
dieser Arbeit wird auch der nur
skizzenhaft gefiihrte Beweis von Satz 2
ausfithrlich dargestellt werden,
(Eingelangt: 17. XI. 1930) «

Die angekiindigte Fortsetzung seiner ¢
beit hat es nie gegeben; bereits die Skiz
seines Beweises war fiir die meisten M
thematiker so {iberzeugend, dass kaum
mand an ihrer Richtigkeit zweifelte. C
nauso wenig stand auBer Frage, dass ¢
vollstindige Ausarbeitung des Beweis
ein langwieriges und technisch komp
ziertes Unterfangen sein wiirde.

Die ersten, die sich dieser Aufgabe anna
men, waren David Hilbert und Paul B¢
nays. Im Jahr 1939 fiihrten sie den Bewe
fiir die Systeme Z und Zy, zwei spezic
le Varianten der Peano-Arithmetik [8¢
Als Nebenprodukt ihres Beweises kon
ten sie prizise Kriterien aufstellen, d
1955 von Martin Lob weiter vereinfac
wurden [110] und im Englischen als 4
rivability conditions bezeichnet werde
Werden sie von einem formalen Syste
erfiillt, so lisst sich der Beweis des erste
Unvollstindigkeitssatzes innerhalb diesc
Systems formalisieren. Am Ende diest
Abschnitts wird die Erkenntnis stehel
dass es genau diese Eigenschaft ist, d:
ein formales System zum Opfer des zwe
ten Unvollstindigkeitssatzes werden ldss
Ein formales System, das stark genug is
um den Beweis des ersten Unvollsténdig
keitssatzes nachzuvollziehen, kann nie
mals seine eigene Widerspruchsfreihe
beweisen.
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Godel wihlte einen mm\n:mﬂx

fiigig anderen Weg, um die
Widerspruchsfreiheit eines formalen Sys-
tems zu beschreiben. Er mutzte aus,
dass in jeder widerspriichlichen Theorie,
die den gewdhnlichen aussagenlogischen
Schlussapparat enthilt, ausnahmslos jede
Formel aus den Axiomen abgeleitet wer-
den kann. Warum dies so ist, haben wir in
der Randnotiz auf Seite 96 erbrtert.
Folgerichtig ist ein formales System be-
reits dann widerspruchsfrei, wenn eine
einzige Formel existiert, die nicht beweis-
bar ist. Diese Charakterisierung kénnen
wir eins zu eins in jene Formel iiberset-
zen, die Godel in seiner Originalarbeit als
Wid bezeichnet [64]:

Wid := 3x (Form(x) A —-Bew(x))

Hierin ist Form(x) eine Formel, die ge-
nau dann beweisbar ist, wenn x die G6-
delnummer eines syntaktisch korrekt ge-
formten arithmetischen Ausdrucks ist. In
seiner Arbeit hat Godel ausfiihrlich dar-
gelegt, wie sich diese Formel konstruieren
ldsst.

Es gibt noch eine dritte Moglichkeit, die
Widerspruchsfreiheit zu beschreiben. Es
geniigt, ein beweisbares Theorem zu wih-
len (z. B. die Formel 0 # T) und die Unbe-
weisbarkeit ihrer Negation zu fordern:

Con’ := —Bew("0=1")

Es ist irrelevant, fiir welche Variante wir
uns am Ende entscheiden. Alle drei Cha-
rakterisierungen sind dquivalent.

sich eine zweistellige Relation B{x,y) mit der folgenden Eigenschaft:
B(x,"¢7) :& xcodiert einen Beweis fiir die Formel ¢

B(x,y) ist also genau dann wahr, wenn x die Gédelnummer eines Bewei-
ses fiir die Formel mit der Godelnummer y ist. Analog hierzu definieren
wir die Relation B'(x,y) wie folgt:

B'(x,”¢7) :& x codiert einen Beweis fiir die Formel —¢

Die Beweispridikate B(x,y) und B'(x,y) sind vereinfachte Varianten der
weiter oben eingefiihrten Relationen Gdl(x,y) und Gdl'(x,y) und ge-
nau wie diese primitiv-rekursiv. Damit sind B(x,y) und B'(x,y) nach
Satz 4.5 innerhalb der Peano-Arithmetik syntaktisch repriisentierbar.
Das bedeutet, dass Formeln wp(&,{) und wy/(&, ) mit den folgenden
Eigenschaften existieren:

Fwe(x,7¢7) & xcodiert einen Beweis fiir die Formel @
F-wp(x,"07) < xcodiert keinen Beweis fiir die Formel @
F e (¥,T@7) & xcodiert einen Beweis fiir die Formel ¢
F-wp(x,T9") < xcodiert keinen Beweis fiir die Formel ~¢
Vereinbaren wir jetzt noch die vereinfachende Schreibweise
Bew(o) := Iy yz(y,0) (4.25)
Bew(=0) = dy yp(y,0) (4.26)

so kénnen wir die Widerspruchsfreiheit der Peano-Arithmetik folgen-
dermafien formalisieren:

Con := —3Jx (Bew(x) A Bew(—x))

Inhaltlich besagt die Formel genau das, wonach wir suchen: Es gibt
keine Formel, fiir die sowohl die Formel selbst als auch deren Negation
innerhalb der Peano-Arithmetik bewiesen werden kann. Kurzum:

= Con & , Die Peano-Arithmetik ist widerspruchsfrei

Bevor wir die Konsequenzen untersuchen, die sich aus der Beweisbar-
keit von Con ergeben, miissen wir noch einen wichtigen Zusammen-
hang zwischen dem Beweisprédikat B und der Relation Gdl herstellen.

Wihrend B(x,y) ausdriickt, dass x ein Beweis fiir die Formel mit der
Godelnummer y ist, besagt Gdl(x,y), dass x ein Beweis fiir das y-te
Diagonalelement ¢, (¥} ist. Es gilt also

B(x,"¢,()") < Gdl(x,y)

4.3 Der zweite Unvollstdndigkeitssatz

Fiir y koénnen wir natiirlich auch die Zahl g wihlen. g war die Godel-
nummer der Diagonalaussage @g(g), die wir in Abschnitt 4.2.4 als un-
entscheidbar identifiziert haben:

B(x,"95(8)) ¢ Gdi(x,g)

Fiir die weitere Argumentation ist es wichtig, dass wir den Zusammen-
hang zwischen Gdl und B innerhalb der Peano-Arithmetik ausdriicken:

F Vx (¥e(x," 9:(8) ) + vea(x,8)) 4.27)

Wie sich dieses Theorem innerhalb von PA ableiten lésst, ist detailliert
in [170] beschrieben.

Aus (4.27) konnen wir
F 3xyp(x,"0p(8) ) © Ix yoa(x,3)
ableiten. Diese Formel ist dquivalent zu

F —dx <\mﬁxa _|€w AWVJV +Vx I&\On:AXqu
und lésst sich mit (4.25) und (4.8) zu

F —Bew("0,(8)") ¢ 0:(8)

umformen, Weiter unten werden wir von diesem Theorem nur die Rich-
tung von links nach rechts benétigen:

F-Bew("9,(®) ") — (8 (4.28)

Jetzt kommt der erste Unvollstindigkeitssatz ins Spiel. In Worten be-
sagt er, dass jedes widerspruchsfreie formale System, das stark genug
ist, um die Peano-Arithmetik zu formalisieren, negationsunvollstéindig
ist. Fiir den Beweis des zweiten Unvollstindigkeitssatzes sind die fol-
genden beiden Tatsachen entscheidend:

B Der erste Unvollstdndigkeitssatz ldsst sich innerhalb der Peano-
Arithmetik formulieren. Fiir unsere Zwecke benttigen wir gar nicht
den volistdndigen Satz, sondern lediglich die Aussage, dass aus der
Widerspruchsfreiheit von PA die Unbeweisbarkeit des Godel’schen
Diagonalelements ¢, (g) folgt. Dies war der einfachere Fall im Be-
weis aus Abschnitt 4.2.4. Innerhalb der Peano-Arithmetik k6nnen
wir die Aussage durch die folgende Formel beschreiben:

Con — ~Bew(Tg;(2) ) (4.29)
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Dass sich der Beweis des—_
ersten Godel’schen Unvoli- B
standigkeitssatzes innerhalb .
der Peano-Arithmetik nach-
vollziehen l#sst, ist alles andere als selbst-
verstindlich. Der Beweis von Hilbert und
Bemnays aus dem Jahr 1939 zeigt nach-
driicklich, wie kompliziert er sich im De-
tail gestaltet [86]. Und dennoch wurde
Godels Behauptung 1931 niemals ernst-
haft angezweifelt. Die Akzeptanz seiner
informellen Beweisskizze war so groB,
dass Godel davon absah, sie in der an-
gekiindigten zweiten Vertffentlichung de-
tailliert auszuarbeiten. Wie kann das sein?
Die undurchsichtige Situation klart sich
auf, wenn wir uns daran erinnern, dass
Godel sein Ergebnis gar nicht fiir die
Peano-Arithmetik, sondern fiir das Sys-
tem P bewiesen hat, das auf dem Ilo-
gischen Unterbau der Principia Mathe-
matica beruht. Dass sich ein umgangs-
sprachlicher Beweis innerhalb der Typen-
theorie der Principia nachvollziehen l4sst,
war 1931 keine spektakulire Nachricht. In
ihrem dreibéndigen Werk hatten Russell
und Whitehead eindrucksvoll unter Be-
weis gestellt, dass in ihrem System alle
Schlussweisen der gewodhnlichen Mathe-
matik reproduziert werden kénnen.

Die Arbeit von Hilbert und Bernays ist so-
mit weit mehr als die Komplettierung der
Godel’schen Beweisskizze. In ihr wurde
zum ersten Mal formal gezeigt, dass der
Beweis des ersten Godel’schen Unvoll-
stindigkeitssatzes innerhalb von Theorien
nachvollzogen werden kann, die deutlich
primitiver sind als die Typentheorie der
Principia Mathematica,

B Nicht nur der Unvollstindigkeitssatz selbst, sondern auch sein Be-

I weis ldsst sich in die Peano-Arithmetik iibertragen. Wie so etwas

prinzipiell gelingen kann, haben wir in Abschnitt 3.2.1.3 darge-
legt. Dort haben wir am Beispiel des Satzes iiber die Komponenten-
gleichheit geordneter Paare gezeigt, wie sich ein umgangssprachlich
formulierter Beweis innerhalb der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
formal nachvollziehen lisst. Bezogen auf den ersten Unvollstin-
digkeitssatz bedeutet dieses Ergebnis, dass wir eine Formelsequenz
konstruieren kénnen, die mit den Axiomen von PA beginnt und fol-
gendermalien endet:

FCon — —Bew(" ¢, () ") (4.30)

Jetzt kommt der entscheidende Schritt: Wire die Formel Con innerhalb
der Peano-Arithmetik ableitbar, so kénnten wir, wie in Abbildung 4.12
gezeigt, auch die Formel
—Bew("¢,(2) ")

ableiten. Nehmen wir jetzt das in (4.28) formulierte Ergebnis hinzu, so
erhalten wir einen Beweis fiir @,(g). Aus dem ersten Unvolisténdig-
keitssatz wissen wir aber bereits, dass die Formel ¢, (%) unbeweisbar
ist. Damit sind wir am Ziel und kénnen den zweiten Gtdel’schen Un-
vollstéindigkeitssatz mit stolzer Brust verkiinden:

/%) satz 4.8 (Godel, 1931)

In jedem widerspruchsfreien formalen System, das stark genug ist,
um die Peano-Arithmetik zu formalisieren, gilt I/ Con.

Es ist wichtig, aus dem zweiten Unvollstandigkeitssatz nicht die
falschen Schliisse zu ziehen. Hiufig wird Godels zweiter Satz dahin-
gehend falsch verstanden, dass aus der Beweisbarkeit von Con tatsiich-
lich die Widerspruchsfreiheit des zugrunde liegenden formalen Systems
folge. Dies ist aber keineswegs der Fall. Ist ein formales System, das
den aussagenlogischen Schlussapparat beinhaltet, widerspriichlich, so
lassen sich ausnahmslos alle Formeln aus den Axiomen ableiten und
somit auch die Formel Con. Der gegenteilige Schluss ist korrekt: Ge-
lingt es uns, in einem formalen System, das die Voraussetzungen des
zweiten Unvollsténdigkeitssatzes erfiillt, tatsichlich die eigene Wider-
spruchsfreiheit zu beweisen, so muss es zwangsliufig widerspriichlich
sein. Das bedeutet, dass wir den zweiten Unvollstandigkeitssatz ledig-
lich dazu benutzen kénnen, um die Widerspriichlichkeit, nicht aber die
Widerspruchsfreiheit eines formalen Systems zu beweisen.

4.3 Der zweite Unvollstindigkeitssatz

PA aber unbeweisbar!

[
Wiire die Widerspruchsfreiheit von F Con
PA innerhalb von PA beweisbar, o
o
... 80 wiirde aus der Formalisierung F Con — —Bew(" 9(2) )
des ersten Unvollstiindigkeitssatzes L -B ms%. 0 @,_v
F -Bew("@,(2) ") — 0. (5
... die Beweisbarkeit der Gddel’schen . - _ (0:(2)") — 04(2)
Diagonalaussage folgen. Diese ist in @ ?(3)

227

(.)
(Annahme)
(.

(.)

(4.30)
(MP)
(4.28)
(MP)

Aus dem ersten Unvollstandigkeitssatz wissen wir: i/ @, (g)

Abbildung 4.12: Der finale Schritt im Beweis des zweiten Gddel’schen Unvollstindigkeitssatzes. Wire Con innerhalb der
Peano-Arithmetik beweisbar, so ergibe sich hieraus ein Beweis von @, (g), im Widerspruch zum ersten Unvollstindigkeitssatz.

Die wahre Bedeutung des zweiten Unvollstdndigkeitssatzes ist eine
andere: Wenn ein formales System seine eigene Widerspruchsfreiheit
nicht beweisen kann, so kann der Beweis auch in keinem ausdrucks-
schwicheren System gelingen. Hieraus folgt unmittelbar, dass sich die
Widerspruchsfreiheit der Mathematik nicht mit den Mitteln der ge-
wohnlichen Mathematik selbst beweisen ldsst.

Bedeutet dieses Ergebnis, dass wir z. B. der Peano-Arithmetik misstrau-
en miissen? Auch wenn der zweite Unvollstindigkeitssatz die Hoffnung
zunichte macht, dass wir PA mit Schlussweisen absichern kénnen, die
primitiver und damit glaubhafter sind als die Peano-Arithmetik selbst,
so gibt es fiir ein solches Misstrauen keinen Grund. Kaum jemand stellt
die Widerspruchsfreiheit von PA ernsthaft in Frage. Hierzu sind die
Axiome zu einfach und die natiirlichen Zahlen eine zu vertraute Struk-
tur.

Und wie sieht es mit der Mengenlehre aus? Reicht das Fundierungs-
axiom wirklich aus, um séimtliche Antinomien aus der Mengenlehre zu
verdridngen? Auch hier herrscht die Meinung vor, dass sich die Mathe-
matik widerspruchsfrei auf ZF oder ZFC errichten lisst, einen formalen
Beweis dafiir halten wir aber nicht in Hinden. Der zweite Unvollstdn-
digkeitssatz macht unmissverstindlich klar, dass ein solcher Beweis nur
in formalen Systemen moglich ist, die komplexer sind als ZF oder ZFC.
Wir wiirden die Frage also lediglich auf ein anderes System verschie-
ben. In der Tat zerstdrt der zweite Unvollstindigkeitssatz jede Hoff-
nung, auf die Frage der Widerspruchsfreiheit von ZF oder ZFC jemals
eine prizise Antwort zu erhalten.
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4.4 Godels Satze richtig verstehen

Nur wenige mathematische Erkenntnisse wurden in der Vergangenheit
so kontrovers diskutiert wie die Godel’schen Unvollstindigkeitssitze —
und nur wenige wurden so oft missverstanden. Die Griinde hierfiir sind
vielfdltig. Manche studieren die Sitze nur ungenau, andere ignorieren
die Voraussetzungen oder iiberinterpretieren ihre inhaltlichen Aussa-
gen; wiederum andere reiBen die Unvollstindigkeitssitze, bewusst oder
unbewusst, aus ihrem mathematischen Kontext und preisen sie als Le-
gitimation fiir die verschiedensten Dinge dieser Welt.

In diesem Abschnitt wollen wir einige besonders hiufig wiederkehrende
Missverstdndnisse grob skizzieren und versuchen, sie durch eine sau-
bere Erkldrung auszurdiumen. Nicht alles in diesem Abschnitt ist neu.
Wenn Sie den bisherigen Text sorgsam gelesen haben, sollten Sie ei-
nige der geschilderten Missverstindnisse schon nicht mehr als solche
empfinden. In diesem Fall haben Sie bereits ein gutes Versténdnis fir
das entwickelt, was die Godel’schen Sitze besagen - und viel wichtiger
noch: fiir das, was sie nicht besagen.

Missverstandnis 1:

WGédel hat gezeigt, dass in der Mathe-
marik wahre Séitze existieren, die nicht
beweisbar sind.*

Aus dem ersten Godel’schen Unvollstindigkeitssatz wird des Sfteren
der falsche Schluss gezogen, dass in der Mathematik Sitze existieren,
die in einem absoluten Sinn unbeweisbar sind. Das Missverstindnis
kldrt sich auf, wenn wir uns daran erinnern, was es heiBt, etwas zu
beweisen. Im formalen Sinne ist eine Formel ¢ beweisbar, wenn sie aus
den Axiomen eines Kalkiils durch die Anwendung von Schlussregeln
hergeleitet werden kann. Das bedeutet, dass der Beweisbarkeitsbegriff
immer an einen bestimmten Kalkiil gekoppelt ist. Es ist leicht einzu-
sehen, dass fiir jede Formel ¢ ein Kalkiil existiert, in dem ¢ bewiesen
werden kann. Folgerichtig ist die Beweisbarkeit immer eine relative
Eigenschaft und niemals eine absolute.

Als Beispiel soll die Formel ¢ fiir die Goldbach’sche Vermutung ste-
hen, von der wir heute nicht wissen, ob sie in der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre bewiesen werden kann oder nicht. Sollte sich herausstel-
len, dass ¢ in ZF unbeweisbar ist, so kénnten wir ¢ zu den Axiomen
von ZF hinzufiigen und erhielten mit ZFU {@} ein formales System,
in dem die Goldbach’sche Vermutung beweisbar ist. Ob es sinnvoll ist,
das Gebidude der Mathematik auf diesem Kalkiil zu errichten, ist eine
andere Frage.

Auch in der gewdhnlichen Mathematik ist der Begriff der Beweisbar-
keit an einen Kalkiil gekoppelt, allerdings wird er dort weder explizit
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genannt, noch werden Beweise fiir gew&hnlich auf der formalen Ebene
aufgeschrieben. Hier meinen wir mit ,, beweisbar“, dass eine Aussage
im ,, gewdhnlichen Schiussapparat der Mathematik® abgleitet werden
kann. Das formale Pendant zu diesem Schlussapparat ist die Zermelo-
Fraenkel-Mengenlehre, reprisentiert durch die Systeme ZF und ZFC.

Behalten Sie stets im Gedichtnis, dass nicht alle formalen Systeme
von der Godel’schen Unvollstindigkeit betroffen sind, sondern nur
solche, die in der Lage sind, iiber die additiven und die multiplikativen
Eigenschaften der nattirlichen Zahlen zu sprechen. Hierunter fillt die
Peano-Arithmetik, genauso wie die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, in
der sich die natiirlichen Zahlen durch Mengen und die Addition sowie
die Multiplikation durch Mengenoperationen darstellen lassen.

Dass nicht jedes formale System unvollstindig ist, hat auch schon die
in Abschnitt 2.1 gefiihrte Diskussion gezeigt. Dort haben wir einen kor-
rekten und vollstéindigen Kalkiil definiert; in dem eine Reihe primitiver
Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen abgeleitet werden kann. Natiir-

‘lich ist dieser Kalkiil viel zu ausdrucksschwach, als dass wir ihm eine

sinnvolle Anwendung innerhalb der Mathematik zuordnen kénnten.

Wir halten fest: Nicht jedes formale System ist unvollstidndig. Damit
driingt sich unweigerlich die Frage auf, ab wann das Phiinomen der Un-
vollstindigkeit tatsdchlich einsetzt. Wie ausdrucksstark muss ein for-
males System sein, damit es in den Sog des ersten Gédel’schen Unvoll-
stindigkeitssatzes gerdt? Um der Antwort niher zu kommen, betrachten
wir die beiden formalen Systeme in Tabelle 4.3.

Links sind die Axiome der Presburger-Arithmetik aufgelistet, die bis
auf die fehlenden Axiome fiir die Multiplikation mit der Peano-
Arithmetik tibereinstimmen. Im Jahr 1929 hat der polnische Mathemati-
ker Mojzesz Presburger gezeigt, dass die Presburger-Arithmetik korrekt
und vollstindig ist. Das bedeutet, dass alle arithmetischen Formeln, die
das Multiplikationszeichen nicht enthalten, aus den Axiomen abgleitet
werden konnen. Um dem Phinomen der Unvollstéindigkeit zu erliegen,
reicht es also nicht aus, iiber die additiven Fihigkeiten der natiirlichen
Zahlen sprechen zu kénnen. Wir miissen zusitzlich in der Lage sein,
auch {iber die Multiplikation zu reden.

Das bedeutet mitnichten, dass ein formales System iiber die volle Aus-
drucksstirke der Peano-Arithmetik verfiigen muss, um dem Unvoll-
stindigkeitssatz zum Opfer zu fallen. Eine genaue Analyse des Go-
del’schen Beweises hat gezeigt, dass die vollstindige Induktion in die-
sem Zusammenhang so gut wie keine Rolle spielt. Ersetzen wir in PA

Missverstiandnis

» Godel hat gezeige, dass in Jedem fi
malen System unentscheidbare Aus.
gen existieren. *
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c=7>3{(0=p—T=p)

¢ =1-3s(0) =s(1)
~(0=5(c))
s(o)=s(t) »0=7
c+0=o0

o+s(t)=s(c+1)

9(0) = (Vx (9(x) = 9(s(x))) = Vx 9(x))

(P1) c=1t—>(0=p—>T=p) (R
P2) o =1 —s(0)=s(1) R2)
(P3) ~(0=5(0)) R3)
P4 s(o)=s{t)»o=1 (R4)
Ps) c+0=0 RS5)
P6) o+s(ty=s(c+7) (R6)
P7) ox0=0 (R7)

oxs(t)y=(ox17)+0 (R8)

c=0V 3¢ o =5(&) R9)

Tabelle 4.3: Theoricaxiome der mamc:.amn_.->am~5anw (links) und der Robinson-Arithmetik (rechts)

das Induktionsaxiom durch das viel schwichere Axiom (R9) aus Ta-
belle 4.3, so gelangen wir auf direktem Weg zur Robinson-Arithmetik.
Sie ist ausdrucksschwicher als die Peano-Arithmetik, aber ausdrucks-
stirker als die Presburger-Arithmetik. Wir wissen heute, dass all das,
was zur Durchfithrung des Godel’schen Beweises benétigt wird, in der
Robinson-Arithmetik bereits vorhanden ist. Das bedeutet, dass wir die
Voraussetzungen der Godel’schen Unvollstindigkeitssdtze noch weiter
abschwichen konnen. Die Sdtze greifen fiir alle formalen Systeme, die
stark genug sind, um die Robinson-Arithmetik zu formalisieren.

Missverstandnis 3:

W Der erste Gadel'sche Unvollstindig-
keitssarz stehr im Widerspruch zu Go-
dels Vollstindigkeitssarz.

Wird der erste Unvollstandigkeitssatz im Widerspruch zu Gédels er-
stem Unvollstdndigkeitssatz gesechen, so geht dies fast immer auf
die nachléssige Verwendung der beteiligten Begriffe zuriick. Auf die
Schnelle betrachtet garantiert der Godel’sche Vollstindigkeitssatz den
Zusammenhang - ¢ < = @, wihrend uns der erste Unvollstindig-
keitssatz attestiert, dass die Relationen ,+* und ,}=° niemals in Einklang
gebracht werden konnen.

Der Widerspruch 16st sich auf, wenn wir uns daran erinnern, wie das
Symbol ,=¢ jeweils zu lesen ist. Im Kontext des Vollstindigkeitssatzes
besagt = @, dass ¢ allgemeingiiltig ist, d. h., die Formel ist unter allen
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moglichen Interpretationen wahr. Im Kontext des Unvollstindigkeits-
satzes driickt |= ¢ dagegen aus, dass @ unter einer ganz bestimmten In-
terpretation wahr ist. Im Fall der Peano-Arithmetik ist dies jene, die als
Grundmenge die natiirlichen Zahlen umfasst und die Symbole ,+°, ,x*
und ,s* als die Addition, die Multiplikation und die Nachfolgerfunktion
interpretiert. Ferner gilt es zu beachten, dass der Godel’sche Vollstéin-
digkeitssatz ausschliefllich eine Aussage iiber die Pridikatenlogik erster
Stufe titigt und in der Pridikatenlogik zweiter Stufe seine Giiltigkeit
verliert. Der erste Gtdel’sche Unvollstindigkeitssatz gilt dagegen in al-
len formalen Systemen, die stark genug sind, um die Peano-Arithmetik
zu formalisieren, und damit z. B. auch in der Pridikatenlogik zweiter
Stufe., Spitestens jetzt wird klar, dass die inhaltlichen Aussagen der bei-
den Sitze vollig andere sind und neben den dhnlich klingenden Namen
keine tiefer gehenden Gemeinsamkeiten bestehen.

Es ist ein bekanntes Ergebnis der euklidischen Geometrie, dass sich das
Parallelenpostulat (Abbildung 4.13) nicht dus den anderen Axiomen
ableiten ldsst, genauso wenig wie seine Negation. Tatséchlich ist das
Parallelenpostulat unentscheidbar, weil die anderen euklidischen Axio-
me mehrere konsistente Interpretationen besitzen. Eine davon ist die
Geometrie der Ebene; sie ist gewissermaBen die Standardinterpretation
der euklidischen Geometrie, und hier ist das Parallelenpostulat ein
wahrer Satz. Daneben existieren andere Interpretationen, wie die ellip-
tische oder die hyperbolische Geometrie, die ebenfalls im Einklang mit
den anderen euklidischen Axiomen stehen. In diesen nichteuklidischen
Geometrien ist das Parallelenpostulat eine falsche Aussage.

Existieren fiir die Axiome eines korrekten formalen Systems mehrere
konsistente, nichtisomorphe Interpretationen, so miissen zwangslaufig
unentscheidbare Sitze existieren. Es ist wichtig, das von Gédel ent-
deckte Unvollstandigkeitsphanomen nicht mit dieser Art der Unvoll-
sténdigkeit zu verwechseln oder gar gleichzusetzen. Die Unentscheid-
barkeit des Parallelenpostulats rithrt daher, dass die anderen Axiome zu
schwach sind, um die geometrischen Objekte, die wir im Sinn haben,
eindeutig zu charakterisieren. Der entstehende Interpretationsspielraum
sorgt dann fiir die Existenz unentscheidbarer Sitze.

Die Godel’sche Unvollstindigkeit ist viel tiefer gehend. Wir treffen sie
auch in formalen Systemen an, die nur eine einzige konsistente Inter-
pretation zulassen. Ein Beispiel eines solches Systems ist die Peano-
Arithmetik, formuliert in der Pridikatenlogik zweiter Stufe. Hier be-
sagt der Isomorphiesatz von Dedekind, dass alle Modelle isomorph
zum Standardmodell sind, und auch in diesem System existieren un-
entscheidbare Sitze.

Missversténdnis 4:

W Die Existenz unentscheidbarer Scit-
ze beruht auf der Unzuliinglichkeit
der Axiome. die Eigenschaften der be-
schriebenen Objekie eindeutig zu cha-
rakterisieren. Unenischeidbare’ Séitze
entstehen nur deshalb, weil die Axiome
mehr als eine konsistente Interprerati-
on Zulassen.

wZu einer Geraden und  ;
einem Punkt auferhalb It
der Geraden gibt es
genait eine Gerade, die | e
durch den Punkt geht /{7 3\
und parallel zur a1
ersten Geraden
ist.”

"

Euklid von Alexandria
(ca. 365 v. Chr, — ca. 300 v. Chr.)

Abbildung 4.13: Das Parallelenpostulat
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Missverstandnis 5:

W Unvollstandige formale Systeme las-
sen sich vervollstindigen, indem fiir Je-

de unentscheidbare Formel ennveder

die Formel selbst oder deren Negation
als Axiom hinzugefiigr wird, *

Gadel hat gezeigt, dass fiir jeden Kalkiil, der die Voraussetzungen des
ersten Unvollstindigkeitssatzes erfiillt, eine Formel (%) konstruiert
werden kann, die unentscheidbar ist. Fiir diese Formel gilt, dass weder
sie selbst noch ihre Negation aus den Axiomen abgeleitet werden kann,
und somit kénnen wir eine davon widerspruchsfrei zu den Axiomen
hinzufiigen. Auf diese Weise, so scheint es, ldsst sich das Godel’sche
Leck schlieBen und der Kalkiil systematisch vervollstindigen.

Der zweite Blick macht deutlich, dass dieser Ansatz ins Leere laufen
muss. Sobald wir die Axiomenmenge erweitert haben, kinnen wir die
Gadel’sche Konstruktion abermals anwenden und erhalten als Ergeb-
nis eine Formel ¢, (g’), die von #(8) verschieden ist und innerhalb
des neuen Systems unentscheidbar ist, Aber wie kann es sein, dass wir
beim zweiten Mal eine andere Formel erhalten? Der Grund ist dieser:
Da wir dem Kalkiil ein neues Axiom hinzugefiigt haben, #indern sich die
Godelnummern aller Formeln, die in der Konstruktion des Godel’schen
Diagonalelements eine Rolle spielen, und damit auch das Diagonalele-
ment selbst. Es gibt an dieser Stelle kein Entrinnen: Formale Systeme,
die ausdrucksstark genug sind, um die Peano-Arithmetik zu formalisie-
ren, lassen sich nicht vervollstindigen.

Missverstindnis 6:

«Es ist eine Konsequenz des pweiten
Unvollstindigkeitssatzes, dass die Wi-
derspruchsfreiheir der Peano-Arithme-
tik unbeweisbar ist.

Der zweite Unvollstindigkeitssatz besagt, dass ein formales System,
das stark genug ist, um die Peano-Arithmetik zu formalisieren, seine
eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen kann. Daraus folgt, dass ein
solches System erst recht nicht in der Lage ist, die Widerspruchsfreiheit
eines ausdrucksstirkeren Systems zu beweisen, Kurzum: Innerhalb von
PA ist die Widerspruchsfreibeit von PA genauso wenig beweisbar, wie
die Widerspruchsfreiheit von ZF oder ZFC.,

Es ist falsch, die geschilderte Schlussrichtung umzukehren, Der zweite
Unvollstindigkeitssatz schlieBt keinesfalls aus, dass die Widerspruchs-
freiheit eines formalen Systems in einem ausdrucksstirkeren System
bewiesen werden kann. Es kénnte also tatsichlich méglich sein, die
Widerspruchsfreiheit von PA innerhalb von ZF oder ZFC zu zeigen.
Dass dies tatsichlich gelingt, hat der deutsche Mathematiker Gerhard
Gentzen im Jahr 1936 demonstriert [61]. Er codierte die Beweise der
Peano-Arithmetik so geschickt als Ordinalzahlen, dass sich mit dem
Prinzip der transfiniten Induktion die Widerspruchsfreiheit beweisen
lasst. Gentzens Ergebnis widerspricht dem zweiten Unvollstdandigkeits-
satz in keinem Wort. Mit der transfiniten Induktion hat er auf ein men-
gentheoretisches Mittel zuriickgegriffen, das in PA nicht zur Verfiigung
steht. Das bedeutet, dass sich Gentzens Beweis innerhalb von ZF oder
ZFC, nicht aber in PA formalisieren lasst.

4.5 Der Satz von Goodstein

4.5 Der Satz von Goodstein

Im Jahr 1944 bewies der englische Mathematiker Reuben Louis Good-
stein einen Satz, der die volle Tragweite des Godel’schen Unvollstin-
digkeitsphinomens zum Vorschein bringt. Auf den ersten Blick wirkt
der Satz von Goodstein wie ein gewthnliches Theorem der Zahlentheo-
rie; er macht eine Aussage iiber den Werteverlauf spezieller Zahlenfol-
gen, die wir heute als Goodstein-Folgen bezeichnen, und lisst sich mit
den Mitteln der Ordinalzahitheorie aus Abschnitt 3.2.2 vergleichsweise
einfach beweisen.

Was den Satz von Goodstein so auRergewdhnlich macht, ist die Tat-
sache, dass er genau wie die Godel’sche Formel @,(%) oder die Ros-
ser’sche Formel ¢,(F) innerhalb der Peano-Arithmetik unentscheidbar
ist. Das bedeutet, dass weder der Satz selbst noch seine Negation aus
den Axiomen hergeleitet werden kann, wenn die Peano-Arithmetik frei
von Widerspriichen ist. Dies ist das erstaunliche Ergebnis einer Arbeit
von Laurie Kirby und Jeff Paris aus dem Jahr 1982 [101]. Im Gegensatz
zu den kiinstlich konstruierten Formeln von Gddel und Rosser ist der
Satz von Goodstein aber alles andere als ein Kunstprodukt: Er ist ein
gewdhnlicher Satz der Zahlentheorie und im Gegensatz zu ©g(%) und
¢r(7) ginzlich frei von inhaltlichen Selbstbeziigen.

Um den Satz von Goodstein zn verstehen, bendtigen wir ein wenig
Grundwissen tiber die Darstellung natiirlicher Zahlen. Zunichst halten
wir fest, dass sich jede natiirliche Zahl x in der Form

x=dp W ap g B ay o B tabtag 4.31)

schreiben ldsst mit ag,...,a, > 0. b wird als Basis bezeichnet und ist
cine beliebige natiirliche Zahl gréBer 1. Fordern wir zusitzlich fiir aile 7
die Beziehung a; < b, so sind die Ziffern ag, ...,a, eindeutig bestimmt,
und wir nennen (4.31) die b-adische Darstellung von x.

Fiir b = 2 und x = 36 erhalten wir z. B. das Ergebnis
36=1-2°+41.22

Was wir fiir die Konstruktion der Goodstein-Folge bendtigen, ist eine
Repriisentation von x, die wir als expandierte b-adische Darstellung be-
zeichnen. Sie entsteht, indem die Exponenten in (4.31) rekursiv durch
ihre eigene b-adische Darstellung ersetzt werden. Fiir die Zahl 36 liest
sich die expandierte Darstellung zur Basis 2 wie folgt:

36=1.22+141.22

Der englische
Mathematiker
Reuben Louis
Goodstein  wurde am 15, Dezembe
1912 in London geboren. Von der dor
anséssigen St. Paul’s School wechselte e
1931 an die renommierte University o
Cambridge. Das Studium der Mathemati)
absolvierte Goodstein mit Bravour, Seine
ndchste Station war eine Lecturer-Posi
tion an der University of Reading. Dor
setzte er auch seine eigenen Forschungs
vorhaben fort, fiir die er 1947 von de
University of London mit der Doktorwiir.
de ausgezeichnet wurde. 1948 folgte e
einem Ruf an die University of Leicester
Wo er bis zu seiner Pensionierung im Jahi
1977 als Professor lehrte und forschte.
Goodstein engagierte sich zeitlebens ir
der Lehre und galt als hervorragender Di-
daktiker. Heute wird sein Name vor aller;
mit dem Satz von Goodstein verbunden,
dem bekanntesten Beispiel dessen, was
wir in der mathematischen Logik als na-
tiirliches Unabhéngigkeitsphiinomen be-
zeichnen (natural independence pheno-
menon). Grob gesprochen ziihlen hierzu
alle gewdhnlichen Sitze der Mathematik,
die sich genau wie die kiinstlich konstru-
ierten Formeln von Godel und Rosser der
Beweisbarkeit in PA entziehen.

Weniger bekannt ist, dass Goodstein der
Schopfer eines bekannten Begriffssche-
mas ist, das hiufig verwendet wird, um
Operationen jenseits der Potenzierung
zu benennen. Die iterierte Potenzierung,
die gern auch als Hyper-Exponentiation
oder Super-Potenzierung bezeichnet wird,
heiBt bei Goodstein Tetration. Danach fol-
gen, in der Reihenfolge der griechischen
Vorsilben, die Pentation, die Hexation, die
Heptation, die Octation und so fort.
Reuben Goodstein starb in Leicester am 8.
Mirz 1985 im Alter von 72 Jahren.
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36
= 2l 92

AM, £1(36) 1= 53(g0(36)) — 1

2136) = (371 +3) -1

80(36)

= 3¥4142.32.42.342

‘ﬂv £1(36) == S3(g1(36)) — 1

8(36) = (441 12.4242.442) -1

|

= A L0244
B #09:=5ie00)-1

£3(36) = A%u+_+m.%+w.w+ol
= 5+142.5242.5

Abbildung 4.14: Die ersten vier Elemente
der Goodstein-Folge fiir den Startwert 36

Ferner bendtigen wir eine spezielle Substitutionsfunktion, die Goodstein
in seiner Originalarbeit mit S%(x) bezeichnet. Fiir eine natiirliche Zahl
x wird S2(x) berechnet, indem x zunéchst in die expandierte b-adische
Darstellung gebracht wird und anschlieend alle Basen durch ¢ ausge-
tauscht werden, Beispielsweise ergibt $3(36) die Zahl

52(36) = S2 (221 +22) = 331 1 3% = 22876792454988 (4.32)

Jetzt besitzen wir das notige Instrumentarium, um Goodstein-Folgen
formal zu beschreiben. Zunichst halten wir fest, dass fiir jede natiirli-
che Zahl x eine separate Goodstein-Folge existiert, deren Elemente wir
folgendermafen notieren:

WOAHY%HAHVMWNAHV_%HWA&VV. .

x ist der Startwert der Polge, d. h., es gilt go(x) = x. Fiir die Berechnung
von g iibersetzen wir gg zundchst in seine b-adische Darstellung mit
b =2. AnschlieRBend ersetzen wir die Basis b, wie in Abbildung 4.14 ge-
zeigt, durch b+ 1 und erniedrigen das Ergebnis um 1. Die Berechnung
der weiteren Folgenelemente funktioniert nach dem gleichen Schema.
In jedem Schritt wird die Basis um 1 erhoht (base bumping) und das
Ergebnis anschliefiend um 1 erniedrigt:

n+2 . "
st = { FEED 028
Startwert 1 Startwert 2 Startwert 3 Startwert 4 Startwert 5 Startwert 6
go(l)=1 80(2) =2 80(3)=3 go(4) =4 &(5)=>5 80(6) =6
a1(l)=0 g1(2) =2 g1(3)=3 g1(4) =26 &1(5)=27 81(6) =29
@(l)=0 8(2)=1 &(3)=3 g2(4) =41 g2(5) =255 82(6) =257
&(2)=0 83(3)=2 83(4) =60 83(5) =467 83(6) =3125
21(2)=0 g4(3)=1 84(4)=83 84(5} =775 84(6) = 46655
gs(2) =0 g5(3)=0 gs(4) =109 gs(5)=1197 85(6) = 98039
26{2) =0 2(3)=0 gs(4) =139 g6(5) = 1751 g6(6) = 187243
g:(3)=0 g7(4) =173 27(5) = 2454 g7(6) = 332147
es(3)=0 gs(4) =211 23(5) = 3325 g8(6) = 555551
2(3)=0 g9(4) =253 g9(5) = 4382 29(6) = 885775
g10(4) =299 g10(5) = 5643 g10(6) = 1357259
g1i(4) =348 g1 (5)=17126 £11(6) =2011162

Abbildung 4.15: Entwicklung der Goodstein-Folge fiir die Startwerte 1 bis 6

4.5 Der Satz von Goodstein

Wie wahrscheinlich ist es, dass eine Goodstein-Folge den Wert 0 er-
reicht? In Abbildung 4.14 konnten wir beobachten, dass die Folgenele-
mente durch die fortwihrende Erhdhung der Basis so rasant anwach-
sen, dass wir bereits nach wenigen Schritten kaum noch in der Lage
sind, sie in Dezimalschreibweise zu notieren. Die Beispiele in Abbil-
dung 4.15 zeigen zudem, dass wir dieses Phidnomen schon fiir kleine
Startwerte beobachten konnen. Ab x = 4 scheinen Goodstein-Folgen
mit aller Macht gegen Unendlich zu streben, und die VergroBerung des
Startwerts befeuert den rasanten Anstieg zusitzlich.

Damit ist es an der Zeit, den Satz von Goodstein zu formulieren. Im
Angesicht der betrachteten Beispiele offenbart er Erstaunliches:

m@ Satz 4.9 (Goodstein, 1944)

Jede Goodstein-Folge erreicht irgendwann den Wert 0.

Abbildung 4.16 zeigt, wann die ersten vier Goodstein-Folgen den Wert
0 erreichen. Die ersten drei Folgen tun dies sehr rasch. Fiir den Startwert
4 steigt die Folge erst einmal fiir lange Zeit an und erreicht bei

1
= 242822
Ty

ihr Maximum [6, 147]. Danach bleibt sie lange konstant und tritt an-
schlieBend in eine kontinuierliche Abstiegsphase ein. Den Wert 0 er-
reicht die Folge bei

224 3 1.72. 10121210694

im0 922 3 6 eq (121210694

Diese Zahl sprengt unsere intuitive Vorstellung bei Weitem; sie ent-
spricht einer Dezimalzahl mit mehr als 121 Millionen Ziffern!

Dass jede Goodstein-Folge irgendwann den Wert O erreicht, ist schon
fiir sich allein gesehen ein faszinierendes Ergebnis. Noch erstaunlicher
ist aber, dass sich der Satz von Goodstein vergleichsweise einfach mit
den Mitteln der Ordinalzahltheorie aus Abschnitt 3.2.2 beweisen ldsst.
Wie dies genau funktioniert, wollen wir uns nun ansehen. Im Kern ba-
siert der Beweis auf der Idee, eine Goodstein-Folge nach dem folgenden
Schema in eine Parallelfolge von Ordinalzahlen zu iibersetzen:

gn(x) = ,wnwrw (gn(x))
Abbildung 4.17 demonstriert, wie wir die Folge konstruieren kénnen.
N.::morwﬂ schreiben wir die Elemente einer Goodstein-Folge in expan-
dierter p-adischer Darstellung auf und ersetzen anschlieBend alle Basen
durch die Ordinalzahl .
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Abbildung 4.17: Jede Goodstein-Folge
lasst sich in eine Parallelfolge von Ordi-
nalzahlen tibersetzen, die so lange streng
monoton fillt, bis die Goodstein-Folge
den Wert 0 erreicht. Wiire Satz 4.9 falsch,
so gibe es eine Goodstein-Folge, deren
Elemente allesamt von 0 verschieden sind,
und damit gibe es auch eine unendlich ab-
steigende Folge von Ordinalzahlen. Wir
wissen aber bereits, dass eine solche Fol-
ge nicht existieren kann.

2 Transformation
2241 492 —_— 0%+ 4 @

w%+_+w.w~+m.w+m Transformation See+_+w.€~+w.e+m

o 0 Transformation 0911 AMVN
4 +24° 42441 —0—p @ 2w +2-0+1

0t 120742

B

@+

Transformation

55+ 40,52 .5  IADSIOTMANOR

:

Fiir die weitere Argumentation ist die Monotonieeigenschaft der Sub-
stitution S% von Bedeutung, Diese besagt, dass die GroBenverhiltnisse
zweier Zahlen durch die Substitution unangetastet bleibt:

x<y = S(x)<Sk(y) firallekeN (4.33)

Jetzt kbnnen wir die Elemente g}, (x) fiir alle 7 mit g,(x) > 0 nach oben
abschitzen:

81 () = S5 (gns1(x))
=S5 (Sii5(gn(x)) ~ 1)
<SeP (553 (en(®)))
= ,wnm.m (gn(x))
= W“_ AHV
Voila: Die konstruierte Parallelfolge ist streng monoton fallend. Das be-
deutet, dass sich aus jeder Goodstein-Folge, deren Elemente alle von 0
verschieden sind, eine unendlich absteigende Folge von Ordinalzahlen
konstruieren lisst. Aus Kapitel 3 wissen wir aber bereits, dass eine sol-

che Folge nicht existieren kann. Das bedeutet im Umkehrschluss, dass
jede Goodstein-Folge tatsichlich irgendwann den Wert 0 erreicht.

wegen (4.33)

Mithilfe der Ordinalzahltheorie war es fiir uns vergleichsweise einfach,
den Satz von Goodstein als wahr zu identifizieren. Die eigentlich inter-
essante Frage ist natiirlich eine andere: Warum lisst sich das Goodstein-
Theorem innerhalb der Peano-Arithmetik formulieren, aber nicht inner-
halb der Peano-Arithmetik beweisen? Wie kann es sein, dass wir auf
Beweismittel zuriickgreifen miissen, die aufBerhalb der Theorie liegen,
in der sich das Theorem formulieren lisst?

Zu allererst wollen wir uns klar machen, dass die Peano-Arithmetik tat-
séchlich stark genug ist, um tiber den Satz von Goodstein zu sprechen.

4.5 Der Satz von Goodstein

Zu diesem Zweck bringen wir die Goodstein-Funktion ® : N — N ins
Spiel, die wie folgt definiert ist:

&(x) := min{n | ga(x) = 0}

In Worten ausgedriickt, gibt der Funktionswert ®(x) an, nach wie vie-
len Schritten die Goodstein-Folge mit dem Startwert x die Nulllinie er-
reicht. Abbildung 4.18 zeigt auf grafische Weise, wie sich die Funkti-
onswerte & (x) fiir die ersten vier Goodstein-Folgen berechnen lassen.

Als néchstes codieren wir die Goodstein-Funktion mithilfe einer arith-
metischen Formel @g mit zwei freien Variablen x und y. Diese Formel
erfiillt die folgende Beziehung:

Fos(®y) « 8(x)=y
Dass sich eine Formel mit dieser Eigenschaft tatsichlich konstruieren
l4sst, ist ein Ergebnis, das wir in Kapitel 5 herausarbeiten werden. Dort
werden wir zeigen, wie sich Turing-Maschinen arithmetisieren lassen,
und damit werden wir implizit den Beweis erbringen, dass sich je-
de Funktion, die mit einem systematischen Verfahren berechnet wer-
den kann, innerhalb der Peano-Arithmetik reprisentieren lisst. Auch
wenn wir im Moment nur eine vage Vorstellung davon haben, was
der Begriff des systematischen Verfahrens genau bedeutet, kénnen wir
die Goodstein-Funktion bereits jetzt als berechenbar identifizieren. Wir
wissen ja schon, dass jede Goodstein-Folge irgendwann den Wert 0 er-
reicht. Damit kénnen wir den Funktionswert &(x) systematisch ermit-
teln, indem wir die Folgenelemente so lange eines nach dem anderen
ausrechnen, bis sich der Wert 0 einstellt.

Als niichstes werden wir eine Bezichung zwischen der Goodstein-
Funktion &(x) und dem Satz von Goodstein herstellen. Inhaltlich ist
der Satz #quivalent zu der Aussage, die Funktion ®(x) sei fiir alle
n definiert, und dies ist wiederum #quivalent zu der Behauptung, die
Goodstein-Funktion sei total. Wenn wir davon sprechen, die Totalitit
von @ (x) in PA zu beweisen, so meinen wir damit, das folgende Theo-
rem herzuleiten;

FVx3y os(x,y) 4.34)

Fiir Formeln dieser Bauart greift ein starkes Resultat, das auf Georg
Kreisel zuriickgeht:

& satz 4.10 (Kreisel, 1952)

Lisst sich die Totalitéit einer berechenbaren Funktion f:N—Nin-
RDerhalb der Peano-Arithmetik beweisen, so existiert eine Funktion
Jo mit o < g, die £ dominiert.
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B Ackermann-Funktion

it

A0,n) = 2-n+1
A(m+1,0) := A(m,1)
A(m+1,n+1) = A(m, A(m+1,n))

i

B Funktionenhierarchie

Az (n) = &Aw&v = OQ2™tn)
Aa(n) = mﬁw.zvmﬂ o@21ttn)
A (n) == A(l,nm) = O(2")

o(n) 1= A(0,n) = O(n)

Abbildung 4.19: Aus der Ackermann-
Funktion abgeleitete Operatorenhierarchie

Die in Abb. 4.19 verwende—_
te Notation 2 1% 11 geht auf -
den US-amerikanischen In-
formatiker Donald E. Knuth
zuriick [105]. 1976 schlug er diese Pfeil-
notation als Losung fiir ein lange beste-
hendes Problem der klassischen Mathe-
matik vor, fiir Funktionen jenseits der Ex-
ponentiation keine eigene Symbolik zu
kennen, Formal ist m 1% n wie folgt defi-
niert:

ab falls k=1
Siﬁxuﬂ 1 falls n=0
m 1 (m ¥ (n—1)) sonst

Mit der 1976 geschaffenen Notation hat
Knuth den Weg geebnet, um Funktionen
verschiedener Grade nach einem einheit-
lichen Schema zu benennen. Die am lang-
samsten wachsende Funktion, die mit der
Pfeilnotation dargestellt werden kann, ist
die Potenzierung (m 1 n). Danach folgt mit
(m 11 n) die Tetration und so fort.

Im Mittelpunkt dieses Satzes steht eine Dominanzaussage. Hier bezieht
sich Kreisel anf eine Hierarchie schnell wachsender Funktionen, die auf
Stanley Wainer und Martin L6b zuriickgeht [111, 185]. Auch wenn die
Hierarchie im Detail komplex ist, folgt sie der einfachen Grundidee,
Funktionen anhand ihrer Wachstumsrate zu ordnen. Dies ist ein gin-
giges Vorgehen in der Mathematik, und solange wir den Bereich der
»gewohnlichen* Funktionen nicht verlassen, auch nicht weiter schwer.
Beispielsweise bildet die Folge
22

m2-n,3n,. . 740,203 20 0L (4.35)

eine natiirliche Hierarchie immer schneller wachsender Funktionen.
Komplizierter wird es, wenn wir versuchen, Funktionen in eine solche
Hierarchie zu integrieren, die noch viel schneller wachsen. Ein Beispiel
hierfiir ist die Ackermann-Funktion %(m,n), die wir auf Seite 208 be-
reits kennen gelernt haben. Ihre Definition sicht auf den ersten Blick
harmlos aus, und dennoch kénnen wir den Funktionswert %(m,n) be-
reits fiir kleine Werte von m praktisch nicht mehr ausrechnen. Warum
dies so ist, wird klar, wenn wir den Parameter m fiir verschiedene Wer-
te konstant halten. Auf diese Weise entsteht aus 2(m,n) fiir jede Zahl
m € N eine separate Funktion %,,(n), deren Wachstumsverhalten in Ab-
bildung 4.19 dargestellt ist. Die Funktion o(n) wéchst linear, 2, (n)
exponentiell, 25 (n) hyper-exponentiell und so fort. Damit entpuppt sich
die Ackermann-Funktion als eine Art Universalfunktion, die eine un-

endliche Schar immer schneller wachsender Funktionen in sich vereint.

Noch schneller wichst die Diagonalfunktion
Ay (n) = Ap(n)

Fiir jeden Wert von m wird 2 (n) ab einem gewissen n gréBer sein als
A, (n). Wir sagen: 2, wird durch 2, dominiert. Dass wir als Index die-
ser Funktion die Ordinalzahl @ gewihlt haben, ist naheliegend, schlief3-
lich kénnen wir 2, in der gleichen Weise als Grenzfunktion ansehen,
wie wir o als Limit-Ordinalzahl fiir die natiirlichen Zahlen definiert ha-
ben.

Ganz #hnlich sind auch Wainer und L&b vorgegangen. Die Léb-Wainer-
Hierarchie wird durch eine Folge von Funktionen f, mit einem ordi-
nalen Index ¢ gebildet. Die Funktionen fy und f; wachsen linear, f>
wichst bereits exponentiell, und fiir die Niederschrift fiir f3 miissten wir
auf Exponentialtiirme zurlickgreifen, wie wir sie in Abschnitt 3.2.2.2 fiir
die Konstruktion von Ordinalzahlen verwendet haben.

Mithilfe der Lob-Wainer-Hierarchie sind wir ini der Lage, das rasante
Wachstumsverhalten der diagonalisierten Ackermann-Funktion quanti-

4.5 Der Satz von Goodstein
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tativ einzufangen: 2y, wichst mit der gleichen Geschwindigkeit wie die
Funktion f,.

Jetzt ist auch klar, wie wir den Satz von Kreisel zu lesen haben, Wird
eine berechenbare Funktion f durch eine arithmetische Formel ¢y be-
schrieben, so kénnen wir innerhalb von PA nur dann auf einen Beweis
fiir die Formel

Vx 3y ¢r(x,y)

hoffen, wenn f von einer Funktion f, mit & < & dominiert wird.

Damit ist es an der Zeit, das Wachstumsverhalten der Goodstein-
Funktion niher zu beleuchten. Der eklatante Sprung von ®(3) auf &(4)
weckt bereits die Vermutung, dass wir es hier mit einer Wachstums-
rate zu tun haben, die jene der diagonalisierten Ackermann-Funktion
noch deutlich tibersteigt. Dass wir heute sehr genau tiber das Wachs-
tumsverhalten der Goodstein-Funktion Bescheid wissen, verdanken wir
Laurie Kirby und Jeff Paris. Im Jahr 1982 fiihrten sie als erste den Be-
weis, dass &(x) genauso schnell wichst wie die Funktion f;, aus der
L&b-Wainer-Hierarchie [101]. Das bedeutet im Umkehrschluss, dass &
jede Funktion fy mit &< & dominiert, und damit folgt aus dem Satz
von Kreisel, dass es unmdglich ist, Formel (4.34) innerhalb der Peano-
Arithmetik zu beweisen. Aus der Aquivalenz des Satzes von Goodstein
und der Totalitdt von &(x) folgt jetzt sofort das gesuchte Ergebnis:

@ Satz 4.1 (Kirby, Paris, 1982)

Der Satz von Goodstein ist innerhalb von PA unbeweisbar.

Ein interessanter Aspekt soll an dieser Stelle nicht unerwihnt bleiben.
Auch wenn es nicht mdglich ist, Formel (4.34) in PA herzuleiten, so
kénnen wir fiir jeden konkreten Wert von x durchaus beweisen, dass die
Funktion & an der Stelle x definiert ist. Das bedeutet, dass wir

-3y ¢s(T,y) (4.36)
fiir alle x beweisen kénnen. Gleichzeitig attestiert uns Satz 4.11:
V% Ay 0p(x,y) (4.37)

Beide Varianten unterscheiden sich nur dadurch, dass die Quantifikati-
on iiber x in (4.36) auBerhalb des Kalkiils und in (4.37) innerhalb des
Kalkiils vorgenommen wurde. Erneut wird deutlich, wie penibel wir
Zwischen der Kalkiilebene (vx) und der Meta-Ebene (firr alle x) unter-
scheiden miissen.

die schneller wachsen als die Goodstein-
Funktion? Die Antwort ist Ja! Eine be-
kanntes Beispiel ist die Biber-Funktion
B(n) (busy beaver function), die der un-
garische Mathematiker Tibor Radé 1962
im Rahmen eines Wettbewerbs formulier-
te [15, 144). Das ausgerufene Ziel war es,
eine Turing-Maschine (busy beaver) mit
mdglichst wenig Zustinden zu konstruie-
ren, die moglichst viele Einsen auf ein lee-
res Band schreibt [15, 144]. Der Funkti-
onswert B(n) ist die maximal mégliche
Anzahl Einsen fiir einen Biber mit n Zu-
standen. Da fiir jedes » nur endlich viele
Biber existieren, ist der Wert der Biber-
funktion fiir alle n wohldefiniert. Trotz-
dem sind die Funktionswerte nur bis n =4
exakt bekannt:

1 4 6 13 >4098

Auch wenn fiir # > 5 nur noch grobe
Abschitzungen existieren, lassen sich be-
eindruckende Aussagen iiber die Wachs-
tumsrate von B(n) treffen. So ldsst sich
beweisen, dass die Biberfunktion stir-
ker wachsen muss als jede berechenba-
re Funktion. Das bedeutet, dass 2B(n) so-
wohl die Ackermann-Funktion als auch |
die Goodstein-Funktion dominiert. Die
Biberfunktion selbst ist unberechenbar,
d.h,, es ist nicht moglich, ein Verfahren
zu konstruieren, mit dem sich der Funkti-
onswert B(n) fiir alle n systematisch er-
mitteln Jdsst.




