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Ablauf

» Teil I: Modallogik
» Einfihrung und Definitionen
»Normalsystem
» Modallogische Systeme

»Teil Il: Semantik der Modallogik

» Einfihrung und Definitionen
» Theoreme

» Beziehung zwischen den Modallogische Systemen und Frames




Notation

(1) Ausagenvariablen: A, B, C
(2) Nicht-logische Zeichen: ,,(“ und,,)”

(3) Junktoren:
»Zweistellig: A, v, —, ¢ (Bsp: AAB)
» Einstellig: = (Bsp: —A)
»Nullstellig: L, T

»Wir konnen aus — und L alle anderen Junktoren

konstruieren [Bsp. —p ist aquivalent zu (p—_1)]




Definition Modalsatze

(3) Modaloperatoren:
»Notwendig (,,In allen moglichen Welten gilt“): []
> Moglich (,In einer mdglichen Welten gilt“): &

> < (bzw. OJ) und = kommutieren nicht:
» <>-p (Bsp: Es ist moglich, dass Sokrates nichts weiss)
» = <p (Bsp: Es ist nicht moglich, dass Sokrates etwas weiss)

»Wir kdnnen < aus [ konstruieren:

> pist dquivalent zu =O-p




Definition Modalsatze

» Wir betrachten Sequenzen aus den Objekten
a) 1,—, U [bzw. =, ©, A, v]und ,(“&,)"
b) Atomare Satze (p,q etc. als Variablen fir diese)
» Definitionen:
(1) L istein Modalsatz
(2) Jeder atomarer Satz ist ein Modalsatz

(3) A und B Modalsatze, dann (A—B) ein Modalsatz
(4) A Modalsatz, dann [J(A) auch ein Modalsatz




Definition System

» Ein System der Modallogik besteht aus

a) Einer Menge von Modalsatzen (Axiome)
b) Einer Menge von Schlussregeln (Rules of Inference)

» Ein Beweis besteht aus einer endlichen Anzahl
Sequenzen von Modalsatzen, welche aufgebaut sind
aus

a) Axiomen
b) Bereits hergeleiteten Modalsatzen (,,Theoreme®)

» Notation:
» L+ A heisst: A ist ein Theorem des Systems L




Schlussfolgerungen

» Modus Ponens:
> A,A—B
B
» Alternativ: <(A—B),A,B>
»Vernotwendigung (,,Necessitation”):
»Wenn L+ A dann auch L+ 1A
» Alternativ: <A, LJA >




Distributionsaxiom

» Das Distributionsaxiom hat die Form:
»[1(A—B) —(LJA—=LIB)

» Bsp:
» A: Es regnet
> B: Die Strasse wird nass

» [LI(A—B): In allen moéglichen Welten gilt, dass falls es regnet die Strasse
nass wird

» (LJA—LIB): Falls es in allen moglichen Welten regnet, wird in allen
moglichen Welten die Strasse nass




Substitution

> Sei F ein Modalsatz
» Wir schreiben F (A) fur die Substitution von A fiir p in F
» Bsp:
»F=(p = -p)
»A=q,AqQ, }
» Definitionen:
(1) Wenn F=p, dann F (A) =A
(2) Wenn F=q (g#p), dann F (A)=q
(3) Wenn F=1,dannF(A)=L1
(4) (F—=G),(A)=F (A)—G_(A) und (LIF) (A)=LI(F (A))

Fp(A)=A_>_'A =(ql AQZ)%_'(QI AQz)
=(g,nq,) = (—q,V—-q,)




Die 7 Modallogischen Systeme

» Fir jedes dieser 7 System gilt:
» Sie beinhalten alle Tautologien
» Das Distributionsaxiom gehort dazu
» Die Schlussregeln sind Modus Ponens und Vernotwendigung

»>K: Hat sonst keine Axiome
> K4: OA—O0OA U
> T: A—A
K || ka4
> S4: A— A& LIA—A %]_ %J
> B: A—A & A—=1CA —
S T 54
> S5: A—A & OA—=[1OA Qﬁ;j

»>GL: (OA—A) —=OA E
B




Normalsysteme

» Ein System wird normal genannt, wenn

(1) Die Menge seiner Theoreme alle Tautologien und das
Distributionsaxiom enthalt

(2) Es abgeschlossen ist unter Modus Ponens,
Vernotwendigung und Substitutionen

» Die Kripke-Semantik ,K“ ist ein Normalsystem

»Somit sind auch alle Erweiterungs-Systeme (von K)
Normalsysteme




Die 7 Modallogischen Systeme

» Im Folgenden nehmen wir an: L sei ein normales System
» Theorem 1: Wir nehmen an L+ A—B, dann gilt L+ LIA—[L1B
» Beweis:

»Vernotwendigung: L+ [1(A—B)

» Distributionsaxiom: L1(A—B) — [L1A—[1B
» Theorem 2: Wir nehmen an L+ A<B, dann gilt L+ L1A<[IB
» Beweis:

» Logische Umformung: L+ A—B und L+ B—A

»Theorem 1: L+ [JA—[IB und L+ [IB—=[JA
» Logische Umformung: L+ LJA<[1B




Die 7 Modallogischen Systeme

»Theorem 3: L+ LI(AAB) (L JAALIB)

» Beweis:

»Wir zeigen zuerst —:

» Esgilt LF-(AAB) —A und L-(AAB) —B

» Theorem 1: L+ LJ(AAB) =LA und L+ LJ(AAB) —[IB

» Was wir umschreiben zu L - L1(AAB) —(LJAALIB)
»Nun zeigen wir «:

> Es gilt L+ A—(B—(AAB))

» Theorem 1: L+ LJA—[LI1(B—(AAB))

» Distributionsaxiom: [L1(B—(AAB)) — [LIB—LI(AAB)

» Somit L+ LJA—LI](AAB) [vertausche A&B: LIB—[I1(AAB)]

» Was wir umschreiben zu (LJAALIB) — LI(AAB)




Die 7 Modallogischen Systeme

»Man kann zeigen, dass sich die Struktur des Diagramms
(durch fortfahren mit der ,,Theorem-Sequenz®)

umformen lasst
» Repetition
> K: Hat sonst keine Axiome lU
>Ka: OA—O0OA B; @
>T: TA—A N 1N
>S4:  OA—0O0A & OA—A 23;9
IN

>B: [OA—=A&A—=[OA
>S5 [OA—A & OA—=CA E]
»>GL:  O(OA—A) —[A




Die 7 Modallogischen Systeme

»Man kann zeigen, dass sich die Struktur des Diagramms
(durch fortfahren mit der ,,Theorem-Sequenz®)
umformen lasst

» Repetition M i

> K: Hat sonst keine Axiome

T W BQ@Q
>T:  [OA—A AEA

>S4:  OA—0O0A & OA—A 23;9

> B: OA—A & A—=COOA IN

>S5 OA—=A & CA—-OOA E]

>GL:  O(OA—A) —[A




Die 7 Modallogischen Systeme

> Theorem 18: GL +
» Beweis:

A—

A

» Tautologie: GL - A — {(LILIAALIA)—(LIAAA)}

» Theorem 3: GL+ A — {J(LLIAAA)—(LIAAA)}

» Theorem 2: GL+ LA — LH{LI(LJAAA)—(LIAAA)}
— —

B B

» Axiom von GL: GL - LJ(LUJB—B) —[1B und somit folgt
GL+ CJA — C{C(CIAAA)—(CIAAA)} —=CI(CIAAA)

» Verwende Thm. 2 und Tautologie LIAAA—[IA: LI(LJAAA)—LILIA
» Nun: GL+ LA — LH{O(EAAA)—(LIAAA)} — L(LAAA) =LA
» Abgekirzt: GL - LJA—LILIA (Axiom von K4) und somit K4 in GL




Die 7 Modallogischen Systeme

»Man kann zeigen, dass sich die Struktur des Diagramms
(durch fortfahren mit der ,,Theorem-Sequenz®)
umformen lasst

» Repetition CC

> K: Hat sonst keine Axiome

»K4: [LA—=LILIA . j ’:]
S5 S4
> T: [IA—A 2 C
»S4: [A—=[LLIA & LJA—A N
»B: OA—=A&A—=OA ng

»S5: [OA—=A & OA—-=[1CA
>GL:  O(OA—A) =OA




Die 7 Modallogischen Systeme

»Man kann zeigen, dass sich die Struktur des Diagramms
(durch fortfahren mit der ,,Theorem-Sequenz®)
umformen lasst

» Repetition CC

> K: Hat sonst keine Axiome

>K4:  OA—0O0A

3< B
>T: OA—A
»S4:  [A—=[LA & LIA—A N
>B:  OA—A&A—OOA jgg

»S5: [OA—=A & OA—-=[1CA
>GL:  O(OA—A) =OA




Die 7 Modallogischen Systeme

»Man kann zeigen, dass sich die Struktur des Diagramms
(durch fortfahren mit der ,,Theorem-Sequenz®)
umformen lasst

» Repetition CC

> K: Hat sonst keine Axiome

> K4: LIA—LILIA jc ’i_lq
> T: [IA—A

»S4:  [HA—=[LILIA & LIA—A A
»>B: A=A &A—OCA ng

»S5: [OA—=A & OA—-=[1CA
>GL:  O(OA—A) =OA




Mogliche Welten

» Leibniz: Wir leben in der tatsachlichen Welt
»Unsere Welt ist nur eine von vielen moglichen Welten

» Kripke: Wir konnen diese Idee auf die Modallogik
anwenden

»Aussagen kdonnen in einigen Welten wahr sein, wahrend sie
in anderen Welten falsch sind

»Einige Aussagen konnen in allen moglichen Welten wahr
sein (Notwendigkeit)

» Einige Aussagen kdnnen auch nur in einer moglichen Welt
wahr sein (Moglichkeit)




Mogliche Welten

»Konnen wir alle moglichen Welten sehen?

»Konnten wir dann, wenn wir in anderen Welten leben
wirden, Welten sehen welche wir jetzt von unserer

nicht sehen konnen?
Unsere Welt |—>| Welt X Welt Y

»Kann es sein, dass man von einer speziellen Welt in
eine andere Welt sieht, wahrend dies umgekehrt nicht
moglich ist?

Welt X Welt Y Aber Welt X Welt Y
Nicht:




Mogliche Welten

» Diese Zugdnglichkeit (accessibility) wirkt sich auf die
Notwendigkeit und Moglichkeit einer Aussage aus

>B€ISpI€|I Welt A Welt B
»Welt A: Llp p=wahr p=wahr
»Welt B: [Llp I >< I
»Welt C: |
© <>p Welt C Welt D
» Welt D: <>p p=wahr p=falsch

(Annahme: R sei reflexiv)




Relationen

» Diese Zuganglichkeit (eine Welt von einer anderen aus
sehen) ist eine binare Relation auf den Welten
» Wir definieren:
(1) Sei W die Menge aller Welten

(2) Sei R eine Relation auf W, wenn fur alle x,w gilt wRx, dann
gilt x,w in W

(3) Rist reflexiv auf W, wenn fur alle w in W: wRw
(4) Ristirreflexiv auf W, wenn fir kein w in W: wRw




Relationen

(5) Rist antisymmetrisch auf W, wenn fir alle w,x in W gilt, dass
wenn WRx und auch xRw gilt, dann muss w=x

(6) Rist transitiv auf W, wenn fir alle w,x,y in W gilt, dass wRx und
XRy gilt folgt wRy

(7) Rist symmetrisch auf W, wenn fur alle w,x gilt, dass falls wRx,
dann auch xRw

(8) R ist euklidisch auf W, wenn fir alle w,x,y in W gilt, dass wenn
wRx und auch wRy gilt, folgt xRy (bzw. auch yRx)

Bemerkung: R ist eine Aquivalenzrelation auf W, wenn

» R reflexivauf W
» R symmetrisch auf W
» R transitivauf W




Definitionen

» Ein Frame ist ein geordnetes Paar <W,R>, wobei W nichtleer und
R eine binare Relation Gber W ist
» <W,R> ist endlich gdw W endlich ist
» W ist die Domdne von <W,R>
» Rist die Zugdnglichkeitsrelation (accessibility relation)
» Man sagt <W,R> besitzt eine bindre Relation gdw auch R diese besitzt
(z.b. <W,R> ist transitiv, wenn R transitiv ist)

» Eine Interpretation (valuation) V auf W ist eine Relation zwischen
Elementen auf W und atomaren Satzen (sprich V als ,verifiziert”)

» Ein Tripel <W,R,V> ist ein Modell, welches auf dem Frame <W,R>
basiert

» Ein Modell besitzt die gleichen Eigenschaften Endlichkeit, Transitivitat
etc. wie das Frame <W,R>




Definitionen

» Fur jeden Modalsatz A, jedes Modell M=<W,R,V> und jede
Welt in W definieren wir die Relation: M,w |= A

» Diese hat folgende Eigenschaften:
(1) Wenn A=p (p atomarer Satz), dann: M,w |= A gdw wVp (,In Welt w
gilt p“)
(2) Wenn A=_L, dann gilt nicht: M,w |= A
(3) Wenn A=(B—C), dann M,w |= A gdw
a) Entweder -M,w |=B
b) Oder M,w |=C (und M,w |=B)

(4) Wenn A=[1B, dann M,w |= A gdw fir alle x, fir welche gilt wRXx,
auch gilt M,w |=B (analog wird A=>B definiert)




Definitionen

» Ein Satz A heisst wahr (true) in einer Welt W in einem
Modell M, gdw M,w |= A

» Ein Satz A heisst giiltig (valid) in einem Modell M=<W,R,V>,
gdw fur alle w in W, A wahristin M




Eigenschaften der Modelle

» Es sei M ein Modell und w in W
» Jede Tautologie ist wahr in jeder Welt w in W

» Wenn A und (A—B) wahr sind in w, dann ist auch B wahr
(Modus Ponens)

» Das Distributionsaxiom [LJ(A—B) — [LJA—[1B ist wahr in w

» Wenn A giiltig ist in M, dann ist auch 1A giltig in M
(Vernotwendigung)

» Daher sind die Theoreme von K (Kripke Semantik) gliltig in
allen Modellen und folglich auch in allen Frames




> Theorem 5:
auf W

» Beweis:

Theoreme

p—p ist gultig in <W,R>, gdw R reflexiv

(1) Wir nehmen an Llp—p ist glltig in <W,R>. Sei w eine
beliebige Welt in W. Wir wollen zeigen wRw:
. Sei V eine Interpretation auf W s.d. fir alle x in W: xVp gdw wRx
*  Wenn wRx, dann xVp und somit M,x|=p. Also gilt M,w |=L1p

. Durch Annahme M,w|=Llp—p, gilt dann M,w|=p, also wVp

. Nach Definition von V folgt also wRw




Theoreme

» Beweis:

(2) Wir nehmen an R ist reflexiv auf W. Sei V eine Interpretation
auf W und wir nehmen an x sei in W. Wir wollen zeigen,
dass dann Llp—p folgt:

» Wenn M,w|=Llp fur alle x gilt, verlangen wir M,x|=p, falls xRw
» Durch die Reflexivitat (wRw) folgt dann auch M,w|=p
» Somit gilt M,w|=Llp—p




Theoreme

» Auf ahnliche Weise beweist man folgende Theoreme:

»Theorem 6: L1p— p ist gultig in <W,R> gdw R ist
transitivauf W

»Theorem 7: p—[Lp ist glltig in <W,R> gdw R ist
symmetrisch auf W

»Theorem 8: Op—L1<p ist gliltig in <W,R> gdw R ist
euklidisch auf W




Theoreme

» Theorem 9: (6 Korrektheitstheoreme)
a) Wenn KHF A, dannist A glltig in allen Frames
b) Wenn K4+ A, dann ist A gliltig in allen transitiven Frames
c) WennTHFA, dann ist A gliltig in allen reflexiven Frames

d) Wenn S4 + A, dann ist A glltig in allen reflexiven und
transitiven Frames

e) Wenn B A, dann ist A gliltig in allen reflexiven und
symmetrischen Frames

f)  Wenn S5 F A, dann ist A gultig in allen reflexiven und
euklidischen Frames




Theoreme

» Beweis: (Theorem 9c)
»Wir nehmen an T+ A und <W,R> sei reflexiv
» Mit Theorem 5 folgt, dass Llp—p guiltig ist in <W,R>

»Weil wir p flir A substituieren kénnen, gilt durch Llp—p auch
LIA—A

»Weil alle Tautologien und das Distributionsaxiom in allen
Modellen gelten, sind dann alle Axiome von T gultig in <W,R>

»Da alle Satze, welche in <W,R> gliltig sind, geschlossen sind

unter Modus Ponens und Vernotwendigung, ist A gultig in
<W,R>




Zusatzliche Definitionen

»Ein Element w einer Menge X wird R-kleinstes (R-least)
Element von X genannt, wenn XRw fur kein x in X gilt

"o— X

=t

» Ein Element w einer Menge X wird R-grosstes
(R-greatest) Element von X genannt, wenn wRx fur kein
X in X gilt

w
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1
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X,




O 51 W

Zusatzliche Definitionen

» Eine Relation R heisst wohlfundiert (wellfounded),
wenn es fur jede nichtleere Menge X ein R-kleinstes
Element gibt

» Eine Relation R heisst umgekehrt wohlfundiert
(converse wellfounded), wenn es fiir jede nichtleere
Menge X ein R-grdsstes Element gibt

» Bemerkung: Falls R umgekehrt wohlfundiert ist, dann
muss R zusatzlich irreflexiv sein

» Falls wRw gelten wiirde, dann héatte die nichtleere Menge
X={w} kein R-grosstes Element

i




Weitere Theoreme

»Theorem 10: LI(Llp—p)—Llp ist gliltig in <W,R> gdw R
transitiv und umgekehrt wohlfundiert

»Theorem 11: Sei F=<W,R> endlich und transitiv, dann ist
F irreflexiv, gdw F umgekehert wohlfundiert ist

»Theorem 12: Wenn GL - A, dann ist A einerseits

(1) In allen transitiven und umgekehrt wohlfundierten Frames
glltig

und andererseits auch

(2) In allen endlichen, transitiven und irreflexiven Frames giiltig




Systeme und Frames

Systeme Gultig in welchen Frames?

K: In allen

K4: JA—LILIA In allen transitiven

T: LJA—A In allen reflexiven

S4: LUA—[LILIA & [1A—A In allen transitiven und reflexiven

B: OJA—A& A=A In allen reflexiven und symmetrischen

S5: A=A & OCA—=[IOA In allen reflexiven und euklidischen

GL: LJ(LJA—=A) —LIA In allen transitiven & umgekehrt wohlfundierten und

In allen endlichen, transitiven und irreflexiven




Fragen?




