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Ablauf der Text-Vorstellung

1. Hilbert und die Krise

2. Hilbert

3. Fragen und Diskussion

-- Pause --

4. Halbeisen et al. Formales

5. Halbeisen et al. Semi-Formales

6. Fragen und Diskussion



Die Logiker-Krise

Ablehnung der
Mengenlehre,
"Abschaffung ” der
irrationalen Zahl
"Die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott
gemacht, alles andere
ist Menschenwerk”

Axiomatische

Mengenlehre ca. 1899 G. Cantor

L. Kronecker

G. Frege

Versuch die
Zahlenlehre auf reine
Logik zu begrinden,

H. Weyl

L. Brouwer

Es gibt N !
Teufelskreise/Paradoxa i / D. Hilbert
in der Mengenlehre. ; ,/'
Intuitionismus ca.1908 ¥ Pt . _
Hilbert <" - ,-~~7"™ Halbeisen et al.
pre Godel post
______ 1922 1931 2016, -

Unvolistandigkeitssatz



David Hilbert
1895: Professor

an der Universitat 1943: Tod in
von Goéttingen 1900: Stellung der 23 Probleme beim 2.ten Géttingen
1 internationalen Mathematikerkongress in Paris

! [

1899: Verdffentlichung 5'\-922: )
von “Grundlagen der Neubegrundulng
Geometrie” der Mathematik

Geboren 1862
in Kénigsberg

"Wir dirfen nicht denen glauben, die
heute mit philosophischer Miene und
Uberlegenem Tone den Kulturuntergang
prophezeien und sich in dem
lgnorabimus gefallen. Fir uns gibt es
kein Ignorabimus, und meiner Meinung
nach auch fur die Naturwissenschaft
Uberhaupt nicht. Statt des torichten
lgnorabimus heil3e im Gegenteil unsere
Losung:

Wir miUssen wissen, Wir werden wissen.”

aus Hilbert's Vortrag "Naturerkennen und Logik”, 1930



Alphabet
ZAHLENTHEORIE

1ist eine Zahl, damit auch alle Zeichen bestehend aus1und +, z.B.  1+1

1+1+1
Diese Zahlzeichen machen die ganzen Zahlen vollstandig aus, haben aber keine
Bedeutung. Ausserdem fUhren wir zur Abkirzung die folgenden Zeichen die etwas
bedeuten: 2=1+1

3=1+1+1

Ferner werden wir auch die Symbole =,> benutzen, die zur Mitteilung von
Behauptungen dienen.

- Keine Axiome => Keine Widerspriche méglich!

GRUNDLAGEN DER MATHEMATIK

L Individualzeichen II. Variable III. Zeichen zur Mitteilung
1,+ (Bestadteile der 1. a,b,c,d 1. ab,ed (Funtktionale)
Zahlzeichen) (Grundvariable) o = A B D (7, (Formeln)
. . - * * * ' ? ! ! ’Q !
d(*), Y(*) (individuelle 2. f(*),9(*,%)
Funktionen) (variable * Ein Funktional ist ein
=+,> Funktionen) Zahlzeichen/Grundvariable/Funktion,
. Z(Zahl sein), ® (Funktion sein) 3. AB,CD deren Leerstellen mit |
_ —>(“f0|gt", Iogisches Zeichen) (variable Zahlzeichen/Grundvariablen/Funktionen

ausgefullt sind.

* Wenn man an beiden Seiten eines
Folgezeichens ein Funktional setzt, dann
entsteht eine Folgeformel.

() (Allzeichen) Formeln)




Axiome und Beweise

Definition: Formeln, die als Bausteine des formalen Gebdudes der
Mathematik dienen, werden Axiome genannt.

a=a

1+(a+1)=(1+a)+1

a=b — a+1=b+1
a+1=b+1 —> a=b
a=c—> (b=c— a=b)

I NS

Definition: Ein Beweis ist eine Figur, die uns als solche anschaulich

vorliegen muss ; er besteht aus Schussfolgerungen vermoége des
Schluf3schemas: g

5 ¥
wobei jede der Pramissen ein Axiom ist, oder direkt durch das Einsetzen
eines Axioms entsteht. Dementsprechend ist eine Formel beweisbar,
wenn sie entweder ein Axiom ist, oder die Endformel eines Beweises ist.

Beweise werden selbst als Gegenstande unserer
Untersuchung betrachtet, dadurch entsteht eine sogenannte
Beweistheorie.



Widerspruchsfreicheit

* “beweisbar” ist immer relativ beziglich des definierten Axiomensystems
zu verstehen, d.h. beide 1=1 und 1=1+1 kdnnten als Formeln gelten.

* Damit der hier eingefuhrte Formalismus die wirkliche mathematische
Theorie vollig bedient, muss ein Analogon fir den Widerspruch eingefihrt
werden.

Definition: Ein Axiomensystem ist widerspruchsfrei, wenn in diesem
r=(1 und « #G
niemals gleichzeitig beweisbar sind, wobei «.6 Funktionale sind.

- Ersetzen des 2. Axioms ( 1+(a+1)=(1+a)+1 ) durch das folgende:

6.a+1#1



Hauptziel

SATZ: Das Axiomensystem, das aus den finf Axiomen

a=a

a=b — a+1=b+1
a+1=b+1 —> a=b
a=Cc —> (b=c— a=b)
a+1#1

S

besteht, ist widerspruchsfrei.




Vervollstandigung des Axiomensystems

*Die bis jetzt angegebenen Axiome machen nur einen kleinen Teil der
Arithmetik aus und bilden noch keine Grundlage fUr die Theorie der reellen
Zahl.

* Dazu kommen weitere Axiome, u.a. das der vollstindigen Induktion, Axiome
des logischen Schliel3ens und weitere arithmetische Axiome.

Wie macht man also weiter?

1. Man musste formale Logik und Arithmetik gleichzeitig aufbauen, da
deren Grundlagen in enger Beziehung stehen.

2. Neue Formeln werden aus den bereits erworbenen Axiomen erzeugt
und neue Axiome werden hinzugefigt.

1 Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems muss immer geprift werden.



Hilbert
Fragen zu Hilbert

Q1
Hat Hilbert sein Ziel erreicht?
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Jetzt ...

Pause!



Halbeisen et al.
Syntax — Alphabet

Logische Symbole

e Variablen T,Y, 00,01, - -,
® Logische Operatoren “="(not), “A” (and), “v” (or), and “—" (implies).
e [ogische Quantifikatoren  "3" Existenz, "v" All-Quantor

e Gleichheitssymbol “—> Gleichheitsrelation

Nicht-logische Symbole (doménenspezifisch)

e Konstanten Symb. fixierte individuelle Objekte der Doméne, "e"
* Funktionen Symb. Obj. als Argument/Riickgabe, Wertigkeit,"0"
e Relationen Symb. Relationen zwischen Dom.Obj., "R x x x"
Sprache/Signatur:

Endliche Menge an "Nicht logischen Symbolen”
Bsp: Group Theory: # — {e..!



Halbeisen et al.
Syntax — Worte und Sétze

Term als Zeichenkette von Symbolen (Regeln TO-T2)
e TO jedes variablen, T1 jedes konstanten Symbol
o Bsp: T2 Fry---7,isaterm

Formulae als Zeichenkette von Symbolen
e atomare Formulae (Regeln FO-F1)

(FO) If 7; and 79 are terms, then 7y = 79 1s a formula.
(F1) If 71,..., Tn, are any terms and R x---x is any non-logical n-ary relatio
symbol, then Rty - -- 7, is a formula.

e weitere (Regeln F2-F4)
Bsp: F4

(F4) If o is a formula which we have already built, and v is an arbitrary variable,
then dvy and Vi are formulae.



Halbeisen et al.
Syntax — Axiome und Theorie

Axiome als wahre Formulae
¢ | ogisches Axiom: universal glltige Formulae
* Axiom Schema

-
I
-

Lgi LV Y
Lt @ — (1 — ).

L2 (¥ = (01 = ¢2)) = (¥ = ¢1) = (¥ = ¥2)).
* Nicht logische Axiome

Theorie als Menge von nicht-logischen Axiomen

GTo: VaVyVz(ro(yez) = (woy)oz) (Le., o7 1s associative)

GTy: Vax(eor =x) (ie. e’ isa left-neutral element)



Halbeisen et al.
Inferenz und Formaler Beweis

Inferenzregeln

0 — P, - - ¥
MODUS PONENS (MP): ; GENERALISATION (V): .
1 E

Formaler Beweis
o X-Sprache (Menge von nicht-logischen Symbolen)
e T eine X-Theorie (Menge von nicht-logischen Axiomen)
e X-Formulae y ist beweisbar in T, wenn:
Sequenz "0, . .., pn" von X-Formulae, sodass on =@’ T -

* (p; 1s a logical axiom, or

e ;e T.or

 there are j, k& < 7 such that ¢; = ¢ — @;, Or

e thereis ajy < 2 such that p; = Vi p; for some variable v.

Wenn y in T nicht beweisbar: T4 4



Halbeisen et al.
Inferenz und Formaler Beweis

formal proof of ¢ —

wo: (@ — ([ — ) ©) = ((p—(p—¢)) = (p—p)) instance of Ly
e1: @ — (g —¢)— @) instance of Ly
p2: (= (p—9)) = () from g and 1 by (MP)
w3: @ — (g — ) instance of L4
pa: @ from 9 and ¢3 by (MP)

Q0: (@ — (e — @)= @) — (¢ — (¢ — @) — (¢ — @)

e Axiom Schema L2:
(Y — (1 — @2)) = (W — ¢1) = (W — @2))

e [nstanziieren mit: y als @, @1 als ¢ — @; @2 als @;

e [ogisches Axiom
Q0: (@ — ((p— @) > @) = (¢ — (¢ — @) — (¢ — @)



Halbeisen et al.
Semi-formale Beweise

Stand
e ... ZU motivieren

Ziel

o [esbarkeit erhGhen
o Jext prazise formal definieren

e (kontrollierte) natirliche Sprache als Input fiir formale Beweise
e Ubersetzung in formalen Beweis

o \ferifikation durch Beweis-Priif-System

Mittel

e (kontrollierte) natiirliche Sprache

o [imitiertes Vokabular

e Phrasen, haufig in mathematischen Beweis-Texten verwendet



Halbeisen et al.
Semi-formale Beweise

Operationen auf Targets (Backward reasoning)
e Assume ... Then ... This shows ...“
o Suppose for a contradiction that .... Then ... Contradiction”

o _We proceed by contraposition... This shows ..."

Operationen auf Prémissen (Forwards reasoning)
o _We show first... This proves ...”
e _This shows/proves ...”



Halbeisen et al.
Semi-formale Beweise & Art of Proof

,We proceed by contraposition... This shows —¢*

i+t
Tu{—-Y}-—p == TulplkFY

Die Kunst des Beweisens: Formale Beweise vereinfachen

eaus " A w" wird "o beweisen; @ beweisen; wenn beide beweisbar,
dann ist 'p A @' bewiesen”

® case distinctions

e proof by contradiction

Verstandnis:
e Beweismethoden als Operationen auf endlichen Listen von

Goals aus Pramissen und Target



Halbeisen et al.
... hin zum Expertensystem — Q2?

~We proceed by ...” Resultat: ist beweisbar
~ . PN Erklérung:
\ 7
Y /
Input: Output: (erkléren)
Nattiirliche Sprache ( par. sen) Nattiirliche Sprache
RuleEngine
Formale Sprache (ar[ of proof)
v
Link 20 Dom Lexikalisches Analytischer Raum
ink zu Doméne -
Modul Name Doméne
/ Bedeutung
Sinn =

Frege



Halbeisen et al.
... hormative Rahmungen — Q37

,We proceed by ...“ Resultat: beweisbar
| ~ < - Erklérung:
N -~
I \ ;.
A
I
| Input: Output: (erklért
Was ist | | put. put: ( )
ewlinscht?
J | | (parsen)
I Was | \ /
| bedeutet ...7 |
I An was er- | RuleEngine
I kennen Sie, | (art of proof)
| dass ...? |
I | '
AN . | ' Lexikalisches Analytischer Raum
N : Modul Name Doméne
° /
N Bedeutung
AN Sinn —
Gibt es N \ Frege
Verédnderungen N
seit Hilbert?

N\

b



Hilbert: Pradikatenlogik Teil | (formale Beweise)
Zum Schluss ...

Besten Dank!



