Forcing Serie 0

Partialordnungen und Martin-Axiom Musterldésung

0. SeiP = (P, <) eine Forcingpartialordnung. Zeige, dass folgendes gilt:

(@)

(b)

Ist D C P offen dicht und A C D eine maximale Antikette in D (d.h. fiir alle
p € D existiert ein ¢ € A, so dass p und ¢ kompatibel sind), dann ist A eine
maximale Antikette in P.

Ist A C P eine maximale Antikette in P, dannist D = {q € P:3r € A(q >r)}
eine offen dichte Teilmenge von P.

Beweis:

(a)

(b)

Es ist klar, dass A eine Antikette ist. Wie zeigen Maximalitét:

Fiir alle p € P gibtes r € D mitr > p. Also gibtes ¢ € A so, dass ¢ kompatibel
mit 7 ist, d.h. es gibt s € P so,dassq < s > r,alsoq < s > p, d.h. qist
kompatibel mit p.

Da p beliebig war, folgt Maximalitit von A.

D ist offen, denn ist ¢ € D, so gibtes r € A mit ¢ > r. Ist weiter p € P mit
p > q, dann folgt p > r und somit p € D.

D ist dicht, denn ist ¢ € P, dann gibt es ein r € A kompatibel mit 7, d.h. es gibt
s€ Pso,dassq < s>r.Alsoists € D mits > gq.

1. Eine Menge # C [w]“ ist eine Basis eines nicht-trivialen Ultrafilters %7 C [w]®, falls

gilt:

U={rvew”:IyeBlyCux)}

Die Ultrafilter-Zahl u ist die kleinste Kardinalitit einer Ultrafilterbasis. Das heisst:

u=min{|%| : 2 C [w]” ist eine Basis eines nicht-trivialen Ultrafilters }

Zeige:

MA—u=c¢

Hinweis: Verwende die Partialordnung mit den Bedingungen (s, z), wobei s € fin(w)
und x € A, wobei B C [w]” eine Filterbasis der Kardinalitéit < c ist, und definiere:

(s,2) < (t,y) : <= sCt ANz 2y ANt\sCx

Beweis:

Wir zeigen, dass die Filterbasis 4 keine Ultrafilterbasis ist.



Sei P = (P, <) die besagte Partialordnung. Dann erfiillt P die countable chain condi-
tion, denn fin(w) ist abzéhlbar und es gilt:

Ve,ye B: Jz€ B 2CxNny, also (s,z)<(s,z)>(s,y).

(Entsprechend ist [P sogar o-centred.)
Definiere die folgenden Mengen:

Vye B: Ey:={(s,x) e PlxrCy} und Vnew: D,:={(s,z) € P||s| >n}

Es ist leicht zu sehen, dass & := {D,, }new U{E, },c% eine Familie der Kardinalitit < ¢
von offen-dichten Mengen ist. Das heisst, nach MA gibt es einen Z-generischen Filter
G. Definiere

TG = U{s €fin(w)|Ire B: (s,2) € G}

Zunichst gilt, dass z¢ € [w]®, denn fiir jedes n € w schneidet G die offen-dichte Menge
D,,. Weiter gilt fiir alle y € 4, dass z¢ C* .

Beweis. (von LISA RICCI)
Sei y € 2 beliebig, (so,z9) € GN E,, also xy C y. Da G ein Filter ist, gilt:

V(s,z) e G: 3(s',2") e G: (s,2) < (s,2") > (80, 20)

Somit haben wir s \ s9 C s"\ sp € xy C y. Nach Definition von z folgt also:
za \ so C y, was zu beweisen war. =

Seien 21, 23 € [£g]* mit z; N 23 = (). Weder z; noch w \ z; kénnen im von % erzeugten
Filter sein. Also erzeugt % keinen Ultrafilter, was zu zeigen war.



