Forcing Serie 4

Reelle Zahlen in Forcing Erweiterungen Musterlésung

10. Sei U := ([w]“,*D) die Ultrafilter-Partialordnung, sei V |= ZFC, und sei G ein U-

11.

generischer Filter iiber V.

Zeige, dass G in V[G] ein Ramsey-Ultrafilter ist.

Losung:

Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass G ein Ultrafilter in V[G] ist.

Ausserdem ist U o-closed, also addiert G unter anderem keine neuen Teilmengen von
2
[w]®.

Das heisst fiir alle 7 : [w]* — 2 gilt: Die Fiarbung 7 liegt bereits in V und

Dy = {x € [w]”|3In € w: 7|}, ist konstant. }

ist offen und nach dem Satz von Ramsey auch dicht. Da nun G jedes D, schneidet, ist
G ein Ramsey-Ultrafilter, was zu beweisen war.

Sei P = (P, <) die Partialordnung aus Aufgabe 2 (beziiglich dem Ultrafilter %), sei
V = ZFC, und sei G ein P-generischer Filter iiber V.

(a) Zeige, dass es in V[G] eine Funktion f € “w gibt, so dass fiir alle Funktionen
g € “w welche in V liegen gilt: g <* f, d.h.

dneVk > no(g(k) < f(k))

(b) Zeige, dass es in V[G] eine monoton wachsende, divergente Funktion h € “w gibt,
so dass fiir alle monoton wachsenden, divergenten Funktionen g € “w welche in
V liegen gilt: h <* g.

(c) Zeige, dass es in V|G| eine Menge z € [w]* gibt, so dass fiir alle z € % welche
in V liegen gilt: z C* z.

(d) Zeige, dass es in V[G] eine Menge = € [w]* gibt, so dass fiir alle y € [w]* welche
in V liegen gilt:
vy VxS (w\y)

Losung:
(a) Wir zeigen: Fiir alle g in “w NV ist
D, :={(s,Ts) € P|Vf € [T : ¥n € (w\ dom(s)): g(n) < f(n)}

offen dicht.



(b)

(©)

(d)

Offenheit ist klar. Um Dichtheit zu zeigen, sei (r,T}) € P, setze s := r und
T, :={t €T, |Vn € (dom(t) \ dom(s)) : g(n) < t(n)}.
Dieser Baum ist nicht leer und fiir alle £ € 7 mit s < ¢ gilt:
{mew|t meT}={mew|t ™meT, Ag(dom(t)) <m}
und fiir n := g(dom(¢)) + 1:
{mew|t™meT, Ng(dom(t)) <m}={mew|t"meT,}\neZ%.
Sei s¢ definiert wie in Aufgabe (2). Da nun G jedes D, schneidet, gilt:
Vge“wnV: g<sqg=:f,

was zu zeigen war.

Fiir alle g in “w, die monoton und divergent sind, definiere
iy 1 w— w,n— min{m € w|g(m) > n}.

Seien f und g in “w monoton und divergent mit g <* f. Das heisst es gibt n in w
so, dass gilt:

Vk>mn: g(k) < f(k)
= Vk> f(n): {mew|gm) >k} C{mew]|f(m)>k}
= Vk>f(n): min{mew|g(m)>k}>min{mew]|f(m)>k}
Also gilt i, >* 77 und somit ¢, >* max{i; — 1,0}.

Setze entsprechend fiir alle n in w: f(n) := max{sq(k)}}_, (damit f monoton
ist) und h := max{iy — 1,0}.

Fir alle z in NV ist
D, :={(s,T;) € P|Vf € [Ti] : mg(f) \rng(s) C z}

offen dicht.
Offenheit ist klar. Um Dichtheit zu zeigen, sei (r,T,.) € P, setze s := r und

Ts:={t €T, |Vn e (dom(t) \ dom(s)) : t(n) € x}.

Das heisst, um (s, Ty) aus (r,7),) zu erhalten, schneiden wir jedes splitting level
{m € w|t™m € T.,} von T, mit x (und erhalten wiederum ein splitting level
in%).

Somit gilt fiir alle x in % N'V: sglw] C* .

Fiir alle y in [w]* NV gilt entweder y € % oder w \ y € % . Aus Aufgabe (11c)
folgt dann: sg[w] reaps y.



