Forcing Serie 9

freie Familien und freie Filter Musterlésung

28.

29.

30.

Sei .% der Fréchet-Filter.

Bestimme .# 1 \ .Z.

Losung:
Fiir alle © C w schreibe x° fiir (w \ x).
Esgilt F 7\ .7 = {z € [w]* | 2° € [w]*}.

Sei .# C [w]* ein freier Filter.

Zeige: Enthilt Z* die Menge = U y (fiir z,y C w), dann enthdlt .% ™ mindestens eine
der beiden Mengen z, y.

Beweis:

rUyeF = 2Ny ¢.F = 2°¢ FVyYeF =z FVycF

Sei .7 C [w]* eine unendliche maximale fast disjunkte Familie und sei
Gy = {yE [w]®: Fxg -, EM(w\(xOU...an) c* y)}

(a) Zeige, dass .%,, ein freier Filter ist.

(b) Konstruiere eine Element aus % \ Z.,.

Beweis:
(a) Firalle z,y € .7 gilt:
320, . Ty You - - - Yn Gd(w\(mou...Uxm) Cz Aw\(yU...Uy,) C* y).

Alsogiltw \ (zoU... Uz, UyoU...Uy,) C* zNyund somitx Ny € Z,y.
Fir alle z,y € [w]¥ gilt: Wenn = € .%, dann gilt (mit derselben Notation wie
soeben), dass w \ (zgU...Ux,) C*xUy,alsox Uy € Fy.
Sei y co-endlich. Dann gibt es n € w so, dass w \ n C y. Also gilt w C* y und
somit y € Fy.

(b) Sei{z,}new € [Z]“. Fiiralle n € w seien y,, 2, € [z,]* mit x,, = y, U z,. Sei
Y = U, co Yn-
Dann gilt Y ¢ %#,, da sich UnEw z, Nicht mit endlich vielen Elementen aus .o/
iiberdecken lésst.

Da sich genauso Y selbst nicht mit endlich vielen Elementen aus .7 iiberdecken
ldsst, gilt Y ¢ %, und somit Y € .Z.}, also insgesamt Y € .Z.} \ Z,.



31.

32.

Sei .# C [w]* die Familie aller Mengen mit Dichte 1.

(a) Zeige, dass .# ein freier Filter ist.

(b) Bestimme .# .

Beweis:
(a) Firalle z,y € . gilt:

d(z®) =0=d(y°) = d(z*Uy°) <d(z) +d(y°) =0
= dzny)=1 = zNnye.ZF

Fir alle z,y € [w]“ gilt: Wenn x € .%, dannd(zUy) > d(z) = 1, alsozUy € Z.
Sei y co-endlich. Dann gibt es n € w so, dass w \ n C y. Also gilt &(y) >
d(w\ n) =1, und somit y € .Z.

(b) Esgilt.Zt = {z € [w]“ | d(z) # 0}, wobei “d(z) # 0” bedeutet, dass z keine
Dichte besitzt oder dass d(z) > 0 gilt.

Sei z € [w]*” eine Menge mit Dichte 3 und sei

Fo = {y € [w]* : d(zo \ y) = 0}.

(a) Zeige, dass .%; ein freier Filter ist.
(b) Bestimme .%; .

Beweis:

(a) Furallez,y € .Z gilt: d(zo \ (zNy)) < d(zo \ ) +d(zo \ y) =0.
Fir alle z,y € [w]¥ gilt: Wenn z € .#, dann d(z \ (zUy)) < d(zo \ z) = 0.
Sei y co-endlich. Dann gibt es n € w so, dass w \ n C y. Also gilt d(zg \ y) <
d(n) = 0.

(b) Esgilt 7 = {y € [w]* | d(zo \y) # 0} = {y € [w]* | d(wo Ny) # 0}.



