GODELS [-FUNKTION

CODIEREN VON SEQUENZEN

Bevor wir mit dem Codieren von Sequenzen beginnen, formulieren wir
den folgenden Satz aus der Peano-Arithmetik.

CHINESISCHER RESTSATZ: Sind (aq, . .., a,) und (my, ..., m,) zwei Sequen-
zen natiirlicher Zahlen mit max{ao,...,a,} < min{mg,...,m,}, und sind
die m;’s paarweise teilerfremd, so existiert eine natiirliche Zahl £ fiir die gilt:

k = ag mod my

k

a; mod my

k = a, modm,

Der CHINESISCHE RESTSATZ kann in PA bewiesen werden. Der Beweis, mit
Induktion nach n, beruht im Wesentlichen auf dem Fuklid’schen Algorithmus.

Das Ziel ist nun, mit Hilfe des chinesischen Restsatzes beliebige endliche
Sequenzen (ay, . . ., a,) natiirlicher Zahlen zu codieren. Dazu definieren wir in
PA eine bindre Funktion 3, so dass fiir den Code der Sequenz c gilt: 5(c, i) =
a; (fir alle ¢ mit 0 < ¢ < n). Bevor wir die Funktion  definieren konnen,
definieren wir in PA die bindre Funktion paar:

2
k fir k >
paar(k, m) = ( max{ ,m})2+m tr k > m,
(max{k,m})"+m+k+1 sonst.
In PA kann bewiesen werden, dass die bindre Funktion paar bijektiv ist, d.h.
PA F VEVE'YmYm! (paar(k, m) = paar(k',m') = (k=K) A (m =m'))

und
PA + Ve 3k 3m(paar(k,m) = c)

Aufgaben: Berechne paar(4,7) und paar(8,6), und bestimme natiirliche Zah-
len k£ und m, so dass gilt paar(k, m) = 58.

In den néchsten beiden Schritten konstruieren wir beliebig lange Sequenzen
(my, . .., my,) natiirlicher Zahlen mit der Eigenschaft, dass min{my,...,m,}
beliebig gross ist und die m;’s paarweise teilerfremd sind.



HILFSSATZ: VnVadm > aVi < n((i+1) | m)

Beweis. Induktion nach n:
Ist n = 0, so wahlen wir m = a + 1.
Annahme: Es existiert ein m > a, so dass fiir alle i <n gilt (i + 1) | m.

Wiéhlen wir nun m’ = (n+2)-m, so gilt m’ > a und fiir alle ¢ < n+ 1 haben
wir (i 4+ 1) | m/. -

SATZ: VnV¥a3dm > aVi < nVj <i(ggT((j+1)-m+1,(i+1)-m+1)=1)

Beweis. Sei m wie im HILFSSATZ, das heisst Vi < n((i +1) | m).

Wir fiihren die Annahme ggT((j+1) - m+1,(i+1)-m+1) > 1 fir i und j
mit 0 < 7 <4 < n zu einem Widerspruch:

Ist ggT((7+1)-m+1,(i+1)-m+1)> 1, so existiert eine Primzahl p mit
plG+1)-m+1 Ap|GE+1)-m+1.
Daraus folgt p | (i — j) - m, und weil p prim ist, folgt
pli=35) Vv plm.

Nun ist p | m ausgeschlossen, weil sonst pt (i + 1) - m + 1 folgen wiirde, im
Widerspruch zur Wahl von p. Weil nun (i—7) < n, folgt aus der Konstruktion
von m, dass (i — j) | m, und aus p | (i — j) folgt p | m, was aber nicht sein
kann. -

Die bindre Godel’sche B-Funktion ist nun wie folgt definiert:
B(c,i) =a; <= 3k3Im(c = paar(k,m) A k=a; mod (i +1) -m+1)

Weil sowohl der CHINESISCHE RESTSATZ wie auch die beiden vorigen Resul-
tate in PA beweisbar sind, lasst sich in PA zeigen, dass es fiir jede endliche
Sequenz (ag, . . ., a,) natiirlicher Zahlen ein ¢ gibt, so dass fiir alle i < n gilt:

B(c,i) = a;

Beispiel: Um die Sequenz (5,0, 1) zu codieren, gehen wir wie folgt vor: Mit
dem HILFSSATZ, fiir n = 2 und a = max{5,0,1} (also a = 5), erhalten wir
m =3-2-(a+1) = 36, und mit dem SATZ erhalten wir die drei teilerfremden
Zahlen mg=m+1=37,m; =2-m+1="73,und my = 3-m—+1 = 109. Aus
dem chinesischen Restsatz folgt nun, dass es ein k gibt mit £ = 5 mod 37,
k=0 mod 73, und £ = 1 mod 109. Das kleinste solche k ist k£ = 32047.
Setzen wir nun ¢ = paar(32047, 36), also ¢ = 1027010245, so gilt 3(c,0) =5,
B(c,1) =0, und B(c,2) = 1.



Aufgaben: (a) Berechne ¢, so dass gilt f(¢,0) =1 und B(c, 1) = 2.

(b) Sei ¢ = 35951247220973835808. Bestimme (¢, 1) fiir 0 <i < 3.
Hinweis: ¢ = paar(5995935892, 144)

Potenzen: Es lasst sich zeigen, dass sich die Axiome PAjs & PAg nicht aus
den restlichen Axiomen der Peano-Arithmetik beweisen lassen. Mit anderen
Worten, die Multiplikation ldsst sich in PA nicht mit Hilfe der Addition und
dem Induktionsaxiom definieren. Hingegen ldsst sich die Potenzfunktion a”
leicht mit Hilfe der Gédel’schen [-Funktion in PA definieren:

a"=1 <= Elc(ﬁ(c,n) =1AB(c,0) =1AVi <n(B(c,i+1) :a~6(c,i)))

In Worten ausgedriickt: Es gilt " = [ genau dann, wenn eine Zahl ¢ existiert
welche die Sequenz (1,a,a?, ...,a") codiert und die letzte Zahl a" dieser
Sequenz gleich [ ist.

Aufgaben: (a) Definiere mit Hilfe der -Funktion die Funktion n!.
(b) Definiere mit Hilfe der -Funktion die unitdre Relation R(n) fiir die gilt:

R(n) <= 33 (n=2F-3"



GODELISIERUNG DER PEANO-ARITHMETIK I

CODIEREN VON TERM- & FORMELAUFBAU

In einem ersten Schritt codieren wir Terme und Formeln als natiirliche
Zahlen, und in einem zweiten Schritt codieren wir mit Hilfe der Godel’schen
S-Funktion den Aufbau von Termen und Formeln. Das Ziel ist, in PA zwei
einstellige Relationen term und formel zu definieren, so dass gilt:

N E term(n) <= n ist der Code eines Terms,

IN E formel(n) <= n ist der Code einer Formel .

Godelzahlen des Alphabets: Jedem logischen Symbol, sowie jedem nicht-
logischen Zeichen der Sprache Zpa ordnen wir eine natiirliche Zahl zu, die
sogenannte Gadelzahl des Zeichens. Ist x irgend ein logisches oder nicht-
logisches Symbol, so ist "« die Gédelzahl dieses Symbols.

Symbol * | Godelzahl ™%
0 2
S 4
+ 6
8
10
= 12
A 14
3 16
V 18
\ 20
— 22
Tn 2n+1

Godelzahlen von Termen:

Term 7 | Godelzahl "7

0 2
Tn 2n+1
ST 2=t 3T

ra r A r A
T |23

.0 [ [
T1 - To 2 .37 .5 ™

Beispiele: "s07=2%.32 =144, 704 s07 =26.32 . 514



Godelzahlen von Formeln:

Formel ¢ | Godelzahl "™
= 9"=1.37m 5
- 9™ . 3T
Wi Ay | 2T g e
) P EINE CaN N
WV | 2V g e
- 9™V . g L EY
Uyt | 23 e

Beispiel: ©o < x; ist logisch dquivalent zu Jzo(xg + 1o = x1); dies ist in
polnischer Notation dxo=4zyzsx; und wir erhalten:

10.9(26.31.5%) 3
r3$2(l‘0+l‘2 :xl)—l:216'35'5(2 3 5%)

Aufgaben:

1. Schreibe die folgenden Godelzahlen im Dezimalsystem (natiirlich als
Produkt von Potenzen von Produkten von Potenzen et cetera der Zah-
len 2, 3, und 5).

(a) "0+ xo" (c) "Ts0T (e) "Vxz(xs-0=0)"
(b) "s0- (0+ s0)" (d) "To=0" (f) ""fo=0""

2. Finde den Term ¢ mit:

"7 = 8120460576902649611516066555867141710539876003066622196218039073838096

Hinweis: Diese Zahl lasst sich schreiben als 16 - 3144,

3. Finde die Formel ¢ mit:

T = 276989358533572073422767922874905003135458411601695361053068371392089105\
708433577885342757769371123092750850380007348123028576593326975129760907\
987402917181873495774169244585233099367979038340145884230206951256446851\
344358628676093589038452891921097417200423040917200978583423420786857604\
980468750000000000

Hinweis: Diese Zahl lisst sich schreiben als 1024 - 3 - 5(16:27)



Im Folgenden werden wir —in der Peano-Arithmetik — die einstelligen
Relationen term & formel.

Obwohl wir bloss fiir die Variablen g, x1, ... Gédelzahlen definiert haben,
und eigentlich bloss diese Variablen brauchen diirfen, werden wir — fiir die
bessere Lesbarkeit — auch andere Variablen benutzen. Wir vereinbaren die
folgende Zuordnung: a + x1, b+ 9, ... 2z > x9g. Weiter benutzen wir die
ibliche Schreibweise fiir das Rechnen mit Zahlen. Zum Beispiel schreiben wir
2n + 1 an Stelle von s(ss0 - n).

Zuerst definieren wir die einstellige Relation var:
var(v) <= dn(v=2n+1)
Es ist leicht einzusehen, dass gilt:

N E var(v) <= v ist die Gédelzahl einer Variablen

Nun codieren wir mit Hilfe der Godel’schen S-Funktion den Aufbau von
Termen:

codiert_term(c,n,t) <= f(c,n) =t AVi < n(var(ﬁ(c, i)V B(e,i) =2
V31 <i3jy < i(B(c,i) = 2% 30 v B(e, i) = 27T 3Pled) . pPled)
V Ble,i) =27 - 3Bl . 5ﬁ(c,j2>)>
Wir definieren
term(t) <= dcdncodiert term(c,n,t),
und wegen den Regeln, wie Terme aufgebaut sind, gilt:

N E term(t) <= t ist die Godelzahl eines Terms

Analog definieren wir die Relation codiert formel(c,n, f) und definieren
formel(f) <= Jec3In codiert formel(c,n, f),
wobei wieder gilt:

N E formel(f) <= f ist die Gédelzahl einer Formel



GODELISIERUNG DER PEANO-ARITHMETIK I

SUBSTITUTION

Im Folgenden wollen wir die Substitution gddelisieren. Dazu miissen wir
zuerst — in der Peano-Arithmetik — entscheiden, ob eine Variable in einem
Term oder einer Formel vorkommt.

var_in_term(v,t) <= var(v)A3c3n(codiert_term(c, n,t)AJi < n(B(c,i) = v))

var_in_formel(v, f) <= EIcEIn(codiert*forme](c,n, N
Ji <n 3ty 3 (Be, i) =2 = - 3" 52A
(var_in_term(v,t;) V var_in_term(v, t2)))>

Weiter miissen wir — wieder in der Peano-Arithmetik — entscheiden, ob eine
Variable frei oder gebunden in einer Formel vorkommt:

geb _in formel(v, f) <= dc3dn (codiert*forme](c,n, N
Ji <n3f'(var_in_formel(v, f') A (B(c,i) =27 - 3" 57
Ble,i) =23 57)))
Um die Substitution etwas einfacher zu machen, erlauben wir die Substitution

¢(z/7) nur in Formeln ¢, in denen sowohl = wie auch die Variablen in 7 nur
frei vorkommen:

sub_erlaubt(v, to, f) <
var _in_formel(v, f) A —geb_in_formel(v, f)A
Vo' (var_in_ term(v', o) — —geb_in_ formel(v', f))

Nun definieren wir die Substitution v/t in Termen:

sub_in_term(v,tg,t) =t <= var(v)A
Je3d 3" InIm (codiert_ term(c,n,t) A codiert _term(c”, m,to)A
codiert_term(c',n +m,t') AVi < m(B(c,i) = B(c",1))A
Vi < n(ﬁ(c,i) =v— B(d,m+1i) =ty A
Vi <i(Be,i) =230 5 B(c/;m +i) =2 - 3HEMTD)A
V) <iVj <i(B(c,i) = 2" 30 . 5P
B(c,m + i) = 2k . 38 mts) 5B(c’,m+j’)))>



Analog wird die Substitution in Formeln definiert:
sub_in_formel(v,ty, f) = f <=
var(v) A sub_erlaubt(v, to, f) A term(to) A
dec3d In (codiert*forme](c, n, f) A codiert formel(c',n, ') A
Vi<n (Vt(ﬁ(c, Z) = 2":1 .3v.5t 6(0’,@) — 27:1 . gto . 5t)/\
L AVEY < iV < i(B(c,i) = 28 - 3P 5Aled)
B(c i) = 2 - 3P . 5PN ))

In IN gilt nun:

IN E sub_in_formel(v,to, f) = [ <
es existiert eine Variable x, ein Term 7, sowie eine Formel ¢,

so dass gilt: die Substitution ¢(z/7) ist erlaubt,

v="x " to="7" f="¢ " und f'="p(z/T)".



DIE GODEL’'SCHEN UNVOLLSTANDIGKEITSSATZE

NEoc < PAFo

Im Folgenden formulieren wir einen #pa-Satz o, der im standard Modell
IN genau dann wahr ist, wenn er in der Peano-Arithmetik nicht beweisbar
ist. Dazu codieren wir zuerst formale Beweise in PA.

Ein Beweis ist eine Sequenz von Formeln, welche nach bestimmten Regeln
gebildet wurde:

e Logisches Axiom: Die Formel mit Gédelzahl f ist ein logisches Axiom;
zwei Beispiele:

Li(f) <= formel(f) A3f 3" (formel(f") A formel(f")A
f _ 2"—)1 . 3]” . 52r_’j~3f”-5f,)

Lis(f) < formel(f) A 3f' Jv Elt(formel(f’) A var(v) A term(t)A
Sub*er]aubt(v’ t, f/) A f _ 2I'*>7 . 327v1.3v.5f’ ) 5rsub_in_form6](v7t,f/)1)
Allgemein sei:

Log Axiom(f) <= Li(f)V---V Lis(f)

o Azxiom der Peano-Arithmetik: Die Formel mit Godelzahl f ist ein
Axiom der Peano-Arithmetik; zwei Beispiele:

PA,(f) <= f="Va=(sx=0)"

PA7(f) <= 3f' Jv(formel(f’) A —geb_in_formel(v, f")A
f _ 2F*>‘| . 32"/\—'_3sub_in_formel('u,roj,f/)_52rv—l-3v-5r . 52"V7.3v.5f/)

mit 7 = 9 =", 3f’ . 5sub_1'n_forme](v,2r51-3”,f’)
Allgemein sei:

PA_ Axiom(f) <= PA(f)V---V PA7(f)

e Modus Ponens: Die Formel mit Godelzahl f entsteht durch Modus
Ponens aus den Formeln mit Goédelzahlen f’ bzw. f”.

MP(f', ", f) < formel(f) A formel(f") A formel(f")A
f// — 9=, 3f’ .5f

o Verallgemeinerungsregel: Die Formel mit Godelzahl f entsteht durch
die Verallgemeinerungsregel aus der Formel mit Godelzahl f'.

VR(f,v, f)) <= formel(f)Avar(v)Aformel(f)Af =2"""-3".5"



Nun sind wir in der Lage formale Beweise in PA zu codieren:

codiert _bew(c,n, f) <= f(e,n) = fA
Vi < n<Log_AX1'om(ﬁ(c, i)) vV PA_ Axiom(B(c,i))V

35 < i3) < i(MP(B(e,). Ble. ). Ble. i) V VR(8(e,5), Ble. ) ) )

Die Formel codiert bew(c,n, f) besagt, dass ¢ einen PA-Beweis von [ der
Lange n codiert. Definieren wir

bew(f) <= Jc3Incodiert bew(c,n, f),
so erhalten wir fiir alle Zpa-Sétze :
NE bew("p") <= PAF

Im néchsten Schritt betrachten wir Formeln ¢(zg), in denen xq die einzige
freie Variable ist, und ersetzen xy durch die Godelzahl "¢ (z() . Dadurch wird
die Formel ¢(z0) zum Zpa-Satz ©("p(z0)7). Dazu definieren wir zuerst die
Funktion Gédelzahl goez, welche die Godelzahl (als Term) einer natiirlichen
Zahl berechnet:

goez(n) =k <—
Je (B(c,0) =2AVi < n(B(c,i+1) =2°"-3FD) Ak = B(c,n))

Nun definieren wir eine Formel x(x¢), in der z( die einzige freie Variable ist,
und fiir die gilt —bew (X(rx(xo)—')); beachte, dass "xy ' = s0 bzw. "xy ' = 1.

X(xg) < formel(xq) A var_in_formel(1, xq) A
Vo (var_in_formel(v, zg) — (v =1V geb_in_formel(v, z))) A

—bew (sub_in_ formel(1, goez(zo), xo))
Setzen wir o an Stelle von X(rx(:po)—'), so ist o ein Zpa-Satz fiir den gilt:
NEo < PAFo

Der Satz o ist genau dann wahr in IN, wenn ¢ in PA nicht beweisbar ist.
Somit ist o genau dann falsch in IN, also N F —o, wenn ¢ in PA beweisbar
ist. Wenn aber gilt PA + o, dann muss auch gelten IN F o. Somit kann
o nur dann falsch sein in IN, wenn PA inkonsistent ist; in diesem Fall hat
aber PA gar kein Modell. Das heisst, falls PA konsistent ist, so gibt es einen
Zpa-Satz o, der in IN wahr ist, in PA aber nicht beweisbar ist, und mit dem
Vollstindigkeitssatz gibt es also auch ein Modell N E PA, in dem o falsch
ist, also N'E —o. Der Satz o sagt in einem solchen Modell N etwas ganz
anderes als im Modell IN.
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