Die Godel’schen Satze Serie 2

Konsistenz & Unabhangigkeit Musterlosung

8. Beweise formal die Transitivitat der Gleichheitsrelation:

l-Vx‘v’sz((x:y/\y:z)—)x:z)

Losung;:

Wir zeigen zuerst {z =y Ay =z} Fx =z

T3> z=yANy==z

Ly (z=yAy=2) —y==z

MP y ==z

Ly y=z—(r=2—(z=2Ay=2))
MP z=z—(x=cAy=2)

Ly z==z

MP z=xAy=z2

Lis (z=ahy=2)—(r=y—z=2)
MP z=y—>x==z

Ly (x=yAy=2)—z=y

MP x=y

MP z ==z

Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM folgt also
Flzr=yANy=2)—x==z
Nach drei Anwendungen der VERALLGEMEINERUNGSREGEL haben wir schliesslich
FVaVyVz((zr =y Ay =2) = 2 =2z),

was zu beweisen war.

9. (a) Schreibe die Gruppenaxiome mit der Signatur Zgr = {-}, wobei “<” ein

binares Funktionssymbol ist.
(b) Schreibe in der Sprache £t den folgenden Satz auf:

Es gibt ein x, so dass x-x das Neutralelement ist.



Losung;:

(a) VaVyVz(zo(yez) = (zoy)-2)
Je(Va(eex =z A Jy: yor =¢))

(b) J2V¥y((zex)oy = y)

10. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Bedingung beziiglich der freien
Variablen in der Verallgemeinerungsregel (V) notwendig ist, da sonst zum Beispiel
das DEDUKTIONSTHEOREM (DT) nicht mehr allgemein gilt. Um dies zu zeigen,
wahlen wir fiir T die Theorie PA, fiir ¢ die Formel Ely(s(y) = x), und fir ¢ die
Formel Vx 1.

(a) Zeige, dass gilt: PAU{¢Y} F ¢.

(b) Zeige, dass PA ¢ — ¢ nur dann gilt, wenn PA inkonsistent ist. Das heisst:

Con(PA) — (PAU{s}Fy =5 PAFv )

Losung:

(a) T> Ely(s(y) = a:)
(V) VzIy(s(y) ==
(b) Annahme Jy(s(y) =) — VaIy(s(y) = z)
(V) Vz <E|y(s(y) = x) — VxEIy(s(y) = m))
Lio + MP 3y(s(y) = s0) — VaIy(s(y) = )
|_14 s0 = s0
Lii + MP Jy(s(y) = s0)
MP  Va3y(s(y) = )
Lio + MP  3y(s(y) = 0)
PA, —Jy(s(y) =0),
woraus sich ein Widerspruch ableiten lasst.

11. Sei T eine konsistente Menge von .Z-Formeln und ¢ ein .Z-Satz; dann gilt:

(a) ¢ ist konsistent mit T genau dann wenn T F/ —p.

(b) ¢ ist unabhéngig von T genau dann wenn T I/ ¢ & T 1/ .



12.

Losung;:

(a) Wir zeigen beide Richtungen der Aquivalenz mittels Kontraposition.

Angenommen T F —g. Dann lésst sich zeigen, dass gilt: TU {p} F ¢ A =g,
also = Con(T U {¢}).
Gilt umgekehrt — Con(T U {¢}), kénnen wir jede Aussage aus T U {p} be-
weisen, zum Beispiel —¢. Da ¢ ein Z-Satz ist, folgt aus T U {¢} F —p, dass
TF ¢ = —p. Damit kénnen wir T = —¢p zeigen, zum Beispiel mithilfe von
Aufgabe 12.

(b) Mithilfe von 11a und mit der Tautologie =—p <> ¢ kdnnen wir zeigen, dass
T & T —p dquivalent zu Con(T U {—¢}) & Con(T U {p}) ist, was zu
beweisen war.

Zeige, zum Beispiel mit Lo, Ly, Lg, L1g, (MP) und (DT), dass gilt:

(=) = ((p = ) = —p)

Losung:
Betrachte T = {p — ¥, o — =), ¢} und den folgenden formalen Beweis:
T2 ¢
T =9
MP ¢
T3 p—
MP  —)

Ly ¢ = (¢ = —p)
MP ¢ — —p
MP  —¢

Nach zweimaliger Anwendung des DEDUKTIONSTHEOREMS erhalten wir also
{e}F (e —=9) = ([0 = =) = ).
Mithilfe von L; und MoODUS PONENS erhalten wir leicht
{me} F (e =9) = (0 = =) = o).
Schreibe x := (¢ — ¥) = ((¢ = =) = =p). Mit dem DEDUKTIONSTHEOREM
sehen wir also, dass ¢ — y und —¢ — x Tautologien sind. Nun konnen wir zeigen:
L (v = (e =) = (9 V=9) = X))
F =X
MP (= = x) = ((p V -p) = X)



i
MP

Lo
MP

—p = X
(pV—p) = x
PV e

X

was zu beweisen war.



