Die Godel’schen Satze Serie 5

formale Beweise, Modelle, Kompaktheitssatz Musterlosung

22. Sei “e” ein Konstantensymbol und “-” ein bindres Funktionssymbol.
Zeige: {‘v’x‘v’y (yox =e = xoy = e), Yy (yox = e)} F Vedy (xoy = e)

Hinweis: Zeige zuerst allgemein (z.B. mit einem Widerspruchsbeweis) dass gilt:

{Vy(ely) = (), Jyely)} F Iyv(y)

Losung:

T> Vy(ely) = ¥(y))
Lio + MP  ©(y) — ¥(y)

Aufgabe 6 =) (y) = =p(y)
Annahme —3y¢(y)

(S.1) + MP  Vy—)(y)
Lo+ MP  —)(y)
MP —p(y)
(V) Yy-e(y)
(M+... =3y——py)
(R2)+ ... —Jyey)

T> Jyey)
Widerspruch.

Fiir den urspriinglichen Beweis verwende zusétzlich Verallgemeinerung und L.

23. DLO bezeichne die Theorie der dichten linearen Ordnungen: Die Sprache Zp o be-
steht aus der 2-stelligen Relation “<”, und die nicht-logischen Axiome von DLO sind:
DLO; Vz—(z < x)
DLO; VaVyVz ((z <yAy<z) =z <z)
DLO; VaVy(z<yVz=yVy<uz)
DLO, VaVy3dz(z<y— (z<zAz<y))
DLO; Vadydz(y <z Az <2)

(a) Konstruiere ein Modell fiir DLO mit dem Bereich N x Z x Q.

(b) Zeige, dass zwei abzidhlbare Modelle von DLO immer isomorph sind.



24.

Losung;:
(a) Fiir (zg,z1,x2), (Yo, y1,y2) € N X Z x @ setze zum Beispiel:

Zo <IN Yo
(To, 71, 72) < (Yo, Y1, Y2) & § To =N Yo A1 <z U1
To =N Yo N1 =7 Y1 N\ T2 <q Y2

(b) Ohne Einschrankung (bzw. bis auf Bijektion von Mengen) konnen wir zwei
Modelle mit Bereich IN und (potentiell) verschiedenen Ordnungen betrachten,
also (N, <,) und (IN, <j).

Wir definieren den Isomorphismus f induktiv: f(0) := 0.
Fiir ¢ > 0 gilt nach DLO4 und DLOj

T eN:Vji<i: j<qi=fU)<en A i<ej=mni<,f() (1)

Setze f(i) := miny {n € N\ {f(0),..., f(i — 1)} : n erfilllt (1)}.
Dabei garantiert der Ausschluss von {f(0),..., f(i — 1)}, dass f injektiv wird,
und miny sowie die Dichtheit von (N, <,), dass f surjektiv wird.

Sei .Z eine abzéhlbare Signatur und T eine Menge von .Z-Sétzen. Fiir jede konsistente
Menge T' C T von .£-Sitzen sei My ein Modell fiir T', also M = T'. Ferner sei

Y:={Mp:T CTund Con(T')}
und fiir jeden Z-Satz o sei
X, ={MeX :MEo}.

(a) Zeige, dass die Mengen X, die Basis einer Topologie auf X' bilden.
(b) Zeige, dass jede Menge X, abgeschlossen ist.

(¢c) Zeige mit dem Kompaktheitssatz, dass jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung enthélt (d.h. der topologische Raum X ist kompakt).

Beweis:

(a) Zwei Dinge sind zu zeigen:
e Die X, iiberdecken ganz .

e [ir beliebige X,, X, sowie beliebiges M € X, N X, gibt es X, so, dass
M e X,.

Die erste Aussage folgt aus X, U X_, = X fiir einen beliebigen .#-Satz o. Die
zweite Aussage folgt aus X, N X, = X, .

(b) Es gilt fiir einen beliebigen #-Satz o

X, =X\ X,



Sei |J;c; Ai = X eine beliebige offene Uberdeckung. Wir fiihren einen Wider-
spruchsbeweise: Angenommen, es gibt keine endliche Teilmenge J C I so, dass

UjeJ Ay =2
VJ C I endlich: U A #X
jeT
VJ C Iendlich: () Z\A;#@
jes
Da die X'\ A; abgeschlossen sind und da die X, auch eine Basis der ab-

geschlossenen Mengen bilden, gibt es eine Menge von .Z-Sétzen @; so, dass
Y\A; = ﬂsoe% X,. Sei @ = J,c; ;. Dann folgt aus (2) insbesondere:

(2)

V&' C @ endlich: () X, # @
pED’
V&' C & endlich: IM' € () X,
ped’

V@' C & endlich: IM' E &

Daraus folgt aber, mit dem semantischen Kompaktheitssatz, dass es ein Model
M fiir & gibt. Dies bedeutet wiederum, dass (;c; X'\ 4; = [\ cp Xp # &, im
Widerspruch zu (J,.; 4 = 2.



