Die Godel’schen Satze Serie 8

Nichtstandard-Modelle der Peano Arithmetik Musterlésung

Im Folgenden bezeichnet N = {0,1,2,3, ...} die Menge der natiirlichen Zahlen und N das
standard-Modell der Peano Arithmetik mit Bereich IN; das heisst N = {IN, 0N +N N1

32. Sei % C Z(IN) ein Ultrafilter iiber N welcher den Fréchet-Filter enthilt. Weiter sei N*
das Ultraprodukt (bzw. die Ultrapotenz) beziiglich % der -£pa-Struktur N.

(a) Zeige, dass N* ein iiberabzihlbares Modell von PA ist.
(b) Zeige, dass die Modelle N* und N elementar dquivalent sind.

Beweis:

(a) Angenommen, N* wire abzédhlbar. Sei N* = {@;};cn eine Abzihlung. Fiir jedes
1 € N seia;: N — N ein Reprédsentant von @; und definiere

a,: N — N, n — max{a;(n)}i_, + 1.

Dann gilte a, € N* nach Konstruktion, aber fiir alle @ € N* hitten wir @, > @,
insbesondere a,, > a,,, ein Widerspruch.
Also ist N* tiberabzihlbar.

(b) Nach dem SATZ VON LOS gilt fiir jeden .Zpa-Satz o
NEos A, ={neN|NEo}ew.

Da aber N nicht von n € IN abhingt, haben wir A, € {&,IN} und A, € Z <
A, =N & N = 0. Das heisst N* |= 0 < N |= 0, was zu beweisen war.

33. Sei Zpar := Zpa U {c} und fiir jedes n € N sei p,, der Zpa+-Satz

s ...s0<c.
N——

n-mal

Weiter sei PA* := PAU {p,, : n € IN}.

(a) Zeige, dass die Zpa--Theorie PA* konsistent ist.

(b) Da die Signatur -Zps+ abzdhlbar ist, hat PA* ein abzihlbares Modell N*.
Beschreibe die Ordnungsstruktur dieses Modells N*.



Beweis:

(a)

(b)

Sei T* C PA* eine endliche Teiltheorie. Sei m := max{n € N |y, € T"}.
Dann ist N = T* fiir cN=m+1, beispielsweise. Da T* beliebig war, haben wir
Con(PA) = Con(PA*).

Wir zeigen, dass N* dieselbe Ordnungstruktur besitzt wie N LI| | q4cq Z. Dazu iden-
tifizieren wir den Bereich von N mit dem Anfangsabschnitt von N*.

Fir m € N*\ N gibt es sm, ssm, sssm usw. und da m # 0, besitzt es einen
Vorginger, da m # 1, besitzt dieser wiederum einen Vorgénger usw. Entsprechend
befindet sich m in einer Kopie von Z.

Seien nun m,n € N* \ N so, dass 3d(m + d = n). Wenn d € N, dann befinden
sich m und n in derselben Kopie von Z. Wenn nicht, dann befindet sich [24] in
einer Kopie von Z, die zwischen dem Z von m und dem Z von n liegt.

Mithilfe von [ %] und 2n konnen wir analog zeigen, dass die Kopien von Z dicht

linear angeordnet sind — wegen der Abzihlbarkeit von N* also wie Q.

34. Seien Zpa- und PA* wie in Aufgabe 33. Zu PA* fiigen wir nun alle Zp-Sétze o hinzu,
fiir die gilt: N |= o. Die so erhaltene Theorie sei PA**

(a) Zeige, dass die -Zpa--Theorie PA** konsistent ist.

(b) Sei N** ein abzihlbares Modell von PA**,
Sind die Modelle N** und N als Modelle von PA isomorph oder zumindest elemen-
tar dquivalent?

Beweis:

(a) Analog zur vorherigen Aufgabe ist N ein Modell fiir jede endliche Teiltheorie von
PA**, woraus dessen Konsistenz folgt.

(b) Die Modelle kénnen nicht isomorph sein, da sie nicht-isomorphe Ordnungstypen

haben.
Sie sind allerdings elementar dquivalent, denn es gilt

NEoc=0cecPA"=N"=0¢

und
NfEo=NE-0=N"E-0=N"}o

35. Zeige, dass es iiberabzihlbar viele paarweise nicht-isomorphe abzéhlbare Modelle von
PA gibt, welche alle elementar dquivalent zu N sind.



Beweis:

Sei P C N die Menge aller (Standard-)Primzahlen. Fiir jedes p € P sei ¢, der Zpa--
Satz p|c. Fiir jede Teilmenge P C P setze

PAL :=PA* U {¢, |p e P}U{-, |p & P},
sei PAY := PAL, UPA™ und sei N = PA} ein abzéhlbares Modell. Dann gilt insbeson-
dere N3 = PA.

Gewisse dieser Modelle konnen isomorph zueinander sein. (Alle sind nach Konstruk-
tion elementar dquivalent zu N.)

Allerdings gibt es iiberabzihlbar viele Isomorphieklassen. Sind ndmlich My, M, €
{N%| P C P} isomorph, aber verschieden, so gilt fiir einen Isomorphismus

fl M1 — MQ,

dass f(cM1) # ¢M2. Da alle betrachteten Modelle abziihlbar sind, kann ein einzelnes
also nur zu abzihlbar vielen anderen Modellen isomorph sein.

Somit erhalten wir iiberabzihlbar viele nicht-isomorphe Modelle von PA, die elementar
dquivalent zu N sind.



