Die Godel’'schen Satze Serie 9

endliche Modelle & Modelle von PA Musterlésung

36.

37.

(@)

(b)

(c)

Zeige: Eine Theorie erster Stufe mit beliebig grossen endlichen Modellen hat be-
liebig grosse unendliche Modelle.

Zeige: Hat eine Theorie erster Stufe nur endliche Modelle, so hat diese Theorie
ein grosstes Modell.

Begriinde: Die Theorie der endlichen Korper ldsst sich nicht in der Logik erster
Stufe ausdriicken.

Losung:

(a)

(b)
©

Sei T die besagte Theorie. Dann gibt es fiir jedes n in IN ein Modell M,, = T mit
IM,,| > n.

Sei weiter i eine Kardinalzahl, C' := {c\|A € p} eine Menge von Konstantensym-
bolen, #7, die Sprache .£5 U C, sei o, der Satz ¢, # ¢, und T, die #7, -Theorie
TU {QOHA}:qu'

Fiir jedes T,, C T, mit |T,| = n gilt nun M,, |= T,,. Nach dem Kompaktheitssatz
auf Modellebene gibt es also ein Modell M, |= T,. Dessen Bereich muss min-

destens Kardinalitit /4 haben, um alle Sitze in {p, A}g;f“ wahr zu machen.

Dies ist im Wesentlich die Kontraposition von (a).

Dies ist eine Anwendung von (a). Gemaéss (a) miisste es unendliche Modelle dieser
Theorie geben, also “unendliche endliche Korper™.

Sei % C #(NN) ein Ultrafilter tiber IN welcher den Fréchet-Filter enthélt. Weiter sei N*
das Ultraprodukt (bzw. die Ultrapotenz) beziiglich % der Zpa-Struktur N. Schliesslich
sei IP die Menge aller Primzahlen im standard-Modell N.

(a)

(b)

Zeige, dass es im Modell N* fiir jede Teilmenge P C P eine Zahl cp gibt, so dass
gilt:
plcp gdw. peP

Zeige, dass der Bereich von N* die Kardinalitit 2™ hat, wobei 2% := | 22(IN)| und
|Z(N)| = [R].

Losung:

(a)

Fiir P C P endlich gibt es so ein cp bereits im Grundmodell, z. B.

Cp = Hp.

peP



38.

39.

Sei also P C P unendlich und P = {p, },c die eindeutige aufsteigende Abzih-
lung von P. Betrachte die Folge ap: N — N, n H?:o p; und setze cp = ap.
Nun gilt:

pEP & JieN: p=p & {neN|plap(n)} €% < p|cp.

(b) Fiir die eine Richtung der Ungleichung betrachte:
IN*| < [Abb(IN)| < [Rel(IN)| = |22(IN?)| = 21 = 2Nl — ;%

Fiir die andere Richtung betrachte zwei verschiedene Teilmengen P, () von IP. Da
sich ap und ag an allen bis auf endlich vielen Stellen unterscheiden, gilt cp # cq.
Also:

IN*| > [{cp | P C P} = |2(P)| = |2(N)| = 2™

Beschreibe die Ordnungsstruktur des Modells aus Aufgabe 37.

Zeige dazu, dass zwischen zwei Zahlen aus dem Bereich von N* entweder endlich viele
oder iiberabzihlbar viele Zahlen liegen.

Losung:

Seien i und 7; in N*. Ohne Einschrinkung sei ip < 1;. Wir identifizieren wiederum den
Anfangsabschnitt von N* mit N. Dann liegt d = i; — iy entweder in N oder in N* \ N.

Im ersten Fall liegen endlich viele Zahlen zwischen i, und 7;. Sei also d € N* \ N und
seien ig, i1, d: IN — N Représentanten. Fiir r € (0, 1) betrachte i, := iy + [r - d].

Wir mochten nun das Folgende zeigen:

Vr,s € (0,1): r<s=i, <i,
Da d in N* \ N liegt, gibt es fiir 7 und s wie oben ein D € % so, dass die Teilfolge d|p
gegen unendlich divergiert. Insbesondere:

1

S—7r

JkeD:VieD: I>k=d() >

Das heisst Vk € D~ i, < i, also i, < is.

Daraus folgt auch, was zu zeigen war.

Zeige, dass das Modell aus Aufgabe 37 folgende Eigenschaft hat.

Ist (a}, : n € IN) eine Folge von Zahlen in N* (nicht notwendigerweise Zahlen aus IN),
so gibt es in N* eine Zahl c* fiir die gilt:

Vn € N(c* > a})



Losung:

Sei ¢, ein Reprisentant von @ und sei
co: N = N;n — max{c;(n)}’,+ 1.

Dann gilt fiir ¢* := ¢:
Vn € N(¢* > a))



