Die Godel’schen Satze Serie 4

Modelle & formale Beweise Musterlosung

18.

19.

Beweise formal die folgende Tautologie:

F dxyp — =V

Hinweise: Mit Ljp haben wir Vx—¢ — —p. Ferner wurde in Aufgabe 6.(c) gezeigt:

F(p—= ) = (¥ = —p)

Losung;:

Wir verwenden einige Resultate aus Aufgabe 6, um den Beweis etwas abzukiirzen:

Ligp Vz—p — -

6.(b)  (Vomp = =) = (7 = Vr-p)
MP  ——p — =Vz-p

6.(d) ¢ — =

6.(a) @ — Vz—p
(V) Va(p — =Va—p)
Lis Va(e = Vo) = (Jzp — Vo)
MP  dxp — V-

Die Z-Formeln ¢7; und 3 seien Instantiierungen der logischen Axiome Li; bzw.
Li5. Weiter sei M ein Modell einer .Z-Theorie.

Zeige, dass gilt:
M ): P11 und M ): Y13

Losung:

Sei A der Bereich von M, j eine beliebige Variablen-Belegung und I = (M, j) die
entsprechende Z-Interpretation.

Nach geeigneten Umformungen bleibt fiir M |= 17 zu zeigen, dass gilt:

Ir I} ¢(7) THEN THERE EXISTS a IN A: 1= = ¢(v).

Dies lésst sich erreichen, indem wir a = I(7) wéhlen.

Die Umformung in der zweiten Teilaufgabe ist aufwendiger, aber nicht schwieriger.



20. Sei.Z eine abzéihlbare Signatur und T eine Menge von .Z-Sétzen. Fiir jede konsistente
Menge @ C T von Z-Sitzen sei Mg ein Modell fiir @, also Mg |= @. Ferner sei

Y :={Msg:90 CTund Con(P)}
und fiir jeden Z-Satz ¢ sei
Xy ={MeX:MEp}.

(a) Zeige, dass die Mengen X, die Basis einer Topologie auf X' bilden.
(b) Zeige, dass jede Menge X, abgeschlossen ist.

(¢c) Zeige mit dem Kompaktheitssatz, dass jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teilitberdeckung enthélt (d.h. der topologische Raum X' ist kompakt).

Beweis:

(a) Zwei Dinge sind zu zeigen:
e Die X, iiberdecken ganz 2.
e [iir beliebige X, X, sowie beliebiges M € X, N X, gibt es X, so, dass

M e X,.
Die erste Aussage folgt aus X, U X, = X fiir einen beliebigen .Z-Satz ¢. Die
zweite Aussage folgt aus X, N X, = Xony.

(b) Es gilt fiir einen beliebigen Z-Satz ¢:
X, =Y\ X,

(c) Sei U,y Ai = X eine beliebige offene Uberdeckung. Wir fiihren einen Wider-
spruchsbeweise: Angenommen, es gibt keine endliche Teilmenge J C I so, dass

Uje.] A =2
V.J C Iendlich: | JA;# %
iy (1)
V.J C I endlich: ﬂ Y\A #0
JjeJ

Da die X'\ A, abgeschlossen sind und da die X, auch eine Basis der ab-
geschlossenen Mengen bilden, gibt es eine Menge von .Z-Sétzen @, so, dass
YN\ Aj = Npeq, Xp- Sei @ = J;c; ;. Dann folgt aus (1) insbesondere:

V@' C @ endlich: (] X, # @
ped’
V&' C @ endlich: IM' € (] X,
ped’

V@' C @ endlich: IM' | @'

Daraus folgt aber, mit dem semantischen Kompaktheitssatz, dass es ein Model
M fiir & gibt. Dies bedeutet wiederum, dass (;c; 2\ 4; = [ cp Xp # &, im
Widerspruch zu | J,.; A = ~.

i€l



Sei ¢ = {e,-} die Sprache der Gruppentheorie. Die .Z-Theorie T bestehe aus fol-
genden drei .Z-Sétzen:

o VaVyVz(ze(yoz) = (zoy)-z)
° ‘v’x(eox = x)

° ‘v’xEIy(xoy = e)
Zeige: Tt/ V:v(moe::v) \Y VxEIy(yox:e)

Losung;:

Betrachte ein Modell M mit Bereich {a, b} und:

o

ISEESEES]
S o o

a
b

M — g und alle Axiome sind erfiillt. Ausserdem gilt

Dann haben wir e

bea=a A Yy(y-b="b),

was zu zeigen war.



