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PAy) + PA; + PAy 4+ PA3 4+ PA4 + PA; + —PAg Musterlésung

44.

45.

Konstruiere eine Zpa-Struktur N~ mit demselben Bereich wie N (d.h. mit Bereich IN),
so dass N~ ein Modell ist fiir die Axiome PA; — PAj;, in dem jedoch das Axiomenschema
PA;s nicht allgemein gilt (d.h. in N~ gilt PAg nicht fiir alle Zps-Formeln ).

Beispiel-Losung:

Ohne Einschriankung kann der Bereich eine beliebige abzidhlbare Menge sein. Wir
wihlen IN U {w}. Dabei verhalte sich jede Operation wie gewohnt auf IN. Wir benéotigen
noch die folgenden Definitionen:

SW=w (1)
Va: wHr=r4+w=w (2)
w-0=0-w=0 3)
Ve: 2#0 = (w-r=2-w=uw) 4)
Betrachte nun die folgende -Zpa-Formel:
Y =sr#ux

Es gilt V: sz # 0, also insbesondere ¢(0) = s0 # 0. Aus sz # x ldsst sich mit PA;
und KONTRAPOSITION zeigen, dass ssx # sz. Also gilt sz # * — ssx # sz, d. h.
¢(z) — ¢(sz), insbesondere Vz (p(z) — ¢(sz)).

Angenommen, PAg gilte fiir . Dann hitten wir insbesondere p(w) = sw # w, im
Widerspruch zu (1).

Ein weiteres Beispiel erhalten wir, wenn wir in der Definition des Ultraprodukts nur
Zpa-definierbare Funktionen zulassen.

Sei /' die Menge der Polynome

N
m —+ Z aka
k=1

mit m, N € IN und a;, € Q. Weiter sei “+” und ““-” die iibliche Addition und Multipli-
kation von Polynomen und fiir Polynome p € N sei s(p) :=p + 1.

Zeige, dass dann die Struktur (N, 0, s, +, - ) ein Nicht-Standard-Modell von PA; — PA;
ist.



Beweis:

Zunidchst folgen PA; — PA; direkt aus den Rechenregeln fiir Polynome. Ebenso folgt,
dass —1 € Q[X] das einzige p in Q[X] mit s(p) = 0 ist, aber da —1 ¢ N, folgt auch
PA.



