Die Godel’'schen Satze Serie 9

endliche Modelle & Modelle von PA Musterldsungen

36.

37.

(a)

(b)

(c)

Zeige: Eine Theorie erster Stufe mit beliebig grossen endlichen Modellen hat beliebig
grosse unendliche Modelle.

Zeige: Hat eine Theorie erster Stufe nur endliche Modelle, so hat diese Theorie ein
grosstes Modell.

Begriinde: Die Theorie der endlichen Korper lisst sich nicht in der Logik erster Stufe
ausdriicken.

Beweis:

(a)

(b)

(c)

Sei T die besagte Theorie. Fiir jedes n € IN gibt es ein Modell M,, = T mit |M,,| > n.
Fiir jedes n € IN. sei ¢,, der Satz

Jzq . 3w (T FTg A AT F Ly ALy A XT3N ATg # Ty Ao ALy 1 7 Ty)

und sei M, das Ultraprodukt beziiglich eines Ultrafilters iiber IN, welcher den Fréchet-
Filter enthilt. Dann gilt M, =T U {®, | n € IN}, denn ¢,, ist jeweils nur in endlich
vielen Modellen nicht erfiillt.

Demnach ist M,, ein unendliches Modell von T, also gibt es nach dem AUFSTEIGEN-
DEN SATZ VON LOWENHEIM-SKOLEM beliebig grosse unendliche Modelle von T.

Kontraposition von (a): Besitzt eine Theorie keine unendlichen Modelle, so besitzt
sie nach (a) nicht beliebig grosse endliche, also (mindestens) ein grosstes Modell.

Da es beliebig grosse endliche Korper gibt (z. B. Vp € P : IF)), gibe es nach (a)
unendliche Modelle von endlichen Koérpern — ein Widerspruch.

Sei % < Z(NN) ein Ultrafilter iiber IN welcher den Fréchet-Filter enthilt. Weiter sei N*
das Ultraprodukt (bzw. die Ultrapotenz) beziiglich % der -Zpa-Struktur N. Schliesslich sei
P die Menge aller Primzahlen im standard-Modell N.

(a)

Zeige, dass es im Modell N* fiir jede Teilmenge P < P eine Zahl cp gibt, so dass
gilt:
plep gdw. pe P

(b) Zeige, dass der Bereich von N* die Kardinalitit 2% hat, wobei 2™ := | 22 (IN))|.



38.

Beweis:

(a) Fir P < P endlich gibt es so ein cp bereits im Grundmodell, z. B. cp = Hpe pD.
Sei also P < PP unendlich und P = {p;},., die eindeutige aufsteigende Abzihlung.
Betrachte die Folge

ap:]N—>N,nr—>ﬁpi

=0

und setze cp := ap. Nun gilt:

pePesdieN:p=p,<o{nelN:plap(n)}e% <p|cp.

(b) i. Behauptung 1. |N*| < 2%

Beweis.
IN*| < |Abb(N, N)| < |Rel(N,N)| = [ Z(N x N)| = 2™ = I8 — ;%

O
ii. Behauptung 2. |N*| > 2%
Beweis. Fiir alle P,Q < P mit P # Q gilt cp # cg, da unterschiedliche
Teilbarkeiten fiir die beiden Zahlen gelten. Also gilt:

N[ 2 l{ep | P < P}| = |2(P)] = | 2(I)] = 2™

Beschreibe die Ordnungsstruktur des Modells aus Aufgabe 37.

Zeige dazu, dass zwischen zwei Zahlen aus dem Bereich von N* entweder endlich viele
oder iiberabzihlbar viele Zahlen liegen.

Beweis:

Die genaue Ordnungsstruktur ist uns noch nicht bekannt. (Siehe aber die Bemerkung am
Ende der Losung von Aufgabe 39.)

Die (auf einer Ultrafiltermenge) beschréinkten Folgen in N* bilden einen Anfangsabschnitt,
der sich mit N identifizieren lésst.

Seien @, b € N*, @ < b. Dann ist d := b — @ entweder im Anfangsabschnitt N oder in N*\N.
Angenommen, d € N, dann liegen endlich viele Zahlen zwischen @ und .

Sei also d € N*\N und seien a, b, d : N — N Reprisentanten. Fiir alle r € [0, 1] betrachte
¢ = a + [rd].



39.

Behauptung 3.
Vrse[0,1]:r<s=7¢<¢

Beweis. Dade N*\N, gibt es D € % so, dass d auf D unbeschrinkt ist. Das heisst:

1

dJieD:VjeD:i<j=d(j) =
s—r

Also gilt:

Vj€ Dxi:oaj) + sd(j) —a(j) —rd(j) = (s —r)d(j) = 1

Und schliesslich:

(Vi€ Dwi: cs(j) > e () =7¢ >0,

Daraus folgt auch, was zu zeigen war.

Zeige, dass das Modell aus Aufgabe 37 folgende Eigenschaft hat.

Ist {a} : n € IN) eine Folge von Zahlen in N* (nicht notwendigerweise Zahlen aus IN), so
gibt es in N* eine Zahl ¢~ fiir die gilt:

Vne N(c* > a))

Beweis:
Sei b,, ein Reprisentant von a;; und sei
by : N — N, n — max {b;(n)};_, + 1.

Dann gilt fiir ¢* := b,

Vne N(c* > a})

(Vergleiche hierzu Aufgabe 32.)

Das bedeutet auch, der Ordnungstyp von N* kann nicht einfach N Ly (R x Z) sein, denn
die Folge a,, := (n,n) € R x Z ist unbeschrinkt.



