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endliche Modelle & Modelle von PA Musterlösungen

36. (a) Zeige: Eine Theorie erster Stufe mit beliebig grossen endlichen Modellen hat beliebig
grosse unendliche Modelle.

(b) Zeige: Hat eine Theorie erster Stufe nur endliche Modelle, so hat diese Theorie ein
grösstes Modell.

(c) Begründe: Die Theorie der endlichen Körper lässt sich nicht in der Logik erster Stufe
ausdrücken.

Beweis:

(a) Sei T die besagte Theorie. Für jedes n P N gibt es ein Modell Mn |ù T mit |Mn| ¡ n.
Für jedes n P N¡0 sei ϕn der Satz

Dx1 . . . Dxnpx1 � x2^ � � � ^ x1 � xn^ x2 � x3^ � � � ^ x2 � xn^ � � � ^ xn�1 � xnq

und sei Mω das Ultraprodukt bezüglich eines Ultrafilters überN, welcher den Fréchet-
Filter enthält. Dann gilt Mω |ù T Y tϕn | n P Nu, denn ϕn ist jeweils nur in endlich
vielen Modellen nicht erfüllt.
Demnach ist Mω ein unendliches Modell von T, also gibt es nach dem AUFSTEIGEN-
DEN SATZ VON LÖWENHEIM-SKOLEM beliebig grosse unendliche Modelle von T.

(b) Kontraposition von (a): Besitzt eine Theorie keine unendlichen Modelle, so besitzt
sie nach (a) nicht beliebig grosse endliche, also (mindestens) ein grösstes Modell.

(c) Da es beliebig grosse endliche Körper gibt (z. B. @p P P : Fp), gäbe es nach (a)
unendliche Modelle von endlichen Körpern – ein Widerspruch.

37. Sei U � PpNq ein Ultrafilter über N welcher den Fréchet-Filter enthält. Weiter sei N�

das Ultraprodukt (bzw. die Ultrapotenz) bezüglich U der LPA-Struktur N. Schliesslich sei
P die Menge aller Primzahlen im standard-Modell N.

(a) Zeige, dass es im Modell N� für jede Teilmenge P � P eine Zahl cP gibt, so dass
gilt:

p | cP gdw. p P P

(b) Zeige, dass der Bereich von N� die Kardinalität 2ℵ0 hat, wobei 2ℵ0 :� |PpNq|.



Beweis:

(a) Für P � P endlich gibt es so ein cP bereits im Grundmodell, z. B. cP �
±

pPP p.
Sei also P � P unendlich und P � tpiuiPN die eindeutige aufsteigende Abzählung.
Betrachte die Folge

aP : NÑ N, n ÞÑ
n¹

i�0

pi

und setze cP :� aP . Nun gilt:

p P P ô Di P N : p � pi ô tn P N : p | aP pnqu P U ô p | cP .

(b) i. Behauptung 1. |N�| ¤ 2ℵ0

Beweis.

|N�| ¤ |AbbpN,Nq| ¤ |RelpN,Nq| � |PpN� Nq| � 2|N�N| � 2|N| � 2ℵ0

ii. Behauptung 2. |N�| ¥ 2ℵ0

Beweis. Für alle P,Q � P mit P � Q gilt cP � cQ, da unterschiedliche
Teilbarkeiten für die beiden Zahlen gelten. Also gilt:

|N�| ¥ |tcP | P � Pu| � |PpPq| � |PpNq| � 2ℵ0

38. Beschreibe die Ordnungsstruktur des Modells aus Aufgabe 37.

Zeige dazu, dass zwischen zwei Zahlen aus dem Bereich von N� entweder endlich viele
oder überabzählbar viele Zahlen liegen.

Beweis:

Die genaue Ordnungsstruktur ist uns noch nicht bekannt. (Siehe aber die Bemerkung am
Ende der Lösung von Aufgabe 39.)

Die (auf einer Ultrafiltermenge) beschränkten Folgen in N� bilden einen Anfangsabschnitt,
der sich mit N identifizieren lässt.
Seien a, b P N�, a   b. Dann ist d :� b�a entweder im Anfangsabschnitt N oder in N�zN.
Angenommen, d P N, dann liegen endlich viele Zahlen zwischen a und b.
Sei also d P N�zN und seien a, b, d : N Ñ N Repräsentanten. Für alle r P r0, 1s betrachte
cr :� a� rrds.



Behauptung 3.
@r, s P r0, 1s : r   sñ cr   cs

Beweis. Da d P N�zN, gibt es D P U so, dass d auf D unbeschränkt ist. Das heisst:

Di P D : @j P D : i   j ñ dpjq ¥
1

s� r

Also gilt:

@j P D¡i : apjq � sdpjq � apjq � rdpjq � ps� rqdpjq ¥ 1

Und schliesslich:

p@j P D¡i : cspjq ¡ crpjqq ñ cs ¡ cr

Daraus folgt auch, was zu zeigen war.

39. Zeige, dass das Modell aus Aufgabe 37 folgende Eigenschaft hat.

Ist xa�n : n P Ny eine Folge von Zahlen in N� (nicht notwendigerweise Zahlen aus N), so
gibt es in N� eine Zahl c� für die gilt:

@n P Npc� ¡ a�nq

Beweis:

Sei bn ein Repräsentant von a�n und sei

bω : NÑ N, n ÞÑ max tbipnqu
n
i�0 � 1.

Dann gilt für c� :� bω:

@n P Npc� ¡ a�nq

(Vergleiche hierzu Aufgabe 32.)

Das bedeutet auch, der Ordnungstyp von N� kann nicht einfach N \ pR � Zq sein, denn
die Folge an :� pn, nq P R� Z ist unbeschränkt.


