
Tautologies

In this section we give a list of some of the most important tautologies. Many of
them have been used explicitly and implicitly in several formal proofs.

(A.1) $ ϕÑ ϕ

(A.0) $ ϕØ ϕ

(B) tψ, ϕu $ ϕ^ ψ

(C) $ pψ Ñ ϕq Ñ pψ Ñ @νϕq [for ν R freepψq]

(D.1) tϕ0 Ñ ϕ1, ϕ1 Ñ ϕ2u $ ϕ0 Ñ ϕ2

(D.2) tϕ0 Ñ ψ, ϕ1 Ñ ψu $ pϕ0 _ ϕ1q Ñ ψ

(D.3) tψ Ñ ϕ0, ψ Ñ ϕ1u $ ψ Ñ pϕ0 ^ ϕ1q

(E) $ ϕÑ
`
ψ Ñ pϕ^ ψq

˘

(F.1) $ ϕÑ   ϕ
(F.2) $   ϕÑ ϕ

(F.0) $ ϕØ   ϕ

(G.1) $ pϕÑ ψq Ñ p ψ Ñ  ϕq
(G.2) $ p ψ Ñ  ϕq Ñ pϕÑ ψq
(G.0) $ pϕÑ ψq Ø p ψ Ñ  ϕq

(H.0) tϕØ ψu $  ϕØ  ψ
(H.1) tϕØ ϕ1, ψ Ø ψ1u $ pϕÑ ψq Ø pϕ1 Ñ ψ1q
(H.2) tϕØ ϕ1, ψ Ø ψ1u $ pϕ_ ψq Ø pϕ1 _ ψ1q
(H.3) tϕØ ϕ1, ψ Ø ψ1u $ pϕ^ ψq Ø pϕ1 ^ ψ1q
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(I.1) $ pϕ1 ^ ϕ2q Ø pϕ2 ^ ϕ1q
(I.2) $ pϕ1 ^ ϕ2q ^ ϕ3 Ø ϕ1 ^ pϕ2 ^ ϕ3q

(J.1) $ pϕ1 _ ϕ2q Ø pϕ2 _ ϕ1q
(J.2) $ pϕ1 _ ϕ2q _ ϕ3 Ø ϕ1 _ pϕ2 _ ϕ3q

(K.1) $ p ϕ_ ψq Ñ pϕÑ ψq
(K.2) $ pϕÑ ψq Ñ p ϕ_ ψq
(K.0) $ pϕÑ ψq Ø p ϕ_ ψq

(L.1) $ p ϕ_ ψq Ñ  pϕ^ ψq
(L.2) $  pϕ^ ψq Ñ p ϕ_ ψq
(L.0) $  pϕ^ ψq Ø p ϕ_ ψq

(M.1) $
`
ϕ1 Ñ pϕ2 Ñ ϕ3q

˘
Ø

`
pϕ1 ^ ϕ2q Ñ ϕ3

˘

(M.2) $  pϕ_ ψq Ø p ϕ^ ψq

(N.1) $ pϕ1 ^ ϕ2q _ ϕ3 Ñ pϕ1 _ ϕ3q ^ pϕ2 _ ϕ3q
(N.2) $ pϕ1 _ ϕ3q ^ pϕ2 _ ϕ3q Ñ pϕ1 ^ ϕ2q _ ϕ3

(N.0) $ pϕ1 ^ ϕ2q _ ϕ3 Ø pϕ1 _ ϕ3q ^ pϕ2 _ ϕ3q

(O) $ pϕ1 _ ϕ2q ^ ϕ3 Ø pϕ1 ^ ϕ3q _ pϕ2 ^ ϕ3q

(P.1) $ x “ y Ø y “ x

(P.2) $ px “ y ^ y “ zq Ñ x “ z

(Q.1) $ ϕpνq Ø ϕpν1q [if ν1 does not appear in ϕpνq]
(Q.2) $ Dνϕpνq Ø Dν1ϕpν1q [if ν1 does not appear in ϕpxq]
(Q.3) $ @νϕpνq Ø @yϕpν1q [if ν1 does not appear in ϕpνq]

(R.1) tϕØ ψu $ @νϕØ @νψ
(R.2) tϕØ ψu $ DνϕØ Dνψ

(S.1) $  DνϕÑ @ν ϕ
(S.2) $  @ν ϕÑ Dνϕ
(S.3) $ DνϕÑ  @ν ϕ
(S.0) $ DνϕØ  @ν ϕ

(T) $ @νϕØ  Dν ϕ
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(U.1) $ DxDyϕØ DyDxϕ
(U.2) $ DxDxϕØ Dxϕ
(U.3) $ @xDxϕØ Dxϕ
(U.4) $ Dx@xϕØ @xϕ

(V.1) $
`
Dxϕ^ Dyψ

˘
Ø

`
DxDypϕ^ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(V.2) $
`
@xϕ^ @yψ

˘
Ø

`
@x@ypϕ ^ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(V.3) $
`
Dxϕ^ @yψ

˘
Ø

`
Dx@ypϕ^ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(V.4) $
`
Dxϕ^ ψ

˘
Ø

`
Dxpϕ^ ψq

˘
[for x R freepψq]

(V.5) $
`
@xϕ^ ψ

˘
Ø

`
@xpϕ^ ψq

˘
[for x R freepψq]

(W.1) $
`
Dxϕ_ Dyψ

˘
Ø

`
DxDypϕ_ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(W.2) $
`
@xϕ_ @yψ

˘
Ø

`
@x@ypϕ _ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(W.3) $
`
Dxϕ_ @yψ

˘
Ø

`
Dx@ypϕ_ ψq

˘
[for x R freepψq, y R freepϕq]

(W.4) $
`
Dxϕ_ ψ

˘
Ø

`
Dxpϕ_ ψq

˘
[for x R freepψq]

(W.5) $
`
@xϕ_ ψ

˘
Ø

`
@xpϕ_ ψq

˘
[for x R freepψq]


