Axiomatische Mengenlehre Serie 12

“Magic Sets” in ZFC + MA(o-centred) Besprechung am 14. Dezember

Eine Menge D C R heisst dicht, falls fiir jede offene Menge O C R gilt: D N O # (. Eine

Menge Y C R ist nirgends dicht falls int(Y) = (), oder anders ausgedriickt, falls R \ ¥’
eine offen dichte Menge enthilt. Eine Menge X C R ist mager, falls X eine abzihlbare
Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Anders ausgedriickt, X C R ist mager genau dann
wenn es eine abzihlbare Familie {W,, : n € w} offen dichter Mengen gibt mit

(ﬂ Wn>ﬂX:®.

Weiter sei
M = {X CR: X ist mager}

das Ideal der mageren Mengen, und sei
add(A) :==min{|F|: F C M NUTF ¢ M}

die additivity-number der mageren Mengen.

Sei {Oy : k € w} eine abzihlbare Basis der Topologie auf R, zum Beispiel die Menge der
offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten. Fiir eine gegebene Familie & = {U, C R :
a € k < c} von offen dichten Mengen definieren wir eine Partialordnung (P, <) wie folgt:
Die Bedingungen in P sind endliche Sequenzen der Form

b= <<Q07 F0>7 ceey <Qn—17Fn—1>>a

wobei fiiralle i € n gilt: F; € fin(x), Q; = Uyex Ok firein K € fin(w), und Q; C (,ep, Ua-
Ist p = ((Qo, Fo), ..., (Qn-1, Fy_1)), so sei dom(p) := n, und fiir i € n sei p; = (Q;, F}),
pi(0) = Q, und ps(1) = F;.

Fiir p = ((Qo, Fo), -, (Qn-1, Fp_1)) und ¢ = ((Q}, F}), ..., (Qhyy, Fli 1)), sei

p<q <= ngm/\‘v”iEn(FigF{/\Qngg)-

38. (a) Zeige: w; <add(Z) <c.
Hinweis: SATZ VON BAIRE aus Musterldsung zur Serie 4, Aufgabe 15.(b).

(b) Zeige: (P, <) ist o-centred.



(c)

(d)

(e)

(f)
€3]

Fir o € « sei
D, :={p € P:3ie dom(p)(a € pi(1))}.

Zeige: Fiir jedes o € k ist D, dicht in P.
Fiir i, k € w sei

E;j = {p € P :i € dom(p) Ap;(0) N Oy # 0}.
Zeige: Fir alle 7, k € wist E; ;, dichtin P.

Sei 7 :={D,:a€k}U{E;):ik € w}. Dannist Z C P und |Z| < k. Sei
nun G C P ein Z-generischer Filter, und fiir n € w sei

V, = U {Wn :dp € G(pn(O) = Wn)}

Zeige: (e Vi € Naex Ua
Zeige: MA(co-centred) = add(.Z) = c.

Zeige: MA(o-centred) impliziert (in ZFC) die Existenz einer magic set.



