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13. Im Folgenden wird Bernsteins Beweis des CANTOR-BERNSTEIN THEOREMs gegeben:

Seien A und B Mengen und seien f : A ↪→ B und g : B ↪→ A zwei Injektionen. Ferner
sei A0 := A, B0 := g[B], und für n ∈ ω sei An+1 := (g◦f)[An] und Bn+1 := (g◦f)[Bn].
Schliesslich definieren wir D :=

⋂
n∈ω An.

Wir erhalten also folgendes Bild:

(a) Zeige, dass gilt A0 = D ∪ (A0 \B0) ∪ (B0 \ A1) ∪ (A1 \B1) ∪ (B1 \ A2) ∪ . . .

(b) Zeige, dass gilt B0 = D ∪ (B0 \ A1) ∪ (A1 \B1) ∪ (B1 \ A2) ∪ (A2 \B2) ∪ . . .

(c) Zeige, dass für alle n ∈ ω gilt: |An \Bn| = |An+1 \Bn+1|.
(d) Folgere aus (c) durch Umgruppierung der Darstellung von B0 aus (b), dass gilt:

|A0| = |B0|.

14. Zeige, dass gilt: |R| = |C(R)|, wobei R = ωω und C(R) die Menge aller reellen
stetigen Funktionen f : R→ R bezeichnet.

15. (a) Zeige, dass es eine Funktion f : R → R gibt, welche auf R \ Q stetig und auf
Q unstetig ist.

(b) Zeige, dass es keine Funktion g : R→ R gibt, welche auf R \Q unstetig und auf
Q stetig ist.


