
Axiomatische Mengenlehre Serie 6

Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen Abgabe am 14. April

17. Beweise den folgenden Satz über Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen.

SATZ. Sei A eine Menge, welche durch die binäre Relation “<” wohlgeordnet

wird. Dann existiert eine Ordinalzahl α ∈ Ω und eine Bijektion W : α → A,

so dass für alle β, β ′ ∈ α gilt:

β ∈ β ′ genau dann wenn W (β) < W (β ′)

Hinweis: Modifiziere den angehängten Beweis von Zermelo. Verwende insbesondere

anstelle der Auswahlfunktion die <-kleinsten Elemente von nicht-leeren Teilmengen

von A. Weiter betrachte anstelle der γ-Mengen bijektive Funktionen wγ : γ → A′,

wobei γ ∈ Ω und A′ eine geeignete Teilmenge von A ist, und für alle β ∈ γ gilt:

wγ(β) ist das <-kleinsten Elemente von A \ {wγ(δ) : δ ∈ β}

Die Vereinigung aller Funktionen wγ ist dann die gesuchte Funktion W .
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Beweis, da~ jede Menge wohlgeordnet werden kann. 
(Aus einem an Herrn Hi!ber~ gerich~ten Briefe.) 

Von 

E. ZERm~LO in G~Vcingen. 

. . .  Der betreffende Beweis ist aus Unterhaltungen entstanden, die ich 
in der vorigen Woche mit ge r m  E r h a r d  S c h m i d t  geffitu~ babe, und 
ist folgender. 

1) Es sei M eine beliebige Menge yon der Miichtigkeit m, deren 
Elemente mit m bezeichnet werden mSgen, M" yon der M~htigkeit m' 
eine ihrer Teflmengen, welche mindestens ein Element m enthalten muB, 
abet auch alle Elemente yon M umfassen daft, und M -  M" die zu M'  
,,komplement~re" Teitmenge. Zwei Teilmengen gelten als verschieden, 
wenn eine yon beiden irgend ein Element enthiilt, das in der anderen 
nicht vorkommk Die Menge atler Teflmengen M'  werde mit M bezeichnet. 

2) Jeder Teilmenge M" den~ man sich ein beliebiges Elerr~ent m t" zu- 
geordnet, das in M" selbst vorkommt und das ,,ausgezeiehnete" Element yon 
M" genannt warden m6ge. So entsteht eine ,,Belegung cc 7 der Menge M 
mit Elemenhm der Menge M yon besonderer s Die Anzahl dieser 
Bel%o~mgen ~, ist gleich dem Produkte H m" erstreckt fiber alle Teil- 
mengen M" und ist daher jedenfalls yon 0 verschieden. Im folgenden 
wird nun eine beliebige Belegung ~, zu grunde geleg~ und aus "Ihr eine 
bestimmte Wohlordnung der Elemente yon M abgeIeih~t. 

3) Definition. Als ,,~,-Menge" werde bezeichnet jede wohlgeordnete 
Menge M r aus lauter verschiedenen Elementen yon M, welche folgende 
Beschaffenheit besRzt: ist a ein beliebiges Element yon M r u n d  A der 
,,zugehSrigd ~ Abschni~ der aas den vorangehenden Element~n x ~ a  yon 
M r best~hl, so ist a immer das ,,ausgezeichnete 'c Element yon M -  A. 

4) ~,s gibt ~.-Mengen innerhalb M. So ist z. B. ml, das ausgezeichnete 
Elemen~ yon M ' =  M e selbst eine ~,-]Ylenge, ebenso die (geordnete) Menge 
M s = (r~, ms) , w o m  s das ausgezeic?n~ete Elemenl yon M - - m  1 ist. 

zu de,~selben ein fiir allemal g e w ' ~ e n  Belegung ~, gehSren!), so /st immer 
ei~e yon beiden ide~isch mit eir~em Abschnitte der a~M~'e~. 
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Es set n~mlieh M r' die eine der beiden wohlgeordneten Mengen, welehe 
aaf die andere, Mr" , oder einen ihrer • ~ihnlieh abbildbar is~. D~n~ 
miissen je zwei bet dieser Abbildung einander entspreehende EIemente 
miteinander identisch seth. Denn das erste Element jeder 7-Menge ist m,, 
da der zugehSrige Absehnitt A kein Element enth's also M - - A  = M 
ist. Wiixe nun m" das erste Element yon ] I r ;  welches yon dem ent- 
sprechenden Elemente m'" verschieden wgre, so miissten die zugeh/Srigen 
Abschai~te A" and A'" noch mi~einander ielentiseh sein, mi~hin auch die 
Komplemen~rmengen M--A" und M - - A ' "  und als deren ausgezeiclmete 
Elemente m" and m'" selbst, gegen die h nrmhme. 

6) Folgerungen. Haben zwei 7-Mengen ein Element a gemeinsam, so 
haben sie auch den Abschnit~ A der vorangehenden Elemente gemein. 
Haben sie zwei Elemente a, b gemein, so ist in beiden Mengen ent- 
weder a -~ b oder b -~ a. 

7) Bezeichnet man als ,7-Element" jedes Element yon M, das in 
irgend ether 7-Menge vorkommt, so gilt der Satz: /:h'e Gesamtheit L r aY~ 
7-_Elemente ltiflt sich so ordnen, daft sie selbst eine 7-Menge darstellt, und 
umfaflt alle Elemente der ursvriinglichen Menge M.  Die letztere ist damit 
selbst wohlgeorchet. 

I) Sind a, b zwei beliebige 7-Elemente and M r" and M~" irgend 
zwei 7-Meugen, denen sie angehSren, so enth~lt naeh 5) die grSBere der 
beiden 7-Mengen beide Elemente und bestimmt die Ordnungsbeziehung 
a -<: b oder b -~. a. Diese Ordnungsbeziehung ist naeh 6) unabhitngig yon 
der Wahl der verweudeten 7-Menge. 

II) Sind a, b, c drei beliebige 7-Elemente uad a - ~  b und b -~  c, so 
ist immer a - ~  e. Dean jede c enthaltende 7-Menge enthi~lt naeh 6) 
aueh b trod mithin a, und da sie einfaeh georduet ist, so folgt in ihr 
aus a - ~  b uad b-<: c in der Tat a-<~ c. Die Menge L r i s t  also einfach 
geordnet. 

HI) Ist Z r' eine beliebige Teilmenge yon Zv and a eines ihrer 
Elemente, das der ?-Menge M~ angehSren mSge, so enth'~t M~ nacl~ 6) 
alle Elemente ~:" a, also auch die Teilmenge Z " welche aus Ly" dutch V '  

Wegtasstmg aller a u f a  folgenden Elemente ents~eht, and Lr" besitzt 
als Teilmeuge der wohlgeordneten Menge M r ein erstes Element, das 
zugleich erstes Element yon L r' ist. Lr ist also aueh wohlgeordnet. 

IV) Is~ a ein beliebiges 7-Element und A die Gesamtheit 
vorangehenden EIemente x-<: a, so ist A naeh 6) der zu a gehiirige 
Absehni~ in jeder Menge My, welzhe a enth~,  and a ist mithin nach 3) 
das ausgezeieh~te ~ e m e ~  yon M -  A.  Also ist L r v~lbst eir~e -7-Menge. 

V) G~be es ein Eleme~ yon M, das keiner 7-Menge angehSrte, atso 
Element yon M - -  L r w~re, so g~be es audh ein ausgezeich-ete~ Element m," 
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yon M - - Z  r, und die geordnete Menge (Lr~ rex'), in der jedes y-Elemenf 
dora Elemen~ m i" voranginge, w~e nach 3) selbs~ eine 7-Menge. Also 
wire auch m 1' ein 7-Element gegen die Annahme, und es is~ in Wirk- 
lichkeit L r = M, also M selbst eine wohlgeordnete Menge. 

Somit entspricht jeder Belegung ~, eine ganz bestimmte Wohlordnung 
tier Menge M, wenn auch nicht zwei verschiedenen Betegungen immer 
verschiedene. Jedenfa~s muB es mindestens eine solche Wohlordnung geben, 
und jede Menge, ftir welche die Gesamtheit der Teilmengen usw. einen 
Sinn hat, daft a-is eine wotflgeordnete, ihre Michtigkei~ als ein ,Alef" 
betrachtet werden. So folgt also ffir jede transfinite Miohtigkeit 

n1 ~-- 2nt ~ ~o1It --~ In ~ ~lSW., 

und je zwei Mengen sind mi~einander ,,vergleichbar, d. h. es ist immer 
die eine ein-eindeutig abbfldbar auf die andere oder einen ihrer Tefle. 

Der vorliegende Beweis beruht auf der Voraussetzung, dab Be- 
l~ungen 7 iiberhaupt existieren, also auf dem Prinzip, dab es auch fiir 
eine unendliche Gesamtheit yon Mengen immer Zuordnungen gibt, bei 
denen jeder Menge eines ihrer Elemente entspricht, oder formal aus- 
gedriickt, dab das Produkt einer unendlichen Gesamtheit yon Mengen, 
deren jede mindestens ein Element enthiilt, selbst yon Null verschieden 
isK Dieses logische Prinzip 1KBt sich zwar nicht auf ein noch einfacheres 
zuriickffihren, wird aber in der mathema~ischen Deduktion fiberall un- 
bedenklich angewendeK So kann z. B. die Allgemeingiiltigkeit des Satzes, 
da~ die Anzahl der Tefle, in die eine Menge zeffillt, kleiner oder gleich 
is~ der h nzahl aller ihrer Elemente, nicht anders bewiesen werden, als 
indem man sich jedem der betrachtebn Teile eines seiner Elemente zu- 
geordnet denkr 

Die Idee, miter Berufung auf dieses Prinzip eine bdiebige Belegung 7 
der Wohlordnung zu grunde zu legen, verdanke ich Herrn E r h a r d  Schmidt ;  
meine Durchfiihrung des Beweises beruht dann auf der Verschmelzung der 
versdhiedenen mSglichen ,,~,-Mengen", d. h. der dutch das Ordnungsprinzip 
sieh ergebenden wohlgeordneten AbsetmiY~e. 

Mfinden i. Hann.,  den 24. September 1904. 


