Axiomatische Mengenlehre Serie 0

Kardinalzahlcharakteristiken Musterlésungen

Sei N = {0, 1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen, sei & (IN) die Menge der Teilmengen
von IN, und sei #7*(IN) die Menge der unendlichen Teilmengen von IN.

Eine Menge A heisst abzdhlbar, falls eine Surjektion f : IN — A existiert. Ist eine Menge
nicht abzidhlbar, so heisst sie iiberabzdhlbar.

Eine Menge ¢ C &?(IN) hat die Kardinalitdt ¢, falls eine Injektion g : &?(IN) < ¥ existiert.
0. Eine Menge .# C 27*(N) ist eine reaping family falls gilt:
VeCINIye F(ynz=0VyCux)

Zeige: Jede reaping family .# C &7*(IN) ist iiberabzéhlbar.

Beweis:

Sei . = {yn}nen € Z*(IN) eine abzéhlbare Familie.

Behauptung 1. Dann ist % nicht reaping.

Beweis. Seien ag,by € yo mit ag < by und fiir alle n > 0 seien a,,b, € y, mit
bn_1 < a, < b,. Betrachte « := {a, }nen € £2*(N).
Fiir alle n € N gilt y,, N 3 ay,, also y, N # @, und y,, \ a > by, also y, € . =

1. Fiir Funktionen g, f von IN nach IN definieren wir:
g<"f i< 3k eNVn=>k(g(n) < f(n))

Gilt ¢ <* f, so sagen wir, dass f die Funktion g dominiert. Eine Familie .% von
Funktionen von IN nach IN heisst dominierend, falls fiir jede Funktion g : IN — IN ein
f € F existiert mit ¢ <* f. Eine Familie .# von Funktionen von IN nach IN heisst
unbeschrdnkt, falls es keine Funktion f : IN — IN gibt, welche alle Funktionen aus .7
dominiert.

(a) Zeige: Jede dominierende Familie von Funktionen ist unbeschrinkt.

(b) Zeige: Jede unbeschrinkte Familie von Funktionen ist iiberabzéhlbar.

Beweis:

(a) Sei Z eine dominierende Familie, f : IN — IN eine beliebige Funktion. Dann gibt
esd € Zmit f <*d. Alsogiltd £* f.
Da f beliebig war, ist Z unbeschrinkt.



(b) Sei F = {fn}neabbay) S Z*(IN) eine abzihlbare Familie.

Behauptung 2. Dann ist % nicht unbeschrdinkt.
Beweis. Betrachte

fo: N— ]N,n»—)iirllax {fi(n) + 1}.

..... n

Dann gilt firallen € N : f,, <* f,, also wird .% durch f,, beschrinkt.

2.* Eine Familie o7 C 27*(IN) heisst fast disjunkt falls gilt:
Vo € o/ Vy € o (x #y — (x Ny) ist endlich)

(a) Konstruiere eine fast disjunkte Familie o7, C &7*(IN) der Kardinalitit c.

(b) Konstruiere eine unendliche Menge xo C IN, welche mit jeder Menge y € <7,

einen endlichen Durchschnitt hat (d.h. die Familie .o7 ist nicht maximal).

Konstruktion:

(@) Behauptung 3. IN steht in Bijektion zu fin(IN) := 2 (N) \ 22*(IN).

Beweis. Betrachte
b: fin(N) — N, A » 2%

a€A

Dabei handelt es sich um eine Bijektion, da jede natiirliche Zahl eine eindeutige

Binérdarstellung besitzt.
Setze nun fiir alle x € Z(IN)
Tep i =2N{0,...,n—1}

und
ez :={b""(a)|Fa €fin(N): IneN: a=xz,}.

Sei o7, := {e, | x € Z7*(IN)}. Dann gilt fiir alle x,y € &?*(IN), dass

r#y=legNey| <min{n € N|z, # yn}.

Also ist <7 fast disjunkt mit |.<%| = ¢, was zu konstruieren war.

(b) Betrachte ¢g = {2" | n € N} € 2*(N). Firalle e, € o gilt: e, Neg = {2™"7}.



