Axiomatische Mengenlehre Serie 1

Ordinalzahlen Musterldsungen

Im Folgenden bezeichnet €2 die Klasse aller Ordinalzahlen. In der Sprache der Mengenlehre ist
a € () bloss eine abgekiirzte Schreibweise fiir “« ist eine Ordinalzahl”, was wiederum bloss
eine abgekiirzte Schreibweise ist fiir “« ist eine transitive Menge, welche durch die Relation
€ wohlgeordnet wird”.

3. Seidge Q,xCdy,und o € x.

(a) Zeige: x N (aU{a}) # 0.
(b) Sei « das €-minimale Element von z N (o U {a}).
Zeige, dass v das €-minimale Element von z ist.

Beweis:

Durch transfinite Induktion lédsst sich zeigen, dass jede Ordinalzahl eine Menge von
Ordinalzahlen ist. Somit ist auch x, als Teilmenge einer Ordinalzahl, eine Menge von
Ordinalzahlen.

(a) Diesgilt,daa € zund o € (o U {a}) und somit o € x N (e U {a}).

(b) Da x eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen ist, besitzt es ein minimales El-
ement 7. Da vy € x und ' minimal ist, gilt v Z ~. Aus der Trichotomie der
Ordinalzahlen folgt, dass entweder 7' = v oder 4" € ~; also 7/ C ~, wegen Tran-
sitivitat. Weiter gilt 7' C «, also 7/ € (o U {a}). Somit ist 4" auch im obigen
Durchschnitt und wir haben 7' = ~.

4. Zeige: Gilt) € o € f € Q,dannist (8 \ a) ¢ Q.

Beweis:

Aus der Trichotomie folgt, dass eine Ordinalzahl entweder leer ist oder die leere Menge
enthélt. Nun gilt aber o € (3 \ @), also (8 \ ) # 0, sowie ) € o, also 0§ & (B \ ).

5. Zeige: Ista € f € Q,dannista U {a} C .

Beweis:

Einerseits gitl a € 3, also {a} C (. Anderseits folgt aus Transitivitit Vy € a : v € f3,
also a C S.

6. Sei o € (2. Zeige, dass folgendes gilt:

(a) UaCa



(b) Ua el

() Na=0,dh Nae

Beweis:

(a) Seix € Ua. Das heisst Jy € o : z € y. Wiederum aus Transitivitit folgt, dass
T € .

(b) Dies folgt aus Aufgabe 8.

(c) Entweder ist « leer oder enthilt die leere Menge. In beiden Fillen folgt, dass Na

leer ist.

Seien o und 3 beliebige Ordinalzahlen.

Zeige, dass die folgenden Mengen ebenfalls Ordinalzahlen sind.
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Beweis:

Dies folgt aus Aufgabe 8, wenn wir fiir x einmal (5 \ «) und einmal {«, 5} setzen.

Zeige: Ist x eine Menge von Ordinalzahlen, so gilt Ux € €2 und Nz € €.

Beweis:

Wir zeigen dies, indem wir beweisen, dass die entsprechenden Mengen entweder leer
oder wohlgeordnet und transitiv sind.

Ohne Einschriankung sei Uz nicht leer. Insbesondere gilt also = # (. Jedes
Element y von x ist eine Ordinalzahl, also insbesondere eine Menge von Ordi-
nalzahlen. Somit ist Uz eine Menge von Ordinalzahlen, also insbesondere wohlge-
ordnet.

Sei nun y € Ux. Das heisst es gibt z € z mit y € z. Nun ist z eine Ordinalzahl,
also insbesondere transitiv. Somit gilt y C z, also y C Uz. Da y beliebig war,
zeigt dies die Transitivitdt von Uzx.

Ohne Einschrinkung sei Nz nicht leer. Als Teilmenge von Uz ist Nz wohlgeord-
net. Analog wie oben sieht man auch, dass Nz transitiv ist.



