Axiomatische Mengenlehre Serie 2

Modell der Peano Arithmetik Musterlésungen

9. Konstruiere mit den Axiomen 0-6 ein Modell der Peano Arithmetik PA mit Bereich w.

Konstruktion:

o N:=w, 0N:=0

o sN={(z,y) ewxw::y=aU{z}}

Diese Menge ist eine Funktion, denn es gilt:

- Vzew:zU{r} € w,daw induktiv ist.

- V1,29 € w: Wenn x; = x5, dann folgt aus Extensionalitit, dass x; U{z;} =
xo U {x2}.

Wir kénnen also sz = y fiir (x,y) € s" schreiben.

Ausserdem sind die folgenden beiden Axiome erfiillt:

- PAy:Vz(sz #0)
Angenommen, es giibe ein z in w so, dass sMx = 0N (also x U {z} = 0), dann
gilte x € (), ein Widerspruch.

- PA; :VaVy(sz = sy — xz =y)
Seien z und y in w so, dass gilt: z U {z} = y U {y}. Entweder gilt x € y,
xr =y oderx > y.
Angenommen, es gilte x € y. Dann hitten wir {z} C y und wegen Transi-

tivitdt  C y. Beides zusammen gibe uns z U {x} C y, woraus schliesslich
folgte:

yeyU{yt =zU{z} Cy,

also y € y; ein Widerspruch, da sich eine Ordinalzahl nicht selbst enthilt.
Analog folgt x Z y, also gilt x = y.

e Fiir Teilmengen A von w X w X w definieren wir das Pridikat ¢, (A) wie folgt:
Ve €w: {(z,0),z) €A und Vz,y,z €w: ({{z,9),2) € A— ({z,sVy),s"2) € A).

Sei +V :={ACwxwxw: ¢ (A}

Behauptung 1. Dann ist +" eine Funktion von w nach w X w.

Beweis. - Die Menge +" ist nicht leer, denn es gilt ¢, (w X w X w).

— Angenommen, es gibe x und y in w so, dass fiir alle z in w gilt: ((x,y), z) &
+N. Sei y minimal mit dieser Eigenschaft. Nun gilt y # (), da x +V 0 = z.
Also gibt es b in w so, dass sb = y. Da y minimal ist, gibt es ¢ € w so, dass
x +Y b = c. Dann gilt aber auch z +" y = z +" sb = sM¢, im Widerspruch
zur Annahme.



— Angenommen, es gibe z,y und z; # 25 in w so, dass gilt

((z,y), 21), ((2,), 22) € +.

Sei wiederum y minimal mit dieser Eigenschaft.

Entweder y = (): Ohne Einschriinkung sei z, # z. Dann gilte aber o (+ \ {{{x,9), 22) }),
im Widerspruch zur Definition von +.

Oder y > (): Dann gibe es b und c in w so, dass gilt s™b = y, ((x,b),c) € +V

und ohne Einschrinkung s™¢ # 2, was zum analogen Widerspruch fiihren

wiirde wie der erste Fall.
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Nun folgen die niichsten beiden Axiome direkt aus der Definition von +.
- PAy:Vz(z+0=2)
- PA3:VaVy(z + sy =s(z+y))

e Wenn man fiir p.(A) analog vorgeht, erhilt man PA; und PA;.

e PAg : Fiir jede Zpa-Formel mit = € frei () ist das folgende ein Axiom:

((0) AVz(p(z) = p(sx)) = Vrp(z)
Dies lisst sich auf mindestens zwei Arten beweisen:

- Da w die kleinste induktive Menge ist und w, := {z € w : ¢(z)} C w
ebenfalls induktiv ist, muss w, = w gelten.

- Sei C, die folgende Klasse von Ordinalzahlen: Q \ {z € w : —p(x)}.
Ausserdem gelte die Voraussetzung in PAg. Dann gilt fiir alle o € C,,, dass
a U {a} € C,, und alle Limesordinalzahlen sind in C,. Also gilt C, = €,
insbesondere Vz € w : p(z).



