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Ubungsblatt 3: Untergruppen, Erzeugende, Relationen und Abbildungen
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Fiir a,b € Z sei aZ + bZ := {k € Z: 3y, by € Z (k = l1a + {2b) }.
(a) Zeige, dass (aZ + bZ,+) eine Untergruppe von (Z,+) ist.

(b) Nach Satz 1.4.2 ist die Untergruppe (aZ+bZ, +) von der Form mZ fiir ein m € Z.
Bestimme m in Abhingigkeit von a und b, so dass aZ + bZ = mZ.

(a) Beschreibe die Untergruppe von (Q*, 1, ) welche von der Menge {2} erzeugt wird.
(b) Sei P die Menge der Primzahlen. Beschreibe die Untergruppe von (Q*, 1, -) welche
von der Menge P erzeugt wird.

(c) Zeige, dass (Q*,1,-) von der Menge P U {—1} erzeugt wird, wobei P wieder die
Menge der Primzahlen bezeichnet.

Sei W die Wiirfelgruppe. Sei ferner ¢ € W eine Drehung um %’r um eine Raumdia-
gonale des Wiirfels, und § € W eine Drehung um 5 um eine Achse, welche durch die
Mittelpunkte zweier gegeniiberliegenden Seiten des Wiirfels geht. Zeige: W = (o, 6),

d.h. W wird von den Elementen ¢ und ¢ erzeugt.

Auf der punktierten reellen Ebene R? \ {(0,0)} definieren wir eine Relation R wie
folgt: (x1,y1)R(x2,y2) genau dann, wenn die Punkte (x1,y;) und (z2,y2) auf einem
Strahl liegen, der vom Punkt (0,0) ausgeht.

(a) Zeige, dass R eine Aquivalenzrelation auf R?\ {(0,0)} ist.
(b) Gib ein Repriisentantensystem der Aquivalenzrelation R an.
Sei M eine nicht-leere Menge. Definiere auf M eine Relation Ry C M x M so, dass Ry

symmetrisch und transitiv, nicht aber reflexiv ist. Zeige, dass Ry die einzige Relation
mit diesen Eigenschaften ist.

Sei M eine Menge von endlichen Mengen. Fiir A € M bezeichne |A| € N die Anzahl
der Elemente von A (die Kardinalitét von A). Fiir A, B € M schreiben wir A ~ B
genau dann, wenn es eine Bijektion ® : A — B gibt. Ferner schreiben wir A < B
genau dann, wenn es eine Injektion ¢ : A — B gibt. Im Folgenden seien A, B € M.
Zeige:

(a) A= B gilt genau dann, wenn |A| = |B].

(b) Die Relation “x” ist reflexiv und transitiv.

(c) Aus A < B folgt |A| < |B|.

(d) Existiert eine Surjektion von A auf B, so gilt B < A, also auch |B| < |A|.

(e) Falls eine Surjektion von A auf B und eine Injektion von A in B existiert, so
existiert auch eine Bijektion zwischen A und B.

(f) Falls eine Surjektion von A auf B und eine Surjektion von B auf A existiert, so
existiert auch eine Bijektion zwischen A und B.



