LINEARE ALGEBRA 1
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Musterlosung zum Ubungsblatt 8 (Zwischentest)
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Wir schreiben zuerst m € Sg als Produkt von disjunkten Zyklen und erhalten 7 =
(1,8,2,6)(3,4,7), wobei Zyklen mit nur einem Element weggelassen werden. Nun
schreiben wir die Zyklen als Produkt von Transpositionen und erhalten

m=(1,8)(8,2)(2,6)(3,4)(4,7)
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Das heisst, dass 7 das Produkt einer ungereaden Anzahl von Transpositionen ist,
und somit ist sgn(w) = —1.

(a) Es ist leicht einzusehen, dass das Neutralelement von G = {a, b, ¢, d} das Element
b ist. Ferner sieht man, dass fiir alle z € G gilt: zox = b, d.h. jedes Element aus G
ist zu sich selbst invers. Das gilt nicht in Z4, also ist G isomorph zu Zo X Zso.

(b) Ein Isomorphismus @ : G — Zg x Zsg ist z.B. ®(b) := ([0],[0]), ®(a) := ([1], [1]),
®(c) := ([1],[0]), ®(d) := ([0], [1]). (Es ist leicht nachzupriifen, dass fiir alle z,y € G
gilt: ®(zoy) = (z) + @(y).)

(c) Bezeichnen z,y, z die drei verschiedenen Elemente von Zsg X Z2 \ {([0],[0])}, so
gilt: 4+vy =2, y+2z =z und z+ 2 = y. Die drei Elemente z,y, z sind also
“vertauschbar”, und somit ist jede bijektive Abbildung ® : G — Zgy X Zs, welche
die drei Elemente a, ¢, d auf z,y, z abbildet, ein Isomorphismus von G nach Zg X Zs.
Also gibt es 6 Isomorphismen von G nach Zs X Zs, weil es 6 bijektive Abbildungen
von {a,c,d} auf {z,y, z} gibt.

(a) Der Vektor (0,0,0,0,1) ist kein Vektor aus U, d.h. dim(U) < 4. Wenn wir also
4 linear unabhéingige Vektoren in U finden, so bilden diese 4 Vektoren eine Basis
von U. Ein Vektor (z1,...,x5) liegt in U genau dann wenn 21 = 21 + ...+ x5, also
0 =29+ 3+ x4 + 5. Es ist leicht zu sehen, dass die 4 Vektoren

(150,050,0), (O, 17 _1707 0)7 (0,07 17 _110), (Oa 0505 17 _1)

alle in U liegen und linear unabhiingig sind. Somit bilden diese 4 Vektoren eine Basis
von U.

(b) Die beiden linear unabhingigen Vektoren (1,0, 0,0,0) und (0, 1,0,0,0) sind keine
Vektoren aus W, d.h. dim(W) < 3. Wenn wir also 3 linear unabhingige Vektoren in
W finden, so bilden diese 3 Vektoren eine Basis von W. Ein Vektor (z1,... ,z5) liegt
in W genau dann wenn £1 =1 + ...+ 25 und £1 = —z9, also 0 = z9 + 3 + x4 + x5
und z1 + 9 = 0. Es ist leicht zu sehen, dass die 3 Vektoren

(13 _17 Oa 07 1)7 (07 Oa _17 07 1)a (07 07 07 _17 1)

alle in W liegen und linear unabhingig sind. Somit bilden diese 3 Vektoren eine
Basis von W.
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(c) Weil nun die fiinf Vektoren

(17 Oa 07 Oa O)’ (Oa ]-a 07 07 0)7 (17 _]-7 Oa 07 1)7 (07 Oa _]-7 07 1)’ (07 07 07 _]-7 1)
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eine Basis von R® bilden, folgt aus dem Beweis von Satz 3.4.1, dass die beiden Vek-
toren (1,0,0,0,0) + W und (0,1,0,0,0) + W eine Basis des Quotientenraums R /W
bilden.

(a) Der Vektorraum W ist der Raum aller periodischen reellen Folgen. Sind z =
(zo,%1,22,...) und y = (yo,¥1,Y2,-..) in W, so existieren ki, ko € N*, so dass fiir
alle 1 € N gilt: z; = z;4, und y; = Yiyr,- Also gilt fir alles € Nt z; + y; =
Titkks + Yitk ks, d.-h. €s existiert ein £ € N*, ndmlich k = k1 k2, so dass fiir alle : € N
gilt: z; + yi = ik + Yirk. Sind also xz,y € W, so ist auch (z + y) € W. Ferner ist
mit jedem x € W auch Az € W (fiir A € R), also ist W ein Unterraum von RY.

(b) Der Vektorraum Uy ist der Raum aller periodischen reellen Folgen mit Perio-
denléinge k. Jede periodische reelle Folge mit Periodenlinge k lisst sich schreiben
als Linearkombination der folgenden k Vektoren v¥ (0 <i < k — 1) aus Uy:

vf =(0,0,...,0,1,0,0,...,0,1,0,0,...,0,1,0,0,...)

v vV v
i Koordinaten k Koordinaten k& Koordinaten

Da die k£ Vektoren vzl“ linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von Uy und es
gilt: dim(Uy) = k.

Esist P = {2,3,5,7,11,13,17,... }.

(a) Die 4 kleinsten Elemente der Menge M((l, 0,1,0,1,0,1,... )) sind 2, 10,110 und
1870, denn 2 = 2%, 10 = 213951, 110 = 2!3%5!7°11! und 1870 = 2'3%5'7011113%171.
(b) Sind =z = (zg,z1,...) und y = (yo,¥1,--.) zwei verschiedene unendliche 0-1-
Folgen, so existiert ein kleinstes j € N mit z; # y;. O.B.d.A. sei z; = 1 und y; = 0.
Daraus folgt, dass fiir alle k > j gilt:

k k
1I»5 #11#"
1=0 =0

weil ndmlich p; die Zahl Hf:() p;*, nicht aber die Zahl Hf:o p? teilt. Somit kénnen
die Mengen M (z) und M (y) hochstens j Elemente gemeinsam haben (wobei die Zahl
j von z und y abhingt).

Bemerkung: Zwei Mengen M7, M5 heissen fast disjunkt wenn My N My endlich ist.

Weil die Menge der unendlichen 0-1-Folgen iiberabzihlbar ist folgt aus (b), dass es
iiberabzdhlbar viele paarweise fast disjunkte Teilmengen von N gibt.

Z.B. sind die fiinf Vektoren v? (0 < i < 4), welche in Aufgabe 39 (b) definiert wur-
den, solche Vektoren, denn sie sind linear unabhéngig in /., und keine nicht-triviale
Linearkombination dieser Vektoren liegt im Raum cyp.



