
 

Gruppen

DefEine Gruppe ist eineMenge G endlichoderunendlich

mit einem Produkt Multiplikation Verkncipfing
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mitdenfolgenden Eigenschaften
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Gheisstabelsch wenn gh ng tgh EG
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g h gt thDirehtesProduhtvonZweiGruppen G Gus G xGemit
Product 91,94 19,5911 lgg gag Emselement11,1undlggothGilgit

Beispid ne IN 112,3 EinePermutationvon n Elementen

ist einebijektiveAbbilding t 1,2 in 11,3 nl
Schreibweise it ta fi ads

dh I bildet I auf ICI ab
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Produkt Verknipfing von Abbitdangen
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Beispiel ZyklischeGruppe derOrdnung n Zn ta mitAddition

mod n ist eine abelsche Gruppe
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Beispiel n 3 Die DiedergruppeDn bestent aus den orthogonalen
Transformationen derElene die ein regulars im

Unsprung zentriertes n Eck auf sich selbstabbilden

n 3 IS SpiegelungumAche
durch Vo

Ys
R RotationumdenUnsprung
mitWinkel 4

Ecken nummenert gegendenUhreigersinn Vo in iUnto
S Vi to Un i
R Vi to Viti
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Insbesondereist IDnt 2n
Dewey Die angegeberenElement send in Dn

and paarweiseverschieden siebilden VoVi auf
unterschiedlichePaare von Eckenab

Umgekehrt Sei XEDn Dann XVo Vj firein j
Dann gilt entweder XV Vie Fall 1

Oder XV Vj 1 Fall 2

Fall 1 XV RJVi fir 50,1
Fall 2 XV RISV fir i 0,1
Da VoV eineBasis von IR ist ist KRI Fall 1

KRIS Fall 2 D

Im letter Beispielbetrachteten wir ElementevonDa als Abbildungen
auf derMenge Vo Nn I doEckenAllgemeine
Definition Eine Gruppe G operiertaufeinerMenge X wenn
eineAbbildung Gxx X Cg x to gx gegeben ist
sodas I 1 X X V XEX

12 g g x gg x t gg EG XEX
Die Abbilding g x t gx heist auch Linkswirkung

Weiterhin Sinddie Gruppen S und B diesel Stellen siesich
Element von S als Permutationen dereckendesDiercksnor
Dann entspricht R derPermutation I usw
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Definition Ein Homomorphisms y G H mit GH Gruppen
ist eine Abbilding mit plgg't ylg ylg t gg E G1st y

zuscittlich bijektin so heist y Isomorphismus

Schreibweise G E H

BemerkingFiremenHomomorphisms y gilt
441441 4111 4117 1

ylglylg.by 1 pig't gigs
WeitoeBeispielevon Gruppen
Beispiel Allgemeinelineare Gruppen generallineargroup

GL In IR inverterbae n xn Matritenmit
reellen Eintrigent

GLCn G Komplexen

mitProduht MatrixMultiplikation

Allgemeine Ve reeller Komplexerveletorraum

GLUE inverterbarelinearAbbildungen V Vl
Qrthogonate Gruppe 0 n A EGLIn IR AxAyk xy

tx yeInd
Wobei x y É xjyj Reinhaltet SpiegelungenRotationen

Beachtung PerDefinitionhabenwir einen Gruppenhomomorphisms
Dn O 2

Unitare Gruppe Uch AEGlen Q AZAD w
tis we Enl

wobei jettt ZW Ézjwj
Lorentz Gruppe 011 3 AE644,112 AxAy 3 4497

t xy ERY
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Wobei XD1,3 YoYo X Y 49543Y
Symmetrien derRaumeit in Elektromagnetismus spetieller
Relativitatstheorie

Spezielle orthogonale Gruppe
So Ink AGO n det A I

EnthaltRotationen aterKekeSpiegelungen
Spetielle Initiate Gruppe

such Ae Uch def AK 1

JasVerhaltnisetwa von son zu Oln wird beschneben durch

Definition Eine UntergruppeH einerGruppeG isteineTeilmenge
von G ath H C G sodass

hh e ti hhett I e H he H he H

Eine untergruppe HCG heist Normalteilerfalls

ghg E H fir alle heh g e G

Also ist so n eine Untergruppevon Old andsugarein Normalteiler
da det B AB K det B detA defB I detCAFI

fir AE 50 n and BE 0 n Coderallgemeine fir BEGuyRD
Definition Fir eineUntergruppeH C G die Menge GH
der Links Nebenklassen ist dieMengederAquivalentklassen
beziiglichder Aquivalentrelation

g ng the H mit gh g
Prifedassdas in derTat eineEquivalentrelation ist



Satt Wenn HcG en Normalteilerist so ist AH eine

Gruppe mit Produht Cg Lg gga
Beweis Wenn lg F Cgi und galg'd dann gibtes
hihzeH mit gig h und getgzhe Also
gigi g hidehe g ga get h g ha E lgg

Also istdasProduktautGHwonYfiert
Weilerhin ist 1 dasEinselementund Cgt Cgt D

Beispiel Outgoing 111 STI wobei SEO n
die Spiegelang um IR CR ist In dertat

gilt Oln son I V22
Beispid 11 111 542El ist eine Untergruppeund einNormalteiler

da fir AESLCEl gilt AG 1 A1 11 Die Gruppe

PSL 2 E 5429411 ist isomorph zur Gruppe der
Mobiustransformationen derRiemannschenSphere Eu lol
wobei I Ed derMebiustransformation

u 3 a z to IIF e du a

entspricht Spoiler PSL2,01 50 4,3 eigentliche
orthochroneLorenttgruppe

Und nun noch die letttenbeiden allgemeinenBegriffe Sei

y G H een Homomorphisms Dann ist
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