
 

G endlicherGruppe

Wirbetrachten ausschliesslich komplexeendlich dimensionaleDarstellingen

Der grosseOrthogonalitatssatt

Sei GV eineDarstellung und C J ein SkalarproduhtaufV sodas

f unitar ist Ist e enl Cn din eine Orthonormalbasis

von V und si g das li j Matrixelementvongig soist dieMatrix

fiji ija in unitar dh fij g gig
Satt Seven GD GV irreducibleunitiveDarstellingen vonG
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0 4a je TalÉ EnGG ji dinSueg
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Ya I 0 wie behauptet
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also gaE Hom Viv Flee sodas 4 711
Wasist X UnterVerwerdingderSpur tr Hii in n ÉAii
Xdim V tr X1 tr ta TalEa tr gig'sagigA

HatEatripIggy trip
da k tr It also Cola jet tip Sje
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RemerkingDie Spur treat einerlinearenAbbilding A V V
KannmittelseverbeliebigenBasis le en n dinD von V
via trad ÉAri berechnetwerden
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Salt i x thexp ghg dh x ist KonstantaufKonjugationsklassen
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liv 1st er en eineBasisvonV und lei eh ene

Basis von V verwa.de Sen enes eh all Basis

vonVOV Die Matrixwon gg g hatdann die
Blockterm goggle gig In Yen
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tr sogCgt tr gigs t tr glg
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Bemerkung lm BeispidDz Sind die Konjugationsklassen gegeten
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DieKonjugationsKlassen einerGruppe Gsind dieEquivalentKlassen

von G bzgl.deEquivalentrelation grig Thea gEngh
EneFunntien fi G G mit der Eigenschaftflight tcg
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Um sich Rechenarbeit zu sparen ist es dahervonVorteil tunaichst

die KonjugationsKlassen einerGruppe zu bestimmen

Beispiel SnialHilfsmittel Zykelschreibweise hidingHier derrelevantetlintergnnd
i Seien ki krell in r verschiedeneZahlenDann ist der

Zyket k ka Kr ESn die Permutation T mit
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i Gilt CeVIECSV's so ist XsXp 1
it 1st GV 15V so gilt g xp 0

Beweis BenuttendengrossenOrthogonalitatssator

i Haben Xp Xs also g g Eg fii gESjjt
III figfig 1

Gil Hsien ECigs
D



Korollar EineDarstelling si ist irredubiter Xsxp 1
Beweis Falls 8 5,0 Sn Mit n72 wooed fi irredatibel ist
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XeXe Haig I Termedie 0 oder1 sind
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Beispiel DieTetraedergruppe Symmetriegmppedes CHy Molehills Sy

14Wird
in einerliking partial tehandelt Betrachten die

Darstelling g Sy GL 3,6 glitkorthogonale
HTTY Transformation die Ecke iauf Ecke Hi

abbildet autgefasstals KomplexeDarstelling
Ist g irreduzibd Um diesmillets Charaktertheorea
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g I 2 SpiegelungentlangderEbene
durch Hz Hy C in geeigneter
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Die Darstelling g ist dann aquivalent zu derboats
mehrfach geehenen Darstelling Ssa Sy GLU welche

die Einschranking von j Sy 644,61
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Verwerdedenwrigen Satt D
Korollar Sei sD eine inedutibleDarstelling Dannkommt e.V

dinV mat in der regularenDarstellurgvor
Beweis Berechnen XsXreg GgxylpxregigaXslt161

dimV D

Satt Eineendlicher Gruppe Ghat nurendlichuele irreducible
Darstellangen bisauf Equivalent 1st SiVil bulk eine
Listealter ineduziblerDarstellagen und da dink sogilt
43 161

Beweis Xreg EIdax lakxregGKIIdaxe.tk d

Da 161endlich ist ist auch k endlich D

FireineabelscheGruppe G endlich gibtesalso 161 verschedene
irreducibleDarstellingen si gal Die Charaktertafdvon G ist
dann g 92 gia Grupperelemente
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Die Kanonischeterlegung einerDarstelling
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Sei go Gallup ja ok eineListealterirredusiblen
Darstellingenvon G

Sei g G GLASeineendlichdimensionale KomplexeDarstelling
Da GV vollstandig redutibel ist haben wir

V U to UN mit Ui irredatiblerinvarianterUnterraum

Fir j l i k Sei Wj direlate SummeralterUe bl N

sodass flue Sj
V W t Wh MancheWj Konnen 0 sah

Die UnterraumeWj sind invariant und heissen isotypischellomponenten
derDastelling 6,07

SattaDieZerlegung vonV ist unabhangigvonderWahlder
telegingvon V in irreducibleUnteraume Ui

Iii DieProjection Pi V Wi wi was two ist gegeten

durch pi v digit XI gig v Ott Xi Charaliter
von si

Beweis Meissen nur Iii zeigen da dieFormel unabhangig

von dertelegung von V in irreducibleUnterraume ist

Schnitt 1 pi ist G equivariant Berechnen fir hEG
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9It'sdingIa titty sty



161 geoXi g glg
Da Xi gh Xi night h Xi h g gilt pigthigh pi
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daUj ein invaianterUnterraumist gilt pityUj Uj
Schur Pilu Iu Berechnen I indem wir die
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