
 
Definition Lie Gruppen sind Gruppen G die die Struktreiner

glattenMannigfaltigkeit
haben sodass InversionundGruppenmultiplication

glatteAbbildingen G G btw Gx G G sind
Kontinuierliche Symmetriegmppen

Konkret betrachten wirhier nur Matrix Lie Gruppen das sindbestimmte
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SL n 6 5011,3 odernatirlich GlenIRSand aLcnE seltst

Fir ABE GlenG setter wir d AB II IAij Bijl tr AB AB
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BegriftderStetigkeit
i Bereitsgesehen y oD G C Gun e ist stetig

alle Matrixelementepij CoD 6 i j l in
Sind stetig

ii G C GLk G HC GLCm E 3EineAbbildingof Gott
ist stetig an geG falls 7270 7870 sodas
I alggill S Idcpigspigs s e

liking Ein Gruppenhomomorphismus ist stetig wenn er
stetig am Einselement ist

Definition the Matrix lie Gruppe ist eine abgeschlossenelentergruppe
von Glen IR OderGlenAl
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und G G A A Inversion

stetig

Benes Verkniipping iibing Inversion A i nitsEtty
Ait A ohne j te tile und iteSpatteD

HattenauchbeeitsdenBegriffdesWegzusammenhangs

Salt Sei G C GunG eineUntergoppeDann ist n mit
A B F stetigerPfady fait G plot A jCh B

eineEquivalentrelation Die EquivalentKlasse GWegausammenhargs
Komponente Go ven IE G ist ein NormalteilerHaben

Ga GruppedefWegansammenhongskomponentenvon G

Beispole SoInl SuintUla SindwegasammentiangendGibing
Oln bestentaus 2 Zusammenhangskomponenten

04,3 bestentaus 4 Zusammenhangskomponenten

LieAlgebren
Zunachstan wenigMotivation Stat z B die Gruppe 5013 undihre
Darstellingen diekt zu analysieren Schautman sich die Strukturron

5013nahe I an also infinitesimalDrehingen
Konkret to1310sto to Ef 9 1 888



Beobachting dieMengederinfinitesimalenDrehingen ist ein Vektorraum
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o
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Rco X undallgemeine RIO XRIO H O ER

ist eine there gewohnticheDifferentialgleicheng btw ein 343
System i die losing ist Rookexp Ok MatrixExponential
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Duehurgenund RIO ed Qcoked E50137 In derRegelkommutioen
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Definition Em reelleroderkomplexervektorraum g heisst LieAlgebra
falls g versehen istmiteinerbilineavenAbbilding
I T q x g g

die diefolgender Eigenschaffererfillt
i x y YX t xYe g Antisymmetric

ii X437 C Z N 4 CY23,47 0 DXYZEg Jacobi
Identitat

BemotingWegen i ist die Bilineaitatequivalentzu derEigenschaft
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DerRaum se13 ist einBeispid einereellen 3dimensionalenLie Algebra
mit X47XY YX Kommutatorvon Matrizen

Definition Sei G eine Matrix Lie GruppeDann ist die Lie Algebra
Lie G von G die MengealterTangentialvektoren Xo EMnQ
vonglattenKarren X L E E G XIO I

Werdenzeigen Lida ist eine Lie Algebrawie derNameanzeigt
Dafir ist aber dieobigeDefinitionnichtsehrhandlich
stattdessenwerdenwir eine praktischere aquivalente

Definitionverwenden die die Exponentialfunctionvowerdet

Matrix Exponentialfunktion

Arbeiter liter 0 aberalles funktioniot genangleich liter IR
Fir X Xi EMn E definioenwir die Norm
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Lemmy 11XYA EUXV11411 Insbesondere UXUEIlXI
Bene 1 4112 É I I XinYuTEÉ ÉHint É141

CauchySchwarz
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Lemme Seien X YeMn E

i Falls X7 44 gilt expXty exp x expY
ii expX EGunG und expx k expC X
iii t AEGLAE gilt Aexp x A expAXA
in det expN eTra
W exp Xk expat expat expexit

Dewey i expXexpY EEutetXY É gentleX yl
NEX E Xt4 expXtY

ii folgt aus exp o I and Ii

iii a Liang
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exp x É Ii 024 It EEitiont 19
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Lemmy expMn A Glen E ist in einerUmgebungvon Onninverterbar

Mia F É aan a

Benes DieReine log N É film EM konvergiert fir Il x 11k l
absolut da

É 11fine 44111 E É and log I Vx 111 so

Wie imFall XE 0 folgtdann exp logX X Vx 111a 1

logexpN X HexpW I l l D

DefinitionEineAbbilding X IR Gun G heist Emparametergruppe
falls X stetig differentiator und ein Gruppenhomomorphismsist

XO I X tts X t XCs Ht s e IR

BemertingDasBild im x C GLG E ist eine Untergreppe

Saltlist XeMnles ist t to expitx eine Einparametergrippe
Iii AlleEinparametergreppen sindvondieterForm XEMn a heist
Erzenger



Beweis i folgtdirectaus denEigenschaftenvon exp
Iii 1st t to Xlt eine Einparametergrippe so ist

atXM L Nahi Xlt pig
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Ntl exp X D

Ettinger

Jettalso die besserDefinitionvon Lie G
DefinitionSeiG eineMatrix lie GruppeDann ist
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LemmyDieseDefinitionstimontmitdervorigen Liecaktangentialvehtorenan1
iiberein

Dewey I E got to exptxt EG ist eineglatteKarvemit
daexpItaly X

Umgekehrt Sei X L E E G X107I eineglatteKurve
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exp n Excostany
exp ti coltOla's EF exp two

Da G abgeschlossen ist liegt dieserGrentwert vonElementen
von G auch in Gi dies war zuteigen D

Wirwerden spaterzeigen

Salz Sei G eineMatrix lie GruppeDann ist Lida eine Creelle
Lie Algebramit Lie Klammer X 47XY YX MatrixKommutator

Beispide i glInIRI Lie GL n IR Mn R inderTat fir jedes
XEMnR ist exp tx EGLINIR H te IR

o selbiges fir E stat IR
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Eij If
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2 Lemme k n Lie uchi XeMn E XtXt03
SyInk lie sunt XeMnO Xt4 0 Tres03

Beers Sei XeMn O Dann ist exp tx e Un

I expltiepito exp tx exp txt
Ableitenin t O X txt
Umgekehrt gilt Xtx 0 so ist

exp tx exptxt exp taxi explol I
Xe uIn liegt in Sdn 1 det exp tx etTra

FtEIR Tr X D D
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ti ioj G Y E 03 16 9 PauliMatizen

LieAlgebraStructure tj.tw 2 juete wobei

Egg
O 51413 142,3

Sqn E3 sont liburg
3 Lemme In Lie Old XeMnR XtXT O

Seen Lie Soul

Beweis Analog zu 2 D

Die Campbell BakerHausdorff CBH Formel

Dreverbindingzwischenderverknipfing in einerMatrix lie Gruppe G
unddemMatrixKommutator in gelidG ist

Salt CBH Seien X YeMn O Dann gilt firkleine ter
exp toexp ty exp É then wobei Zutlinearhombination

von KD fachenkommutatoren und die ReineKonvergiot



MiniVersion exp tx exp typ exp titty Ex Y Oct
Also ZeXtY ZEE XY waiter83 8 XCX477 Y 4,1173

Beweis derMiniVersion ausmultiplizieren Ebing D

Salz Sei G eineMatrix lie GruppeDann ist Lida eine Creelle
Lie Algebramit Lie Klammer X47 44 44 MatrixKommutator

Dewey n Lela ist ein IR Vektorraum Fir X E Lilah her gilt
axe lieCa perDefinition IstwaiterYe lie lol so ist fir
te IR

Ga exp It x explity
ÉFexp In text on

Go exp It x explity exp text4 Oln l

I I n o

abgeschlossen

y exp
text41

exp text'd EG

ytieignig
2 XYElielG XYJE LEG
Geniigtzuteigen exp Ex42 G G Anwendurgmit tx statX
gift exp t4,40EG Ft EIR also X YE Lie Gt
Daza exp tnx exptn4 exp tnx exp 44 EG

II
exp text4 Xist Oln3 exp text tent4470637

exp
CNY OMI exp x y OG'D

exp X47 E G da G abgeschlossen ist D



Wiekannman ungekehrteine lie Gruppe G aus ihrer Lie Algebra
vekonstruieren

I nichteindentig Oln so n haben dieselbelieAlgebra
mokonnen hochstens die Zusammenhangskomponente Godes
Einselementes bestimmen

2 NaiveVersuch GE
exp x Xe lie a Nein Die

Abbilding exp Lida G ist nichtimmersurjektiv
Beispiel 6 542,112 is liburg

3 Subtler Sun and 5013 habenisomorphe lie Algebren
dh F q 1013 an IsomorphismusvonVektorraumen sodass

zudem 414414174,4 VXYE 1137 Aber So3 andSUCH
Sindnicht isomorphe lie Gruppen

Salz Sei G eineMatrix Lie Gruppemit LieAlgebrag
Dann ist die GruppealterMatizenderForm

expXi expXu Xi the g 621

gleich Go Zusammenhangshomponente von IE G
Dewey ZentralerPunkt F offeneUmgeburgen U g von O

V C G von I
sodas exp U V einDiffeomorphisms ist glattmit

glatten
Iversen

i withexphat
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