







































































































Darstellungen

G Gruppe

Definition Eine Creelle oderkomplexe Darstellung von G aufeinem
IR oder e VektorraumV ist ein

Homomorphisms G Gh V
V heistDarstellungsraum
Schreiberauch g V fir dieDarstellung g aufV

das heist ylg V V invertierbar ylgg'tpig pig
4111 Identikit

4 g pig's

Beispide g Dn GL 2,112

s to 169 12
R C f eTrivialeDarstelling V d Slg 1 tgEG

G Sn VeGh mitBasis er en g t ei etc it in

G Enz V26 fck z eating

6 0137 VFunktionenFIR Of
GCA f x FCA x

Check GCAB f G f CAB D FCB A'x

SCAgBH UK GCB f A x FCBA x










































































































G
Definition Die regularDarstellung einer endlichenGruppeG ist

dieDasstellinggreg G 6 GF Funktionenter 63
Gregg f k f g k

Bemerking EineBasis von G ist gegetendurch dieFunktionen

g ti I
Sg g g no

Dann
gregg 8h Sgh

Check GreggSnl KkShg k ft Ent
t's

h

g Cla

Darstellingen Konnenhanfig terlegt werdenZumBeispid haben

Dastelling y von50127 auf 1123 wobei R E50127 als
Rotation in der Xy Ebenewirht
Ah s 1 8 1,811 1 8 9

O O

É g kannauf
die xy Ebene
die z Ache

eingeschrinktwerden

Definition Ein invariantunterraum einerDarstellung SV
ist ein Unterraum W CV mit gGW W firalleged
IstW 01so heist die Ehschrainkung glw an ally
Unterdarstellung von G
IsV heist irredutibel falls sieKaneinvariantenUnterraume










































































































W lolV besittt

GV heist vollstandig redutibel falls invariantUnter
raceme Vi Un existieren sodas g vi Vi irredatibel
ist fir it oh and Ve Viv Un

Beispiel DieDarstellungvon 5014 auf IR oben ist rollstaindig
reduzitelmit VF Xy Ebene Vez Achse

BeispidNichtjedeDarstellung ist vollstaindigreduzibel
betrachte dieDarstelling von IR t auf IR

x T o 1
Dann ist IR b ein invarianterUnterraum also dieDarstellung

reduzibel nicht irreduzibel ater dieDarstellungistnicht

rollstaindig redubitel bung

Beispiel Betrachte dieDarstelling dersymmetrischenGruppeS

auf 63 gegeben durch g o ee en re 53

Hier e ezez ist die Standardbasis von E
InvarianteUnterraume V z z z Z E Q

KEI
o

flu istirreduzitel dadim Vil

flu ist ineduzibel ist Wat ein
invarianterUnterraumW lolV2 so ist

din WI alsoW 0 É for
geeignete ti tut EG Daw invariantist sind E ÉEW










































































z 2 23 W V Widerspouch

Also Is E3 istvollstandig reduzibel 63 Yok ist die

Zerlegung in invarianteUnterraume

Endlich dimensionale KomplexeDarstellingen

Lemma Seo GU eine end dim KomplexeDarstellingmit der
Eigenschaftdass fir jeden invariantenUnterraum WCU
een invarianterUnterraum W'd existiertmitvewow
Dann ist leVI nellstandig reduzobel

Beweis wirverwendenInductionnach derDimension um daslemma

fir alleDarstellungen GD mit dinVed tu zeigen
dI Alle 1 dimensionalenDarstellungensind irreduzibel
Induktionsschritt Sei dimV d22

Fall 1 V ist irreduzibel Nicht zuteigen
Fall 2 I invarianterUnterraum 01 WEV mit

IE dimWE d Sei w eV invariantmituwow

Zuteigen WandW sindrollstandig reduzibel RetrachtenW
Seialso 01 Ucw eininvaianter Unterraum NachAnnahme

gilt es eineninvariantenUnterraum wi V Ed

Behaupturg U'nW ist eininvariant
waw mit www

Unterraum V
W Ut Uaw Seiwaw
dann we utu mit weUCW u ell
Also u W U E W u E U'ow



wie gewiinscht D

Definition SeiV ein G VeletorraummitShalarprodulet
EineDarstelling SV heist unitarfalls gg unitarist
fir alle ge G also gig kgg t

Satt Unita'reDarstellingen SV androllstandigreduzibel
Beweis SeiW cu ein invariantUnterraum

Behauptung Wt v eV vwÉ ViteWl ist invariant
In derTat fir ve wt und geG gilt gg vent da t wow

gGivw v gig wk v gigs wt lyfew
0

Da Kwa wt foIgtderSatovom obigen Lemma

Undschliesslichum alles tusammentuschnciren

Satt Sei leVI eineDarstellungeinerendlichen Gruppe G Dannexistent
ein Skalarproduht aufV sodas SMunitar ist

Beweis viaMittelung Sei C irgendein Skalaproduht Sette

lyw E signsigno

11 ist ein Skalarproduht GT wir andLinearitatin

beidenArgumenten tagenvonden entsprechenden Eigenschaften
von C lo
For v40 ist Yu u ulo 0

2 gth ist unitar rechnen

SlavSAW Ig fgguvgigsChiyo

Ig sigh v sigh w





1 y guy w n

eineDastelling GV von G Der EnergieoperatorHamilton

operator yo Cdh yup EnergiedestustardsVEV

ist G Equivariant yeHomeVil

Beispid Sei n 72 g Sn GlenG dieDarstellungglutei each
Sei y Gn Gn Sn equivariant Waskonnenwir verySagen
Scheibe Yip i ja fir die Matrixvon Y Danngilt ties

Y flag ÉYikShui flap ifÉ Itil4g
It Tith I ChiYiHj Y i j o sont

Hitting Yip ti j l n THESn
Scharfhingucken Yip Yun 7 yip tiff

afMy A
KonnenjettleichtalleEigenwertevon y bestinmen
ZusammenhangmitDarstellungstheoriezerlege s and in irreducible

Darstellungen G V V2 4 6 lil D

VE G an ÉEj 0
Dann y't V inBeagaufdieBasisCl Dist

ply atCnDy Atanint Iv
Y V2 12 Basis 1 1,0 107 1,0 1,9 101 1,0 9 DVonk

plus II E AM Iv
Salt LemmavonSchur Seven G V and lava irreducible Komplexe

dindin i n le Darstellagen einerGruppe G



endlichdimensionale Darstellingen einerGruppe G
1 yeHomaViVa 4 0 odery istein Isomorphisms

2 y EHomCiVil FXEG sodas 4 711 dhpolar

Kerp veV yes 0 CV

Sind invariants In derTat rekerygeo 46 gv g 1461 0
also glgv e ter y

and w yal tiny geG sgw zig pokysigh
also salgwe im 4

Entwederkey V 4 0 fertig
oderkey 101 y injecting in y ol

in p Vz y ist Isomorphisms
2 y Cals linearAbbildungaufeinemendlichdimensionalenhomplexen

Vektorraum nachWahleinerBasis einekomplexenxn

Matrix n dinVi
hateinen Eigenwot IE 6 also kerly X1 02

Da y XI EHom CKVD istkerly 711 invariant
sideTeil I folglich kerly711 4 4 711 D

KorollarEndlichdimensionale komplexe irreducibleDarstellingenGD ever
abelschenGruppe GSind 1 dimensional dim V1

Beweis Sei g ta Danngilt fly E Hom Viv da

glg gh v sch figv
X
fightu phgv

Sh a 11 f n I C



Schur glyk XI fired REG
Also ist jeder 1 dimensionalUnteraumvon V invariant D

Beispid n 22 The ist abelsch Sei g Hz Gue ke ane

irreducibleDarstelling dann ist g KD2 gloat Nz
gl i3 plan Z g 1 z and g 1 pEng g 1077 1

also ist plein eine n te Einheitward gamefish
mit je No
Eine vollstandigeListevon irreducibleDarstellungenvonZenz
ist so en i mit g KJ z et z


