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Yorwort

Die Integralgleichungen stellen ein Gebiet dar, das fiir sich durchaus
selbstindig ist und auf einer interessanten Mischung von Analysis,
Funktionentheorie und Funktionalanalysis beruht. Auf der anderen Seite
gewinnen die Integralgleichungen ihr praktisches Interesse aus der
«Integralgieichungsmethode», die es erlaubt, partielle Differential-
gleichungen in Integralgleichungen umzuformen.

Das Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die der Autor an der
Ruhr-Universitit Bochum und der Christian-Albrechts-Universitit Kiel
gehalten hat, Der Umfang der Kapitel 1 bis 6 entspricht etwa einer
intensiven vierstiindigen Vorlesung. Das Studium der Integral-
gleichungen kann mit Vorkenntnissen der Analysis und den Grundlagen
der Numerik aufgenommen werden. Kenntnisse aus der Funktional-
analysis sind hilfreich, aber nicht unabdingbar, wenn Grundbegriffe wie
Banach- und Hilbert-Riume geldufig sind.

Der Theorieteil dieses Buches ist so knapp wie méglich bemessen, da
die Numerik in den Kapiteln 2, 4, 5 im Vordergrund stehen soll.
Wichtige Teile der benétigten Funktionalanalysis wie etwa die
Riesz-Schauder-Theorie werden ohne Herleitung wiedergegeben. Es
wird dabei davon ausgegangen, daB dem Leser dieses Gebiet entweder
aus einer Vorlesung iiber «Funktionatanalysis» bekannt ist oder daB er -
mit gesteigerter Motivation durch praktische Beispiele - diese Kapitel
durch Vorlesungen oder Lektiire nachholen wird. Es sei daran erinnert,
daB auch historisch die Funktionalanalysis aus der Diskussion der
Integralgleichungen hervorgegangen ist. Als Funktionenriume werden
in dieser Darstellung vornehmlich die klassischen der stetigen oder
Holder-stetigen Funktionen verwendet. Die Sobolev-Raume werden
weitgehend vermieden, was zum Beispiel zur Folge hat, daB die
Integraloperatoren hier nicht in der erforderlichen Allgemeinheit als
Pseudodifferentialoperatoren diskutiert werden kénnen.

Die Theorie der Integralgleichungen ist nicht nur fiir sich interessant,
sondern ihre Resultate gehen auch wesentlich in die Numerik ein. Es
handelt sich dabei neben Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen um
Probleme der Regularitit und Stabilitit sowie um Kompaktheits-
aussagen, die wichtige Riickwirkungen auf die numerische Praxis haben.

Nach einer- Einfiihrung und einer insbesondere zum Nachschlagen
gedachten Zusammenstellung der Grundlagen der Analysis, Funktional-
analysis und‘der Numerischen Mathematik beginnt die Darstellung mit
den Volterraschen Integralgleichungen (§2), die als enge Verwandte der
aus dem Analysiskurs bekannten gewdhnlichen Differentialgleichungen
der Einfithrung in die Integralgleichungen dienen soll. AnschlieBend
werden die Fredholmschen Integralgleichungen 2. Art theoretisch (§3)
und numerisch untersucht.

Die Numerik der Fredholmschen Integralgieichungen 2. Art unterteilt




4 Vorwort

sich in die Diskretisierungsmethoden (§4) und die Auflésung der dabei
entstehenden diskreten Gleichungssysteme. Hierfiir werden in §5 nach
einem knappen Hinweis auf die Methode der konjugierten Gradienten
ausschlieBlich die Mehrgitterverfahren beschrieben.

Das vierte und umfangreichste Kapitel beginnt mit allgemeinen
Begriffsbildungen zur Konvergenz, Konsistenz und Stabilitit von
Diskretisierungen (§4.1). Als elementarste Diskretisierung wird
zunichst die Kernapproximation vorgestellt {§4.2). Danach werden die
Projektionsmethode allgemein (§4.3) und ihre prominentesten Vertreter,
die Kollokation (§4.4) und das Galerkin-Verfahren (§4.5) diskutiert.
Die Erlduterungen werden erganzt durch weitere Anmerkungen in §4.6.
Ein weiteres Verfahren, das auBerhalb des bisher diskutierten Rahmens
steht, ist das Nystrom-Verfahren in §4.7. AnschlieBend in §4.8 werden
weitere Ergidnzungen zu so verschiedenen Stichworten wie u.a.
Defektkorrekur, Extrapolation und Eigenwertaufgaben gegeben.

Zur Einfithrung in die schwach und stark singuldren Integral-
gleichungen werden zwei Beispiele vorgefiihrt, die Abelsche Integral-
gleichung (§6) und der Cauchy-Kern (§7). Die schon anfangs erwihnte
Integralgleichungsmethode ist Gegenstand des Kapitels 8. Hierbei
stehen hauptsichlich Fragen der Analysis im Vordergrund. Die
numerische Behandlung fiihrt auf die Randelementmethode (§9).
Wihrend die ersten Kapitel insbesondere als Einfiihrung in die
Begriffswelt der Integralgleichungen gedacht sind, enthalten einige
Teilkapitel aus §§4-5 und speziell das Kapitel 9 konkrete Hinweise, die
auch dem Praktiker hilfreich sein k&nnen.

Die aufgefiihrten Ubungsaufgaben, die auch als Bemerkungen ohne
Beweis verstanden werden kénnen, sind in die Darstellung integriert.
Wird dieses Buch als Grundlage einer Vorlesung benutzt, kénnen sie als
{lbungen dienen. Aber auch der Leser sollte versuchen, sein Verstindnis
der Lektiire an den Aufgaben zu testen.

Bei der Zusammenstellung des Literaturverzeichnisses wurde keine
Vollstdndigkeit angestrebt. Es wurde weitgehend vermieden, auf
Quellen zu verweisen, die wie zum Beispiel Institutsreporte oder
Dissertationen hiufig schwieriger zuginglich sind.

Das Manuskript wurde mit Hilfe des Textsystems «Signums»
geschrieben. Bei der Erstellung der Abbildungen half mir meine Tochter
Jana. Zahlreichen Hérern der zugrundeliegenden Vorlesung verdanke
ich hilfreiche Gestaltungshinweise. Der Dank gilt besonders den
Mitarbeitern fiir das Lesen und Korrigieren des Manuskriptes: Neben
Herrn ]J. Burmeister hat insbesondere Frau B. Kapust wesentliche
Unterstiitzung geleistet. Hilfreich waren auch viele Gespriche mit
Fachkollegen. Dem Teubner-Verlag gilt der Dank fiir die freundliche
und stets unproblematische Zusammenarbeit.

Kiel, im Mirz 1989 W. Hackbusch

R i bk

e e A < e o s o e R

eV

o

A L N

e g

oot g

e -

PP

R S,

e oo

e o Tt e

SN PAE F

Inhaltsverzeichnis

TLBInletung . ... ..o e
1.1 Integralgleichungen ................. ... ... .. . ...
1.2 Grundlagen aus der Analysis ............... .. .. ..

1.2.1 Stetige Funktionen.......... ... ... ... ... ...
1.2.2 Lipschitz-stetigé Funktionen .........................
1.2.3 Holder-stetige Funktionen ...........................
1.3 Grundlagen aus der Funktionalanalysis .....................
1.3.1 Banach-Ridume .......... .. ... . i iiiiiiriiiiniianan.

1.3.2 Banach-Riume C*(I), CK(D), C*(D).............. ..
133 Banach-Raume L’(D), L2(D),'L=(D).. ... . 111111
1.3.4 Dichte Teilrdume ............... ... .. ... oL
1.3.5 Banachscher Fixpunktsatz ............................
1.3.6 Lineare Operatoren ................c.uvviriaennaanenns
1.3.7 Satz von der gleichmiBigen Beschrinktheit .......... ..
1.3.8 Kompakte Mengen und kompakte Abbildungen.........
1.3.9 Riesz-Schauder-Theorie ..............................
1.3.10 Hilbert-Riume, Orthogonalriume, Projektionen .......
1.4 Grundlagen aus der Numerischen Mathematik ...............
141 Interpolation . ... ... ... it
142 Quadratur . . . ..ottt i e

1.4.3 Kondition von Gleichungssystemen ...................

2. Volterrasche Integralgleichungen . . ............................
2.1 Theorie der Volterraschen Integralgleichung 2. Art ..........
2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lésung ................

2.1.2 Regularitit derLdsung ...............coiiiiea..

2.2 Numerische Lésung durch Quadraturverfahren ..............
2.2.1 Herleitung der Diskretisierung ........................

2.2.2 Fehlerabschidtzung ............ .. ... i

2.3 Weitere numerische Verfahren .............................
2.4 Lineare Volterrasche Integralgleichung vom Faltungstyp .. ...
2.5 Volterraschen Integralgleichung 1. Art ............. RPN

3. Theorie der Fredholmschen Integralgleichung 2. Art . . ...........
3.1 Die Fredholmsche Integralgleichung 2. Art .................
3.2 Der Integraloperator K als kompakter Operator .............

3.2.1 Allgemeines ........... . oot .
322DerFallX=C(D) ... ... e,
323DerFall X=L3(D) ... oo it
3.2.4 Der Fall eines unbeschrinkten Intervalles I............
3.3 Endliche Approximierbarkeit des Integraloperators K .......
3.3.1 Konvergenz in der Operatornorm .....................
3.3.2 AusgearteteKerne . ....... ... ...




Inhaltsverzeichnis

3. Theorle der Fredholmschen Integralgleichung 2. Art (Fortsetzung)

3.4 Bdbereichvon K ........ ... ... ... .. ... . . . . 63
3.4.1 Glatte Kerne kfx.,y) ................. .. . ... ..., 63
3.4.2 Das Bild Kf fiir feC"(I) .............................. 65
3.4.3 Kerne mit integrierbarer Singularitat .................. 67
344 Kompaktheit ......... ... . ... ... ... .. ... ... 70
3.4.5 Volterrasche Integralgleichung ....................... 70
3.4.6 K als Abbildung von [=(D) ........................... 70

3.5 Losung der Fredholmschen Integralgleichung 2. Art ......... 71
3.5.1 Existenz und Eindeutigkeit ........................... 71
352Regularitdt .. ... .. . L 71

. Nume#ik der Fredholmschen Integralgleichung 2. Art ........ ... 72

4.1 Allgemeine Uberlegungen ................ ... .. ... ........ 72
4.1.1 Notation des semidiskreten Problems ................. 72
4.1.2 Konsistenz und Stabilitdt .......... ... ... ............ 72
41 3KONVErgeNz .........c..uuuieiiiiiii i 74
4.1.4 Stabilitits- und Konvergenzsatz ...................... 75
4.1.5 Fehlerabschédtzungen................................. 76
4.1.6 Konditionszahlen .................................... 77

4.2 Diskretisierung durch Kernapproximation .................. 78
4.2.1 AusgearteteKerne ................... .. ............. 78
4.2.2 Aufstellung des Gleichungssystems .................. 79
4.2.3 Kernapproximation durch Interpolation................ 80
4.2.4 Tensorapproximationvon k .......................... 81
4.2.5 Beispiele fiir Kernapproximationen .................... 82
4.2.6 Variante der Kernapproximation ...................... 83
4.2.7 Analyse des Gleichungssystems ....................... 84
4.2.8 Numerische Beispiele ................................ 86

4.3 Projektionsmethoden (allgemein) .......................... 88
431 Unterrdume ... ... ... .. 88
4.3.2 Projektionen., ............. e 89
433 Hilfssdtze ........ ... . ... 90
4.3.4 Diskretisierung mittels Projektion ................... 90
4.3.5 Konvergenzuntersuchung ............................ 92
4.3.6 Fehlerabschidtzung ................................... 93

4.4 Kollokationsmethode ..............................ccc.... 95
4.4.1 Definition der Projektion durch Interpolation .......... 95
4.4.2 Aufstellung des Gleichungssystems .................. 95
4.4.3 Beispiele fiir Interpolationen ......................... 97
4.4.4 Kondition des Gleichungssystems ..................... 99
4.4.5 Numerische Beispiele ................................ 101

4.5 Galerkin-Verfahren ....................................... 105
4.5.1 Unterraum, Orthogonalprojektion..................... 105
4.5.2 Aufstellung des Glexchungssystems ................... 106
4.5.3 Konvergenz in L2(D) und L=(D) ..................... 107
4.5.4 Fehlerabschétzungen ................................ 110
4.5.5 Kondition des Gleichungssystems .................... 111
4.5.6 Beispiel: stiickweise konstante Funktionen ............ 114
4.5.7 Beispiel: stiickweise lineare Funktionen................ 118
4.5.8 Allgemeine Analyse des Projektionsfehlers ............ 119

g e’

Inhaltsverzeichnis - 7

4. Numerik der Fredholmachen Integralgleichung 2. Art (Fortsetzung)

4.5.9 Fortsetzung: stiickweise lineare Funktionen ........... 121
4.5.10 Numerische Beispiele ............................... 123
4.6 Verschiedene Anmerkungen zu Projektionsverfahren ......... 125
4.6.1 Regularisierung ............. ... ... . ..., 125
4.6.2 Abschidtzungen in schwidcherenNorm .................. 126
4.6.3 Das iterierte Verfahren . ... ........................... 131
4.6.4 Superkonvergenz ............... .. it 133
4.6.5 Allgemeinere Formulierungen der Projektionsmethode .. 136
4.6.6 Numerische Quadratur ............................... 138
4.6.7 Produktintegration ..... P 141
4.7 Diskretisierung durch Quadraturverfahren (Nystrom-Methode) 143
4.7.1 Beschreibung des Verfahrens ......................... 143
4.7.2 Konvergenziiberlegungen . . ........................... 145
4.7.38tabilitAt ...... ... ... 147
474 Konsistenzordnung ............ ... ... ... 151
4.7.5 Kondition des Gleichungssystems ..................... 152
4.7.6 Regularisierung .......................... e 153
4.7.7 Numerische Beispiele................................. 154
4.7.8 Produktintegration ................ .. ... ... ... .. 155
48 Ergdnzungen .. ... ... it e 156
4.8.1 Zusammenhang der Diskretisierungsverfahren ......... 156
4.8.2 Methode der Defektkorrektur......................... 158
4.8.3 Extrapolationsverfahren ............................. 159
4.8.4 Eigenwertaufgaben .............................. ..., 162
4.8.5 Komblementiare Integralgleichungen .................. 167
4.8.6 Nachtrag: Storungssatz zur Stabilitdat ............ ... .. 169
. Mel hrgitterverfahmn zur Auﬂbsung des Gleichungssystems bei
Integralgleichungen 2. Art .................................... 170
5.1 Vorbemerkungen ........... ... .. ... i 170
St Notation ............. i e 170
5.1.2 Direkte Losung des Gleichungssystems ................ 171
S5.1.3 Picard-Iteration ............... ... .. i, 171
5.1.4 Verfahren der konjugierten Gradienten ................ 173
5.2 Stabilitat und Konvergenz (diskrete Formulierung)......... .. 178
3.2.1 Prolongation und Restriktion ......................... 175
5.2.2 Der Banach-Raum Y und die diskreten Raume Y, ........ 178
5.2.3 Der Interpolations- bzw. Projektionsfehler........ .. .. 180
524 Kensistenz ............. . i i 180
S.25S8tabilitdt . ... 181
5.26 Konvergenz ... ... . it e 182
5.3 Die Hierarchie diskreter Probleme .......................... 183
5.3.1 Diskretisierungsstufen ..................... ... ... . ... 183
5.3.2 Prolongationen und Restriktionen ..................... 184
5.3.3 Relative Konsistenz ....................... ... .. ..., 187
S.34Konvergenz . ........ . e 188
5.4 Zweigitterverfahren ..... ... ... ... .. ... ... oo, 189
5.4.1 Der Zweigitteralgorithmus ........................... 189
5.4.2 Konvergenzanalyse .................................. 190
S543Rechenaufwand ............... ... ... ... ... ... 192




Inhaltsverzeichnis

5. Mehrgitterverfahren {Fortsetzung)

S44 Varlante flir Ap#l ... ......... ... ...l
5.4.5 Numerische Beispiele ................ ... ... .. ......

5.5 Mehrgitterverfahren ........... ... ... ... ... ... ...
5.5.1 Algorithmus (Grundversion) ..........................
552Rechenaufwand ....... ... . ... . ... o i,
553Konvergenz ........... ... ... ... B
5.94 Numerische Beispiele ............ ... ... ... ... ...,
5.5.5 Varianten des Mehrgitterverfahrens ........... ........

5.6 Geschachtelte Iteration .............. .. ... .. ... .......
5.6.1 Algorithmus .......... ... ... i
5.6.2Rechenaufwand ........ ... ... . ... e
SH3KONVErZeNzZ . ...ttt
5.6.4 Numerische Beispiele ................................
5.6.5 Geschachtelte Iteration mit Nystrém-~Interpolation . .. ..

6. Die Abelache Integralgleichung . ...............................

6.1 Notation und Anwendungsbeispiele. ......... .. .. ... ... .. ..
6.1.1 Die Abelsche Integraigleichung und ihre Verallge-

MEINETUNE . ...ttt ittt e i

6.1.2 Anwendungsbeispiele ................. ... ... ...

6.1.3 UneigentlicheIntegrale..............................

6.2 Eine notwendige Bedingung fiir eine beschrinkte Losung ... ..
6.3 Eulerschelntegrale ......... ... ... ... .. . i,
6.4 Umkehrung der Abelschen Integralgleichung................
6.5 Umformung fiir Kerne k{x,y)/(x-y)* .. .. ... ... ..o ...
6.6 Numerische Verfahren fiir die Abelschen Integralgleichung ..

7. Singul#ire Integraigleichungen ................................

7.1 Der Cauchy-Hauptwert........ ... ... .o i,
7.1.1 Definition und Eigenschaften .........................
7.1.2 Kurvenintegrale .................. .. ... .. ... ... .
7.1.3 Cauchy-Hauptwert fiir Kurvenintegrale ...............
7.1.4 Das Beispiel f(T)=1/(C~2) ... ... . ... . .. ...

72Der Cauchy-Kern ...
2.1 Definition und Eigenschaften .........................
.2 Regularitdtseigenschaften ............................
Eigenschaften der erzeugten holomorphen Funktion

Darstellung von K% ... ... ... i,
Das Cauchy-Integral auf dem Einheitskreis ............

3
4
S
singulédre Integralgleichung ............................
1
2
3

2
2
2
2

Der Fall konstanter Koeffizienten .....................
Der Fall variabler Koeffizienten .................... ...
Allgemeine singulédre Integralgleichungen..............
4 Approximation des Cauchy-Integrals auf dem
Einheitskreis ........ .. ... .. i i
3.5 Approximation des Cauchy-Integrals auf einer
beliebigen Kurve I' ... ... ... .. i it
7.3.6 Mehrgitterverfahren fiir Gleichungen spezieller Art ....

e
3.
3.
3.
3.

7
7
7
7
7
7.3 Di
7
7
7
7
7

stbitons

Inhaltsverzeichnis 9

7. Singullire Integralgleichungen (Fortsetzung)
7.4 Anwendung auf das Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung 273

7.4.1 Die Aufgabenstellung im Innenraum .................. 273

7.4.2 Das Doppelschichtpotential .......................... 273

7.4.3 Eindeutigkeits- und Darstellungssatz ................. 277

7.4.4 Der Fall eines glattenRandes I' ...................... 279
7.4.5 Das Doppelschichtpotential zur Lésung der AuBenraum-

aufgabe . ... .. e e 280

7.4.6 Die Tangentialableitung des Einfachschichtpotentials ..282

7.5 Hypersinguldre Integrale .. ... ... ... ................... 284

8. Die Integralgleichungsmethode ............................... 286

8.1 Das Einfachschichtpotential ............................... 286

8.1.1 Die Singularititenfunktion ........................... 286

8.1.2 Stetigkeit des Einfachschichtpotentials ............... 288

8121 Definition ........ ... .. ... ... i, 288

8.1.2.2 Oberflichenintegrale ......................... 289

8.1.2.3 Uneigentliche Integrale auf Oberflichen ....... 290

8.1.2.4 Folgerungen fiir das Einfachschichtpotential. ... 291

8.1.3 Ableitungen des Einfachschichtpotential............... 291

8.1.3.1 Die Normalableitung .......................... 291

8.1.3.2 Der Cauchy-Hauptwert fiir Oberflichenintegrale 296

8.1.3.3 Andere Richtungsableitungen .................. 300

8.1.4 Formulierung der Dirichlet-Randwertaufgabe als Inte-
gralgleichung 1. Art flir das Einfachschichtpotential . ..302
8.1.4.1 Zur Innen- und AuBenraumaufgabe der Laplace-

Gleichung ........ ... ... i, 302
8.1.4.2 Die Integralgleichung erster Art ............... 303

8.1.5 Formulierung der Neumann-Randwertaufgabe als Inte-

graigleichung 2. Art fiir das Finfachschichtpotential .. .305

8.2 Das Doppelschichtpotential ............................... 308
821 Definition ... ... . 308
8.2.2 Regularititseigenschaften des Doppelschichtoperators. . 309
8.2.3 Sprungeigenschaften des Doppelschichtpotentials . .. ... 317
8.2.4 Weitere Eigenschaften des Doppelschichtpotentials ....315

8.2.4.1 Holder-Stetigkeit ............................ 315
8.2.4.2 Potential in der Ndhe einer Sprungstelle ........ 316
8.2.4.3 Das Potential der Belegung f=1 ..... e 317
8.2.5 Ableitungen des Doppelschichtpotentials .............. 320

8.2.6 Integralgleichungen mit dem Doppelschichtoperator . . ..324
8.2.6.1 Formulierung der Dirichlet-Randwertaufgabe . ..324
8.2.6.2 Formulierung der Neumann-Randwertaufgabe ..326

8.2.7 Nichtglatte Kurven bzw. Oberflachen ................. 328




10 p Inhaltsverzeichnis

8. Die Integralgleichungsmethode (Fortsetzung)

8.3 Eine hypersingulire Integralgleichung ..................... 330
8.4 Ubersicht: Integralgleichungen fiir die Laplace-Gleichung ..334
8.5 Die Integralgleichungsmethode fiir andere Differential-

gleichungen ........... ... ... ... 335
8.5.1 Gleichungen zweiter Ordnung ... ...................... 335
8.5.2 Gleichungen héherer Ordnung. . ....................... 336
8.5.3 Systeme von Differentialgleichungen .................. 337

9. Die Randelementmethode ...... ... .. ... ... .. ... ......... 339
9.1 Konstruktion der Randelementmethode . .................... 339
9.1.1 Definition der Randelementmethode ................. .. 339
9.1.2 Galerkin-Verfahren .......................c.......... 339
9.1.3 Kollokationsverfahren ............................... 340
9.1.4 Konvergenz im kompakten Fall . .................... L0341
9.1.5 Konvergenz im Falle elliptischer Bilinearformen ....... 341

9.2 Die Randelemente .......... ... .. .. it 344
9.2.1 Elemente im zweidimensionalen Fall ................... 344
9.2.2 Geometrische Diskretisierung ...................... ... 345
9.2.3 Elemente im dreidimensionalen Fall ................... 346
9.2.4 Fehlerbetrachtungen .............. ... ... ... .. ... 347

9.3 Mehrgitterverfahren ........... ... ... .. i 348
9.3.1 Gleichungen zweiter Art ................ . ... ... ... 348
9.3.2 Gleichungen erster Art .............cccviiiuninnnn.n. 349

9.4 Integration ............ PP 351
9.4.1 Exakte Integration ............... e 351
9.4.2 Numerische Quadratur ......... ... ... ... ... ... ..., 354

9.5 Verfahren hoherer Ordnung ............ ... . iiviivenn... 355
9.5.1 Hohere Elementansdtze .................c.ccovvivunn.n. 355
9.5.2 Ein spezielles Verfahren mit flachen Dreieckselementen. 356

9.6 Losung inhomogener Gleichungen.......................... 357
9.7 Berechnung des Potentials . ............ .. ... ... ... ....... 358
9.7.1 Auswertung des Potentials ........................... 358
9.7.2 Auswertung der Ableitungen . .............. ... ... .... 358
9.7.3 Fehlerbetrachtungen .................. ... ........... 359
974 Extrapolation .......... ... ... i 359

9.8 Alternative Matrixdarstellungen ................ ... ... ... 359
9.8.1 Die Konstruktionder Cluster ......................... 360
9.8.2 Der Clusterbaum ............... B N 360
9.8.3 Die Clusterentwicklung ............ ... ... ... ... ..., 361
9.8.4 Zuldssige Cluster ......... .. ... it 362
9.8.5 Zulissige tiberdeckungen ............................ 362
9.8.6 Matrix-Vektor-Multiplikation ........................ 362
Literaturverzeichnis ........ .. .. . i 364
Stichwortverzeichnis ........ ... ... ... ittt 369

11

Notation

Formelnummern: Gleichungen im Unterkapitel x.y sind mit (x.y.1),
(x.y.2) usw. durchnumeriert. Die Gleichung (3.2.1) wird im gleichen
Unterkapitel 3.2 nur mit (1) zitiert, wihrend sie in anderen
Unterkapiteln des Hauptkapitels 3 als (2.1) bezeichnet wird.

Satznumerierung: Alle Sitze, Definitionen, Lemmata etc. werden
gemeinsam durchnumeriert. Die Zitierung ist analog zum oben
Gesagten: Das Lemma 3.2.7 wird in Unterkapitel 3.2 als «Lemma 7»

bezeichnet, wihrend es in anderen Unterkapiteln des Abschnittes 3
«Lemma 2.7» heiBt.

Konstanten: Eine Formelzeile wie z.B. 1K,,i <C wird hiufig verwendet,
ohne daB C definiert wire, und ist wie folgt zu lesen: Es gibt eine
Konstante C, so daB §K i < C gilt. Dabei ist C von den jeweils relevanten
Parametern (hier: nelN) unabhiingig. Der Wert von C kann bel jedem
Auftreten unterschiedlich sein. Soll ein fester Wert bezeichnet werden,
wird C mit einem Index versehen (z.B. EK 8 <Cg).

‘ Spezielle Symbole, Abkiirzungen und Konventionen:

a,b Intervaligrenzen: I={a,b]

Bild(T) Bildraum des Operators T

C komplexe Zahlen

C Konstante (siehe oben)

C,ck cx ck, o Riume der stetigen Funktionen etc. {vgl. §1.2)
ck Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen etc. (vgl. §1.2.2)
ok Raum der Holder- bzw. Lipschitz-stetigen Fkt. (vgl. §1.3.2)
cond Kondition (einer Matrix)

D Definitions- und Integrationsgebiet

dist(x,M) Abstand von xeR? zu McR?
f unbekannte Funktion der Integralgleichung
In semidiskrete Losung der Integralgleichung

g bekannte Funktion in der Integralgleichung
h Schrittweite der Diskretisierung

H¥ Sobolev-Raum (vgl. Seite 117)

I Intervall (der Integration); Identitdt (identischer Operator)
I Einheitsmatrix

k Kernfunktion in K

K Integraloperator

K(X.Y) kompakte, lineare Abbildungen von X nachY
K, semidiskreter Integraloperator (vgl. §4.1.1)
K, Matrix der Diskretisierung (vgl. §5.1.1)

K. (x) Kugel mit Radius r um x

¢

Diskretisierungsstufe (vgl. §5.3)
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?, L, L=
Ll' Li,n
L(X.,Y)
log

n

n, n(x)
N

N,

o(-)

o{-}
o.B.d.A.

Notation

Funktionenrdume (vgl. §1.3.3)

Lagrange~-Funktionen

beschrinkte, lineare Abbildungen von X nach Y

natiirlicher Logarithmus

Diskretisierungsparameter

Normalenrichtung im Punkt x der Kurve bzw. Oberfliche
natiirliche Zahlen {1,2.3,...}

Nu{0}={0,1,2,...}

Landau-Symbol: f(a)=0O(g(a}}, falls 1f(a}i<Cig(alt
beim zugrundeliegenden GrenzprozeB a—0 oder a->w
Landau-Symbol: flal=olg(al}), falls |f{a)l/1g{a)}i>0
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

Q. Qn Qn'[. Qr. Q[a,b] Quadraturformel

Wy
Q.. Q,

reelle Zahlen

Vorzeichen von x, wobei sign(0)=0
von {...} aufgespannter linearer Raum
Gewichte in der Quadraturformel Q
Banach-Riume

Dualriume

Unterraum {vgl. §4.4.1, §4.5.1)

ganze Zahlen

Kurve im R? oder in C bzw. Oberfliche im R3
Kronecker-Symbol: ;=1 fiiri=j, ;=0 sonst
(Lebesgue-)MaB der Menge A

Spektrum des Operators T (vgl. §1.3.9)
Interpolation, Projektion

Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel
Innen- und AuBengebiet (vgl. Bemerkung 7.1.11d)

f(x+0). f(x-0) rechts- bzw. linksseitiger Grenzwert

T:
T*

w3y o

Tk

dualer Operator zu T {vgl. §1.3.6)
adjungierter Operator zu T (vgl. S.127)
AbschiuB der Menge

Rand der Menge 0

Normalableitung {vgl. S. 276)

Cauchy-Hauptwert (vgl. §7.1)

Gradient

Laplace-Operator (vgl. §7.4)

Betrag, in §§7-8 auch Euklidische Norm

1. Einleitung

1.1 Integralgleichungen

Eine spezielle Integralgleichung ist aus der Analyse gew&hnlicher
Differentialgleichungen  wohlbekannt. Das  Anfangswertproblem

(1.1.1) y{x)=f{x,y) firxzxy, y{xgl=yg,

wird durch Integration von x, bis x in die Form
1.1.2) y(x)=yo + | F(E.y(E))dE fiir x> x
a

gebracht, da die Integraldarstellung (2) fiir den Beweis der Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung der Differentialgleichung (1)} besser
geeignet ist.

Allgemein ist eine Integralgleichung eine Gleichung fiir eine
unbekannte Funktion f, wobei f u.a. im Integranden eines Integrals
auftritt. Die Integraigleichungen werden weiterhin nach Merkmalen
unterschieden, die im folgenden verbal charakterisiert werden.

Fredholmsache Integralgleichung: Das Integral erstreckt sich iiber ein
festes Intervall des R! oder einen allgemeineren festen
Integrationsbereich (Teilmenge des RY, Kurve, Oberfliche etc.).

Voltarrasche Integralgleichung: Das Integral erstreckt sich iiber einen
mit der Variablen x sich verdndernden Bereich (vgl. (2)}.

Unabhingig von dieser Kennzeichnung ist die folgende Einteilung:
Integralgleichung 1. Art: Die unbekannte Funktion kommt nur im
Integranden vor.

Integralgleichung 2. Art: Die unbekannte Funktion erscheint auch
auBerhalb des Integranden.

Wie bei Differentialgleichungen unterscheidet man

lineare Integralgleichungen: Die Gleichung ist linear in der unbe-
kannten Funktion. Im sonstigen Fall spricht man von einer

nichtlinearen Integraigleichung.

FEine weitere Unterteilung ist von den vorhergehenden Charak-
terisierungen unabhingig und betrifft die Integralbildung:

regulire Integralgleichung: Das Integral existiert als eigentliches
Integral.

schwach singuliire Integralgleichung: Das Integral existiert als
uneigentliches Integral.

stark singuliire Integralgleichung: Das Integral muB durch eine
spezielle Regularisierung (z.B. Cauchy-Hauptwert) erklirt werden.
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Zur I[llustration sei eine Reihe von Beispielen angegeben, wobei g eine
gegebene und f die gesuchte Funktion ist.

lineare Fredholmsche Integralgleichung 2. Art:

(1.1.3) flx)=g(x) + fk(x.y)f(y)dy fur xela,bl,
lineare Fredholmsche Integraigleichung 1. Art:

(1.1.4) glx) = fk(x.y)f(y)dy fiir xela,bl,
lineare Volterrasche Integralgleichung 2. Art:

(1.1.5) flx)=g(x) + [kix.y)f(y)dy fiir x>a,
lineare Volterrasche Integralgleichung 1. Art

(1.1.6)  g(x) = [k(x.y)f(y)dy fiir x>a,
nichtlineare Fredholmsche Integralgleichung 2. Art:

b
(1.1.7a) filx)=g(x} + Jk(x,y,f(x),f(y))dy fir xela,bl,
oder

{1.1.7p) f(x)=;=(x,fk(x,y,f(x),f(y))dy) fiir xela,b].

Spezielle Untertypen von (7a) sind die Urysohn-Gleichung
b
(1.1.8) fOI=g(x) + [k(x,y,f(y))dy - fiir xela,b}

und die Hammerstein-Gleichung
(1.1.9) fix)=gix) + zk(x,y)G(y,f(y))dy fiir xela,bl.

Ein spezielles Beispiel fiir eine schwach singuldre Volterrasche
Integralgleichung von 1. Art ist die Abelsche Integralgleichung

X
11100 g0 = [HAdy  fir x3a,
a

die in §6 ndher untersucht werden wird.

Ist L eine {glatte) Kurve in der kompiexen Zahlenebene C, so stelit
(1.1.11) g(z)=f (_; dig fiir zeL

ein Be;splel fiir eine stark singulire Fredholmsche Integralgleichung
1. Art iiber einer Kurve dar. Gleichung (11) wird in 8§7 analysiert werden.

Gelegentlich treten Integralgleichungen auf, die zusitzlich
(unter dem Integral oder auBerhalb) Ableitungen der unbekannten
Funktion enthalten. In diesem Falle spricht man von Integro-
differentialgleichungen.
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Im Falle von Differentiaigleichungen unterscheidet man Gleichungen
nach ihrer Ordnung. Da die Integration die Umkehrung der
Differentiation ist, kénnte man vermuten, daB es auch Integrationen
verschiedener Ordnung gibt. Dies ist nicht der Fall, wie die folgende
Ubungsaufgabe zeigt. Trotzdem wird es spiter (Bemerkung 8.3.4)
moglich sein, eine Ordnung zu definieren, die jedoch von ungewohnter
Art ist, da sie nicht ganzzahlig zu sein braucht.

Ublmguufgabel 1.1 Die Abbildungen f+> F(£}:i= fk (E,y)}f{y}dy und

Frs G(x):= ik (x,E}JF(E)dE sind zwel nacheinander ausgefiihrte
Integrationen. Man zeige: Die zweifache" Integration f > G 148t

sich als emfache Integration G(x )= lgk( x,y) f(y)dy darstellen, wobei
kix,y)i= ; kp{x,E) k(E,y)dE fiir x2y2a.

1.2 Grundlagen aus der Analysis

1.2.1 Stetige Funktionen

Im folgenden sei D eine endlichdimensionale Definitionsmenge
(z.B. DcR, DcR9 oder Kurve bzw. Oberfliche). Fiir die auf D stetigen
und stets als reellwertig angenommenen Funktionen wird

(1.2.1) C(D)} := {f: stetige Funktion auf D}

oder auch C9%D) geschrieben (vgl. (2)). Die k-fach stetig
differenzierbaren Funktionen bilden die Menge

(1.2.2) CHD) «=
- {f: alle I-fachen Ableitungen gehdren fiir 0<f<kzu C(D) },

wobei im mehrdimensionalen Falle alle partiellen i-fachen Ableitungen
gemeint sind. In (2) kann k alle Werte 0,1,... und auch © annehmen.
C®(D) ist demgemdB die Menge der auf D unendlich oft differenzier-
baren Funktionen.

1.2.2 Lipachitz-stetige Funktionen

Eine Funktion f heiBt global Lipschitz-stetig auf D, wenn
(1.2.3a) (X )=f(x")1 < LIX -x"1 fiir alle x’,x"eD.
In diesem Fall heiBt L die Lipschitz-Konstante von f.

Eine Funktion f heiBt auf D fokal Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem
xeD eine Umgebung U, und eine Lipschitz-Konstante L, gibt, so daB

(1.2.3b) () -f(x"H < L Ix -x"} fiir alle x", x"el,,.

In (3a,b) ist 1-¥ eine Norm auf D (vgl. §1.3.1). Die Wahl der Norm spielt
wegen der Aquivalenz der Normen (vgl. Bemerkung 3.3) keine Rolle,
beeinfluBt aber die GréBe von L bzw. L,. Die Mengen der lokal
bzw. global Lipschitz-stetigen Funktionen werden mit
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(1.2.4a) Criok (D} :={f: [ ist lokal Lipschitz-stetig auf D},
{1.2.4b) C (D) s={f: f ist global Lipschitz-stetig auf D}
notiert.

tibungsaufgabe 1.2.1 Man zeige: (a) Die vorstehend eingefiihrten
Funktionenmengen bilden einen linearen Vektorraum unter der iiblichen
punktweisen Addition der Funktionen und der Multiplikation mit einem
skalaren Faktor AeR. (b) Aus der globalen folgt die lokale Lipschitz-
Stetigkeit und aus dieser die Stetigkeit, d.h.

CL(D) < CL,lOk(D) c C(D).

() CH(D) e Cp 1ok (D). (d) Ist D kompakt (d.h. abgeschlossen und
beschrinkt, vgl. §1.3.8), so sind die lokale und giobale Lipschitz-
Stetigkeit identisch: Cj 1, (D)=C (D). (e} Auf D=R ist
fix):=11-e>l lokal, aber nicht global Lipschitz-stetig.

Indem man in (2) C(D) durch C (D) bzw. Cp jou (D) ersetzt,
definiert man die Riume der k-fach lokal bzw. global Lipschitz-stetig
differenzierbaren Funktionen:

(1.2.5a) CHiok(D) 1= {f: fVeCy 11 (D) fiir 0<I<Kk]),
(1.2.5b) CE(D):= (f: F®PeCy(D) fiir 0sP<k}.

tlbungsaufgabe 1.2.2 (a) Man iibertrage tibungsaufgabe 1a-d auf
die Funktionenklassen (5a,b). (b) f(x)=1x1%eC§ |, (R}, falls o> k.

1.2.3 Hblder-stetige Funktionen

Die Abschétzungen (3a,b) kénnen zu
(1.2.6a) RO )= fIx I € L U ~x"¥ fiir alle x*,x"el, .
(1.2.6b) (X ) -fIx"H<LEix ~x"1* fiir alle x",x""eD

mit O<A<! verallgemeinert werden. Eine Funktion f heiBt auf D
lokal Hélder-stetig (zum Exponenten 1), wenn es zu jedem
xeD eine Umgebung U, und eine (Holder-)Konstante L, mit (6a) gibt.
Eine Funktion f, die (6b) erfiillt, heiBt auf D global Holder-stetig
(zum Exponenten }). Die Mengen werden abgekiirzt durch

(1.2.7a) Ciox (D):=(f: f ist lokal Holder-stetig zum Exp. X auf D},
{1.2.7b) CMD) := (f: fist global H5lder-stetig zum Exp. A auf D).

Ist 0<i<1 und keNy, so bildendie k-fach Holder-stetig differenzier-
baren Funktionen die Mengen

(1.2.7¢) CRR (D)= {f: fWeC (D) fiir Ok},
(1.2.7d) Ck*A (D)= {f: FPeCrMD) fiir 0O<lsk).

Fiir jedes x>0 ist C*( D) definiert: Fiir xeN, trifft die Definition (2) zu;
ist dagegen x nicht ganzzahlig, existiert eine eindeutige Darstellung
x=k+x mit keNyp und O0<i<1, und C*(D) ist durch (7d) definiert.
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tibungsaufgabe 1.2.3 (a) Man iibertrage Ubungsaufgabe 1a-d auf die
Funktionenklassen (7a-d). Insbesondere gilt CKi2(D)=Ck*2 (D) fir
kompakte D. Fiir alle D ist C§ jo (D) C}AMD) und CE(D) e CK*A(D).
by flx)=1x1%eC*([-1,11) fiir alle a2 0. (e} f(x,y) gehbre bei
festem yeD zu C*(D) mit einer von y unabhéngigen Holder-
Konstanten. Ebenso gehore f{x,y) bei festem xeD zu C*(D) mit
einer von- x unabhingigen Hblder-Konstanten. Dann ist fe CX(DxD).
{d) Sei feC*(D) mit Holder-Konstanten L. Dann 1dBt sich die zweite
Differenz {[f(x+s4-rz}—f'()u—)z)]/e"‘--[f(x-'-s)—f(x)]/s"‘}/rz'3 fiir
0<B<A<1 durch 2 Le*~ =~ 8 beschrinken.

Als normierter Raum wird C*{D) noch geringfiigig modifiziert
werden. Ferner werden in (3.4f) die Riume C*(D} eingefiihrt werden.

1.3 Grundlagen aus der Funktionalanalysis

1.3.1 Banach-REume

X sei ein linearer Vektorraum (endlicher oder unendlicher
Dimension). Eine Norm lMix=11 auf X ist eine Abbildung von X auf
{0, )}, die die folgenden Normaxiome erfiillt:
(1.3.1a) Ixi=0 nur fiir x=0,
(1.3.1b) Paxi=1A18x1 fiir alle xeX und alle AeR (bzw. C),

(1.3.1¢) Ix+yl<hxk+Myl fiir alle x,yeX (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X,)M) bezeichnet einen normierten Vektorraum. Treten
mehrere Vektorriume auf oder ist die Wahl der Norm nicht
offensichtlich, wird das Symbol des Raumes als Index des
Normzeichens hinzugefiigt: Iy, Lly usw.

Die offene Kugel in X mit Radius r>0 um xeX wird mit
1.3.2) K (x):={EeX: Ux—E Ny <r)

bezeichnet. Die Norm ¥l definiert eine Topologie: UcX ist eine
Umgebung von xeX, falls K. (x)el fiir ein r>0. Unter der
Konvergenz x,x in X wird die Normkonvergenz

x,-xly =0

verstanden. Eine Folge { x,,} in X heiit konvergent, wenn es ein xeX mit
X~ x gibt. Die Folge {x,} heiBt Cauchy-konvergent in X, wenn zu jedem
¢>0 ein neN existiert, so daB ¥x, - x, Ix<e fiir alle v,z>n. Eine kon-
vergente Folge ist stets Cauchy-konvergent. Die Umkehrung fiihrt zur

Deflnition 1.3.1 Der normierte lineare Raum (X, #1) heiBt vollstindig,
wenn jede Cauchy-konvergente Folge in X auch konvergent ist.
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Definition 1.3.2 Fin vollstindiger normierter linearer Raum heiBit
Banach-Raum.

Triviale Beispiele fiir Banach-Raume sind die endlichdimensionalen

Vektorraume RY mit der Maximumnporm (3a) oder der Euklidischen
Norm (3b} fiir die Vektoren x={x,...,xg4}:

(1.3.3a) Ex¥ = max{lIxg: I1<i<d},
d
{1.3.3b) Exh, = (IZ’(x,lz)‘/z.

DaB die Wahl der Norm in den Ungleichungen (3a,b} und (6a,b}
unwesentlich ist, ist eine Folge der

Bemerkung 1.3.3 Alle Normen auf einem endlichdimensionalen Vektor-
raum X sind dquivalent, d.h. fiir jedes Paar I} und %8 von Normen gibt
eine Konstante C, so daf

Ix¥<C HxE, BxB <Cx1 fiir alle xeX.
Beweis. vgl. Hackbusch [3,§2.6.2] .

1.3.2 Banach-Riume C*(D), C} (D), E%(D)
Sei feC(D). Durch
(1.3.4a) =0, pi=sup{if{x)l: xeD}

ist die Supremumsngrm definiert. Da das Supremum in (4a) i.a. auch den
Wert « annehmen kann, ist -1, noch keine Norm auf C(D). Es ist aber
eine Norm auf der Teilmenge der beschridnkten stetigen Funktionen:

(1.3.5) Cp(D)i={feC(D}): Kf) _<o}.

ttbungsaufgabe 1.3.4 Man zeige: Cp(D}=C(D) fiir kompakte D.

Da fiir kompakte D in (4a) das Supremum durch das Maximum
ersetzt werden kann, nennt man f-1_, auch die Maximumnorm (auf D).

Fiir den normierten Raum (C,(D),#-f_) wird aber traditioneil
wieder (C(D}, k-1, ) geschrieben.

Bemerkung 1.3.5 (a) Die Konvergenz f,~>f beziiglich der
Supremumsnorm W, p ist die gleichmiBige Konvergenz auf D.
(b) (C(D),¥-K_) ist ein Banach-Raum.

Beweis zu (b). Die Grenzfunktion stetiger f,, bei gleichmaBiger
Konvergenz ist stetig. Also ist (C(D), 1-1_) vollstindig. @

Analog ist (CK(D),k-1-k.p,), keN,, der Banach-Raum, der die
beziiglich V-1 ~kp, beschrinkten Funktionen aus Ck(D) enthilt, wobei

(1.3.4b) ANk py=max{f DU, ,: 0<I<k)
die gleichmiBige Konvergenz aller Ableitungen f(#’, 0<f<k, beschreibt.

N »W&W e g e e e
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Fiir global Lipschitz-stetige Funktionen verwendet man die Norm
(1.3.4¢) lflcl(p)*=max(|flw'u, Lg},

wobei Ly die kleinste Konstante ist, die die Lipschitz-Abschitzung
(2.3b) erfiillt. Fiir fe C¥(D) definiert man in Analogie zu (4b} die Norm

(1.3.4d) Lf ¥ ck(py = max {1 P e py: O<I<k].

Die Holder-stetigen Funktionen bilden den  Banach-Raum
(C*(D),¥-Kexep,), der fiir xeN g schon in (4b) definiert ist. Sei x=k+2X
mit kelN ; und O<X<1. Fiir k=0 wird

(1.3.491) Iflcx“,y:max( Ifleo,D’Lf,x) fiir O<x<1,

wobei L= L¢ ,, die kleinste Konstante Ist, die der Abschétzung (2.6b) fir
X=x geniigt. Fir x=k+X, kelN und 0<X<1 setzt man

(1.3.4e0)  MfUexopyi=max{ Mgk p, M F0eaep))  fiir x=k+r.

Bei spiteren Fehlerabschidtzungen werden wir mit der C‘f_-‘( D)-Norm
die gleichen Schranken erzielen wie mit der C¥(D)-Norm, obwohl CE~#(D)
unter gewissen Bedingungen an D einen echten Unterraum von ck(p)
darstellt. Man gelang daher zu gleichen Resultaten, wenn die Riume

C*¥(Db) fiir x=0 und nicht-ganzzahliges x>0,
CY7UD) fiir xeN.

anstelle von C*(D), x>0, zugrunde gelegt werden.

(1.3.40 6*(1))::{

1.3.3 Banach-Riume L!(D}, L% D), L=(D)
Weitere Beispiele fiir Banach-Réume und zugehérige Normen sind
(1.3.5a) LY D):={f: Lebesgue-integrierbar ilber D} mit
(1.3.50) = 170G,
(1.3.6a) LZ(D)i={f: f meBbar und f2eL' (D)} mit
(1.3.6b) =l 1 0nax]?
{1.3.7a) L®(D):={f+ meBbarin Dund Ifl,<x}, wobei
(1.3.7b) Ufly:=Inf {sup { If(x)l: xeS}+ ScD mit u{D\S}=0}.
In den bezeichneten Riumen werden zwei Funktionen identifiziert,
wenn sie bis auf eine Menge vom Ma8 null iibereinstimmen. Genau ge-
nommen sind deshalb die Elemente der Réume L(D), LZ(D) und L®(D)
keine Funktionen, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen. Die Norm
1 fl, stimmt fiir die stetigen Funktionen C(D}cL®(D) mit der Supre-
mumsnorm (4a) iiberein. Mit «C(D}cL®(D)» ist gemeint: Flir jedes
feC(D) gibt es eine Aquivalenzklasse ®eL®(D) mit fe®. Die rechte
Seite in (7b) wird auch «wesentliches Supremum» («vrai max» oder

«sup ess») von f genannt. Es beriicksichtigt, daB f auf jeder Menge D\ 5
vom MaB u(D\ §)=0 beliebig definiert werden kann, ohne f zu dndern.
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1.3.4 Dichte Tellriume

Definition 1.3.6 Sei AcX eine Untermenge eines Banach-Raumes X.
Wenn der AbschluB A mit X iibereinstimmt, heiBt A dicht in X. Ist A
auBerdem ein Unterraum, so heiBt A dichter Unterraum.

ttbungsaufgabe 1.3.7 Man zeige: A ist genau dann dicht in X,
wenn zu jedem xeX und jedem &>0 ein aeA mit kx-al<s existiert.

Satz 1.3.8 (Approximationssatz von WeierstraB) DcRY sei
kompakt. Der Unterraum aller Polynome ist dicht in C(D).

Ein weiteres Beispiel enthilt die

1.3.9 Ein dichter Unterraum in X=L?(D) ist Cy,(D):=
{(feC(D): Trager(f) kompakt). Dabei ist der Triger von f durch

Triger(f) := {xeD: f{x)+0}
definiert.

1.3.5 Banachscher Fixpunktsatz

Satz 1.3.10 Sei X ein Banach-Raum und &: X~ X eine kontrahierende
Abbildung, d.h. es gebe eine Zahl 0<q <1, so daB

(1.3.8) AP (x)-D(y)h<glx-yl flir alle x,yeX.

Dann gilt: (i) Die Fixpunktgleichung

(1.3.9) x*=¢(x*)

hat genau eine Lsung x*eX. (ii) Fiir jeden Startwert x%¢ X wird durch
(1.3.10a) x'*' .= ¢ (x!)

eine Folge {x'} definiert, die gegen die Lésung x* von (9) konvergiert.
(i) Es gilt die Fehlerabschitzung

(1.3.10b)  Dx*x'¥ < g'hx'-x%0/(1-q).

Beweis. (i) Man wende Ungleichung (8) auf x:=x! und y:=x*! an:
(1.3100)  Ix M _xh<qgix? -x!"11<qlixi-x% fiiriz1.
Die Dreiecksungleichung und Summation iiber j=i,i+1,...,k-1 Hefern

IxKoxil g Bxk oxk=Tyy | slx!H _xi) g
S (g* T e @) ix-x = (g'-gMINxT-x00/(1-q).

Also ist {x !} eine Cauchy-Folge, die im Banach-Raum gegen ein x*eX
konvergiert. Die Lipschitz~Bedingung (8) impliziert Stetigkeit von o;
somit ist x*=1im x'*!=lim #(x) =®(x*), d.h. x* ist eine Lésung von (9).
(b} Seien x* und x** zwei Losungen von (9). Aus (8) schlieBt man
b x*-x™1<g 1 x*~x**1 mit g<1, also | x*-x™1=0. Damit ist die
Eindeutigkeit der Lésung bewiesen.
(c) Fiihrt man in (10d) den Limes k= « durch, erhélt man (10b). @

1.3.10d)
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1.3.6 Lineare Operatoren

Im folgenden werden lineare Abbildungen A:xe> Ax von einem
Banach-Raum X in einen weiteren Banach-Raum Y betrachtet,

wobei hiufig X=Y. Ein solcher «Operator» A: X>Y heit beschrinkt,
wenn die Operatornorm
(1.3.11a)  VAlyox:=sup(RAxby /Axhy: O%xeX)

endlich ist. Wie der Name besagt, erfiillt die Operatornorm I-ly . x die
Normaxiome (la-c).

Die Beweise zum niichsten Satz finden sich in den Anfangskapitein
jedes Buches tiber Funktionalanalysis (z.B. Heuser [1,§101).

Satz 1.3.11 (a)} Ein linearer Operator A:X-Y ist genau dann stetig,
wenn er beschrdnkt ist. (b) Die mit

L(X.Y):= {A+ X»Y linear und stetig)
bezeichnete Menge bildet einen linearen Raum. Versehen mit der
Operatornorm -1y x wird L(X,Y) zu einem Banach-Raum. {(c) Es gilt
{1.3.11b)  ¥AxMly SFAly_xhxly fliralle AeL(X,Y)und alle xeX.

(d) Fiir AeL(X,Y) und BeL(Y,Z} ist das Produkt BA durch die Hinter-
einanderausfithrung (BA)x=B(Ax) definiert. Es gilt BAeL(X,Z) und

tibungsaufgabe 1.3.12 Sei AeL(X,Y). (a) Man beweise, daB 1 A¥y x=
sup{lAxty : xeX, Ix¥x<1) eine zu (11a) dquivaiente Definition ist.
(b) Aus ¥AxKy <Clxly filr alle xeX folgere man VAly . yx < C.
{c) C sei die kleinste Konstante, so daB Y Axly <Clxly fiir alle xeX.
Man zeige C=VAly . x.

Aus dem Satz von der offenen Abbildung (vgl. Heuser [1,§39] oder
Yosida [1,811.51) folgt der

Satz 1.3.13 (Satz von der stetigen Inversen) X und Y seien
Banach-Riume. Ist Ael(X,Y) bijektiv (also injektiv und surjektiv),
so gilt auch A~ 1eL(Y,X).

Der folgende Satz zeigt, daB die invertierbaren Operatoren eine
offene Menge in L(X,Y) bilden.

Lemma 1.3.14 X und Y seien Banach-Riume. Es gelte S, Tel(X,Y),
T-leL(Y,X)und

(1.312a) 8S-THy x#T hyxey<1.
Dann gilt auch S™!e L(Y,X) und
(1.3.12b) US~Myey < UT Myoy/[1-08-Thx 1T xey].
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Beweis. Sei yeY. Die Abbildung ®(x):=T ' (T-$S)x+T~!y ist kontra-
hierend, da 0P (x)-P(x My=0T (T~S)x-x"Mxsqlx-xx mit
q:=0T "y yUS-Tlhy yx<1. Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 10)
garantiert die eindeutige Losbarkeit von x=®{x). Diese Fixpunkt-
gleichung ist dquivalent zu Tx=T® (x)=(T~S)x+y und Sx=y. Damit
ist S bijektiv und S™'eL(Y,X) (vgl. Satz 13). In (10ab} wihle man
x%=0, dh. x!=0(x%)=T~!y. Abschitzung (10b) liefert

1S7yly = Ixly = Ux-x%%x € q%Ux'-xOhy/(1-q)=
=UT lyhye/(1-q) AT Myeyhyly/(1-q)
fiir ein beliebiges yeY. Damit ist 1S ™!y y < 0T "l y /(1-q). -]

Ein spezieller Banach-Raum sind die reellen Zahlen R bzw. die
komplexen Zahlen C mit dem Betrag als Norm. Fiir die Wahl Y=R
bzw. Y=C wird X': = L(X,Y) der (reell- oder komplexwertige) Dualraum
genannt. In Ubereinstimmung mit (11a) ist fpdy r=sup {lo(x}+ xeX}
die Dualnorm. Jedem Operator AeL(X,Y) l4Bt sich ein dyaler Operator
A’eL(Y’,X’) zuordnen. Der Wert A’'y’eX” fiir ein y'eY' ist durch
(A'y' Hx):=y ( Ax) definiert.

1.3.7 Satz von der gleichm¥Bigen Beschrinktheit
In den numerischen Anwendungen erhilt man hdufig eine Folge T,

von Operatoren, flir die man gleichmiBige Abschidtzungen benétigt.
Eine Aussage hierzu ergibt der

Satz 1.3.15 (Satz von der gleichmiBigen Beschrinktheit) X und Y seien
Banach-Rédume. Fiir die Folge T, eL(X,Y)}, neN, gelte

(1.3.132) sup{IT,xly: neN) < » flir alle xeX.
Dann ist die Folge I T,y  x gleichmiBig beschrinkt:
(1.3.13b)  sup (8T, My x* neN} < » .

Beweis. vgl. Heuser [1,§40] oder Yosida [1,811.1].

Da eine konvergente Folge insbesondere beschrinkt ist, folgt die

Bemerkung 1.3.16 X und Y seien Banach-Riume. Fiir die Folge
T,eL(X,Y), neN, existiere Jim T, x fiir alle xeX. Dann folgt (13b).

In Bemerkung 16 kann durch
Tx:= lim T x
n->ox

eine lineare Abbildung T definiert werden, fiir die Tel( X.Y)
nachgewiesen werden kann. Eine Variante des Satzes von der
gleichmiéBigen Beschrinktheit, die die punktweise Konvergenz
Tnax > Tx zugrunde legt, ist der
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Satz 1.3.17 (Satz von Banach-Steinhaus) X und Y seien Banach-Riume.
Die Operatoren T,¢ L(X,Y) konvergieren genau dann punktweise
gegen T el(X,Y), d.h.

(1.3.14a) T,x->Tx inX firalle xeX,

wenn die gleichmiBige Beschrinktheit (13b) erfiillt ist und eine
dichte Menge Mc X existiert, so daB

(1.3.14b) lim T,x inX firalle xeM existiert.

Beweis. () Aus (14a) folgen (13b) nach Bemerkung 16 und (14b).

(i) Sei £eX und x; eine Folge aus M mit x, > £. Man spalte (T,- T, )&
in T (E-xg )+ (T ~To)xp+ Th(x,-E) auf. Wegen (13b) konnen der
erste und letzte Summand unabhiéngig von n und m durch geeignete
Wahl von k hinreichend klein gemacht werden. Ist k aber fest gewihit,
stebt der mittlere Term fiir n,m-> o gegen null. Damit ist T, £ eine
Cauchy-Folge, die in Y gegen einen Wert =: T§ konvergiert. =

Bemerkung 1.3.18 Die punktweise Konvergenz (14a) folgt aus der
Konvergenz A T,,- Tty x - 0 in der Operatornorm, aber nicht umgekehrt.
Wenn T, nicht in der Operatornorm, sondern nur punktweise gegen
T konvergiert, so gibt es xeX, so daB T,x beliebig langsam gegen
Tx strebt. Letzteres bedeutet, daB es keine positive Nullfolge {a,}
gibt, so daB sup{# T, x-Txly/a,: neN}<ow (dh ¥T,x-Txly <O(a,}).

Beweis. Wiirde die Konvergenzgeschwindigkeit mindestens Ofea,,)
betragen, wlirde S,:=(T,-T}/«, der Bedingung (13a) geniigen.
Nach Satz 15 widre S, ly.x<C gleichmdBig beschrinkt, d.h.
VT,-Thlyx € Ca,~+ 0 konvergiert in der Operatornorm. oz

1.3.8 Kompakte Mengen und kompakte Abbildungen

Sei X ein Banach-Raum. Eine Teilmenge M c X heiBt prikompakt,
falls jede Folge x;eM eine in X konvergente Teilfolge besitzt.
Mc X heiBt kompakt, falls M auBerdem abgeschlossen ist.

Ubungsaufgabe 1.3.19 (a) In X=R9 stimmen die Begriffe «prikompakt»
und «beschrénkt» liberein. (b) Prikompakte Mengen sind stets
beschrinkt. {c¢} Das Bild einer [prilkompakten Menge unter einer
stetigen Abbildung ist wieder [prilkompakt.

{ibungsaufgabe 19a beschreibt den einzigen Fall, fiir den
«prikompakts und «beschrinkt» zusammenfallen. Es giit ndmlich die

Bemerkung 1.3.20 Die Einheitskugel {xeX: ¥xI<1} eines Banach-
Raumes X ist genau dann kompakt, wenn dimX <.

Definition 1.3.21 X,Y seien Banach-Riume. Ein Operator TeL(X,Y)
heiBt kompakt, wenn das Bild {Tx: xeX, ixly <1} der X-Einheits-
kugel in Y priakompakt ist.
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{lbungsaufgabe 1.3.22 Man zeige: (a) TeL(X,Y) ist genau dann
kompakt, wenn jede beschrinkte Folge x; aus dem Banach-Raum X eine
Teilfolge x,, besitzt, so daB Txy, im Banach-Raum Y konvergiert.
(b) IeL(X,X) bezeichne die Identitdt: Ix=x fiir alle xeX.
I ist genau dann kompakt, wenn dimX<w. (¢} Mit S,Tel(X.,Y)
ist auch die Linearkombination «aS+8T (a,8¢C) kompakt.
(d) Die Voraussetzung TeL{X,Y) in Definition 21 ist nicht notwendig:
Kompaktheit impliziert Stetigkeit. Hinweise. (a) Man untersuche
Epr=xp/C fiir C:=sup {hx,8: keN}. (b} vgl. Bemerkung 20.
{c) Man wiihle eine Teilfolge &;: = x;,, so daB T, konvergiert, und eine
Teilfolge &, , von £;,s0daB S&; X konvergiert. (d) vgl.Ubungsaufgabe 19b.

Aufgrund von Ubungsaufgabe 22c bilden die kompakten linearen
Operatoren einen linearen Unterraum, den wir mit K(X,Y) bezeichnen:

K(X,Y):={TeL(X,Y): T kompakt}.

Kompakte Operatoren werden gelegentlich auch als «ygllstetige»
Operatoren bezeichnet.

"

Flir kompakte Operatoren gelten die folgenden "Rechenregeln™:

Satz 1.3.23 Im folgenden seien X,Y, Z Banach-Riume.

(a) Das Produkt STel(X,ZJ ist kompakt, wenn einer der Faktoren
Tel(X,Y)oder SeL(Y,Z) kompakt ist.

(b) Fiir T,,eK(X,Y) existiere lim T, =:T in der Operatornorm. Dann
ist auch T kompakt. Damit ist K(X,Y) ein abgeschlossener Unterraum
von L(X,Y).

(¢) TeL(X,Y) ist kompakt, falls Bild(T) endlichdimensional ist.

(d) TeL(X,Y) ist genau dann kompakt, wenn der Dualoperator
T’eL(Y',X’) kompakt ist.

Die Identititen IeL(Y,Y} und IleL(X,X) diirfen nicht mit der
Inklusion (oder Einbettung) leL(Y,X) eines Unterraumes YcX in X
verwechselt werden., IeL(Y,X) und IeL(Y,Y) sind zwar algebraisch
gleich {Iy=y), es liegen jedoch unterschiedliche Topologien zugrunde.

Definition 1.3.24 X und Y seien zwei Banach-Riume mit der
Eigenschaft Yc X. Dann heiBt Y stetig bzw. kompakt in X eingebettet,
falls IeL(Y,X) bzw. IeK(Y,X).

tibungsaufgabe 1.3.25 (a) Y ist stetig in X eingebettet, falls 1-kx<Cl by
fiir ein CeR. (b) Y ist kompakt in X eingebettet, falls jede in Y
beschrinkte Folge ypeY eine in X konvergente Teilfolge besitat.

Wir wenden uns nun wieder der Definition des Begriffs «prakompakt»
zu und wollen prikompakte Teilmengen im Raum C(D) charakterisieren.
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Satz 1.3.26 (Satz von Arzeld-Ascoli) D sei kompakt und M eine Teil-
menge von C{D}. M ist prikompakt, wenn M gleichméBig beschrinkt:

(1.3.13a) sup{ffl: feM]} <=
und gleichgradig stetig ist, d.h. zu jedem >0, xeD existiere ein § mit
(1.3.15b)  If(x)~-f(yH<e fiiralle feM und x,yeD mit Ix-yl <3

Bewels. vgl. Yosida [1,§111.310

Satz 1.3.27 Sei D kompakt und O<x<}. Dann sind die Einbettungen
CMD)eC*(D) und CXD)ec (D) kompakt.

Beweis. (i) Zunidchst sei x=0 und 0.B.d.A. i<! angenommen. Ist M
eine beschrinkte Teilmenge der Holder-stetigen Funktion C*(D),
so gilt (15b) mit §:=(e/L)¥* wenn L := supldflcir,p,: feM}.

(i) Sei nun O<x<Ai<1 und Mc C*( D) eine beschrinkte Menge. GemdB
Teil (i} finden wir zu einer beliebigen Folge eine Teilfolge fieM, die in
C{ D) konvergiert. Man setze

Frlx,y)i=Lfi (x)-fi{y)1/ix-yl* filr (x,y)eDxD mit x#y.

Fp ist in x=y stetig fortsetzbar durch Fy(x,x):=0. { Fi: keN} ist eine
beschriankte Folge in C(DxD). Man rechnet nach, daB F,(x,y) bei
festem y beziiglich x zu C* *(D) gehdrt, wobei die Hilder-Konstante
von k und y unabhdngig gewdhit werden kann. Analoges gilt fiir
Fi(x,-)eC**(D). Ubungsaufgabe 2.3c zeigt, daB F; zu C**(DxD)
gehort und die Folge { Fy: keN} in C* *(DxD) beschrankt ist. Teil (i)
sichert die Existenz einer Teilfolge Fk,, die in C{(Dx D) konvergiert. Da
die Hélder-Konstante von f;~f, mit FF,-Fh_ . p iibereinstimmt
und die letzte GriBe fiir die Teilfolge gegen null strebt, ist die
Teilfolge fkj in C*(D) Cauchy-konvergent. m

1.3.9 Riesz-Schauder-Theorie

Sei TeL(X,X). Falls AI-T mit A¢C bijektiv ist {(vgl. Satz 13), heiBt A
regujdrer Wert von T, andernfalls singulidrer Wert von T. Wir definieren
das Spektrum von T durch

o(T):={XeC: A singuldrer Wert von T}.

Aeo(T) heiBt Eigenwert, falls die Gleichung Ae=Te eine nichttriviale
Losung (Eigenfunktion) eeX besitzt. Man beachte, daB o(T) im
allgemeinen auch singulire Werte ) enthalten kann, die keine
Eigenwerte sind. Der folgende Satz besagt, daB fiir kompakte
Operatoren TeK(X,X) die gleiche Situation wie fiir (endliche) lineare
Gleichungssysteme vorliegt.




26 1. Einleitung

Satz 1.3.28 (Rlesz-Schauder-Theorie) X sei Banach-Raum
und TeK{(X,X) kompakt. XeC sei von null verschieden.
(a) Entweder gilt (1) (AI-T) 'eL(X,X) oder {#1) ) ein Eigenwert.
(b) Der Eigenraum Kern(AI-T) hat die gleiche endliche Dimension
wie der Quotientenraum X/ Bild (AI-T).

(¢} Das Spektrum o(7T) besteht aus hdchstens abzihlbar vielen
Elementen, die sich nur in null hiufen kdnnen.

Der Teil (b) dés Satzes besagt insbesondere, daB AI-T genau dann
injektiv ist, wenn es surjektiv ist.

1.3.10 Hilbert-REume, Orthogonalriume, Projektionen

Definition 1.3.29 Ein Banach-Raum X heifit Hilbert-Raum, wenn auf Xx X
ein Skalarprodukt <-,-> =<., >y : XxX +> € definiert ist und mit der
Norm iber ¥fly =<f,f>¥? zusammenhingt.

Bemerkung 1.3.30 Unter den bisher genannten Banach-Riumen ist
L2(D) der einzige Hilbert-Raum. Das Skalarprodukt auf L%(D) lautet
(1.3.16)  <f.g>:= [ f(x)glx) dx fir alle f,ge LZ(D).

Zwet Funktionen f,geX eines Hilbert-Raumes X heiBen orthogonal (in
Zeichen: f1 g), falls {f,g>=0. feX heiBt orthogonal auf einer Menge McX
(Abk.: fo M), falls f. g fiir alle geM. Der Orthogonalraum zu McX ist
(1.317) M':i={geX:g.M}.

Der folgende Satz gestattet eine Zerlegung des Hilbert-Raumes:

Satz 1.3.31 V sei ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbert-Raumes
X. W:=V* sei der Orthogonalraum zu V. Dann ist X die direkte Summe
von V und W, d.h. jedes xeX hat eine eindeutige Darstellung x=v+w
mit veV und weW.

Definition 1.3.32 (a) Eine lineare Abbildung T:X- X heiBt Projektion,

wenn T=TZ (b) X sei Hilbert-Raum. TeL(X,X) heiBt orthogonale
Projektion, falls T Projektion und selbstadjungiert ist, d.h.

{Tf,g>=<Lf,Tg> fiiralle f, geX.
Die orthogonalen Projektionen sind durch ihre Bildrdume eindeutig
charakterisiert.

1.3.33 (a) TeL(X,X) sei orthogonale Projektion mit dem
Bildraum V: = Bild(T). W:=V* sei der Orthogonalraum zu V. Dann ist V
abgeschlossen und es gilt

(1.3.18a) Tx=v fiir alle x=v+w mit veV, weW,

(b) Sei V ein abgeschlossener Unterraum des Hilbert-Raumes X.
Dann definiert (18a) eine orthogonale Projektion.
(c) Eine weitere, implizite Charakterisierung von T aus (18a) lautet:

(1.3.189 v=Tx minimiert den Ausdruck inf {§x-Elx:EeV}.

1.4. Grundlagen aus der Numerischen Mathematik 27

1.4 Grundlagen aus der Numerischen Mathematik

1.4.1 Interpolation

Im folgenden sei DcRY der Definitionsbereich der interpolierenden
und der zu interpolierenden Funktionen. Auf D seien n paarweise
verschiedene Stiitzstellen
(1.4.1) Xy=XyneD (i=1,2,...,n) {x,#x; fir i+j)
gegeben. Zur weiteren Charakterisierung einer (linearen) Interpolation
sei ein linearer Unterraum
(1.4.2) V=V,cC(D} mit dimV=n

der auf D stetigen Funktionen vorgegeben. Die Interpolationsaufgabe
besteht darin, zu einem beliebigen Satz von Stitzwerten y,eR
(i=1,...,n) eine Funktion peV mit

(1.4.3) elx,)=y, fir alle i=1,...,n
zu finden. Die Aufgabe (3} braucht i.a. nicht 16sbar oder eindeutig 15sbar
zu sein, aber Lésbarkeit und Eindeutigkeit sind dquivaient. Es gilt das

Lemma 1.4.1 Die Interpolationsaufgabe (3} ist genau dann eindeutig
lésbar, wenn die Nullfunktion die einzige Losung peV von ¢{x;)=0
(1<i<n) ist.

Im folgenden ist die eindeutige Losbarkeit der Interpolationsaufgabe
stets vorausgesetzt. Unter den moglichen Basen des linearen Raumes V
ist die folgende besonders gut fiir Darstellungszwecke geeignet.

Definition 1.4.2 Die Lésung L;,=L;eV der Interpolationsaufgabe

=5..:=41 f = i
(1.4.4a) Ll(xj)“sij'— o fg: ;“; (1<{,]<n)
heit Lagrange-Funktion (zur Stiitzstelle x,). Die Basis (L, . n
heiBt Lagrange-Basis.

Aufgrund der Linearitit (vgl. Ubung 7a) erhdlt man sofort das
Lemma 1.4.3 Die eindeutige L5sung der Interpolationsaufgabe (3) lautet
(1.4.4b) ga(x)=lgiy,L,(x) fiir xeD.

Das klassische Beispiel fiir die Interpolation ist

Beispiel 1.4.4 (Polynominterpolation) Sei IcR. Zur Polynom-
interpolation wihlt man V:={P: P ist Polynom vom Grad <n-1}.
Offenbar ist dimV=n, wie in (2) verlangt. Da das Nullpolynom das
einzige Polynom mit n Nullstellen bei x; {(1<i<n) ist, garantiert
Lemma 1 die eindeutige L&sbarkeit. Die Lagrange-Funktionen sind
die wohlbekannten Lagrange-Polynome L;(x) = ]I}i[(x—x,)/(x,—xj)] .
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In modernen Anwendungen iiberwiegen die stlickweisen Polynom
interpolationen. Dabei wird im eindimensionalen Fall das Intervall
D=I=(a,bl in Teilintervalle I,=[xy,xz,.;] mit den Endpunkten

{1.4.5a) A=X{ n<Xgp< ... <Xpotn<Xpn=b (Kurznotation: x;=x; )
zerlegt. Mit dieser Intervallzerlegung wird die Schrittweite h assoziiert:
(1.4.5b) h:=hp=max i xg - Xgoyg,nl: 2€k<nl),

Zur Konvergenz h,, - 0 setzen wir voraus, eine Zahl C existiere mit

(1.4.5¢) h,<C/nfilirneN.

Die dquidistante Zerlegung ist durch x, ,=a+(k-1)h mit der
Schrittweite h=1/(n-~1) charakterisiert.

Beispiel 1.4.5 (stiickweise lineare Interpolation) Die Zerlegung (5a)

von I=[a,bl sei gegeben. V bestehe 1L,

aus allen stetigen Funktionen, die auf 140 ..

den Teilintervallen [x;,x;4,1 fiir

i=1,...,n~1 linear sind. Die Losung ¢eV 0 x
von (3) kann sofort explizit angegeben ' Xim1 Xi Xit1

werden. Fir xelx;,x;,. gilt o(x)=
(- x,)y,+,+(x,+, x)y,}/(xu., X{) Abhlm«HUtfunktlon» Li

Die Lagrange-Funktionen L, («<Hutfunktionen=, vgl. Abb. 1) sind durch
(6) gegeben:

(1.4.6) (x=x3) /xy~x4_4) flir xel;_,, fallsi>1,

(Xgqq= %)/ (Xg4q~2¢) fiir xel;, fallsi<n,
Lix) = {
0 sonst.

Anstelle der linearen Interpolation in jedem Teilintervall I, kdnnen
auch Polynominterpolationen héherer Ordnung verwendet werden.
Dann bendtigt man weitere Stiitzstellen in jedem Teilintervall I,.
Stellt man weitere Forderungen an die Glattheit der Interpolierenden
(VeC!(1)), gelangt man zu stiickweisen Hermite-Ansitzen (vgl. (2.3.3)
oder Spline-Ansitzen.

Bisher wurde die Interpolationsaufgabe (3) als eine Abbildung des R"
auf V verstanden werden: y={(y,,...,y,) +> ¢eV. Die dem Namen
«Interpolation» gemiBe Anwendung interpretiert die Stiitzwerte y,
als Funktionswerte f(x;) einer stetigen Funktion feC(D). Aufgabe (3)
wird damit zu

(1.4.3% elx)=Fxy) fiir alle i=1,...,n.

Deflnition 1.4.6 Die Interpolationsaufgabe (3) sei eindeutig losbar.
Die lineare Abbildung IT,,= IT: C(D} - Ve C(D), die ein feC(D) in die
Losung ¢=IIfeV der Aufgabe (3*) iiberfiihrt, wird als der
Inte; a operator (oder kurz Interpolation) bezeichnet.
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DaB alle Information iiber die Interpolation in IT steckt, zeigen die
Teile (b} und {c} der

tibungsaufgabe 1.4.7 (a) Die durch ¢ =1Tf und (3"} definierte Abbildung
1 ist linear. (b} Den Unterraum V (vgl. (2)) erhiit man aus IT als Bild-
raum: V={p=IIf: feC(D)}. (c) Die Menge der Punkte xeD mit f{x)=
(I1fH x) fur alle feC{D) ist die Menge der Stiitzstellen {x;,...,x,}.
(d} Wenn L, die Lagrange-Funktionen sind, hat IT die Darstellung

(1.4.7) Hf'=‘§‘f(x,)l.,.

r?m 1.4.8 Jede Interpolation IT=II, ist eine Projektion auf V=Vn.]

Beweis. Sei f e C(1) beliebig und ¢ =11 f¢V die Interpolierende. y:=ITpeV
erfiillt ¢(xJJ=p(x,) (1€i<n}. Wegen der eindeutigen L&sbarkeit der
Interpolationsaufgabe ist gy=9p , dh. (M-I f)=T(NIf)=Mp= 4:=¢=II!‘
Die Eigenschaft IT<II=IT charakterisiert aber eine Projektion.

Lemma 1.4.9 Die Interpolation IT hat die Operatornorm
(1.4.8) lmcw,ecw,ﬂg,u,bu|m.

Beweis. (i) Sei L(x)==lgil.,(x) I. Datf(x,1<tfl, leitet man aus (7)

die Abschitzung I <L{xfloslLixplfie ab. Damit ist
Hlc(p)«cp) S Llc.

(i) Sei £eD so gew#hlt, daB L(E)=01Llx. Setze y;:=sign{L,(£)).
feC(D) sei die stlickweise llnea.r interpolierende Funktion aus Beispiel 5.
Fiir sie gilt 1fl,=1yl GemidB (7) ist IIf=Xf(x,)Li=Yyd,
und speziell (ITf3(Z)= fy,L (E)=SAL(EN=L(E)=RLlco=ALlcoi flip,
SOdaBlHIC(D)*.C(D)?lL w - 2]

Der Interpolationsfehler ist die Differenz IIf - f. Um das Verhalten
des Fehlers zu beschreiben, muB man von einer Folge von Inter-
polationen II,, ausgehen, die das Interpolationsverfahren {IT ,} = {11 .}, ,epq
definieren. Die Geschwindigkeit, mit der der Fehler mit n> o gegen null
konvergiert, beschreibt die Ordnung des Interpolationsverfahrens.

Definition 1.4.10 Sei {IT,,) ein Interpolationsverfahren auf I=[a,bl.
Es hat die Interpolationsordnung A>0, falls es ein C; gibt, so daB

(1.49) I f-fle<Crllb-a)/n)*Kfhgsy, fiiralle feCA(I), neN.
Im d-dimensionalen Fall DcRY hat man (9) durch(9) zu ersetzen:
(1.4.9) VI f- 1 <CrLu(D)/n1¥9Uf1pasp, fiiralle feCA(D), neN.

Man beachte, daB in der Definition nicht gefordert wird, daB A die
maximale Ordnung ist, flir die (9) gilt. Daher kann ein Verfahren mehr
als eine Ordnung besitzen. Das folgende Beispiel wird alle Ordnungen
zwischen 0 und 2 haben. Ferner beachte man, daB die Konstante C; in
(9) von n unabhéngig sein muf. Die Polynominterpolation aus Beispiel 4
erfiillt die Ungleichungen (9) nicht.
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Bemerkung 1.4.11 Die stiickweise lineare Interpolation mit
aquidistanten Stiitzstellen x,; in I=[a,blcR erfiillt (9) mit Cy=1 fiir
alle Ae{ 0,21, d.h. es ist von maximal zweiter Ordnung. Fiir eine all-
gemeine Zerlegung (Sa) mit (Sb,c} gilt (9) mit C;=C/(b-a), C aus (5c).

Beweis. Ein beliebiges xel liegt in einem Teilintervall [x;, x;41. Der
Fehler lautet dort gem#B der Darstellung aus Beispiel 5

SOx)={(x=x ) (xpu )+ (X ppg=X I (XD} (g q=x )= f(x)=
={a(fix o) -f(xI}+B(flx)-F(x))} 7 (a4 B),

wobei a:=x-x;, Br=x,,,~x. Sei zundchst 0<i<1. Mit der Hdlder-
(bzw. Lipschitz-)Abschatzung (f(x)-f{y)l<Cplx~yl* erhélt man

18(xN<Cplapr+a*B1/(a+B) < Crlala+B)*+ (a+B)*B1/(a+B)=
=Cpla+B)* = Cplxpey~xy)* = Cpl(b-a)/n1*,

also (9) mit Cy=1 fiir 0<Ai<1. Sei nun 1<i<x=2. Die Substitution
E=x+pt liefert

O -fx) = f'(g)dg:ﬁg‘f'(msudt.
Die analoge Darstellung fiir f(x;}-f(x} ergibt

i+1

5(x)=azBAl[f’(x+Bt)—f'(x-ott)]dt/ (a+6).

Mit If'(E)‘f’(qHsC}-IE—qIA“ schdtzt man das Integral durch
IO <Craf (a+ B)X2 [t2~1dt <CraB(a+B)*2/A < Cpla+ I/ 42]1<
<CyCyl(b-a)/n}* mit C;:=1/4X, denn es ist 4aB<(a+8)% m

Weiteres zur stiickweise linearen Interpolation findet sich in §4.5.9.

Der zugrundegelegte Raum C(D) kann nicht durch L®(D) ersetzt
werden, da dann der Wert f(x,) von felL®(D) undefiniert ist
(anders formuliert: alle f, die sich nur an der Stelle x = x; unterscheiden,
gehbren zur gleichen Aquivalenzklasse fe L (D} ). Es reicht auch nicht,
die Interpolation IT als Abbildung von C(D) nach L® (D) anzusehen,
da wegen der Projektionseigenschaft II? erkldrt sein muB. Gelegentlich
ist der Raum C( D) jedoch zu einschrinkend. Im folgenden Beispiel 12
kann man C(D) nicht verwenden, da die Interpolierende ITf nicht
stetig ist. IT ist aber eine lineare Abbildung des Banach-Raumes

X:={feL®(I): f rechtsseitig stetig in x, aus (5a)}

auf VecX. Dabei heiit [ rechtsseitig stetig in £, falls
fE+0) r= lim f(x;) = f(§) fiir alle x;,>§ mit x,>E. DaB die Wahl
von X Sinn macht, zeigt

ﬂbunguig'gabe 1.4.12 Seien IcR und Fel. Man zeige: Die Menge
X:={fel™(I): f rechtsseitig stetig in &) ist ein abgeschlossener
Unterraum vom L*(1).
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Im folgenden Beispiel werden zwei verschiedene Varianten der
stiickweise konstanten Interpolation beschrieben. Insbesondere die
zweite wird fiir Anwendungen in 84 wichtig sein.

Beispiel 1.4.13 (stiickweise konstante Interpolation) Es sei
eine Zerlegung von I=[a,bl in n Intervalle gegeben. (S5a) gelte mit
n+l statt m: xp,.;=b. V bestehe aus allen Funktionen, die auf
den Teilintervallen I,=Ux;,x;,,) fir i=1,....n konstant sind.
{a) Die Interpolationsaufgabe (3%): ¢(x;)=f(x,) filr i=1,..,n ist im
Sinne der rechtsseitigen Grenzwerte zu verstehen: ¢(x,;+0)=f(x,;+0).
Die L8sung der Aufgabe lautet ¢(xJ)=f(x;+0) flir xelx; xpeel
(b) Die Mittelpunkte &;:=(x;+x;4,)/2 der Teilintervalle I, (1si<n)
seien als Stiitzstellen gewidhlt: o(5;)=f(§,) fiir i=1..n. Die
Lésung der zweiten Interpolationsaufgabe lautet o(x)=f(£,) fiir xel,.
(c) Fiir beide Fille gilt: Die Lagrange-Funktion L, hat den Wert 1
auf [x;,x;4,) und O sonst. Die stiickweise konstante Interpolation
ist unter der Voraussetzung (5¢) von erster Ordnung. Sie erfiillt (9)
im dquidistanten Falle mit C;=1 und x=1.

1.4.2 Quadratur

Sei f eine auf D<RY stetige Funktion. Jede Naherung von [ f(x)dx
heiBt Quadraturformel. Die klassischen Quadraturformeln enthalten
die Werte f(x;) von f an den Stiitzstellen x;eD fir i=1,...,n.
Die Quadraturformel sei mit Q(f) bezeichnet (bzw. mit Qu(f), falls der
zugrundeliegende Integrationsbereich explizit angegeben werden soll):

(14100 Qp(f) = Q)= E winflx).

Die Koeffizienten w;=w; , heiBen die Gewichte der Quadraturformel.
Die Definition des Quadraturfehlers Rp(f)=R{f) ergibt sich aus

(1.4.11) IL[r(x)dx = Qp(f)-Ry(f) fiir feC(D).
Spricht man von einem Quadraturverfahren, so meint man damit

keine einzelne Quadraturformel, sondern eine Folge {Q,} bzw.
{Q, p} von Quadraturformeln. Gelegentlich kann der Index n auch
durch einen &quivalenten Parameter (z.B. durch die Schrittweite
h=(b-a)/n fiir D=I=[a,b]l im &4quidistanten Fall) ersetzt werden.

Untersucht man das Rundungsfehlerverhalten einer Quadratur-
formel, so spielt die GréBe X lIw,;l die entscheidende Rolle bei der
Fehlerverstirkung. Dies ist Gegenstand der

Ubungsaufgabe 1.4.14 Q( f) sei das Quadraturergebnis bei Stiitzwerten
flx,)=f{x;)+¢,, wobei sich der Eingabefehler durch ls;l<e abschitzen
lasse. Man zeige: Es gilt IQ(fl)—Q(f)lSeéi Iw,l, wobei die Gleichheit
fiir spezielle ¢; angenommen wird.
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Wir werden sehen, daB der Fehlerverstirkungsfaktor auch urséchlich
mit der Konvergenz eines Quadraturverfahrens zusammenhingt.

Deflinition 1.4.15 Ein Quadraturverfahren {Q,,} heiBt konv , wenn
(1.4.12) nl_ggQ,,(f) =fpfx)dx fiir alle feC(D).
Es heiBt kopsistent, wenn es eine dichte Teilmenge Vo C(D) der stetigen

Funktionen gibt, fiir die die Formel gegen das Integral konvergiert:
Qn(f) > fpf(x)dx fiir alle feV. Ein Quadraturverfahren heiBt stabil, wenn

(1.4.13) sup{‘gll Winl: nelN} <o

Die GrBen in (13) lassen sich wie folgt interpretieren. Auf C(D} und
C(D)'=L(C(D), R} sind die Maximumnorm k-f=k-1_, bzw. die Dualnorm
{Operatornorm} ¥ TH:=sup{ITf1/¥fl: O+ feC(D)} definiert. Da auch
Q,, eine stetige, lineare Abbildung von C(D) auf R darstellt, ist 1Q,}
definiert. Es gilt das

Lemma 1.4.16 Q,, aus (10) hat die Norm 1Q,} = X7 Iw,,|. Die
Stabilititsbedingung (13) nimmt damit die folgende Form an:

(1.4.14) sup{HQ,1: neN} <0 .

Beweis. Analoge liberlegungen wie in tibungsaufgabe 14. 5]

Satz 1.4.17 (Konvergenzsatz) Ein Quadraturverfahren ist genau dann
konvergent, wenn es stabil und konsistent ist.

Beweis. Direkte Anwendung des Satzes 3.17 von Banach-Steinhaus. @

Der Nachweis der Konsistenz benutzt den Approximationssatz von
Weierstra8 (Satz 3.8). Alle klassischen Quadraturverfahren
(Newton-Cotes, GauB u.s.w.) erfiillen das folgende

Kritertum 1.4.18 Es gebe einen Grad v,, mit y,» o (n>w}, so daB die
Quadraturformel Q,, fiir alle Polynome vom Grad <y, exakt sind,
d.h. Q,(P)=fpP(x)dx fiir Polynome mit grad(P)<y,. D sei beschrénkt.
Dann ist {Q,} konsistent.

Beweis. Man wiihle V:={Polynome) fiir V aus Definition 15 und wende
Satz 3.8 an. =

Der Begriff der Konsistenz liBt sich wie folgt quantifizieren:

Definition 1.4.19 Ein Quadraturverfahren {Q,) im Intervall I=[a,b]
heifit konsistent von der Ordnung )>0, wenn der Quadraturfehler
R, (f)=R(f) (vgl. (11)} der Abschdtzung (15) mit einem Cgo>0 geniigt:

(1.415) (R (MN<(b-a)™ConUfhpn,, fiir alle feC2 (1), neN.
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Da V= C*D)dicht in C(D) liegt, impliziert Konsistenz von positiver
Ordnung die Konsistenz im Sinne der Definition 15. Im mehr-
dimensionalen Falle DcRY hat man (15) durch (15) zu ersetzen:

(1.4.157  (Ry(fI<p(D)*MdCon=27d kfkan, fiir alle feCM(D).

Die klassischen Newton-Cotes-Formeln (vgl. Stoer [11) ergeben sich
aus der Polynominterpolation mit dquidistanten Stiitzstellen in I. All-
gemein induziert jedes Interpolationsverfahren IT,,;: C(D}> C(D) mittels
(1.4.16a) Q,,(f)==fD(1L,f)(x)dx
ein sogenanntes «interpolatorisches» Quadraturverfahren.

{{bungsaufgabe 1.4.20 Man zeige: (a) Das interpolatorische Quadratur-
verfahren (16a) hat die Darstellung (10) mit den Gewichten

(1.4.16b)  wy n:=fp Ly p(x}dx
(b) Wenn x die Ordnung der Interpolation II,, ist, hat das induzierte
Quadraturverfahren (16a) mindestens die Konsistenzordnung x.

Eine Alternative zu {16a) besteht darin, den Integranden nur zum Teil
zu approximieren. Dazu schreibt man den Integranden f als Produkt
(1.4.16¢) f(x)=wl(x)plx).

Das Integral jpf(x)dx wird zu fpw(x}p(x)dx. Dabei wird w(x) als
«Gewichtsfunktion» bezeichnet. Im Zusammenhang mit der GauB-
Quadratur wird w(x)>0 fiir fast alle xeD vorausgesetzt. Fiir die
folgenden liberlegungen ist diese Voraussetzung nicht notig. Beim
interpolatorischen Quadraturverfahren QF mit Gewichtsfunktion
approximiert man lediglich den Faktor ¢ durch IT,¢:

(1.4.16d) Qz(qo)::fpw(x)(ﬂngo)(x)dx.
Wie in [ibungsaufgabe 20a beweist man fiir (16d) die Darstellung

(1.4.16e)  Qulp)= L7  wine(x;)

{Ly,,: Lagrange-Funktionen).

mit wy pi=fpe(x) L, (x)dx.

Die Beschreibung einer Quadraturformel kann vom Intervall
unabhingig gemacht werden, indem man auf ein Standardintervall
(z.B. 10,11 oder [~1,11) transformiert.

Bemerkung 1.4.21 Seien I=[a,b] und I'=(a’,b’] zwei Intervalle. Die
affine Abbildung $(x):=a'+(x-a)(b'~a’)/{b-a) bildet I auf I' ab.
Da Ji-f(x)dx'=c fy f(®(x))dx mit c:=(b"~a’}/(b-a), induziert die iiber
I erklirte Quadraturformel Qy aus (10) die Quadraturformel Q- iiber
I' mit den Gewichten wj ,:=cw, , und den Stiitzstellen x;:=9 (x,).

Es sei daran erinnert, da8 die Norm Iflg3g) ein Maximum iiber
mehrere GriBen, darunter die Hélder- bzw- Lipschitz-Konstante Lecp)
der f-fachen Ableitung () ist, wobei #:=1()} durch 1eN, und
P<A<t+1 definiert ist (vgl. (3.4e-f)). Es gilt somit stets Lyey <Uflg3yy).
Viele Quadraturverfahren (z.B. die Newton-Cotes-Formeln) erfiillen
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die Fehlerabschiitzung (15} auch mit Ly anstelle von {flalig,:
(1.417) (RS (b-a)*2Con~>Lpry  mit 1i=1(3) fiir alle fe A1),

Die Konstante Cg in (17) bleibt erhalten, wenn man von einer
Quadraturformel Qy auf I zu der induzierten Formel Q7+ auf I’ libergeht.
Um dies nachzupriifen, untersuche man die Substitutionsregel flir Lyp)
beim tibergang von f{x) auf F(x)i=f(®(x)} fiir & aus Bemerkung 21.
Die Unabhingigkeit der Konstanten Cg vom Intervall I beweist die

1.4.22 Zum Nachweis der Abschitzung (17) - und damit
auch (15) - reicht es, (17) fiir ein Standardintervall I' zu beweisen.

Sei Qy eine Quadraturformel iiber einem Intervall I. Man definiere
F=lg:=Ua+kh,a+{k+1)h1 flir h=(b~a)/n, 0<k€n-1 und wihle
Q™ als die Q; entsprechende Quadraturformel auf dem Intervall I,.
Die Summe Q,(f)=X,Q(f) heiBt summierte Quadraturformel
Der bequemen Schreibweise halber wird der Index n nicht mit der
Anzahl der Stiitzstellen in Q,, gleichgesetzt. Letztere ist n(m-1J+1
oder nm, je nachdem ob beide Endpunkte von I auch Stilitzstellen von @
sind oder nicht.

Lemma 1.423 | sei ein festes Intervall der Linge L in R
(z.B. I=10,11). Die Quadraturformel Qy erfiille die Fehlerabschitzung

IR (pN<Cy Ly mit ti=1(}) (siehe oben) fiir aile pe M.

Das hierzu gehérige summierte Quadraturverfahren Q,, ist von der
Ordnung A und geniigt der Abschitzung (17) mit Cq:=Cy/ L !, Statt
pe CA(I) reicht die stiickweige Glattheit p e CA(I;) fiir alle Teilintervalle.

Beweis. Sei I eines der Teilintervalle der Linge h. ¢: I>1; sei die affine
Abbildung von I auf I. Ry (f) sei der Q\uadraturfehler von Q%) Die
Funktion fe C*(Ik) wird in F(E):=f($B(E))e C*(1) transformiert. Zwischen
Ry und R; finden man den Zusammenhang Ry(f)=R;(F)h/L. Die oben
erwithnte Substitutionsregel fiir die Holder/Lipschitz-Konstante ergibt
Lap=(h/L)*Lgay. Damit gewinnt man aus IR;(p)l<CyLye die
Abschitzung IR (fN<(h/ L ICyLan s U(b-a) /L1 n™2~1C L.
Summation Uber k liefert das gewiinschte Resultat. o

Utbungsaufgabe 1.4.24 Die summierten Newton-Cotes-Formeln
interpretiere man als interpolatorische Quadraturen, die von einer
stiickweisen Polynominterpolation auf I induziert werden.

Die stiickweise konstante Interpolation aus Beispiel 13 induziert die
seitige Rechtecksformel

(1.4182)  QIR():=hE flx) mit x;=a+ih, hi=(b-a)/n, neN.

Analog erhidlt man die rechtsseitige Rechtecksformel
(1.4.180)  OR(f): =h'£1f(x,) mit x, und h wie in (18a).
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Ihr Mittelwert ist die symmierte (Sehnen-)Trapezformel, die auch
durch die stiickweise lineare Interpolation aus Beispiel 3 erzeugt wird:

(1.4.180)  wqo pt=w, =th, wa=h fir [€i<n-1 in(10).

Die entstehende Formel wird im folgenden als

(1.418¢) Q3T(f)=h¥"f(x) mit x;+=a+ih, h:=(b-a)/n,
geschrieben, wobei das Zeichen Y." die Summation liber 0<{<n mit den
Gewichten § fiir i=0 und i=n abkiirzt.

Die summierte Simpson-Formel Q,,s,lm ist nur flir gerade n definiert
und hat die Gewichte

Woni=Wnm=h/3, w, i=4h/3 (i=1,3,...,n-1),
win=2h/3 (i=2,4,..,n-2), wobei h=(b-a)/n.

tibungsaufgabe 1.4.25 Man zeige: Die Konsistenzordnungen lauten 1 fiir
die Rechtecksformeln (18a,b), 2 fiir die summierte Sehnentrapezregel
(18¢) und 4 fiir die summierte Simpson-Formel (18d). Die zugehdrigen
Konstanten aus Ungleichung (15) sind C, =5- bzw. 1/12 und 32/90.
Welche Ordnung hat die summierte Tangententrapezregel (18e)?

(1.4.18¢) QP({)::h:E;f(x,) mit x,==a+(i+£)h, h:i=(b-a)/n.

{1.4.18d)

1.4.3 Kondition von Gleichungssystemen
Im folgenden sind A eine nxn-Matrix und a und b n-Vektoren:
A=layp )y kmt,.one @=(ap ey, nv b=(by)juy o
Bei gegebenem A und b sei a die Losung des Gleichungssystems
(1.4.19 Aa=b.

Die folgende Charakterisierung ist aus der Linearen Algebra bekannt.

Bemerkung 1.4.26 Die nachfolgenden Aussagen sind &quivalent:
(a) A ist reguldr; (b) Gleichung (19) ist fir alle beR"™ losbar;
{c) Gleichung (19) spezieller rechten Seite b ist eindeutig l&sbar;
(d) Kern(A)={0)}; (e) a=0 ist die einzige LOsung, wenn b=0;
(f) Bild(A)=R".

Als Normen filr Vektoren aus R™ wurden in (3.3a,b} die Maximum-
und die Euklidische Norm angegeben. Da die Matrix A als Element von
L(X,X) mit X=R" angesehen werden kann, ist die Operatornorm aus
(11a) fiir A definierbar. In diesem Zusammenhang wird sie als
Matrixnorm bezeichnet:

(1.4.20) 1A i =max{FAx1/0x): OxxeR™}.
Bezeichnung 1.4.27 Die zur Vektornorm -l bzw. # -k, (vgl. (3.3a,b)

gehdrende Matrixnorm wird wieder mit §- 1, bzw. 1.k, bezeichnet. Dabei
nennt man 1-0; die Spektralnorm und V-beo die Zeilensummennorm.
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Bemerkung 1.4.28 (a) Es gilt 1AK,=2"?, wobei die nichtnegative -

Zahl A der gréBte Figenwert der Matrizen AA’ oder ATA ist.
(b) Die Zeilensummennorm 1Ak, verdankt ihren Namen der Gleichung

(1.4.21)  HAlg= max{kﬂjxa,,‘n o<j<n).

(c) Fiir beliebige Matrizen gilt 1AL €¥Al,IA"l,,; fiir symmetrisches A
hat man insbesondere FAl; <1Al,, .

Definition 1.4.29 F-} sei eine (zu einer Vektornorm gehirende)
Matrixnorm. Fiir alle reguldren Matrizen ist die zugehdrige Kondition
definiert durch

(1.422) cond(A):=1ANMANL.

Der Bezeichnung der Norm wird auf die Kondition iibertragen:
condy{A) ist die Spektralkondition, zu k-1, gehért die Kondition
cond(A). Die Bedeutung der Konditionszahl liegt in dem folgenden

Satz 1.4.30 A sei eine regulire Matrix, und a sei die Ldsung des
Gleichungssystems (19). §-1 bezeichne die Vektor- und Matrixnorm.
(a) Der relative Fehler $a der Lésung a’=a+8a der Gleichung

(1.4.23a) Aa'=b's=b+8b
{aBt sich durch (23b) abschitzen:

ial K3bt
(1.4.23b) Tal <cond (A) Tl

{b) Ist A:=A+3A eine gestdrte Matrix mit dem relativen Fehler

14230 AL cond(A) =1 q<1,

so ist auch A’ regulir, und der Fehler der Losung a’=a+8a der Gleichung
(1.4.23d) A'a’=b (A':=A+8A)
1Bt sich durch (23e) abschitzen:

§éall _ cond(A) 15AL
(1.4.23e) al < 1-q AL

Bewelis. Vgl. Stoer [1,§4.41. Die Regularitit von A’ erhilt man aus
Lemma 3.14. o

tibungsaufgabe 1.4.31 Man zeige: Fiir spezielle b und &b kann in (23b)
die Gleichheit eintreten.

Die Einfiihrung einer Kondition ist keineswegs auf den endlich-
dimensionalen Fall beschrinkt. Fiir einen Banach-Raum X definiert
man die zugehdrige Konditionszahl («X-Kondition») eines
bijektiven Operators AeL(X,X) in Analogie zu (22} durch
condy(A):i=lAlx o xNA Iy x (vgl. Uibungsaufgabe 4.1.6).

2. Volterrasche Integralgleichungen
2.1 Theorie der Volterraschen Integralgleichung 2. Art

Wie schon die Gleichungen (1.1.1-2) zeigen, gibt es eine enge Ver-
wandschaft zwischen gewdhnlichen Differentialgleichungen und
Volterraschen Integralgleichungen. Zundchst wird die eindeutige
Lésbarkeit, dann in §2.1.2 die Reguldritit der Losung untersucht.

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Je nachdem, ob die Losung der Volterraschen Integralgleichung im
halboffenen Intervall [ a, ) oder nur in einem endlichen Intervall [a,bl
gesucht wird, setzen wir

2.1.1) I:=[a,bl oder I:=la,x).

Die gegebene Funktion g und die gesuchte Funktion f haben I als
Definitionsbereich. f ist zu berechnen aus der folgenden Gleichung:

leterrasche Integralgleichung 2. Art:
@120 fl)=g(x) + [k(x,y, f(yDdy fiir xel.

Die Funktion k(x,y,z) ist eine gegebene Funktion auf der Definitions-
menge {{(x,y,z): xel, ye[a,x1, zeR}cIxIxR und heifit Kern (oder
Kernfunktion). Wir fiihren die Abkiirzung

2.1.3) G = {(x,y): xel, yela,x1} ¢ IxlI
ein. G xR ist der Definitionsbereich des Kerns.

Satz 2.1.1 Vorausgesetzt sei: geC(I}, keC(GxR). Ferner erfiille
der Kern k die folgende Lipschitz-Bedingung: Es gebe eine
"Schrankenfunktion” LeC(G), so daB

(2.1.4) tkix,y,z)-k(x,y,z’)I<L{x,y)z-2'! fiir alle (x,y)eG, z,2'¢R.
Dann existiert genau eine Lésung feC(1) der Integralgleichung (2).

‘Die Voraussetzung der Lipschitz-Stetigkeit von k beziiglich z ent-
spricht der analogen Voraussetzung des Eindeutigkeitssatzes fiir
gewdhnliche Differentialgleichungen. Bevor der Beweis gegeben wird,
sei noch auf einen Unterschied zu gewdhnlichen Anfangswertaufgaben
(1.1.1) hingewiesen.

Bemerkung 2.1.2 (a) Im Gegensatz zu gewohnlichen Differential-
gleichungen braucht man keinen Anfangswert bei x=a. Aus der
Integralgleichung (2) folgt bereits der Anfangswert

(2.1.5a) fla)=gla).
(b) Die Formulierung der Lipschitz-Bedingung mit der Schranken-
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funktion L ist auf den Fall des unendlichen Intervalles [={a,x)
zugeschnitten. Fiir ein beschrinktes I kann L(x,y) in (4) durch die
Konstante max{L(x,y}: (x,y)eG} ersetzt werden.

Ubungsaufgabe 2.1.3 Man zeige: Sind g in x=a differenzierbar und
der Kern k stetig in {(a,a,g{al}), so existiert f'(a) und erfilllt
(2.1.5b) f(a)=g'(a)+kl(a,a,g(al}).
Beweis des Satzes 1. (i) Der Satz ist fiir I=[a, ) richtig, wenn er fiir
endliche Intervalle I=[a,b] mit beliebigem b>a gilt. Es reicht daher,
I={a,b] zugrundezulegen. Man beachte: Mit I ist auch G beschrinkt.
(ii) Da nach (i) G kompakt ist, nimmt die stetige Funktion L{x,y } auf
G ihr Maximum L, an: O<L{x,y)<L, (xel).Wir wenden den Banach~
schen Fixpunktsatz (Satz 1.3.10) auf den Raum X=C(I) der stetigen
Funktionen mit der speziellen Norm
Fol:=max{le=PLoXp(x)i: xel} (B>1)
an, die zur Maximumnorm I, &4quivalent ist. Die Zahl §>1 kann
beliebig gewi#hlt werden. Die Integralgleichung (2) schreiben wir als
Fixpunktgleichung f=T(f}, wobei
x
(Tl {x)i=g(x) + a[k(x.y.go(y))dy.

(iii) Da g und k stetig sind, ist T{(pleC(I) fiir alle ¢eC(I),
d.h. T: X> X. Zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft schitzt man
die Differenz

(T(o)-T(y))(x) =f[k(x y, o(y) - k(x,y, $(yN] dy
HT(p)-Tiyp))(x)]< JLolp(y) gy}l dy
ab (vgl. (4), Wahl von Lg). Nach Definition der Norm gilt fiir jedes yel
Lol(y)-gply)t=ePLloY|e=BLloY(p-y)(y)i<
< ePLloymax{le Lo (p-yw)(E)I: Eel) = ePloYlp-yi.
Einsetzen in die vorangegangene Ungleichung liefert
HT(p)-Tlw))x)] < ILOeBLoqua—wldy <
< to-ygh eBlox [1_gBLola~x)] /8 <
< Ip-yl eBlox [1-¢BLlola-b)] g,

dh. e BLox|{T(p)-T(y)}xI| sqlp-p¥ mit g:=[1-eFLlofa-b)]/g
fiir alle xeI=[a,bl. Damit ist auch §¥T{(p)-T(¢)b< gle-¢ 1. T ist eine
Kontraktion, da ¢<! wegen der Wahl B>1. Der Banachsche
Fixpunktsatz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit einer L&sung
feX=C{(1) der zu (2) 4quivalenten Fixpunktgleichung f=T(f}. o

Korollar 2.1.4 Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt.
AuBerdem gebe es Konstanten C, Ly und 8> 1, so daB

lg(x)+ [Xk(x,y,0)dyl <CePLo* und L(x)<L, fiir xel,

durch
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wobei B>1 im Falle eines unendlichen Intervalles angenommen sei.
Dann erfiillt die Lésung f der Integralgleichung (2) die Abschitzung

Celofb=at+x)  falls B=1 und xel=[a,bl,
(2.1.6) 1f{x)ig s L

Coo eBLox falls 8>1 und xel.
Beweis. Man starte die Fixpunktiteration f,, ., =T(f,) mit f;:=0 und
wende Abschitzung (1.3.10b) mit i=0 an. o2

Bemerkung 2.1.5 (a) Die Stetigkeit von g wird fiir den Existenz- und
Findeutigkeitssatz nicht benétigt. Es reicht, gelL®(I) anzunehmen.
Dann ist allerdings auch die Lésung in diesem Raum: fel*=(I).
{b) Die Stetigkeit von k(-,-,-) kann man durch die Integrierbarkeit von
k(x,,p(-}) flirpeC(I) und Stetigkeit von [} k(x,y, f(y))dy ersetzen.
(c) Die Lipschitz-Bedingung (4) ist fiir alle z,z’¢R gefordert. Falls k nur
lokal Lipschitz-stetig ist, kann die Existenz einer Lésung nur in einer
Umgebung von x=a bewiesen werden.

2.1.2 Regularitit der Lsung

Unter der Regularitit versteht man die Glattheitseigenschaften einer
Funktion. Aufgrund des Satzes 1 ist von der Lésung f bisher nur die
Stetigkeit bekannt. Als nichstes wird nach Bedingungen gefragt, unter
denen feC™(I) mit m>1 gilt. Eine solche Eigenschaft spielt eine
entscheidende Rolle bei der Abschitzung der Diskretisierungsfehler
im nachfolgenden Abschnitt §2.2.

Satz2.1.6 Sei meN und geC™(I). Voraussetzung an k ist
f ke C™I(GXR), k(x,x,2)e C™ 1 ({(x,x,2): (x,z)elxR)}).

Ferner habe die Integralgleichung (2) eine stetige Losung feC(I)
(hinreichend hierfiir wire die Bedingung (4) des Satzes 1).
Dann gilt auch feC™(I).

Beweis durch Induktion nach m. Fiir m=0 ist die Behauptung mit der
Vorausetzung feC(I) identisch. Fiir m>1 ist die rechte Seite der
Integralgleichung (2) und damit auch f einmal differenzierbar, und f”
hat die Darstellung

FrOx)=g" )+ kix,x, f(x)) + | fekx.y, f(yDdy fiirxel.

Nach Induktionsvoraussetzung ist fe C™ !(I). Damit gehéren auch ¢’
und k(x,x,f(x))zu C™ (). Da der Integrand 3k/3x aus C™ " 1(GxR)
stammt, ist das Integral (m-1)-fach stetig differenzierbar, so daB
f'eC™=1(1) folgt. Diese Aussage ist aber mit f € C™ (]} identisch. s

Es sei angemerkt, daB die Bedingung 33~ keC™ Y GxR) zwar
hinreichend, aber nicht notwendig fiir [Xz% k(x,y, f(y)dy eC™~I(])
ist, so daB Abschwichungen méglich sind. Z.B. reicht die Annahme, daB

3%k/3x?eC(GxR) fiir 1<lsm-1.
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Bei Abschitzungen des Diskretisierungsfehlers kann man die
Voraussetzung f€C™(Il} ia. durch die Lipschitz-Stetigkeit der
{m- 1)-ten Ableitung ersetzen: f€Cf"~(1). Zundchst werden wir die
lokale Lipschitz-Stetigkeit von f untersuchen.

Satz 2.1.7 Die Integralgleichung (2) habe eine Losung feC(I).
g sei lokal Lipschitz-stetig: geCy j 3 (1). Fiir jedes beschrinkte Zc<R
erfiillle keC(GxR) eine Lipschitz-Bedingung im ersten Argument:

lk(x',y,z)-k(x",y,z)l € C(x,Z} Ix~-x"|
fiir alle x,yel, y<x'<x”<x, zeZ. Dann ist auch feCy (I}

Bewelis. Der Integrand im ersten Integral der Darstellung
f())(t’)—f(x") = g{x")-g(x"} + »
+ [ tkOxy fyD-k(x"y, flyDIdy = [ k(xX",y, f(y))dy

ist abschitzbar durch C(x,Z} x '~ x"'|, wobei Z:={f(y}: asy<x}. Das
zweite Integral ist schlieBlich durch C,lx’-x"'| beschriankt, wenn C,
das Maximum der stetigen Funktion k{(x",y,f{y})l auf dem
kompakten Bereich a <x’<y<x”“<x ist. Da auch geCy ;. (1), erhilt man
die lokale Lipschitz-Eigenschaft von fin [a,x]. m

Der Beweis des Satzes 7 zeigt schon direkt, was auch aus {ibungs-
aufgabe 1.2.1d gefolgert werden kann:

Korollar 2.1.8 Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 7 sei an-
genommen, daB I=[a,bl. Dann ist f global Lipschitz-stetig: feC (I).

Eine Verallgemeinerung der Aussage feC (I} auf fe cr-i(1) fur
beliebiges m> 2 ist dem Leser iiberlassen:

{lbungsaufgabe 2.1.9 Man zeige: Ersetzt man in der Voraussetzung des
Satzes 6 bei beschrinktem [={a,b] und fiir m>2 die Riume C™, C™!
durch CP*-! bzw. CP"?, so erhilt man eine Losung feCP~'(1).

Mitunter sind stiickweise glatte Funktionen von Interesse. Hierzu
sei angenommen, daB eine Intervallunterteilung von I gegeben ist:
a=ag<as;<...<ap=b, falls I=[a,bl, bzw. lim ap=w, falls I=la,»).

Satz 2.1.10 Die Integralgleichung (2) habe eine Losung feC(I). Es gelte
geC(I) und keC(GxR). Die Voraussetzungen des Satzes 6, 7 oder der
Ubungsaufgabe 9 seien sinngemiB in den Intervallen Lay_;, a;] giiltig.
Dann ist feC™(Lag_y,ax), feCpllag_;,a,)) bzw. feCT ™ (Lag-_q axd).

Beweis. Die Behauptung ist fiir das Intervall [ag,a,] giiltig.
In I:=[a a,] erfiillt f die neue Integralgleichung

Fx)=g;(x)+ Tk(x.y. p(yNdy mit gz(x):= glx)+ ['k(x.y. 0(yNdy,
i
so daB sie auch fiir [a,a,1 folgt. U.s.w. o
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2.2 Numerische L8sung durch Quadraturverfahren

2.9.1 Herleitung der Diskretisierung

x
Es liegt nahe, das Integral [k(x,y, f(y))dy in der Volterraschen
Gleichung (1.2) durch eine Quadraturformel zu approximieren. Die zu
integrierende Funktion ist ¢(y):=k{(x,y,f(y)) oder in Kurzschreib-
weise ¢=k(x,-,f{-}). Das Integrationsintervail {a,x] ist x-abhingig.
Die Quadraturformel zu diesem Intervall sei mit Q4 .3 bezeichnet.
Ersetzung des Integrals durch die Quadratur liefert die Gleichung

2.2.1) Fix)=g(x)+ Qca.x3 (k(x,- . FC-IN) (xel)

fir eine Funktion f, von der wir erwarten, daB sie f annihert. Die
Quadraturformel Q, 3 enthilt n Stiitzstellen x,, deren Zahl und Lage
von x abhingt; wir schreiben daher n=n{x} und x,=x;{x). Beziiglich
der Wahl dleser Stiitzstellen gibt es starke Einschrinkungen:

Bemerkung 2.2.1 Ist E=x,(x) eine Stiitzstelle der Quadraturformel
Qta.x1 S0 muB die zu integrierende Funktion k(x, ,f(-)) bei y=§
bekannt sein. Das heiBt insbesondere, daB der Wert f(£) verfiigbar sein
muB. Um J(E) zu berechnen, muB man aber die rechte Seite der
Gleichung (1) fiir x=% auswerten. Dies zeigt, daB eine Quadratur {iber
[a,x] mit einer Stiitzstelle £ eine vorhergehende Quadratur iiber [a,f}
mit Stiitzstellen x,(£) voraussetzt.

Damit das Verfahren praktikabel bleibt, hat man die Stiitzstellen x,,
X4 X g, ... 50 zu wihlen, daB alle vorkommenden Quadraturformeln nur
iiber Intervalle [a,x;] erstreckt werden und héchstens xg, x4,..., X; als
Stiitzstellen verwenden. Dann reicht es aus, die Gleichung (1) fiir die
diskreten Werte x=x,, X;,... auszuwerten. Es bleibt das Problem, fiir
die Anfangsstiitzstelle x ; die Ndherung fe X o zu finden. Diese Frage ist
aber durch Gleichung (1.5a) geldst, wenn wir xg:=a wihlen:
fixgl=f(a)=gla). Der Algorithmus lautet damit wie folgt.

Diskretisierung durch Quadraturverfahren
Stiitzstellen: a=xy<x ;<X 3<...<Xp_<Xp<...
Quadraturformeln: Q;:=Qrq, x,1 mit Stiitzstellen x,, O<P<i.
Start:

(2.2.2a) for=g(a)
Rekursion fliri:=1,2,... :
2.22b)  frp=g(x,) + Qpa, x,1 (k(x; .-, J(-))), wobei J(xp):=f,.

GemiB (1.4.10) schreiben wir die Quadraturformeln Q;:=Qrq, 1 als
(2.2.20) Q[a,x,,(r)=lﬁow,,,f(x,).
Damit lautet (2b):
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(2.2.2b') f“=g(x')+ ’tow”’ k(x,,x,,f,).

Bemerkung 2.2.2 (2a,b) ist ein gestaffeltes System von Gleichungen.
Jede einzelne Gleichung (2b') ist im allgemeinen nichtlinear in f;
sie wird jedoch zu einer expliziten Gleichung fur f;, wenn w, ,=0.
Im letzten Fall heiBt die Diskretisierung explizit, sonst _mgl_gf_t

Bemerkung 2.2.3 Der Algorithmus (2a,b} verdeutlich den zweifachen
Charakter der x; (1>0). Sie dienen zum einen als Stiitzstellen der
Diskretisierung der Integrale. Zum anderen sind sie - unabhingig von
der Behandiung der Integrale - die diskreten x-Werte, flir die die
unbekannte Funktion f approximiert werden soil.

Die beschriebenen Anforderungen an die Stiitzstellen machen es
zundchst unmdglich, die wegen ihrer Stabilitdt und Genauigkeit sonst
favorisierte GauB-Quadratur zu verwenden, denn die in [a,x,;]}
bendtigten GauB-Stiitzstellen x, sind zu den In [a,x;_;] gebrauchten
disjunkt (vgl. aber §2.3). Die naheliegende Wahl der Stiitzstellen sind
die dquidistanten Punkte
(2.2.3) x;+=a+ih mit einer Schrittweite h>0.

Bemerkung 2 besagt, daB die Berechnung besonders einfach wird, wenn
die Gewichte so bestimmt werden, daB w,,=0. Hiermit sind die
gingigen Newton-Cotes-Formeln ausgeschlossen Ein w,,=0
erfiillendes Beispiel ist die linksseitige Rechtecksformel (1.4, 17a):

(2.2.4) QR f):=h'zof(x,).

die in (2b) bzw. (2b') eingesetzt die folgende Gleichung liefert:
=1

(224.) f,==g(xl)+ h’ZOk(x,,x,,f,).

2.2.4 Anders als bei gewdhnlichen Differentialgleichungen

bleibt der Rechenaufwand nicht proportional zur Anzahl der
berechneten Werte. Die Berechnung von f,, f;,..., f; bendétigt

i(i+1)/2 Additionen und insbesondere i(i+1)}/2 Auswertungen des
Kernes k, auBerdem i+1 g-Auswertungen und { Multiplikationen. Da im
i~ten Schritt alle Werte f, filr 0<2<{ eingehen, miissen diese bei der
Implementierung auch abgespeichert werden.

2.2.2 Fehlerabschitzung

Die nach (2b) berechneten f; sollen die unbekannte Losung f an der
Stelle x; approximieren. Es ist daher zu priifen, ob die Fehler

(2.2.5) d,t=f,-f(x,)
mit feiner werdender Diskretisierung gegen null streben und ~ wenn ja -

wie schnell. Der Diskretisierungsparameter im Beispiel (4) ist die
Schrittweite h. Im allgemeinen Fall (2a,b) brauchen die Stiitzstellen
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nicht dquidistant zu sein, aber wir kénnen
(2.2.6) h:=supl{x;~al)/i: iz1}

per definitionem als Diskretisierungsparameter einfiihren. Fir den
dquidistanten Fall stimmt h aus (6) mit h aus (3) iberein. Wegen (2a)
verschwindet der Anfangsfehler:
(2.2.7a) dg=0,
wihrend man fir i>0 aus (2b") und der Integralgleichung (1.2) ableitet,
daB

dy= g(x,)i»ﬁ W, 1 kOxy . x4, fy)- [g(x,)-rf kixy.y, flyDdy]

2.2.7b)
}‘_“w,,mx, xp.fo)=k(xg.xp. f(x))] + R(q,).

wobei R(q,) den Quadraturfehler fiir den Integranden
(2.2.7¢) qily)i= kix;,y, f(y)

iiber dem Intervall [a,x,] darstellt (vgl. (1.4.11). Unter den Annahmen
geC'"( 1) und ke C™(G xR ) (bzw. schwicheren Voraussetzungen) ergab
Satz 1.6, daB f eCm(1), wepn iiberhaupt eine stetige L&sung f existiert.
Mit keC™(GxR) und feC™(1) ist aber auch g,C™(la,x,1}, und
g hem {Ca, x,])\cl mit
Crr=max {(hki{x,-, f(-Deamer, )+ xel}
gilt, solange
(2.2.7¢) xyel=La,bl.

225 Wenn das Quadraturverfahren {Q,;=Qta.x;1}

(vgl. (2a,b)) die Konsistenzordnung m besitzt und (7d)} gilt, so ist
der Quadraturfehler abschitzbar durch

2.2.70) IR(q I < {(xp-a) M Co Cri~™ <(xp~a)Cq Cyh™.
Bewels. Man ersetze in (1.4.15) b durch x;. m
In (7b) ist noch k(x;,x,,fp)-k(x;,xy,f(x,)) abzuschitzen. Hierfiir

benétigt man eine Lipschitz-Bedingung, wie sie schon fiir den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz 1.1 erforderlich war (vgl. (1.4)):

(2.2.8) lk{x,y,z)-k(x,y,Z}isLtz-z‘l fiiralle (x,y)eG, z,z°eR

(G gemiB (1.3)). In (1.4) konnte die Lipschitz-Konstante L von x abhdn-
gen. Fiir den vorliegenden Fall eines endlichen Intervalles I sind (8) und
(1.4) aquivalent (vgl. Bemerkung 1.2b). Mit (8) gelingt die Abschitzung

@2278)  Vk(x;,xp. f)-k(x; . xp, F{xg) NS LI fy= fxg)l = L1dyl.

Die Gleichung ¥ ,w, ;=x,-a <ih gilt, falls die Quadraturformel Q, die
konstante Funktlon ‘exakt integriert. Wir fordern, daB die Gewichte im
folgenden Sinne gleichverteilt sind:

(22.7h)  lwy,I<Cyh fiiralle 0 <t<i.

2.2.7d)
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Aus (7b,f,g,h) erhdlt man schlieBlich die Ungleichung
=1
(2.2.7i) 1) < Co LR T 1dyl + Liwgl1dyt +(b-a)Co Crh™

Beispiel 2.2.6 Flr die linksseitige Rechtecksformel (4) lauten die
Konstanten Cy, =1, Cozé und w, ,=0.

Zur Untersuchung der Ungleichung (71} vereinfachen wir die Schreib-
weise durch Einfiihrung neuer Konstanten. Setzt man in

(2.2.9a)  Eg=0, 0sE < M,,E,+hM,): E, + My (iz1)
E;=1dyl, My=Cw L, Mg=Llw, I, My=(b- a)coc,hm, folgt (9a) aus (71).

Lemma 2.2.7 (Lemma von Gronwall) (a) Es gebe Zahlen «, 8,>0 und
0<My<1, so daB

=1

(2.2.9b) 0<E <a+X 8+ MoE, fiir £ 20.

Dann geniigen die GroBen E; der Abschitzung (10b) fiir alle i20:
=1 i1

(2.2.10b) E,s-r:‘%q;'no(uﬁ,/u-mons#,q;exp{'zoe,/u-mon.

(b) Erfiillt die Folge { E;} die Ungleichung (9a) mit M,,M,,M,, h> 0 und
M,<1, so ist sie durch (10a) beschrinkt:

2.2.108) E;<M,C,e€1h firalle i>0 mit

- C13=M1/(1"M0), C2‘=1/(1—M0)=C1/M1.
Beweis. (i) (9a) ist der Spezialfall a:=M,, B,:=hM,; von (9b).
Einsetzen dieser Werte in (10b) liefert (10a). Es bleibt Teil (a) zu zeigen.

(ii) Da 0<M <1, 4Bt sich der Summand M, E; auf der rechten Seite
von (9b) auf die andere Seite bringen. Nach Division durch 1-My>0
erhilt man die modifizierte Ungleichung (9b) mit a':=a/(1-M,) statt
a, By:=Bp/(1-My) statt 8, und ohne MyE;-Term. Die nachzuweisende
Abschiatzung (10b) wird zu E;<a’ [T}z} (1+8}). Der Beweis wird durch
Induktion gefiihrt.

(ii) Induktionsanfang: Filr i=0 ergibt die Konvention der leeren
t§umme Eo<a’ fiir (9b) und die des leeren Produktes E <o’ 6} (1+8p)
liri=0.

(ivi Die Abschitzung Ej<a’TI4Z3(1+8;) gelte fiir O<j<i-1.
Setzt man Ey<a’ aus (iil) in (9b) ein, erhdlt man

E,Sa'+BbEO+Z,,,B,E, fl'(1+56)+21-15353 fﬁr1>1

In dieser Abschitzung kommen nur i-1 Summanden vor (wobei der
Index verschoben ist), so daB die Induktionsannahme die Behauptung
E; < a'(1+8p) T4 (1+83) = ' 11§24 (1+83) und damit den ersten
Teil von (10b) beweist.
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(v} Eine Analyse der Funktion e¢*-{-x liefert die Ungleichung

(2.2.11) eX > 1+x fiir alle xeR.
Verwendet man (11} fir 1+8)<exp(fy), folgt auch die zweite
tUngleichung in (10b). o

In (47 wurde die Diskretisierung mit Hilfe der linksseitigen
Rechtecksformel definiert. Die zugehorige Fehlerabschidtzung erhilt der

Satz 2.2.8 (Quadratur durch Rechtecksformel) Es gelte geC (I} und
keC;{GxR) flir ein Intervall I=Ua,bl. Die Integralgleichung (1.2) habe
eine stetige L&sung f. Fiir die durch (4') definierten Niherungen {f,} gilt
die Fehlerabschitzung

(2.2.12) - b;acleu""“)h {x;=a+ih, C;, L aus (7d), (8).

Beweis. feC (1) folgt aus Satz 1.7 und Korollar 1.8. Die Voraussetzung
an k sichert auch k(x,y,f(y))eCr(G)= C’(G) so daB (7d) fur m=1 zu-
trifft. Bemerkung 5 liefert (7f) fiir die Konsistenzordnung m=1 der
Rechtecksformel (vgl. Ubungsaufgabe 1.4.25). Die Abschitzung (71)
fiihrt iiber (9a) und Lemma 7 zur Ungleichung

Idyl=1f= f{x )t < B(b-a) Crel!™ = B(b-a) Crel *i=a),
da Cy=1, wy=0 und Co=4 (vgl. Beispiel 6). m
(12) beschreibt die Konvergenz erster Ordnung. Mehr ist von einem
Quadraturverfahren erster Ordnung nicht zu erwarten. Um schnellere
Konvergenz zu erreichen, kann man die summierte Trapezformel
einsetzen, die von zweiter Ordnung ist (vgl. Ulbungsaufgabe 1.4.25).

Mit der Schreibweise Y~ aus (1.4.18¢') lautet die entsprechende
Diskretisierung

(2213) f0’=g(0), f,%=g(x,)+h]é:‘;' k(X',Xj,fj) (i=1.2,...)
Da das letzte Gewicht w,,,=éh#0 lautet, ist die Diskretisierung
implizit; (13) stellt fiir alle i>1 eine nichtlineare Gleichung dar {(vgl.

Bemerkung 2). Es stellt sich daher die Frage nach der Existenz und
Eindeutigkeit der Losung f; und nach numerischen Lésungsverfahren.

Lemma 2.29 Die Kernfunktion k erfiille die Lipschitz~-Bedingung
(2.2.14a) lk(x,x,z)~k(x,x,Z)<Llz-z'l fiir alle xel, z,z"€R,
die z.B. aus (8) folgt. Die Schrittweite h sei hinreichend klein:
(2.2.14b) h<2/L (L aus (14a)).

Dann haben die nichtlinearen Gleichungen (13) eindeutige L&sungen f;.
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Beweis. Man setze zur Abkiirzung

(2.2.14¢) cp:g(x,)-i-%'k(x,,xo.fohh;}:::k{x,,x,,fj).

Die Gleichung (13) fiir f, nimmt damit die Form der Fixpunktgleichung
(2214d)  fi=T(f) mit T(C):=c + Fkix;,%,.0)

an. Im Banach-Raum X=(R,!-1) ist T kontrahierend mit q:=hL/2<1:
22.14e)  IT(E)-T(TN = BIk(x,. % E) = k(xpnx D <BErg-q1.

Der Banachsche Fixpunktsatz 1.3.10 beweist die Behauptung. o
Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dariiberhinaus ein Berechnungs-

verfahren zur niherungsweisen Lésung der Gleichungen (13):

(2.2.15a,} f,(‘” t= iy (Startwert)

oder

22.158)) i i=c 4 P kixpxoqg fio)  (Startwert);

(2.2.15b) !'f"\*“::cw? k(x;.x;, f80) (Iteration).

Ubungsaufgabe 2.2.10 Es gelte (14b), geCr(1), keCr{GxR ). Man zeige:
(a) Die Startwerte aus {15a; ;) haben den Fehler If{®~fi=0(h) bzw.
O(h?). (b) Fiir die Iterierten aus (15b) giit die Abschitzung

- < (Lh72) iP5t >0,
so daB If V)~ f,1=O(h¥*!) fiir (15a,) und IV’ f;l= O(h¥*?) fiir (15a,).

Die Iteration (15b) ist empfehlenswert, wenn Lh/2 klein ist. Selbst-
verstindlich kommen auch andere Verfahren wie z.B. die Newton-
Iteration {vgl. Stoer [1,§51) in Frage.

tbungsaufgebe 2.2.11 k habe eine Ableitung 3k(x,x,z}/ 8z und erfiille
(14a,b). Man zeige: Die im Newton-Verfahren ben&tigte Ableitung ist #0.

Die exakte Losung der nichtlinearen Gleichung (13) ist i.a. nicht
méglich, aber auch nicht notwendig. Da fiir die Niherungen f; ohnehin
ein Fehler O(h?) erwartet wird, kann man die Iteration (i5a,b)
abbrechen, sobald der Iterationsfehler O( h?) erreicht.

Satz 2.2.1’\2 (Quadratur durch Trapezformel) Fiir I=[a,bl gelte
geCH(1)=C2(1) und keC/{GxR). L sei die Lipschitz-Konstante aus (8).
Die Schrittweite h erfiille (14b): h<2/L. Als Niherungslésung der
nichtlinearen Gleichung (13) verwende man f:=f{" aus (15b) mit
dem Startwert (i15a,). Dann gilt fir f, die Fehlerabschitzung

(2.2.16) 1f,-flx )N € ChZeL(xi~a),
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Bewels. (i) Die Voraussetzungen garantieren die Regularitit feCH}I).
(i) Die auftretenden Niherungen zu f; sind

for=fo=glal, f{=f,_,. fi:=ff" gemiB (15b).
Wir setzen dp=f,-f(x und d{*):=ff*) - f(xy fiir v=0,1. Es ist
FAfO U = 1 fO — fUx b €U fyoy=Flxp N+ (xpg) = FUx ) €

< d;.+Crh,
wobet Cr die Lipschitz-Konstante von f sei. Wie in (7b) erhilt man
df’=R(qp+{hE k(x,,x,,f})«rgk(x,,x,,f{‘”}-h}}é{;'k(xi,x,.f(x,))}.

Hier bezeichnet £’ die Summe mit den Gewichten 1 fiir 1<j<i-1 und §
fiir j=0. Fiir den Quadraturfehler der summierten Trapezregel gilt
IR(q,J1sCrh? Die geschweifte Klammer, kann wegen (8) durch
hLIZ Id i+ 41d{%U] abgeschatzt werden. Zusammen mit der Schranke
fir 1d{9’( erhalten wir

I~
idh=1dP1 < hLL Z2 1djt+ $1d,_ 1] + (Cr+iLCpIR2.
i = et A T I

Lemma 7 ist mit My=0, Lj=§8;<ihL, a=(Cr+£LCr)h? in (9b) bzw. (10b)
anwendbar und liefert das gewiinschte Resultat (16) mit C=Cr+4LCr. m

Die Ordnung 2 kann auch mit einem expliziten Verfahren erreicht
werden. Dazu modifiziert man das Quadraturverfahren wie folgt.

2213 Sei Q; ein summiertes Quadraturverfahren
Qr=Xi.,Q%), wobet QX ein Verfahren der Ordnung x itber dem
Teilintervall I; der Linge <consth sei. GemdB Lemma 1.4.23 ist Q;
ebenfalls von der Ordnung x. Andert man in Q; einen (oder allgemeiner
eine feste Anzahl von) Summanden Q%) in Q() ab, wobei Q) von der
Ordnung x -1 sei, so ist entstehende summierte Verfahren Q; wieder
von der Ordnung »x.

Beweis. Der Quadraturfehler ((%) auf dem Intervall I x ist O(h*).
Summiert mit den Fehlern O(h**!) von Q&) iiber den iibrigen
Intervallen ergibt sich der globale Fehler O(h*). m

Wir kénnen Bemerkung 13 anwenden, indem wir die Trapezformel auf
dem letzten Intervall [x;_4,x;] durch die um eine Ordnung niedrigere
linksseitige Rechtecksformel ersetzen. Die Diskretisierung lautet dann

(2.2.17a) for=g(a)l, i
(2.2.17b) fi:=g0x;) +%hk(x,,xo,f0] + hlgk(x,,xj,f]) +

3 1.UIET 700N fiiri=1.,2,...
Bemerkung 2.2.14 Unter den Voraussetzungen von Satz 12 ist
die Diskretisierung (17a,b) konvergent von der zweiter Ordnung:
2.2.18)  if;-f(x) < ChZeLtxima),
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Ein Verfahren dritter Ordnung erhilt man bei entsprechender Glatt-
heit von k{(x,y,f(y)) mit den folgenden Quadraturformeln fiir Q[a'x'] :

(2.2.19a) i gerade: an‘xi3==Q[sé‘:‘}g§°“.
{2.2.19b) i ungerade: Q[a‘x']moﬁ‘;}ggi‘: + Ql3Pez 5,

wobei QF'™P3°™ die summierte Simpson-Formel iiber I und Q—[r;{‘_[’ffc A
die (nichtsummierte} Trapezformel iber [x;.;x;1 bezeichnen.
Die Simpson-Formel wird hier nur als Formel dritter Ordnung benutzt.
Die Trapezformel ist zwar von zweiter Ordnung, kommt aber nur iiber
einem Teilintervall vor, so daB die Gesamtformel nach Bemerkung 13
von dritter Ordnung ist. Analog zu Satz 12 beweist man, da das
implizite Verfahren (19a,b) von dritter Ordnung konvergiert. Die Werte
f; kénnen dabei wieder mit der (15a,b) entsprechenden Banachschen
Fixpunktiteration angendhert werden. Es reicht fj=f{?) zu wihlen
tvgl. Ubungsaufgabe 10b).

Ubungsaufgabe 2.2.15 Die offenen Newton-Cotes-Formeln verwenden
die Intervallenden nicht als Stiitzstellen der Quadratur. Mit ihrer Hilfe
konstruiere man fiir i>2 Formeln Qr, ,,; der Ordnung 3 mit w;,=0.
Fiir i=1 verwende man die linksseitige Rechtecksformel. Man zeige: Die
entstehende Diskretisierung ist explizit und konvergiert von dritter
Ordnung.

Bei der Konstruktion eines Verfahrens vierter Ordnung entsteht ein
neues, prinzipielles Problem: Nach Bemerkung 13 diirfen wir auf einem
Teilintervall ein Verfahren dritter (statt vierter) Ordnung wéhlen.
Es gibt aber keine Quadraturformel dritter Ordnung iiber {a,a+h], die
mit den Stiitzwerten bei x ;=a und x ;=a+ h auskommt. Die beste Formel
mit dieser Eingabe ist die Trapezregel, die wir fiir i=1 einsetzen:

(2.2.20a)  i=1: Qta.x;1 = Q8.

Fiir i>2 stehen Formeln vierter Ordnung zur Verfiigung, z.B.
(2.2.20b) i gerade: Qra,x,1:= QTamET"™,

(2.2.20c) i>3 ungerade: Qpq,x,1'= Q[S;"'}‘P:g‘]‘ +Qf,/‘?:§?,§f]l.

Die Gewichte der (unsummierten) J3/8-Regel sind w;=w,=3/8,

wo=wy=9/8.

Bemerkung 2.2.16 g und k seien hinreichend glatt. Die Quadratur in (2b)
sei durch (20a-c) definiert. Die Banachsche Fixpunktiteration (15b) zur
Lésung von (2b') sei mindestens bis v=3 durchgefiihrt. h sei hinreichend
klein. Dann erfiillen die Niherungen f, die Fehlerabschdtzungen
(2220d)  1f;-fix)t < ChS,

(2.2.20e)  Ify-f(x )l < Ch* fiir i22.
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Beweis. {20d) steht im Einklang mit Bemerkung 13. Zu zeigen ist nur die
zunichst tliberraschende Tatsache, daB fiir i>2 die Ordnung 4 erreicht
wird. Hierzu beachte man, daB die Summe hM;Y ,E; in (9a) auch dann
von der Ordnung O(h™) ist, wenn E;= O(h™~'} und E,;= O (h™) sonst. m

Die Schwierigkeit bei i=1 laBt sich jedoch mit einer Technik
umgehen, die den Runge-Kutta-Methoden bei gewdhnlichen
Differentialgleichungen #hnelt. Man berechne einen Zwischenwert
fis2%f{a+4$h) mit Hilfe der Trapezformel. In Analogie zu (20d) hat
man fy;~f(a+$h)1=0(h®). Danach berechne man f; mit der
Simpson-Formel (Stlitzstellen: a, a+§‘h, a+h). Die Genauigkeit des
Resultats ist f;=f(x)+O(h*), so daB (20e) fiir alle i>1 gilt.

Die vorhergehende Uberlegung ermdglicht Verfahren beliebiger
Ordnung, indem man in geeigneten Zwischenstiitzstellen &,
Hilfswerte f, ; berechnet.

2.3 Weitere numerische Verfahren

Die bisher vorgestellten Verfahren entsprechen den
FEinschrittmethoden bei  gewdhnlichen  Differentialgleichungen.
Zu Analoga der Mehrschrittverfahren gelangt man, wenn man den
Term f; auf der linken Seite der Gleichung (2.2b) durch k+1 Terme
agfyv o Syt .. +apfy; ersetzt. Gleichzeitig werden Approximationen
der sogenannten «Verzdgerungsterme» g{x) + S5t kix,y,f(y))dy
fiir xp<x hinzugenommen. Die libernahme der fiir gewohnliche
Differentialgleichungen entwickelten Runge-Rutta-Techniken ergibt
die Volterra-Runge-Rutta-Formeln. Die genannten Verfahren sind
im Buch von Brunner - van der Houwen [1] ausfiihrlich beschrieben.

Als ein alternatives Vorgehen soll im folgenden ein spezielles
Kollokationsverfahren vorgestellt werden. Bei der direkten Diskreti-
sierung durch ein Quadraturverfahren waren wir gezwungen, iqui-
distante Stiitzstellen x;=a+jh zu wihlen (vgl. (2.3)). Ein Ausweg aus
dieser Situation lautet wie folgt: Man interpoliere die Stiitzwerte f;
in den Stiitzstellen x;=a+jh fiir 0<j<i durch eine Funktion ®(x):

(2.3.1) B(x)=f; fir 0<j<i.

Das Integral [X?k{(x,y,f(y))dy, das fiir die Aufstellung einer
Gleichung fiir die Unbekannte f; benétigt wird, kann somit durch
JXUkix,y,®(y))dy approximiert werden. Da kix,y,${y)) fiir alle
yela,x,;] bekannt ist, kann jede beliebige Quadraturformel mit
Stiitzstellen in [a,x;] zur Auswertung des Integrals herangezogen
werden. Die Stiitzstellen der Quadraturformel Qc, .,; miissen nicht
mehr mit den Stiitzstellen x; aus (1) iibereinstimmen. Beispielsweise
kommen auch die GauB-Quadraturen mit ihren nichtidquidistanten
Stiitzstellen in Frage.
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Das einfachste Beispiel fiir @ ist die stiickweise lineare Interpolation:
(2.3.2) Px)=f Ux-x) 141 + (X5u5-x)f}]

(vgl. Beisper 1.4.3). Da der Interpolationsfehler von @ von der Ordnung
O(h?) ist, hat es keinen Sinn, Quadraturverfahren héherer Ordnung
anzuwenden. Setzt man wieder die summierte Trapezformel ein, gelangt
man zum Verfahren (2.13) zuriick. Die Interpolationsordnung erhéht
sich auf 4, wenn man z.B. den stiickweise kubischen Hermite-Ansatz

verwendet:

flir x j$ x€x ;44

2.3.3) PeC'(La,x,]) stimmt auf jedem Teilintervall [x;,x;44]
o mit einem kubischen Polynom liberein.

Die Charakterisierung $eC!([a,x,1) impliziert, daB die links- und
rechtsseitigen Ableitungen ¢ '(x;*0) fiir alle 1 <j<i-{ iibereinstimmen.

Anstelle der Stiitzwerte f; sollen im folgenden die kubischen
Polynome @ sukzessiv auf den Teilintervallen [a,a+hl=[x4,x,],
[xy,x21, .., [xgoy,x,],... bestimmt werden. Am linken Ende x,_; des
Intervalles ist die nulite und erste Ableitung von ¢ bekannt. Dabei hat
man den Start i= 1 von der weiteren Berechnung (i>1) zu unterscheiden:

Start (i=1):
(2.3.4a) d(al=gla),
(2.3.4b) @ (a)l=f(a)l=g’'(a)+k(a.a,glal})} (vgl. (1.5b}).

Iteration (i>1):
(23.40)  B(x,_+0)=P(x,_;-0), ®'(x,4+0)=0"(x,_,-0).

Die in (4c) formulierte Gleichheit der Ilinks- und rechtseitigen
Grenzwerte und Ableitungen ist definitionsgemiB notwendig. Der
gemeinsame Wert & {x; +0)=®(x;_;-0) ersetzt den bisherigen
Stiitzwert f;_;. Da das kubische Polynom & (beschrinkt auf [x,_,,x;1)
vier Parameter enthilt, benétigt man auch vier Gleichungen zur
eindeutigen Bestimmung von ¢ auf [x;_,,x;1. Neben (4a,b} bzw. (4c)
sind noch zwei weitere Bestimmungsgleichungen erforderlich, die wie
folgt aus der Integralgleichung hergeleitet werden.

¢ sei auf [a,x;_;1 bereits bekannt. Zusammen mit der noch zu
bestimmenden Fortsetzung von @ auf [ x,_,, x,] approximiert man f auf
(a,x;]. Die Kollokationsmethode besteht nun darin, daB man die
Integralgleichung (1.2} in zwei Punkten

(2.3.5) X=X+ Oh | Xy p=x;4+6,h, wobei 8,,8,¢(0,11,
mit der Ansatzfunktion ¢ statt f zu erfiillen sucht:

(2.3.6) ®(xy =glx )+ [o T k(xy 1y, (y))dy fiir j=1,2.
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2.3.1 Pro Intervail {x;.;,x;] sind vier Gleichungen zu
erfillen: (4a,b) und (6) fiir i=1 und (4c} und (6) fiir i>1. Die beiden
Gleichungen (6} sind nichtlinear in den vier Koeffizienten des kubischen
Polynoms ¢ auf [x,_;,x;]. Zu I={a,bl sei G durch {1.3) definiert.
Ist keC(GxR}, so gibt es eine Schranke hy, so daB die nichtlinearen
Gleichungen fiir alle h<h, und alle x,;€b eindeutig aufldsbar sind.
pDamit ist die stlickweise kubische Hermite-Funktion &=&, zur
Schrittweite h eindeutig bestimmt.

Die beschriebene Diskretisierung ist noch nicht praktikabel, da in den
Gleichungen (6) von einer exakten Integration ausgegangen wird. Die
Integrale iiber [a,x, ;1 sind durch geeignete Quadraturen zu ersetzen:

(2.3.6') ¢(x,y])=g(x,,j)+Q[a’xl I](k(xi,j,',¢(‘})) ﬁh’j=1,2

Beispielswelse ist eine summierte GauB-Quadratur ilber den Intervallen
[xj-g.%51 (Gi=1,...,i-1) und [x,_;,x,,] mit je zwei Stiitzstellen zu
empfehlen Ersetzt man die Gleichungen 6) durch (6, giit die
Bemerkung 1 entsprechend.

Da die Interpolation durch die stiickweise kubischen Hermite-
Funktionen von vierter Ordnung ist und die oben vorgeschlagene
Quadratur die Ordnung 4 besitzt, erwartet man eine Fehlerabschidtzung
der Form

2.3.7) 19-f0 tab3<Ch*hgldecra ba)

fiir h< h, unter geeigneten Bedingungen an g, k und h,. Es stellt sich
aber heraus, daB eine weltere Stabilititsbedingung an die Wahl der
Kollokationspunkte x; ; aus (5) zu stellen ist. Wenn die Stabilitits-
bedingung verletzt isf, steigt der Fehler fir h+0. Es liegt nahe,

(2.3-83) (2] 2= 1 (d.h. Xy,2= Xl)

zu wihlen. Das durch (4a-c), (5), (6'), (8a) definierte Kollokations-
verfahren ist stabil, wenn

2.380)  4<©,<1,

withrend es fiir 0<8 ;<4 divergiert. Fine gute Wahl fiir 9, ist ©,=0.6.
Der Beweis dleser Stabilititsaussage und der Konvergenz (7) sowie die
ausfiihrliche Diskussion des vorgestellten Kollokationsverfahrens
findet sich bei Esser {1]. Es sei zudem auf das den Kollokationsver-
fahren gewidmete Kapitel 5 in Brunner - van der Houwen [1] verwiesen.

Die Ordnung 2m=4 des Hermite-Kollokationsverfahrens kann
gesteigert werden. Hierzu ersetzt man die Definition (3) durch:

2.3.9) ®eC™ !(la,x,1) stimmt auf jedem Teilintervall [x;,x;4,]
e mit einem Polynom vom Grade €2m-1 iiberein.

Die Kollokation {6) bzw. (6') hat man an m-1 Stellen x; ; (1<jsm-1)
durchzufijhren. Dafiir erzielt man eine Fehlerabschatzung (7) durch
Ch®™Uglgzm cq.py) (vel. Esser[11).
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2.4 Die lineare Volterrasche Integralgleichung vom Faltungstyp
Die lineare Volterrasche Integralgleichung zweiter Art lautet

2.4.1) fix)=glx) + fk(x.y) fiy)dy

Die Existenz und Eindeutigkeit einer L6sung ergibt sich - zumindest fiir
keC{G) - aus §2.1.1. Die Lipschitz-Bedingung (1.4) ist trivialerweise
mit der Schrankenfunktion L{x,y)}:=1k{x,y) erfiillt.

Versucht man, die Lésung der Integralgleichung (1) darzustellen, so
gelingt dies filr den Spezialfall des Kerns vom Faltungstyp:

(2.4.2)

fiir xel.

kix,y)=x(x-y).
Schreibt man wieder k{ x -y} fiir x( x~-y), so erhdlt man die Gleichung

(2.4.3) f'(x):g(x)+fk(x-y) fly)dy fiir xel.
Fiir die spezielle Wahl g=1 erhilt man
2.4.4) R(x)=1+ ] k(x-y) R(y)dy fiir xel.

Definition 2.4.1 Die Ldsung R von Gleichung (4) heiBt Resolvente
(zum Faltungskern k).

Ubungsaufgabe 2.4.2 Ist der Faltungskern k eine Konstante, so ergibt
sich R(x)=ek(x=a),

Mit Hilfe der Resolventen kann man die L&sung der allgemeinen
Gleichung (3) explizit darstellen.

Satz 2.4.3 R sei die Resolvente zu keC(I). Ferner gelte geC'(I}).
Dann ist die Lésung der Integralgleichung (3) durch (5) gegebem:

(245 f(x)=R(x)g(a)+ [ g'(a+x-y) R(y)dy fiir xel.

Beweis. Setzt man f aus (5) in die rechte Seite der Integralgleichung (3)
ein, erhilt man

g(x) + [k(x-y)R(y)gla)dy + I, = g(x)+R(x)g(a)-gla) + I,
mit I, = fk(x-y)f g'(a+y-t) R(t)dt dy.

Die linke Seite f(x) aus (3) schreibe man mit Hilfe von (5) und (4) als
R(x)g(a)+fg'(a+x-y) {1+ jk(y—t) R(t)det]dy=
=R(x)gla) + g{x)-g(a) + I,

mit L= [g'(avx-y) [ k(y-)R(t)dt dy.

Offenbar stimmen beide Seite iiberein, wenn I,=1,. Zum Nachweis der
Gleichheit setzen wir formal k(t):=0 fiir t<0 und g'(t):=0 fiir t<a.
Sei a<t<x.Das Integral ](t):=J'o’tk(s)g'(a+x-s—t)ds 148t sich auch

i —— ‘-"‘-U'ﬂl
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als J(t)=F k(s)g'{a+x-s-t)ds oder J(t)=[2"Fk(s)g'(as+x-s-t)ds

schreiben, da g'{a+x-s~t}=0 filr x~-t<s<x-a und k=0 fiir a-t<s<0. Die
Substitutionen s=x -~y im ersten und s=y-t im zweiten Integral liefern

J(th=[Xkix-ylg'(a+y-t)dy = fFk(y-t)g'{a+x-y)dy.
Die erste Darstellung von J(t) zeigt
IXJOOR(t)dt =[5 I5 k(x-y)g'(a+y~t)R(t)dtdy=
=% k(x-y) fX g'(asy-t)R(t)dtdy=1,,
da ¢g'=0 fiir y<t<x. Analog ergibt sich aus der zweiten Darstellung
IXJOR(E)Idt =[5 T% g'(a+ x-y)k(y-t)R(t)dtdy =
=fX g'larx-y} I k(y-t)R(t)dtdy=1I;.
Die Gleichheit I,=1, beweist, daB f aus (5) die Gleichung (3} erfiillt. m
Die Voraussetzung geC'(I) des Satzes 3 14Bt sich abschwiichen.

Lemma 2.4.4 Fiir einen stetigen Faltungskern ist die Resolvente R stetig
differenzierbar. Die Ableitung r:=R’ ist Lésung der Integralgleichung

x
(2.4.6) r(x)-—-k(x—a)+fk(x—y)r(y)dy.
a

Beweis. Da k stetig ist, hat (6) eine stetige Losung r. Man setze
R{x):=1+J r(y}dy. Mit dhnlichen Umformungen wie im vorher-
gehenden Beweis zeigt man, daB R der Gleichung (4) geniigt. Also ist
R differenzierbar und hat r als Ableitung. m

Partielle Integration im Integral der Darstellung (5) fithrt auf

x
2.4.7 fix)=g(x) + [glasx-y)r(y)dy.
a

Zusatz 2.4.5 Fiir stetigen Faltungskern k und stetiges g laBt sich die
Lésung f von (3) durch (7) darstellen.

2.5 Die Volterrasche Integralgleichung 1. Art

Die Volterrasche Integralgleichung erster Art lautet
(2.5.1) g(x)= [ k(x.y, fy)dy

wobei g eine gegebene und f die gesuchte Funktion ist. Geht man davon
aus, daB k, k, und f stetig sind, ist die rechte Seite in (1) differenzier-
bar, so daB g notwendigerweise die Bedingung (2) erfiillen muB:

2.5.2) geCl(I), glal)=0.

fiir xel=0[a,bl,

Differenziert man beide Seiten der Integralgleichung (1), ergibt sich
{2.5.3) g'{x) = k(x,x.f(x))+Ik,‘(x.y,f(y))dy.
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Die Abbildung z > k{x,x,z) sei fiir alle xel (mindestens lokal)
umkehrbar. Die Umkehrfunktion werde mit ¢(x,-) bezeichnet:

z=P(x,kix,x,z}) fir xel. zeR.

Im linearen Falle k{x,x.z)=k{(x,x)z reduziert sich die Umkehrbarkeit
auf die Forderung k{x,x)+0, und ®{x,n} ist durch n/k(x,x) gegeben.
Mit Hilfe von ¢ 4Bt sich die Gleichung (3) nach f auflésen:

2.5.4) FOx)=0(x.g"(x) = | kelx.y. f(yNdy).

Gleichung (4) 14Bt sich als nichtlineare Volterrasche Integralgleichung
zweiter Art - wenn auch in unkonventioneller Darstellung - auffassen.
Um den Zusammenhang mit einer Gleichung 2. Art zu sehen, wihlt man

pix)i=ki{x,x,f(x))
als neue unbekannte Funktion. Aus ¢ gewinnt man f sofort zuriick:
fix)=®x,plx)).

Indem man die letzte Darstellung einsetzt, erhdlt man aus (3) die
Gleichung

(2.5.5) g'Ox)=p(x) + [ kelx.y, ®(y.p(y)dy.

Dies ist die iibliche Volterrasche Integralgleichung zweiter Art mit
g’ statt g und kix,y,z):=-k (x.,y. ®(y,z) statt k.

tIbungsaufgabe 2.5.1 Man zeige: Die Lsung f der Gleichung {1) erster
Art hat den Anfangswert f(a)=®(a,g’(a)).

Es ist offensichtlich, wie die Voraussetzungen fiir die Existenz und
Eindeutigkeit der Lésung von (3) zu formulieren sind: Neben (2) und der
Stetigkeit von k, k, benttigt man die Lipschitz-Bedingung von &k,
beziiglich des letzten Argumentes sowie die Existenz der
Umkehrfunktion ¢. Wenn ¢ global eindeutig ist, liegt Eindeutigkeit der
Losung f vor. Wenn dagegen mehrere lokale Umkehrungen existieren,
erhilt man auch mehrere L&sungen der Gleichung (3).

In §6 werden wir ein Beispiel fiir eine Volterrasche Integralgleichung
erster Art - die Abelsche Integralgleichungen - kennenlernen, bei der
weder k, noch der Kern k stetig sind. In diesem Falle wird sich die
Bedingung (2): geC!(1) nicht als notwendig erweisen.

Eine naheliegende Diskretisierung der Integralgleichung (1) von
erster Art besteht darin, die abgeleitete Gleichung (5) von zweiter Art
mit den bisher behandelten Mittel zu 18sen. Eine direkte
Diskretisierung der Gleichung (1) durch Quadraturverfahren (in der
Formg,=X!_ow,; k(xy,x;,f;) fiiri=1,2,...) ist im Prinzip anwendbar,
kann aber zur Instabilititen und damit zur Divergenz fiihren.

3. Theorie der Fredholmschen

Integralgleichungen zweiter Art
Erik Ivar Fredholm (Stockholm) untersuchte die nach ihm benannten
Gleichungen schon in den letzten Jahren des vorigen Jahrhunderts.
{iber Hilbert wurden die Integralgleichungen zur Keimzelle der
Funktionalanalysis, die zu Anfang dieses Jahrhunderts Gestalt annahm.
3.1 Die Fredholmsche Integralgleichung 2. Art

in (1.1.3) wurde bereits die Fredholmsche Integralgleichung 2. Art
vorgestellt:

3.1.1) f(x):g(x)+fk{x,y)f(y)dy
Indem wir wie zuvor das Intervall mit
(3.1.2a) I=[a,b]

abkiirzen, erhalten wir

3.1.17 fix)=gix)+ J'lk(x.y)f(y)dy flir xel.
Gelegentlich werden wir unendliche Intervalle zulassen:
(3.1.2b) I=la,w) oder I=(-o,» ).

Als Integrationsbereich kénnen auch Kurven im R?, Teilmengen des RY
oder Oberflichen solcher Gebiete auftreten. Als allgemeines Symbol
fiir den Integrationsbereich, das auch den Fall D=1 einschlieBit,
schreiben wir

{3.1.2c) DecRY (1<d<w) oder D=3Q fiir ein Gebiet (c RY.
Die Problemstellung lautet damit:

fir xela,bl.

Fredholmsche Integralgleichung 2. Art
3.1.1")  fixi=g(x)+ ID kix,y)f(y)dy fiir xeD.

Falls D eine Oberfliche ist, bezeichne [;,...dy das Oberflachenintegral,
das iiblicherweise als J,,...dI, geschrieben wird (vgl. §8.1.2.2).

Die Funktion k(x,y) heiBt die Kernfunktion oder der Kern.
Das Integral in (1), (1) bzw. (1") definiert eine lineare Abbildung,

die wir als den Integraloperator K bezeichnen werden:
(3.1.3) K: f J'lk(',y)f(y)dy bzw. IDk(»,y)f(y)dy.

Die Integralgleichungen (1}, (1') und (1") werden damit zu
3.1.4) f=g+Kf.
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Eine scheinbare Verallgemeinerung von (4) erhilt man durch einen
weiteren Faktor xeC:

(3.1.5) AMf=g+Kf.

Bemerkung 3.1.1 Gleichung (4) ist der Spezialfall A=1 von (5).
Andererseits kann man fiir jedes A# 0 Gleichung (5) durch X dividieren
und erhilt (4) mit { g und { K statt g und K. Der Fall =0 wird in diesem
Kapitel generell ‘ausgeschlossen, da (5) dann eine Fredholmsche
Integralgleichung . Art darstelit.

Fiir den Integraloperator K hat man einen passenden Banach-Raum X
zu finden, so daB

(3.1.6) KeL(X,X).

Wir werden hierzu nur die einfachsten Riume X=C(D) und X=L?(D)
einsetzen.

3.2 Der Integraloperator K als kompakter Operator

3.2.1 Allgemeines

Unter geeigneten Bedingungen werden sich die Integraloperatoren K
als kompakte Operatoren herausstellen. Damit kann (1.6) durch die
stidrkere Aussage

3.2.1) KeK(X,X)}

ersetzt werden (vgl. §1.3.8). Die Kompaktheit ermoéglicht die
Anwendung der Riesz-Schauder-Theorie, die zu folgenden Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen fiihrt (vgl. Satz 1.3.28):

Satz 3.2.1 Gegeben sei die Fredholmsche Integralgleichung
Af = g+ Kf von 2. Art, dh. mit 20, und K sei auf einem
Banach-Raum X kompakt: (1). Dann gilt entweder: Der Operator
AI-K hat eine beschrinkte Inverse

3.2.2) (M-K)"Tel(X,X).
so daB die Gleichung Af = g+ K f fiir jedes geX eine eindeutige Losung
(3.2.3) f=(A-K)tgeX

besitzt. Oder: X ist einer der héchstens abzidhlbar vielen Eigenwerte,
die sich nur in 0 hiufen kénnen. Dann besitzt die Eigenwertaufgabe

(3.2.4) re =Ke
n linear unabhingige Eigenfunktionen e,,...,e, als Lésungen, wobei
(3.2.5) 1 € nr=dim Kerm (AI-K) =dim (X/Bild(AI-K)) < .

Es bleibt die Aufgabe, die Kompaktheit (1) fiir die Réume X=C(D)
und X=L2(D) konkret nachzuweisen.
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Dieser Unterabschnitt soll mit Charakterisierungen der Be-
schranktheit (1.6) abgeschlossen werden. Im Falle X=C(D) kann die
Operatornorm von K explizit durch den Kern k beschrieben werden.

Lemma 3.2.2 Fiir jedes feC(D) gelte KfeC{D). Wenn die rechte Seite in (6)
endlich ist, gehdrt K zu L(C(D),C(D)). Die Operatornorm hat den Wert

(3.2.6) \Kic(p)ecepy = sup | 1k(x,y)tdy.
xeD D

Beweis. () Sei C:=sup{fptk(x,y)ldy: xeDl<w. Fiir jedes xeD ist
WK x < fplkix,y)Hf(y)idy <CUfR und damit §KfE_<CHfN .
Dies beweist die Ungleichung VKl c¢pj«c¢p) <C.

(ii) Sei ¢ >0 beliebig. Nach Definition des Supremums gibt es ein £eD
mit C<Jplk(E,y}idy+e. Die Funktion &(y):=signk(E,y) ist be-
schrankt, d.h. $eL =, aber i.a. nicht stetig. Wenn C< o, ist K& erklirt
und erfiillt aufgrund der Identitit !zl=zsignz die Abschitzung

IKPH_ 2 UKD NEN = [plk(E,y)dy 2 C-e.
Im folgenden Teil werden wir eine stetige Funktion ¢ suchen, die fast
die gleiche Ungleichung liefert.

(jii) Zu £ >0 gibt es ein ne{0,11, so daB Dy:={yeD: |k(E,y)I<y) zum
Integral fDolk(E,y)ldy <¢ fiithrt. Uc D sei eine lmgebung von D, so daB
S k(E, y dy<2e. Wir setzen Dy = U\ Dy und Dy: =D\ U. Damit sind Dg,
Dy, D, disjunkte Menge, die sich zu D erginzen. Die Funktion ¢ sei
durch ¢=0 auf D, und p=&=signk(§,y) auf D, definiert. In dem
Zwischenraum D, zwischen D, und D, kann ¢ so erklart werden, daB es
insgesamt stetig ist und nur Werte in [-1,11 annimmt. Wieder gilt

HK@)(EN = | [y k(E,y)e(y)dy +fD2k(E,y)<p(y)dyl >
szlk(E,y)Idy—fulk(é,y)q)(y)ldyprzlk(E,y)!dy—2e=
= plk(E,y)Ndy - Jylk(E,y)Idy-2¢ > C-e-2e-2e > C-5¢.

Da el <1 und e beliebig, ist C die kleinste Konstante mit
1Kol <Clpl_ fiir alle peC(D}. Damit folgt (6) aus Ubung 1.3.12b. &

1Kol >
2

Lemma 3.2.3 Eine hinreichende Bedingung fiir KeL(X.X) mit X=L%(D)
ist ke L2(Dx D). Dann gilt die Abschitzung

3.2.7) VK125, cp2¢py € [fL1kCc v dxdy] V2.

Beweis. Die Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale liefert
WKf¥2 5, =fUK IO dx= [ [k(x.y)f(y)dy|?dx<

2 -
<£[{)lk(x.y)l dy] [{)lf(y)lzdy] dx= [£{)Ik(x,y)l2dxdy]lflfg(w. m

Definition 3.2.4 Ein Kern kelLZ(DxD) heiBt Hilbert-Schmidt-Kern.
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3.2.2 Der Fall X=C(D)

Zur Einfiihrung beginnen wir mit einer einfachen Voraussetzung an
den Kern: Die Kernfunktion k soll stetig sein.

Satz 3.2.5 D sei ein kompakter Definitionsbereich und keC(DxD),
Dann ist K kompakt auf X=C(D}.

Beweis. Die Voraussetzung keC{Dx D) auf einem Kompaktum D impli-
ziert sofort die schwicheren Bedingungen (8a,b) des nachfolgenden
Satzes 3.2.6. Ein anderer Beweisansatz wird in §3.3.2 erwihnt werden. m

Die Voraussetzung, daB D kompakt sei, schlieBt z.B. unbeschriinkte
Intervaille wie I=R aus. In 8324 werden wir auf diesen Fall
zurlickkommen und Beispiele kennenlernen, fiir die K nicht kompakt
sein kann. Die Stetigkeit von k impliziert die Integrierbarkeit von
k(x,y)f(y) bezliglich y fiir feC(D)}. Offenbar kann man hierflir aber
auch mit schwiicheren Voraussetzungen auskommen. Es reicht,
daB k(x,y) integrabel ist, wobei das Integral auch als uneigentliches
erkldrt sein darf (niiheres zu uneigentlichen Integralen in §6.1.3).
Das folgende Kriterium gibt hinreichende Bedingungen dieser Art fiir
die Kom;)aktheit von K an. Die Bedingung (8a) kann auch als
k{x,-JeL'{D) fiir alle xeD geschrieben werden. Auf die Interpretation
von k(x,y)dy als (signiertes)} MaB p,(dy) soll hier nicht
eingegangen werden. Die Bedingungen (8a,b) wiren dann Aussagen
iiber die Totalvariation der MaBe g, (dy) bzw. pe(dy)-p,(dy).

Satz 3.2.6 D sei ein kompakter Definitionsbereich. Die Kernfunktion
k des Integraloperators K erfiille

(3.2.8a) fDIk(x,y)ldy<oo fiir alle xeD,
{3.2.8b) lsi_!;li'le(E,y)-k(x,y)ldy=0 fiir aile xeD.

Dann ist K kompakt auf X=C(D): KeK(X,X). Ist umgekehrt
KeK(X,X) ein kompakter Integraloperator mit einem Kern
k{x, JeL'(D), so gelten die Bedingungen (8a,b).

Beweis. () Sei B:={Kf: feC(D), Ifk_<1} das Bild der Einheits-
kugel K,;(0)cX=C(D). Es ist zu zeigen, daB B eine in X prakompakte
Menge ist. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli (vgl. Satz 1.3.26) ist die
gleichmidBige Beschrinktkeit und die gleichgradige Stetigkeit der
Funktionen ge B nachzuweisen.

(i) Man setze
plx):=fplkix,yNdy und @(E,xh:Ile(E,y)—k(x,y)ldy.

Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung [lai-tgl|<la-5!
ergibt sich die Abschitzung
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lp(E)-p(x)i=

Lyt K(E, y)=1k(x,yNdy | < [ Lk(E,y)-k(x,y)ldy=d(§,x).
pie Voraussetzung (8b) garantiert die Stetigkeit von ¢: peC(D).
Die gleiche SchluBweise zeigt 1Q(E,x)-P(E,x) € Plx,x’),
1$(E,x) ~ ®(E" ,x)! < ®(E,E) und zusammen 1S, x)-P (&, x'I1 <
$i(x,x'} + P(EE'). Wegen (8b) ist & auf DxD stetig und erfiillt
$(x,x)=0. Mit D ist auch DxD kompakt. Daher ist ¢ beschridnkt:
Yol <o und $eC(Dx D) gleichmiBig stetig.

(i) Jedes g=KfeB ist durch #gh_<lpl_ beschrinkt, denn
lg(x)l:l(Kf)(x)l:lka(x,y)f(y)dyls
sfblk(x,y)llf(y)ldystIk(x,y)llfImdy=qo(xIf!m$lqslm

fiir alle xe D. Also ist B gleichm#Big beschrinkt. <1

(iv) Sei €>0 gegeben. Da ¢ gleichmiBig stetig auf DxD ist (vgl. (ii)),
gibt esein 8, so daB ¢ (&,x)=1P(E,x)-P{x,x)I<¢ fiir alle §,xeD mit
{E-x1€8. Sei g=KfeB beliebig und 1£-xli<$. Die Abschitzung

Ig(E)-gix)l= | ka(E,y)f(y)dy- ka(x,y)f(y)dyls
< | k(g y)- k(x,y)} f(y)dy < o k(E.y)- k(x,y)l1 f(ylldy <
< 1 k(E,y)- k(x,y) dy =D (§,x) <e R

beweist die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen geB.

{v) Die Kompaktheit impliziert die Beschrinktheit von K: KeL(X,X).
Wegen (6) ist die Bedingung (8a) daher notwendig.

(vi) Es bleibt die Notwendigkeit der Bedingung {(8b) zu zeigen. Sei
xxeD eine Folge mit dem Grenzwert £eD. Das Funktional
T, f:=(Kf)(x,)-(Kf){E) hat die Darstellung T, f=fp t,(y)f(y)dy mit
ti(y):=k(xy,y)-k(E,y). Wie im Beweis zu Lemma 2 zeigt man
sup{i T fi: feC(D), Mfls1)= fpiti(y)tdy. Es gibt daher zu jedem
¢>0 Funktionen f,eC(D) mit 1 f, ¥ <1 und

[ Tefx - Spltuly)tdy |<e.

Da K kompakt, gibt es eine Teilfolge der g, :=Kfy, die gleichmiBig
gegen ein geC(D) konvergieren. Fiir hinreichend groBe k dieser
Teilfolge ist §g,-gl,<e und wegen der Stetigkeit von g in £ auch
tg{xg)-glE)i<e, also

lkak|=|gk(xk)-—gk(E)l <
Slgelxg)=gU N +1g{x )= gl(EN +1g(E)-gp (E) <3e.
Mit der vorherigen Ungleichung ergibt sich [plk(x,,y}-k(E, y)tdy =

Iplti(yhdy < 4e fiir die Teilfolge x; einer beliebigen Folge x;~ §. Dies
beweist (8b). ]

Ein weiterer Zugang zur Kompaktheit iiber die Regularitdt wird in
§3.4 erklirt werden.
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3.2.3 Der Fall X=L2(D)

Die nach Lemma 3 fiir die Beschrinktheit ausreichende Bedingung
keL?(DxD) ist auch fiir die Kompaktheit auf X=LZ(D) hinreichend.

Satz 3.2.7 Ein Operator K mit einem Hilbert-Schmidt-Kern ist
kompakt in X=LZ(D). D.h. keL?(Dx D} impliziert KeK(L2(D},L2(D}}.

Beweis. Der Beweis wird in §3.3.2 nachgeholt. Vgl. auch Heuser [1,§87]
oder Yosida [1, §X21. m

3.2.4 Der Fall eines unbeschriinkten Intervalles I

Insbesondere nach Satz 7 kénnte der Eindruck entstehen, daB alle
beschrankten Operatoren schon kompakt seien. Deshalb soll zundchst
ndher auf ein Gegenbeispiel eingegangen werden. Die Fourier-Integral-
transformation f > f ist durch

3.2.9 FUg) o= (2m) =2 [ e~ 1Exf(x)dx

definiert. d.h. durch einen Integraloperator K mit dem stetigen
Kern k(£,x):={2n)""2¢=1Ex ijber dem unendlichen Intervall I=R.

Bemerkung 3.2.8 Der durch die Fourier-Transformation (9) gegebene
Integraloperator K gehdrt zu L(X,X) fiir X=L?(R), ist aber fiir kein X
kompakt.

Beweis. Wie aus der Fourier-Theorie bekannt (vgl. Meister [11), ist die
Fourier-Transformation in L?(R) normerhaltend, so daB IKky x=1.
Also KeL(X,X) fir X=L?(R). Eine weitere Anwendung von K auf

liefert nach allgemeinen Rechenregeln der Fourier-Transformation g:=
Kf=K2f mit g(x)=f(~-x) fiir alle x¢R. g ist die an der y-Achse gespie-
gelte Funktion f. Eine erneute Spieglung liefert f zuriick: K*#f=K?g=f,
d.h. K*=1 (I: Identitit). Wire K beziiglich irgendeines Banach-Raumes X
kompakt, wire auch I=K* kompakt. Da die Funktionenrdume unendlich-
dimensional sind, ergibt {{bungsaufgabe 1.3.22b ein Widerspruch. m

Der Satz 6 wird mit dem Satz von Arzela-Ascoli bewiesen.
Dieser ist aber nicht auf unbeschrinkte Definitionsbereiche D iiber-
tragbar. Im folgenden werden wir das einseitig unbeschrinkte Intervall

(3.2.10) I1=[0,)

zugrunde legen. Der Banach-Raum X=C([)=C([0,x }) der stetigen und
beschrénkten Funktionen ist zu groB. Stattdessen wird der Unterraum

(3.211) X=Cjypn ([0,)) = {f: stetig auf [0,), lim f(x) existiert)

mit der Supremumsnorm 1-¥_ betrachtet.

Ubungsaufgabe 3.2.9 Man zeige: (a) Alle feX sind beschrinkt.
(b} (Cyyy (10,0)),1-8_ ) ist ein Banach-Raum.
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Die Limes-Bedingung in der Definition (11) erzwingt die Stetigkeit in
x =0 . Man kann X als den Raum C([0, 1} iiber dem kompaktifizierten
Intervall [0,x1 auffassen. Die direkten Ubertragungen der
Bedingungen (8a,b) lauten

32128 | 1k(x,y)dy < fiir alle xeI=[0,c ),
[

(3.2.12b) lEimxfmg,y)-k(x,y)ldy:o fiir alle xel.
e o

Das Analogon der Bedingung (12b) bei x=o lautet
@2120  Jm osup Fik(g.y)-k(x.y)dy =0.
Der Beweis des folgenden Satzes findet sich bei Sioan [11.

Satz 3.2.10 Der Integraloperator (Kf){(x)= [ k{x,y)f(y} dy ist genau
dann kompakt auf X (vgl. (11)), wenn (1 2a-c} gelten.

tibungsaufgabe 3.2.11 Es gelte (12a-c). Man zeige: Die linke Seite
in (12a) ist gleichmidBig in xel 0, ) beschrinkt.

Die bisherigen Aussagen lassen sich direkt auf das beidseitig
unbeschrinkte Intervall I=R iibertragen. Die Bedingungen (12a-c) sind
allerdings einschrénkender, als man zunichst vermuten mag. Der Kern
k(x,y) der Fourier-Transformation ist nur vom Produkt xy abhingig.
Derartige Operatoren kénnen nicht kompakt in X sein, denn es gilt die
Bemerkung 3.2.12 Ein Kern der Gestalt ki{x.y)=x(xy), der nicht
identisch verschwindet, kann (12a-c) nicht erfiillen.

Beweis. Die Substitution t=xy ergibt
J'Ik(x,y)ldy=J'IJ«(xy)lciy:)—‘< glx(t)ldt > o flirx=>0
o [

im Widerspruch zur Aussage von Ubungsaufgabe 11. o

K heiBt Operator vom Faltungstyp, falls k(x,y)=x(x~y) nur von der
Differenz der Argumente abhingt. Auch dieser Faltungskern, wie er in
den Wiener-Hopf-Integralgleichungen vorkommt, ist ausgeschlossen.

Ubungseufgabe 3.2.13 Ein Kern der Gestalt k(x,y)= x{x-y), der nicht
identisch verschwindet, kann (12c) nicht erfiillen.

3.3 Endliche Approximierbarkeit des Integraloperators K

3.3.1 Konvergenz in der Operatornorm

Im folgenden Paragraphen 4 werden wir die Integralgleichung
diskretisieren, d.h. sie in ein endlichdimensionales Problem verwandeln.
Aus dem Integraloperator K wird eine «Ndherung» K,, werden, wobei n
z.B. die Dimension des Bildes von K,, sein kann. Satz 1.3.23c beweist die

3.3.1 Sei K,eL(X,X) und dimBild(K,J<». Dann ist K,
kompakt: Kne K(X,X).
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Alle diskreten Analoga von K sind daher kompakt. Eine naheliegende
- aber nicht die einzige - Mdglichkeit, die Annédherung von K durch K,
darzustellen, ist )

(3.3.1) IK-K lyex>0 fiir n> .

In diesem Falle heiBt K,, konvergent (gegen K) in der Operatornorm
Satz 1.3.23b und Bemerkung 1 implizieren die

Bemerkung 3.3.2 K,eL(X,X) mit dimBild(K,)<o konvergiere
in der Operatornorm gegen K. Dann ist K kompakt: KeK{(X,X}

Man entnimmt der Bemerkung 2, daB sich nur kompakte Operatoren
in der Operatornorm approximieren lassen. Die Voraussetzung der
Kompaktheit ist daher nicht nur ein Hilfsmittel, um zu Existenz- und *
Eindeutigkeitsaussagen zu kommen (vgl. Satz 2.1}. Ist K nicht kompake, -
muB man K in einem anderen (schwicheren) Sinne als in (1} durch K,
approXximieren.

3.3.2 Ausgeartete Kerne

X sei der zugrundeliegende Banach-Raum. Ein besonders einfacher
f:él liegt vor, wenn sich die ( x,y)-Abhi#ngigkeit wie folgt faktorisieren
aft.

Deflnition 3.3.3 Eine Kernfunktion k,, (neN) heiBt ausgeartet, falls
632 k(x.y) = £ a0b,(y).
Dabei ist a;eX und b;eX’ (X’: Dualraum von X).

Die Funktionen a;(x) und b;(y) miissen derart beschaffen sein, daB
die Integrale fa,(x)b,(y)f(y)dy=ay(x)fb(y)f(y)dy fiir alle feX
existieren und die Bilder wieder zu X gehoren. Letzeres wird durch a,eX
garantiert. Die erste Bedingung verlangt die Existenz der Integrale
fb](y)f(y)dy fiir alle feX. Identifiziert man b; mit dem Funktional
B;: f1-> ij(y)f(y)dy, gelangt man zur Forderung b;e¢X’. Der Dualraum
von X=L?(D) ist wieder X'=L%(D), so daB a,,b,eLz(D) gelten muB.
Im Falle von X=C{(D} enthidlt der Dualraum X' verallgemeinerte
Funktionen. Um klassische Funktionenrdume zu verwenden, kann man -
sich auf den Unterraum L!(D)c X’ beschrinken und b ;€ L'(D) fordern. %
Falls D endliches MaB besitzt (z.B. beschriankt ist), gilt auch
X=C(D)cL(D)c X', so daB b;eC(D) ausreicht,

Ubungsaufgabe 3.3.4 K,, sel der Integraloperator mit dem ausgeartetem
Kern k,, aus (2). Man zeige: (a) K,eL(X, X). (b) Es gilt dim(Bild{( K, })<n.
{c) Sei X=C(D). Ist KeL(X,X) ein weiterer Integraloperator mit
dem Kern k, so gilt (vgl. (2.6))

(3.3.3)

VK-Kulcep)ecen) = sup ][Ik(x,y)—k,,(‘x,y)ldy.
Xe
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Die Approximation von K durch K,, mit ausgeartetem Kern kann wie
folgt fiir den Kompaktheitsnachweis verwendet werden.

2. Beweis des Satzes 2.5. Ist Dc RY kompakt, so ist Dx D ein Kompaktum
in RZ9. Sei ¢>0. Nach dem Satz von WeierstraB (Satz 1.3.8) kann der
stetige Kern k durch ein Polynom k¢ approximiert werden, so daB die
rechte Seite in (3) <s wird. Damit konvergieren die so konstruierten Kg
in der Operatornorm gegen K. Ein Polynom k¢ (x.y) ist aber ein ausge-
arteter Kern, da jedes Monom a,,,x"y* die Darstellung al{x)b(y) mit
alx)= a,,xVeC(D) und b(y)=yHeC(D)=Xc X’ besitzt. Die Einbettung
Xc X’ beruht darauf, daB jedes peX=C{(D) mit dem Funktional
$(y):=fpp¢dx identifiziert wird. Da D kompakt, gehdrt ¢ auch zu
LYD) und fiihrt zur Dualnorm V1P Ux-=lphp1py <u(D)hpl,,. Uber
{fbung 4b und Bemerkung 2 erhilt man die Kompaktheit von K. o

Beweis des Satzes 2.7. Sei DcRY und ¢>0. Der Kern keLZ(DxD)} kann
zunidchst durch eine stetige Funktion xeC{ Dx D) mit kompaktem Triger
approximiert werden, so daB Ik-xl;2(p. p)<§ (vgl. Bemerkung 1.3.9a).
Sei R i= {~L,L124a(DxD) so gewdhlt, daB R den Tréger von x
enthilt. AuBerhalb von R sei x: = 0 gesetzt. Nach WeierstraB (Satz 1.3.8)
148t sich xeC(R) durch ein Polynom P(x,y):=Yoayx'yl (i,j sind
Multiindizes, falls d>1) so annahern, daB Kx-Pi <e/(29*19)
y (E) sei die charakteristische Funktion des Intervalls [~1,L], d.h. y=1
fiir |E1<L und x=0 sonst. Falls d>1, bezeichnet x(x) das Produkt
$(x)-...-x(xq). Offenbar ist der Kern ke(x,y):=Ya;x(x)x'x(y)y!
ausgeartet und erfiillt I x(x,y)-ke(x,y)<e/(29%!L9) in R, wihrend
auBerhalb von R x=kg=0 §ilt. Wegen bl 2,p,<Chol,, fiir alle
peC(R) mit C¥=p(R)<(2L) d (Schwarzsche Ungleichung) hat man
Ex-keBpz(pxpy$l x-kelp2p)<e/2, so daB man auf Mk-kely2(p. p)<
<¢ mit einem ausgearteten Kern k¢ schlieBen kann. Die Abschitzung
(2.7) liefert die Konvergenz der ausgearteten Integraloperatoren gegen
K in der Operatornorm. Wie oben schlieBt man auf die Kompaktheit. @

3.4 Bildbereich von K

Im folgenden wollen wir genauer charakterisieren, welche
Eigenschaften das Bild Kf besitzt. Im allgemeinen gehtrt K f fiir ein
feX zu einem Unterraum Yc X, der eine stdrkere Norm K-ly als X
besitzt. Dabei heiBt K-8y stirker als §-¥y, wenn ¥ fhy<CRfly fiir alle
feX, aber der Quotient Afiy /Af¥y iber feYcX unbeschrinkt ist.

3.4.1 Glatte Kerne k(x,y)

Sei X=C(D} mit kompaktem D. In Satz 2.6 wurde die Stetigkeit
keC{DxD)=C%(DxD) vorausgesetzt. Stdrkere Glattheitsannahmen
wiren keCMDxD) fiir ein A>0, keCyp(DxD) oder keC*(DxD).
In diesen Fillen gehért das Bild Kf fiir jedes feC{D) zu den Rdumen
CXMD), C (D) bzw. CX(D).
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Satz 3.4.1 D sei kompakt. Fiir den Kern k des Operators K gelte
entweder () keC*DxD) oder (i) ktC"(DxD)A fiir ein A>0.
Dann gilt () KeL(C(D},C* D)) bzw. (i) KeL(C(D), C*(D)). Auch ohne
Kompaktheit von D gilt KeL(L!'(D),C*(D}) bzw. KeL(L(D}),C*D}).

Beweis. (a} A=0 ist mit Satz 2.5 abgehandelt. Sei 0<A<1. L<hklcAp.p)
sei die Konstante in Ik({x.y)-k(x",y)l € Lix-x’1*. Die Ungleichung

(3.4.0) HKSHx)-(KFHUX N ptk(x,y)-k(x,y)iIf(y)idy <
SulDIL Vx-xT2fh ( 4(D): MaB von D}

beweist die Holder-Stetigkeit von Kf und UKflcrpy<CUfE, mit
Cz:max{u(D)L,sgpIle(x,y)ldy}.

(b) Sei A=1. Da D kompakt, darf die Ableitung d/dx unter das
Integral gezogen werden: d(Kf){x)/dx= Jp 3ki{x,y)/3x f(y)dy . Die
Abschitzung WK f} i< max(Jpldk(x,y)/3xidy: xeD}Nfh,, beweist
IKflcip)<CIUfl, mit C:=max{maxfplk(x,yNdy, maxfplk.(x,y)ldy}.

(c) Die Uberlegungen fiir allgemeine A>1 sind analog: Ableitungen
werden auf die Kernfunktion abgewilzt, Hélder-Abschitzungen
hoherer Ableitungen von Kf filhren wie in (a) auf Holder-
Abschidtzungen hoherer x-Ableitungen von k(x,y). Bei ganzzahligem
) im Falle von €*( D) wird die Hélder- zur Lipschitz-Abschitzung. @

Aus dem Beweis geht schon hervor, daB der Kern nur beziiglich x
glatt zu sein braucht. Die entsprechende Abschwichung der
Voraussetzung soll hier aber nicht formuliert werden, weil man dazu
Funktionenrdume mit unterschiedlichen Eigenschaften fiir die
verschiedenen Argumente zu definieren hitte. Der folgende Satz gibt
die Satz 2.6 entsprechenden Bedingungen an, die zu Kfe C*( D) fiihren.

Satz 3.4.2 D sei ein kompakter Definitionsbereich und 0<A<1. Die
Kernfunktion k des Integraloperators K erfiille

(3.4.2a) fDIk(x,y)Idy<oo fiir alle xeD,
3.4.20) S 1k(E,y)-k(x,y)ldy <CIE-xI* fiir alle £,xeD

fiir eine Konstante C. Dann ist K eine beschrinkte Abbildung von
X=C(D)auf CMD), d.h. KeL(C(D),C*(D)).

Beweis. Die Ungleichung (1) zeigt die globale Hélder-Stetigkeit von
p:=Kf: lo(x)-p(E)I<CIfN_,. Da (2a,b) auch (2.8a,b) implizieren, ist
Kel(X,X), dh. IKfA_<CIf01_. Die Holder-Norm von Kf ist also
LK Ao py<smax{C,C’ ) If1,. m

tbungsaufgabe 3.4.3 Man zeige: Auf die Kompaktheit von D kann man
in Satz 2 verzichten, wenn man (2a) durch die gleichmiBige Abschiitzung
Jplkix,y)idy<C, fiir alle xeD ersetzt.

ﬂbu.nfuufgabe 344 Es gelte ki(x,y) = kix,y)k,(x,y) und
kyeC*DxD)}. k, erfiille die Bedingungen (2a,b). D sei kompakt.
Man beweise KeL(C(D),C*(D)) fiir den Operator mit Kern k.
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3.4.2 Das Blid Kf flr feCHM1)

In §3.4.1 erhielten wir Kf e C* (I} fiir feC(D) aufgrund der Glattheit des
Kernes k. Kann man die Glattheit von k durch jene von f ersetzen? Im
allgemeinen ist die Antwort negativ, Dazu betrachte man den Integral-
operator mit einem Kern k(x,y)=a(x)b(y) tiber dem Intervall I=[a,bl],
wobei aeC(I) zwar stetig, aber nicht Holder-stetig sei. Sei f beliebig
glatt, z.B. feC*(l). Man rechnet nach, daB Kf=Bamit B=f{b(y)f(yidy.
Wenn nicht gerade 8=0 ist, hat Kf die gleichen Glattheitseigen-
schaften wie die Funktion a und ist insbesondere nicht Holder-stetig.

Die Glattheit von f tibertrigt sich jedoch auf Kf, wenn der Kern vom
Faltungstyp ist, d.h. die Gestalt

ki{x,y)=kix-y) N
pesitzt. Im folgenden werden wir wieder k fiir k schreiben, so daB
(3.4.3) (Kf)x)=frk{x-y)fly)dy
der Integraloperator ist.

Satz 3.4.5 K sei durch (3) mit I=Ca,bl, a<b, gegeben. (a) Es gelte
keL!(La~b.b-al), d.h.

(3.4.4a) T2 lk(ENdE =:Cp< o,

ferner gebe es ein A¢( 0, 1] und eine Konstante C,, so daB

(3.4.4b)  SEik(t)1dt <C,(E-x)* fir alle a-b<x<E<b-a.

Dann gehort K zu L(é\“(l),f”(l)) fiir alle Exponenten Ospu<A.
(b) Wenn keC(La-b,b-al), gilt sogar Ke L(C'(I}, C(1)). Fir feCH1)
hat ¢ =K f die Ableitung

(3.4.5) p'(x) = f; kix-y) f'(y)dy + k(x-a)f(a) - k(x-b)f(b).

Beweis. () Gilt (4b) fiir A, so auch fiir jedes pe(0,1)}, wobei C; durch
C,(2(b-a))* ¥ zu ersetzen ist. Es reicht daher, im folgenden neben
dem Fall p=0, der dem Leser iiberlassen bleibt, nur g=Xx zu
untersuchen. “

(1) Sei p:=Kf fiir feC*(I), dh. feCHI) fiir O<X<1 bzw. feCy(1)
fiir A=1. Seien x’, xel zwei Argumente mit x’'=x+8>x. Substitution
p:=y-§é liefert b

pl(x’) = [fkixX~-y)fly)dy = fi k{x+8-y)f(y)dy=
J2 s kix-n)fin+8)dy + [E=2 k(x-n)f(n+8)dn
und analog bes b
plx)= fg k(x=-n)flnldn + J, s k(x-q)f(n)dy.
Die Differenz 14Bt sich aufspalten in
p(x')-p(x)=Dy+Dy+ D> mit
Dye= 2% kix-n) [ f(n+8)-f(n)1dy.
D, :=f2 sk(x-n)f(q+8)dn, Dyi=-ft_sk(x-n)f(q)dy.
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Wegen If (7+8)- f(n)1<Cp 8> 1aBt sich Dy durch Cfé"fg“slk(x—rz)ldq
<Co Cr 5* abschitzen. D; und D, sind nach Annahme (4b} durch
C, $*§fl,, beschrinkt. Insgesamt erhilt man die Holder- bzw.
Lipschitz-Stetigkeit von p=K f.

(iii} Die Darstellung von ¢ (x')- ¢ (x ) aus (ii) kann man verwenden, um
zu zeigen, daB (5} den Limes von [o(x')-9(x)1/{x -x)} fir x'=>x
beschreibt. oy

Die Darstellung (5) erlaubt weitere Aussagen wie z.B

KeL(CHI},C*"*(1)) fiir keC*[a-b,b-al). Die Voraussetzungen .
(4a,b) besagen, daB (k(t}! eine Hblder-stetige bzw. im Falle A=1 eine :
Lipschitz-stetige Stammfunktion besitzt. Modifikationen des Satzes § -

enthilt die

{Ibungsaufgabe 3.4.6 Man beweise: (a) Sind der Kern k und f periodisch
mit der Periode b- a, braucht Bedingung (4b) nicht gestellt zu werden
(b) Satz 5a bleibt fiir unbeschrinkte Intervalle I richtig, wenn die
Aussage auf p=2X beschrinkt wird. Fiir I=R kann (4b) entfallen.

Haufig ist k(-) nur in einem (oder endlich vielen) Punkten singulér,
aber sonst glatt. In dem folgenden Satz wird eine einzige Singularitiat
von k{(t) in t=0 angenommen.

Satz 3.4.7 SeikeL(La-b,b~al) und keC®((0,b-al)n C®(La=-b,0)).

Fiir jedes feC*(I) oder feC*(I) (1>0 beliebig) gehért Kf im
offenen Intervall (a,b) zur gleichen Funktionenklasse.

Beweis. Fiir xe(a,b) sei €50 so gewihit, daB a<x-e<x+e<b. Man
spalte das Integral (Kf)(x)=[2 k(x-y)f(y)dy in JX=¢.. +J5te ..+
JE_o... auf. Das erste und dritte Integral ist beziiglich x unendlich oft
differenzierbar. Das mittlere geht durch die Substitution t=x-y in
[Zek(t) f(x~t)dt iiber und erfiillt alle Hélder/Lipschitz-Abschitzungen
bzw. Differenzierbarkeitsbedingungen, die auch f erfiillt. o

Die vorhergehenden Uberlegungen lassen sich auch auf eine
gréBere Klasse von Kernen als k(x,y)=k(x-y) aus (3) iibertragen.

Bemerkung 3.4.8 Auf [=[qa,b] seider Kern
(3.4.6) kix,y)=bt{x,ylx{x-y)

definiert, wobei x die Bedingungen (4a,b) fiir ein O<i<1 erfiille und
PeC*IxI) gelte. Dann gilt die Aussage des Satzes 5 fiir den
zu k gehorigen Integraloperator K.

Beweis. p(x")=(Kf){(x') mit x’=x+§ ist die Summe von

J T Y- 00y In(x"=y) f(y)dy
und [ 8(x,y)x(x~y)f(y)dy. Das erste Integral ist durch const.§*
abschitzbar. Die Differenz zwischen dem zweiten Integral und ¢ (x)

lautet Sz Lx{x"~y)-x(x~y)1{8(x,y) f{y)1dy und 1dBt sich ebenso wie
in Satz 5 behandeln. -]
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3.4.3 Kerne mit integrierbarer Singularitit

Die Uberlegungen des §3.4.2 treffen auf den folgenden Kern zu:
(3.4.7a) K{x.y)=0{x,y) /1 x=yl1=2 fiir ein Xe(0,1)
wobei der Zahler § zum Beispiel der Holder-Bedingung (7b) geniigt:
(3.4.7b) PeCMIxI).

Hinreichend ist jedoch schon die gleichmiBige Holder-Stetigkeit in x:
(3.4.7¢} Ve y ey € C fiir alle yel.

Eine weitere Abschwichung lautet: Es gebe Konstanten C, C;, C, mit
(3.4.7d) M, 1.7 €Cy.

(3.4.7d,)  1H(x,y)-0(E,y)l € Cplx-E1* fir alie ly-xI>Clx-El.
Es reicht auch die folgende, ungleichmiBige Lipschitz-Abschitzung:
(3.47e)  (7d) und 18(x,y)=H(E.yN <C; P2y flir ly-x1>Clx-EL.
Die letztgenannte Bedingung folgt nach dem Mittelwertsatz aus
(3470 (7d) und 1§ t00y)i< 52y fiiralle x#y.

Der Kern k ist von der Form (6) mit x(t)i=1ti*"!. Da x fiir 1>0
uneigentlich integrierbar ist (vgl. §6.1.3) und die Stammfunktion Ltk
Holder-stetig zum Exponenten A ist, sind die Voraussetzungen (4a,b)
erfiillt. Satz 5 bzw. seine Verallgemeinerung in Bemerkung 8 ergeben

KeL(CH(I), CH(1)) fiir alle O<su<A. Diese Aussage ldBt sich zu
KeL{C(I),C*(1)} verstirken.

Satz 3.4.9 [ sei kompakt. Der «schwach singuldre» Kern k
des Integraloperators K erfiille (7a) und_eine der Eigenschaften
(7b) bis (7f). Dann gehdrt K zu L(C (I}, C*(1)).

Beweis. (i) Wegen der Implikationen (7b) == (7¢c) => (7d) und (7f) => (7e)
reicht es, (7d, ,) und (7e) zu untersuchen.

(i) Bedingung (2a) ist wegen [y 1k(x,y)Idy<iMy fiix-yl""2dy<w
erfiillt.

(iii) Die Konstante C in (7d,e) kann o.B.d.A. als C2>2Z ange-
nommen werden. Fiir feste x,Fel sei ¢:=Ix-Ei gesetzt. Um (2b)
nachzuweisen, zerlegen wir das Integral iiber I=D in soiche iiber

Ips={yel: ly-xI<Ce} und I;:=INIg={yel: ly-xI>Ce}.
Wegen C2 2 liegt £ in I,. Uber I; schitzt man das Integral wie folgt ab:
S k(B y)-k(x,y)tdy < [ [IK(E.y)+1k(x.y)11dy <
€ Cy [ E-y ! 4 1x-y*11dy <
c4C [(Ce=e)?+ (Cere)*+2(Ce)] < 4C,CHePr=0(Ix-E).
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(iv) Im Falle (7d; ) schdtzen wir das Integral itber I, ab durch
Ji k€8 y)-k(x,yNdy <

! ;
< Jul le—El"x L0yt ly= g1y - 121} dy

A
Ix-El - -
(3.4.7g) £ C, J‘I, W:E-FI:X_ dy + Cy J"I‘ [y-Er=te)y_x |21 dy.
Das erste Integral in (7g) ist abschétzbar durch
Czlx—EIAfljly-El""dy = O(Ix-Ei*).
In (v} zeigen wir, daB auch das zweiten Integral O(lx-£I*) gleicht.

Damit ist die Bedingung (2b) erfiillt, und Satz 2 beweist die Behauptung.

(v} Wenn I die Darstellung [a,b] hat, zerfillt I, in die Intervalle
[a.xTCs] und [x+Ce,b1, die wir zu (~w,x-Cel und [x+Ce,»)
vergrdéBern diirfen. Fir y2x+Ce liefert der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung die Darstellung

(y=E) e (y-x )2 T = (E-x U A-1 Hy-T)*"2

?if einem Zwischenwert [ zwischen & und x. Da ly-{l=y-{2y-(x+s),
olgt

@
fx+c‘||y—E|1"-ly-x!""| dy seIA—IIJ‘

o x+Cs
=e(1-2) [, t* 2y = ~e [£21] 00 =X (C-1)1,

w

(y-x-¢)*2dy=

Die gleiche Schranke ist fiir das Integral iiber (-»,x~Ce ] giiltig, so daB
(3.4.7h) f,’l:y-fx’*-'-ly-xll"l dy < 2(C-1)*1¢X,
{vi) Im Falle (7e) schétzt man den Integranden des ersten Integrals

in (7g) durch

(3.4.71) LO(E,y)-b(x,y)i Ix-El £

ly- g1 1% G xSiy—ert> < Ceyiyma
ab. Wenn I=[a,b], hat I, die Darstellung I,=[a,x-Cs)n{x+Cs,bl.
Es sei b>x- Ce angenommen, damit das zweite Intervall nicht leer ist.
In (x+Ce,b] gilt wegen C>2 die Ungleichung

ty=&lzly-yol, ly-xl2ly-y,l fiir ygr=x+(C-1)¢.

Also 1 f d b a4y b-x-Cs-¢
so ist —‘—%T-Is (a2 gee -

x+Ce|x"y”)'"E' x!Csly—yol ! dt=0(c*"1).
GleichermaBen ist das Integral iiber [a,x - Cs ) beschrinkt. Dies beweist

LE(E, y)-0(x,y -
fl: ly-EI Lol gy <Cp6 O(e* 1) =0(:})=0(1x~-EP).

Mit der Abschitzung des zweiten Integrals in (7g) durch Teil (v) hat
man wiederum die Bedingung (2b) bewiesen, und Satz 2 ist anwendbar. m
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Ein weiterer, schwach singuldrer Kern von praktischem Interesse ist

(3.4.8) kix,y)=E8(x,y} logix-yl mit PeCp(IxI).

Satz 3.4.10 I sei kompakt; der Kern k erfiille (8). Dann gilt
KeL(C(I),C*I}} und sogar KeK(C(I},C*1}) fiir alle 0<)<t.

Beweis. Der Beweis des Satzes 9 148t sich iibertragen und liefert fiir
e=Kf die Abschitzung 19 (£)-p(x)i<Cig-xl loglE~xi kfik,, dh ¢
ist zu jedem Exponenten O<i<1 Holder-stetig: KeL(C(I).C*I1)).
Die Kompaktheit KeK(C(I),C*(I}) wird in §3.4.4 bewiesen. o

Eine Verstirkung des Satzes 10 zur Aussage KeL(C(I),Cg (1)) ist
nicht moglich.

Beispiel 3.4.11 (parabolisches Randkontrollproblem, vgl Hackbusch [41)
Die Funktion y(u)=y(x,t;u) sei die Lésung der parabolischen Anfangs-
randwertaufgabe (Wirmeleitungsgleichung)

(3.4.9a) Ye(x t) = yux{x,th = f(x.t} fir x>0, 0<t<T, (Dgl.}
{3.4.9b) -y, (0,t) = u(t) fiir O<t<T (Randwerte),
(3.4.9¢) y(x.,0} =yg(x) fiir x>0  (Anfangswerte)},

wobei die rechten Seiten f und y, feste GroBen sind, wihrend
uel?(00,T1) eine Funktion ist, die zur Steuerung des «Zustandes»
y=y(u) verwendet werden soll. zeLZ{10,)) sei der gewiinschte Wert,
dem y(-,T) zum Endzeitpunkt t=T méglich nahe kommen soll.
Genauer gesagt, soll die «<Kostenfunktion»

=] T
(3.4.9d) 1(u)x=bfly(x.r;u)-z(xnzdx + 17172 flu(en?de
0

iiber alle ueL2(r0,T1) minimiert werden. Die «optimale Kontrolle» u*,
die J(u) minimiert, ist L6sung der Integralgleichung

T
(3.4.9¢) ult) =g(t)-[u(r)/{ZT-t-7 dt ( 0<t<T),
0

wobei man ¢ wie folgt berechnen kann. Y(x,t) sei Lésung der
Gleichungen (9a-c) mit u=0. P(x,t} sei Losung der Differential-
gleichung Py+P, =0 zum Startwert p(x,T)=¥(x,T)-z(x) mit Rand-
werten $,(0,t)=0. Dannist g(t):=5(0,t).

{ibungsaufgabe 3.4.12 Der durch (9e) definierte Integraloperator K
gehdrt zu  L(C(1),C%(1)) mit I=00,T). Trotzdem gilt
KfeC®([0,T)) iiber dem halboffenen Intervall [0,T).
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3.4.4 Kompaktheit
Die Resultate zu Bild(K) liefern einen neuen Beweis der Kompaktheit.

Bemerkung 3.4.13 Sei A>0. Ein Operator KeL(C(D),C*(D)) is
kompakt auf X=CH(D) fir jedes O<p<i: KeK(CH(D),CH(D)),
Weiter gilt KeK(C*{D),CH#(D}) fiir alle x, el 0,21 mit x>0 oder g<2X,

Bewels. K: C*(D) » CH(D) schreiben wir als Produkt I,KI,, wobei
I;: C*(D) > C(D) und I,: CA(D)>CH(D) die Einbettungen seien. I, ist
stetig: I,e L(C*(D},C(D)) und fiir x> 0 sogar kompakt (vgl. Satz 1.3.27),
Analog ist Iy: C*(D)>CH(D) stetig und fiir g<} kompakt. Im Produkt
K=I,KI;: C*{(D} = C(D}) » C*(D) > CH(D) ist somit mindestens ein
Faktor kompakt. GemiB Satz 1.3.23a st K: C*(D) > C¥(D) kompakt. m

3.4.5 Volterrasche Integralgleichung

Der Volterrasche Integraloperator fJk(x.,y)f(y)dy (asx<b) 3Bt
sich formal als Fredholm-Operator iiber I=[a,b] auffassen, wobei

(3.4.10) kix,y)=0 fira<sx<y<b.

Im allgemeinen ist der Fredholm-Kern k daher an der Diagonalen x=y
unstetig. Stetigkeit wiirde k(x,x)=0 erfordern. Diese Bedingung ist
aber fiir Volterra-Integralgleichungen 1. Art héchst unerwiinscht. Wir
werden im Gegenteil in §6 sehen, daB k bei x=y sogar singular sein kann.

Bemerkung 3.4.14 Sei !eN. G:={(x,y): a<ysxs<b) ist der
Definitionsbereich des Volterra-Kerns k. Es gelte 3¥k/3xVe C(G)
fiir alle O<v<?. Dann gehért der Integraloperator fiir p=0,1,..., I-1
zu L(CP(I),CP*I(])).

Bewels durch Induktion nach !. Sei p:=Kf. Die Ableitung lautet
plx)= Xk (x,ylf{y)dy + k(x,x)f{x).
Da k, (x,y}f(y)eC(G) und k(x,x)f(x)eC(1l), folgt der Induktions-
anfang ¢eC'(I). Die Behauptung gelte fiir - 1. Da k. die Voraus-
setzungen fiir £-1 erfiillt, gehort [k, (x,y)f(y)dy zu CP*i(]),
0<p<?-2, wenn feCP¥!(1). Gleiches gilt fiir k(x,x)f(x}. Daher ist
p'e CP*([) also pe CPY2(1) fiir 0<p<?-2 und feCP*!(]). Eine Index-
verschiebung p->p-1 liefert pe CP*1(]) fiir 0O<p<l-1 und feCP(I). m

3.4.6 K als Abbildung von L®(D)

Bei den meisten Beweisen wurde die Stetigkeit von feC(D) nicht
benutzt. Fiir die Beschrinktheit reicht jedoch schon feL®(D) aus.

Bemerkung 3.4.15 In den Sitzen 2.5, 2.6, den Satzeni, 2, 9, 10 und
Bemerkung 13 kdnnen die jeweiligen Rdume L(C(D),Y) und K(C(D),Y)
durch L(L=(D),Y} bzw. K(L*=(D),Y) ersetzt werden. Im Falle von
Satz 2.5 ist z.B. K als Abbildung von L®=(D) nach Y=C{D) kompakt.
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3.5 L3sung der Fredholmachen Integralgleichung 2. Art

3.5.1 Existenz und Findeutigkeit

Aufgrund der Kompaktheit von K hat die Fredholmsche Integral-
gleichung Af=g+Kf 2. Art fast immer eine eindeutige L&sung, denn
nach Satz 2.1 ist die Ausnahme nur flir abzihibar viele Eigenwerte ) ge-
geben, die in € das MaB null haben. Fiir die numerischen Anwendungen
reicht aber die Existenz einer Losung nicht aus. Sie muB auch hin-
reichend regulir (d.h. glatt) sein, damit die Approximation gut genug ist.

3.5.2 Regularitit

Y sei ein Teilraum von X. Y heiBt stetig eingebettet in X, falls fiir die
Inklusion IeL(Y, X) gilt, d.h. falls es ein C gibt, so daB 1 f Uy <CIfly fiir
alle feY. DaY=C*(D) sogar kompakt in X=C*{D) mit x<2X eingebettet
ist, ist C*( D) auch stetig in C*(D) eingebettet. Der folgende Satz
besagt, daB die Inhomogenitit g der Integralgleichung Af=g+Kf zu
dem Raum Y mit hdherer Differenzierbarkeitsordnung gehdren und K
sein Bild in Y haben muB, damit auch die Lésung f zu Y gehort.

Satz 3.5.1 Y sei stetig in X eingebettet. Es gelte KeL(X,Y), X%0
und (AI-K)™! e L(X,X). Dann gilt

(3.5.1) (AI-K) ! elLlY,Y).

Damit hat die Fredholmsche Integralgleichung xf=g+Kf flir geY
auch eine eindeutige Lésung f=(AI-K) 'geY.

Beweis. Da (AI-K)~' e L(X,X), existiert eine eindeutige L&sung feX.
Wegen geY und KfeY aufgrund von KeL(X,Y) ist Af=g+KfeY.
Da 2 +0 fiir eine Gleichung zweiter Art gilt, folgt feY. Die Abschitzung
von f in Y lautet

Vfby <gap (DKNy xR fhy +hghy).

Zusammen mit Iflx = B(AI-K)‘IQIX < l(}\l'K)-llx@x!I!x<_Y'le
ergibt sich
HO-K) My oy ST (KKBy e x MOT=K) ™My x MUx oy +1). o=

Die Lésung f kann in Y liegen, auch ohne daB KeL(X,Y) erfiilit ist.

Zusatz 3.5.2 Sei X = Xg o X; > Xz 2 ... > X,, = Y eine Folge stetig
eingebetteter Raume. Ferner gelte (AI-K)~'e L{X,X ) und KeL(X,_;.X;)
fiir 1<i<n. Dann gilt auch {AI-K)~! ¢ L(X;,X,) fiir alle 1<i<n und
insbesondere (1): (MI-K) 1eL(Y,Y).

Beweis. Man wende Satz 1 n-fach an. o1}

Die Verallgemeinerung in Zusatz 2 findet ihre Anwendung z.B. in
Bemerkung 4.14 (vgl. auch das Beispiel in Hackbusch [1,Example 16.1.31).




4. Numerik der Fredholmschen
Integralgleichungen zweiter Art

4.1 Allgemeline tiberlegungen

In 8§4.4.2-5 und §4.4.7 werden wir verschiedene Mdglichkeiten zur
Konstruktion von K,, kennenlernen. Die allgemeinen Eigenschaften
solcher Approximationen werden in diesem Unterkapitel unfersucht.

4.1.1 Notation des semidiskreten Problems

Der zugrundeliegende Banach-Raum sei X. K sei ein Operator aus
L(X,X). Die folgenden Aussagen bleiben auch richtig, wenn K kein
Integraloperator ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die
Normen ohne Index geschrieben. Flir feX ist daher KfI=8fIx. Das
Symbol I} wird auBerdem fiir die Operatornorm von L({ X, X) verwendet:

LA=FAly.x fiir AeL(X,X).

Zur Approximation von K wird eine Folge (K, ), ¢p von Operatoren
K, eL(X,X), neN, verwendet. In der Integralgleichung

4.1.1) Af=g+Kf (A20}

kénnte auBer K auch g durch (g,),en approximiert werden. Die
approximative Gleichung lautet (4.1.2a.b):

semidiskrete Gleichung
(4.1.2a) AMa=9 +Kf,. neN, oder
(4.1.2b) AMn=gn+ K, fn, neN,

wobei fiir f,eX noch die Existenz und Eindeutigkeit zu klédren ist.
Da (2a/b) in den Anwendungen ein endlichdimensionales Problem
darstelit, heiBt (2a/b) die semidiskrete (Integral-)Gleichung, wihrend
(1) das kontinuierliche Problem beschrelbt. Die Diskretisierungen {2a/b)
werden eindeutig durch die Folgen (K, ),env bzw. (K, 00 nenw
charakterisiert. Der Begriff «semidiskret» wird gewihlt, weil zur
Beschreibung noch eine Gleichung in X mit dimX=c verwendet wird.

4.1.2 Konsistenz und Stabilitiit

Unter der Konsistenz versteht man eine geeignete Bedingung, die die
Nahe der Diskretisierung (K,,,g,,) zu den Originaldaten (K,g)} garan-
tiert. Fiir die meisten der spiteren Anwendungen paBt die folgende

Deflnition 4.1.1 (Konsistenz) Die Diskretisierung (K,,),ep; heiBt
konsistent (in X). falls o

(4.1.3a) nl;n}bIK¢:-Kn<pl= 0 fiir alle peX.
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Die Konsistenzbedingung (3a), die wir auch in der Form
(4.1.3a7) K,p »Kp flirallepeX
notieren kénnen, beschreibt die punktwejise Konvergenz von K,, gegen K.
Bemerkung 4.1.2 (a) Falls die Diskretisierung (2b) vorliegt, ist
auBerdem (3b) vorauszusetzen:
(4.1.3b) 'gigwl g-gnl=0.
Die Bedingungen (3a,b) sind dquivalent zu der folgenden:
(4.1.3¢) gt Knpe > g+Kg in X fiir alle peX.

{(b) Aquivalent zur Konsistenz (3a} sind die punktweise Konvergenz
K.,p>Kyp fur alle peM aus einer dichten Teilmenge M und die
gleichmidBige Beschrénktheit

(4.1.3c)  sup{NKpd: neN} < o.

(c) Hinreichend fiir (3a} ist die Konvergenz lim K,=K im Sinne der
Operatornorm:

(4.1.4) IK-K,4>0 fiir n=> .

Beweis. Zu (b): Satz von Banach-Steinhaus (Satz 1.3.17) anwenden.
Zu (c): Aus (4) schlieBt man KKeo-K, pl<IK-K Mlpk=0. o

Die Konsistenzbedingung (3a) garantiert keineswegs, daB das semi-
diskrete Problem (2a) l&sbar ist. Auch wenn AI-K|, eine Inverse besitzt,
braucht die Lésung f,, von (3a) nicht gegen f zu konvergieren. Vielmehr
muB die Inverse (AI-K,)~! fiir alle neN gleichm#Big beschrinkt bleiben.
Diese Eigenschaft heiBit «Stabilitit» (hierbei ist A fest vorgegeben).

Definition 4.1.3 (Stabjljtdt) Die Diskretisierung (K,) e heiBt
stabil (in X), falls es ein nyeN und eine Konstante C gibt, so daB
AI-K,, fiir alle n2ny eine Inverse (AI- K, ) 'eL(X,X) besitzt, fiir die

(4.1.5) WAI-K, ) isC fiir alle n>ng.

Die Bedingung (4), die schon fiir die Konsistenzeigenschaft (3a) hin-
reichend ist, garantiert auch (5), wenn nur AI-K eine Inverse besitzt
(d.h. A&c(K)).

Satz 4.1.4 Sei (AI-K)"%eL(X,X). Ferner gelte (4): 1IK-K,1>0.
Dann ist die Diskretisierung stabil. Genauer gilt die Abschitzung
(4.1.6a) ROAI-K, )71 <€ HAI-K)™1) /L1-WAI-K)" 1N IK-K 1]
fiir alle n mit der Eigenschaft

(4.1.6b) IK-K, 1 < 1/ HAI-K)™0.

Beweis. Aufgrund der Konvergenz (4) gilt die Ungleichung (6b) fiir

hinreichend groBe n2ng. (6a) folgt mit S:=AI-K,und T:= 1]-K aus
Lemma 1.3.14. o=
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Der Satz 4 14Bt sich wie folgt umkehren.
Zusatz 4.1.5 Seien K, K,,eL(X,X), neN. Fiir hinreichend groBe n>n, gelte
{4.1.7a) IK-K, < 17 8(AI-K )10,
Dann ist auch 1I-K invertierbar und erfiilit fiir n>n, die Abschitzung

4.1.7b) VOI-K)™' € HOI-K) 7'/ [1-0A1- Ky " IK - K 0],

Hinreichend fiir (7a) ist die Operatornormkonvergenz (4) zusammen mit
der Stabilitat (5).

Beweis. Man wende Lemma 1.3.14 mit S:=AI-K und T:= AI-K,, an. m
Ubungsaufgabe 4.1.6 Fiir bijektive Operatoren AeL(X,X) wird die
Kondition (beziiglich X) durch

(4.1.8) condy{A) := FARRA™§

definiert (vgl. Definition 1.4.29). Fiir K,K,eL(X,X) mit invertierbarem
A-Kund a:=01{(AXI[-K)~"# IK- K} <1 beweise man

419 condy(AI-K,) € Lecondy(AI-K) + al/(f-a).
Weitere Hinweise zur Kondition condy(xI- K, ) finden sich in §4.1.6.

4.1.3 Konvergenz

Die naheliegende Definition der Konvergenz einer Diskretisierung
lautet wie folgt.

Definition 4.1.7 Die Diskretisierung {K,} heiBit
konvergent (in X), falls ein ngeN existiert, so daB die semidiskrete
Gleichung (2a) fiir alle geX und alle n2n, eindeutig nach f,eX
auflésbar ist und r;i_glmfn existiert,

Die Konvergenz aus Definition 7 legt nicht fest, gegen welchen Limes
f konvergiert. Dieser bestimmt sich aus der Konsistenzbedingung,
die den Zusammenhang zwischen K, und K herstellt.

Lemma 4.1.8 Die Diskretisierung {K,} sei konsistent und konvergent.
Dann erfiillen die von geX abhiéngigen Limites f:= lim [, die
Gleichung (1): Xf=K f+g. Insbesondere ist AI-K surjektiv." et

Beweis. Die Konsistenz (3a) zieht die gleichmiBige Beschrinktheit der
Normen 1K, I durch eine Konstante C nach sich (vgl. Bemerkung 2b).
Man spalte K, f,,-Kf in K,(f,-f)+(K,-K)f auf. Der erste Term ist
eine Nullfolge wegen VK, (f,,- FIV1<CHf - 1> 0 aufgrund der Konver-
genz. Der zweite Summand verschwindet fiir n+ o infolge der Kon-
sistenz (3a). Damit kann man in (2a), Af,=g+K,f,, zum Limes iiber-
gehen und gewinnt das Resultat (1): Af =g+ Kf. Weil fiir jedes geX eine
Losung f konstruiert werden konnte, ist der Operator Al- K surjektiv.m
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tibungsaufgebe 4.1.9 {a) Die Diskretisierung {K,) sei konsistent und
konvergent. Fiir die Funktionen g, aus Gleichung (2b) gelte (3b).
Dann existiert ein ngeN, so daB die semidiskrete Gleichung (2b) fiir alle
nzn, eindeutig nach f,eX aufldsbar ist und lim f, existiert.
(b) Ist K kompakt, so ergeben Konsistenz und Konvergenz, daB

{4.1.10) (MI-K) teL(X.X).

Die Injektivitit des Operators AI- K ist Ziel von

Lemma 4.1.10 Die Diskretisierung (K,,),eny Sei stabil und konsistent.
Dann ist Al- K injektiv.

Beweis. M- K ist injektiv, wenn H(AI-K)pl2nlpl fiir ein positives 5
und alle peX gilt. Zum indirekten Beweis sei angenommen, daB eine
Folge p,€X mit ko 0=1 und ¢,:= (AI-K)p, und Ip,0€1/n existiert.
Aufgrund der Konsistenz konvergiert K,,p, fiir m>o und festes n
gegen Kg,,. Mithin existiert ein Index m=m,,, so daB K, ¢,~Kp,d €1/n.
L= -K)o,=¢,~(K,¢,~Ko,) 1dBt sich durch I{,0<2/n
abschitzen. Aus der Stabilitit (5) und der Darstellung
en= (A= Kp,)"1C,, schlieBen wir 1=0p A<CHL,0<2C/n und erhalten
einen Widerspruch fiirn>2C. ]

4.1.4 Stabilitits- und Konvergenzsatz

Wihrend die Konvergenz aus Definition 7 als selbstverstindliche
Forderung erscheint, ist die Stabilitét (5) nicht so offensichtlich. Sie ist
aber notwendig, wie der folgende Satz lehrt.

Satz 4.1.11 (Stabilititssatz) (e) Konvergenz impliziert Stabilitit.
(b) Konvergenz und Konsistenz ergeben neben der Stabilitit auch
die FExistenz der Inversen (AI-K) 'eL(X,X).

Beweis. (a) Aufgrund der Konvergenz geniigen die Operatoren
T, =(A[-K,)"! fiir n>ny; der Bemerkung 1.3.16 und sind daher
fiir n>n, gleichméBig beschrankt.

{b) GemiB Lemma 8 ist AI-K surjektiv. Nach Teil (a} liegt aber auch
Stabilitit vor, und Lemma 10 garantiert die Injektivitét von 11-K. Ein

* bijektiver Operator hat eine Inverse in L(X,X) (vgl. Satz 1.3.13). m

Wichtiger als die Aussage des Satzes 11 wire jhre Umkehrung, die die
Konvergenz der Niherungen f,, gegen die gesuchte Lésung der Gleichung
(1) sicher stellte. Hierzu sind auBer der Stabilitit und Konsistenz noch
geringe Annahmen iiber die Lésbarkeit der Gleichung (1) hinzuzunehmen.

Satz 4.1.12 ({(Konvergenzsatz) (a) Vorausgesetzt sei die
Stabilitit (5) und die Konsistenz (3a). AuBerdem sei entweder
() AI-K surjektiv oder (i) A+0 und K kompakt. Dann ist die
Diskretisierung (2a) konvergent gegen die Losung der Gleichung (1),
{b) Wird zusidtzlich (3b) vorausgesetzt, gilt die Konvergenzaussage
fn+ F auch fiir die Diskretisierung (2b}.
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Beweis. (i) Lemma 10 garantiert die Injektivitit von AI- K. Setzt man
die Surjektivitat voraus, erhdlt man (AI-K) leL{(X,X)} (vgl. Beweis-
schritt (b} zu Satz 11). Fiir einen kompakten Operator K fallen Injek-
tivitdt und Surjektivitit zusammen, wenn X+ 0 (vgl. Satz 1.3.28b). Also
ist XI-K in jedem Falle surjektiv, und (A1-K) 'eL(X.X) ist garantiert.

(ii) Sei ge X beliebig und f:=(AI- K}~ !g. Man setze
41112  dyi= AS=Knf-dn,

wobel g,,: =g im Falle der Diskretisierung (2a). Die Konsistenzbedingung
(3a) und eventuell (3b) beweisen d,,> 0. (11a)} 4Bt sich zu

(4.1.11b) (A=K )f = g,+d,,

umschreiben. Zieht man hiervon die Gleichung (2b): (A I-K, ) f,=g, ab,
erhilt man

41110 (M-KJ)(f-f,) = d,.
Die Stabilitdt erlaubt nun flir n>n, die Abschitzung
(41.141d)  Ef-f 0 < Cid0 mit C aus (5).

Ungleichung (11d) zusammen mit d,,~ 0 sichert die Konvergenz f,»>f. ®

Legt man die stirkere Operatomormkonvergenz K,»K aus (4)
zugrunde, ergeben sich alle gewiinschten Eigenschaften.

Satz 4.1.13 Es gelte (4): 1K~ KV = 0. X sei ein reguldrer Wert von K:
{(AI-K)"'eL(X,X). Dann ist die Diskretisierung (2a) konsistent,
stabil und konvergent. )

Beweis. Bemerkung 2b und Satz 4 garantieren Konsistenz und Stabilitit.
Voraussetzung (i) des Satzes 12 ist erfiillt und liefert die Konvergenz.m

4.1.5 Fehlerabschitzungen

Die Konvergenzaussage f,>f gibt AnlaB zur Hoffnung, daB die
Diskretisierung (2a/b) eine brauchbare Ndherung fiir f bereitstellt. Zur
Beurteilung der Brauchbarkeit hat man auBer der Konvergenz f,,»f
auch die Konvergenzgeschwindigkeit in Betracht zu ziehen. Wenn die
Konvergenz beliebig langsam sein kann (vgl. Bemerkung 1.3.18), ist die
Anndherung durch ein f,, nicht praktikabel. Da der Index n in der Praxis
mit der Dimension des endlichdimensionalen Problems (2a/b)
zusammenhdngt, hat n eine obere Schranke, die durch die zur
Verfiigung stehende Rechenzeit und Speicherkapazitit bestimmt wird.
Diese Situation fiihrt zu einer anderen Fragestellung: Welche
Fehlerschranke kann man bei festem n fiir \ f-f,} garantieren? Die
folgenden Aussagen gelten fiir ein festes n, wobei die Voraussetzungen
gemaB §4.1.4 fiir hinreichend groBe n>n, gesichert werden konnen.
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4.1.14 Fiir ein festes n gelte (AI-K,)'elL(X,X) und
(A-K)"1eL(X,X). f und f,, seien die Lésungen der Gleichungen (1)
bzw. (2b). Dann hat der Fehler f- f,, die Darstellungen
(4.1.128)  f-f, = (A=K 7T UK-K)f + g-g,].

(4.1.120)  f-fn = (A1-K)™ [(K-K)fn+ g~ 9n]

und gentigt den Fehlerabschétzungen (12c-e):

(411200 Wf=f 0 €« HAI-K, )78 MK-K,}f + g~gpl,

(4.1.12d)  Mf-f0 < HOAI-K, )" ' K=K )f ¥ +0g-g, V],

4.1.120)  0f~f 0 S KOT-K )7 0 [IK=K 0 Uf8 +hg-g, 0]

Beweis. (11c) liefert f-f, = (A[-K,)7!' d, mit d,;;=2f-K,f-g, aus
{11a). Indem wir Af durch g+Kf ersetzen, finden wir

dp= (K-Kp)f + g-9,,. womit (12a) bewiesen ist. Der Beweis von {12b)
verlduft analog. (12c-e) sind sofortige Foige von (12a). m

i}

]

4.1.6 Konditionszahlen

Die Empfindlichkeit der semidiskreten Gleichungen Af.=g,+K.f,
gegeniiber Stérungen von g, oder K, wird nach Satz 1.4.30, der
auch fiir Operatoren aus L(X,X) gilt, durch die Konditionszahlen
(4.1.13) condx(ll«Kn)=IAI—K,,II(M-K,,)”I
beschrieben. Fiir die numerische Brauchbarkeit ist es entscheidend,
daB diese Zahlen nicht zu groB werden. Insbesondere ist zu gewéhr-
leisten, daB die Kondition fiir n= « nicht iiber alle Schranken wachst.
Die bisherigen Annahmen sind jedoch ausreichend, die gleichméiBige
Beschrinktheit von condy(AI-K,) zu sichern.

Satz 4.1.15 Die Diskretisierung (K,} sei konsistent und stabil.
Dann gibt es ein ny und eine Konstante C, so daBl

condy(AI-K,) <C fiir alle n>n,.

Beweis. Die Konsistenz (3a) beweist iiber den Satz von Banach-
Steinhaus (Satz 1.3.17) die gleichmaBige Beschranktheit von FAI-K,f.
Aufgrund der Stabilitat ist H(1I-K,)~'} fiir alle n>n, mit geeignetem
n, erklart und gleichmiaBig beschrankt. =

Es sei daran erinnert, daB dank des Stabilititssatzes 11 die Voraus-
setzung der Stabilitit gegen die Konvergenz ausgetauscht werden kann.

Die Konditionszaht (13) ist aber noch nicht die endgiiltige GroBe, die
das numerische Verhalten beschreibt. Die Gleichung Af,=g,+K,f, ist
zu einem System von n Gleichungen fiir n Unbekannte umzuformen,
bevor das Problem wirklich gelést werden kann. Durch eine unge-
schickte Wahl der Gleichungen kann man zu Systemen gefiihrt werden,
die eine schlechtere Kondition als condy(AI-K,) haben. Diese Frage
wird in den Abschnitten 4.2.7, 4.4.4, 4.5.5 wieder aufgegriffen werden.
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4.2 Diskretisierung durch Kernapproximation
4.2.1 Ausageartete Kerne

Schon in der theoretischen Untersuchung des §3.3.2 wurden
ausgeartete Kerne fiir den Kompaktheitsnachweis herangezogen. Jetzt
soll der Frage nachgegangen werden, ob sich ausgeartete Kerne zur
praktischen Berechnung eignen. Es sei an Definition 3.3.3 erinnert: Ein
Kern k,,(x,y} heiBt ausgeartet, falls er die Gestalt

@20 ka(xy)=f afx0b(y)  mitas=a,, und by=b, ,

besitzt, wobei im allgemeinsten Falle aeX und b;e X’ geiten muB, damit
der zugehdrige Integraloperator K, zu L(X.,X 1 gehort. Die Schreib-
weise a; ,und b; ., soll deutlich machen daB diese Funktionen mit dem
"Dlskretisierungsparameter n varlieren diirfen. Das Resultat der
tIbungsaufgabe 3.3.4 sei hier noch einmal wiederholt.

Bemerkung 4.2.1 (a) K,,eL(X,X) habe den Kern (1). Dann ist
(4.2.2) Bild(K,,) = span{ay, a,, ..., a,}

offenbar endlichdimensional, so daB8 K,, kompakt ist: K,eK(X,X).

(b) Konvergiert k,,( x,-) gleichmaBig fiir alle xeD in L!( D) gegen k(x,-),
so konvergiert K,, in der Operatornorm von L(C(D),C(D)) gegen den
Integraloperator K mit dem Kern k:

(4.2.3) FK-K leepyecep) = suplhk,(x, -} k(x, )byt p,: xeD}=
= su flk,,(x,y)—k(x,y)ldy.
xe D

Bemerkung 4.2.2 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
vorausgesetzt werden, daB die Funktionen {a,, a,, ..., a,} einerseits
wie auch {b,, b,, ..., b,} andererseits linear unabhingig sind. Damit
bezeichnet n die Dimension des Bildraums von K,,.

Beweis. Ist z.B. a,,(x)= Z}':,' ®;a;(x) setzt man diese Darstellung in (1)

ein und erhdlt kn(x,y)= LI/ a;(x){b,(y)+a;b,(y)1. Die Zahl der
Summanden 148t sich daher so lange reduzieren, bis die Funktionen
linear unabhéngig sind. m

Die Diskretisierung durch Kernapproximation fithrt zur Gleichung
(4.2.4) Afn=9+K,f,, wobei K,, den Kern (1) besitzt.

Wir erhalten damit einen Spezijalfall der Gleichung (1.2a). Satz 1.13
und Gleichung (3) ergeben die

Folgerung 4.2.3 Unter der Voraussetzung itlgjl;l kn(x,y)-ki{x,y)ldy >0

ist die Diskretisierung konsistent. Sie ist auBerdem stabil und
konvergent, wenn X reguldrer Wert von K, dh. (AM-KJ}™1eL(X,X).
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4.2.2 Aufstellung des Gleichungssystems

Dank Bemerkung 2 diirfen wir die Funktionen {ay, ap, ..., a,)} im
weiteren als linear unabhingig und damit als Basis des Bildraumes von
K, annehmen. Wenn Gleichung (4) eine Lésung f,, besitzt, so ist
K ]‘neBild(K ) eine Linearkombination der Form K,f,=%v;a; mit
Yj:—fb (y)f{y)dy. Setzt man diese Darstellung in (4) ein, erhdit man

fn =g ""g‘ Yy
Dividiert man durch A {1#0, da eine Gleichung zweiter Art vorliegt) und
setzt ap =7/ X, so erhilt man folgende Aussage.

Lemma 4.2.4 Wenn (4] eine L6sung f,, besitzt, so muB sie die Darstellung

(4.2.5) fa=49 +/gt aja;
besitzen.

Die numerische Aufgabe besteht darin, die Koeffizienten a; in (5) zu
bestimmen. Wir setzen den Ansatz (5) in (4) ein und erhalten

= = ! =

g+}\lg aja; & An 5 g+Knfn 3 g+ K,,(Xg+kgl gyl

=g+4Kng+ £ aiK pa
Die Funktion g hebt sich auf beiden Seiten weg. Fiir X‘K,,g erhalten wir
4262  L(K,g)(x)= i)[ 2 a,00nn90ndy = £ 81a)0x) mit
4.2.6b)  Bj:= {A‘b,{y)g(y)dy fiir 1<j<n.
Ebenso erhalten wir fiir K,,a; die Darstellung

a -
4.2.7a) (K,,ak)(x)=£ £, a;0x)b5(y) aly)dy =Ig, B;xa;(x) it
4.2.7b)  By= [by(ylay)dy  (1<jk<n).
D

Zusammen ergibt sich
tKno+ S - a2 Bk =

A}ia,ai 1K g9+ L g Kpay = ﬂﬁ,a,+knlak£1 jkO5 =

]i Bj+ iﬁjk (Xk (Ij

Wegen der linearen Unabhingigkeit der a; ist diese Gleichung mit der
durch Koeffizientenvergleich entstehenden Gleichung (8) &quivalent:

1]

428 Agy=8+ & B fiir 1<j<n.
In Matrixschreibweise lautet das zu J[dsende Gleichungssystem
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(4.2.9a) (A-Bla=b oder (AI-Bpla,=b, ]

mit

ay By
(4.2.9b) ar=a, =) |, bi=b =] (o aus (5), §; aus (6b)),
Xy Bn

Bis Biz -+ Bin
Do : mit By aus (7b).

(4.29c) B:=B,'= [ : :
5n1 an Bnn

Das Gleichungssystem (9a) und die Diskretisierung (4) sind in
folgendem Sinne dquivalent.

Satz 4.2.5 Es gelte 14#0. Die in (1) auftretenden Funktionen {ay, ..., a,)
seien linear unabhangig. {(a) Die Matrix AI- B ist genau dann reguldr,
wenn A ein regulirer Wert von K,, ist, d.h. wenn {AI-K, )" 'eL(X,X).
(b) Eine Losung a des Gleichungssystems (9a-c) liefert iiber die
Definitionsgleichung (5} fiir f,, eine Ldsung von (4): Af,=g+K,f,.
{c) f,, sel Losung von {4), Af,=g+K,f,. Dann lost der Koeffizienten-
vektor a aus der Darstellung (5) von f,, das Gleichungssystems (9a-c}.

Beweis. Der Teil (c) ist bereits mit der Herleitung des Gleichungs-
systems (9a-c) gezeigt worden. Die Schliisse ktnnen aber auch in
umgekehrter Richtung angewandt werden und beweisen Teil (b). Da die
Funktionen a; linear unabhingig sind, ist die Zuordnung von a und f,
durch (5) eineindeutig. Nach (b} und (c) ist die eindeutige L&sbarkeit der
Gleichungen (9a-c) und (4) dquivalent. Andererseits ist die eindeutige
Lésbarkeit von (9a~c¢) bzw. (4) dquivalent zur Regularitit von XI- B bzw.
zur Existenz von (AI-K,}) leL(X,X). m

{lbungsaufgabe 4.2.6 Man zeige: Wenn die Funktionen g linear abhéngig
sind, muB die Matrix AI-B singulér sein.

4.2.3 Kernapproximation durch Interpolation

Jede Interpolation einer Funktion ¢eC(D) ist nach [ibungs-
aufgabe 1.4.7 durch ihre Lagrange-Darstellung (1.4.7): Yo (x;)L;(x)
beschreibbar. Da die Lagrange-Funktionen linear unabhdngig sind,
kommen sie fiir das System der Funktionen {a,,...,a,} in Frage.
Die Interpolation von k(-,y) beziiglich x liefert die Niherung

(42102 kn(x.y) = £ aj(x)k(x;y)  (aj=Ly: Lagrange-Funktion).

Die Funktionen b; sind durch k(x;,y) gegeben. Die zur Aufstellung des
Gleichungssystems zu berechnenden GréBen sind

(4.2.10b) B,:{fok(xj,y)g(y)dy, ,Bjk=ka(xj,y)ak(y)dy (1<j,k<n).
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4.2.4 Tensorapproximation von k

Fine weitere, aus praktischen Griinden sehr bequeme Approximation
des Kerns k ist durch

n
@212 kotxy) = & 8 ejiasabily)

mit von n abhingigen Koeffizienten c;
linear unabhingigen System {a;, a,..... a,
aj=a; n, bg=by . Die Koeffizienten c;, aus (11a)

k=Cjk,n und einem
} beschrieben, wobei
bilden die nxn~Matrix

(42’.1!)) C x=C“"—‘ (ka.h)j‘kai..“,n'

Eine Darstellung von k,, der Form (11a) entsteht insbesondere dann,
wenn k durch eine zweifache Interpolation beziiglich x und y angendhert
wird (vgl. Lemma 10).

Da die Doppelsumme in (11a) n° Summanden hat, aber nur n linear
unabh#ngige a; vorliegen, ist die Darstellung (11a) kein Spezielfall von
{1). Das Bild des Operators K,, mit dem Kern k, erfiillt jedoch wieder
(2), so daB der Ansatz {5} fiir die Losung f, weiterhin gilt. Der Leser
mag die Uberlegung des Abschnittes 4.2.2 sinngem#B wiederholen und
so das folgende Resuitat beweisen.

Satz 4.2.7 Das Gleichungssystem zur Bestimmung des
Koeffizientenvektors a=a,, fiir die Darstellung (5) von f, lautet
(4.2.11c) (AXI-B'Ja=b" mit B'= B,,:=CB und b’=b,:=Cb,

wobei B und b die in (9b.c) definierten GroBen sind. Unter den
gleichen Voraussetzungen wie in Satz 4 stimmt die Losbarkeit der
Aufgabe (4) fiir alle geX mit der Regularitit der Matrix AI-B’
iiberein. Die jeweiligen Losungen hingen iiber (5) zusammen.

Man beachte, da8 nur formal die gleiche Matrix B in (9a) und (11¢)
auftritt. Im Falle der Approximation von k durch k,, gemiB (11a) sind die
Funktionen a; und b; unabhéngig von k wihlbar. Zur guten Approxi-
mation hat man nur die Koeffizienten c;; (d.h. die Matrix C) geeignet zu
wihlen. Im Falle von (1) steckt die Approximationsgiite bereits in der
Definition der a; und b;.

Die Vorteile der Tensorapproximation (11a) gegeniiber der Nidherung
{10a) gemiB §4.2.3 sind zusammengestellt in

Bemerkung 4.2.8 Die Matrix C ist mit (11b) explizit gegeben. Zur
Berechnung der Matrix B braucht man lediglich die Quadraturen
Bjk=fb1(y)ak(y)dy auszufiihren, die nur von der Auswahl der
Funktionensysteme a;, b; abhidngen, nicht aber wie im Falle (10a) von k.
Die Berechnung von Bj:= %[p bj(y)g(y)dy (vgl. (6b)) ist wegen
des im allgemeinen kleinen Trdgers von bj wesentlich bequemer
als die Auswertung von fj= {ID k(xj,y)g(y)dy im Falle von (10b).
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4.2.5 Beispiele flir Kernapproximationen

In theoretischen Betrachtungen spielen Polynome k,(x.y)=Y.¢c, jx‘yf
eine wichtige Rolle. In der Numerik sind sie bis auf wenige Ausnahmen
ungeeignet, insbesondere wenn sie von hohem Grad sind. Die in der
Theorie verwendeten Polynome sind jene aus dem Approximationssatz
von WeierstraB. Ihre numerische Bestimmung wire viel zu kompliziert.
Spezielle Polynome wie etwa die Taylor-Entwicklungspolynome der
Funktion k(x,y) oder Interpolationspolynome fiihren ia zur
numerischen Instabilitst. AuBerdem sind die Monome a,(x)=x' und
b,(y):yf Funktionen mit globalem Tréger: Triger(a,) = Triiger(b;) = D.

Bemerkung 4.2.9 Wenn die Integrale in (6b) und (7b) zur Bestimmung
der Koeffizienten 8; und 8;; nicht explizit bekannt sind, ist man auf
eine Niherung durcli numerische Quadratur angewiesen. Die Quadratur
braucht nur iiber den Triger des Integranden ausgefiihrt zu werden.
Zum einen kann man davon ausgehen, daB der Rechenaufwand der
Quadraturformel entsprechend geringer ist, wenn sich der
Integrationsbereich verkleinert. Zum anderen kénnen kleine Tréager der
ay und b; in der Formel (7b} fiir 8,, dafiir sorgen, daB die Triger
disjunkt sind und somit das Produkt agb; und damit 8, verschwinden.

Den angedeuteten Schwierigkeiten kann man entgehen, wenn man fiir
aj=bj; ein System orthogonaler Funktionen wihlit. Fiir =1 0,2n ] kdnnte
man die trigonometrischen Funktionen {%, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x,...}
verwenden. Die Integrale (7b) fiir Bjx haben dann den Wert r fiir j=k
und null sonst. Die Berechnung der Koeffizienten c;; und 8, erfordern
eine Fourier-Analyse von k(x,y) bzw. g. Gegen dieses Vorgehen ist
allerdings einzuwenden, daB# die Konvergenz k,~k fiir nicht-
doppeltperiodische k(x,y} langsam sein wird. AuBerdem stehen
fiir allgemeine Bereiche Dc RY keine Orthogonalsysteme zur Verfiigung.

Beriicksichtigt man Bemerkung 9, so wird man zur stiickweise
linearen Interpolation gefiihrt. Fiir D=1=[0,11 und nelN wihlt man
die dquidistante Stiitzstellen £;:=j/n (0<j<n). Die gesuchten
Funktionen a;=b; sind die Lagrange-Funktionen (vgl. Def. 1.4.4), die
fiir die stiickweise lineare Interpolation (vgl. Beispiel 1.4.5) die Gestalt

_ _j0 fiir Ix-j/ni>1/n,
S oty aj(X)_bj(X)‘{l—nlx—j/nl fiir I1x-j/ni<1/n.

annehmen. Die Interpolierende von k(x,-) beziiglich y bei festem x ist
Tmk(x,m/n)b, (y) (vgl. Lemma 1.4.3). Interpoliert man noch
einmal bezliglich x, erhdlt man die Tensorproduktinterpolation

k,,(x,y):lgl mﬁut k(j/n,m/n) aj(x) b,ly).

Dies beweist den ersten Teil des folgenden Lemmas. (12¢) ist dem Leser
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zum Nachrechnen empfohlen. (12d) ist analog zu Bemerkung 1.4.11
{wenn auch komplizierter).

Lemma 4.2.10 (a) Fiir die stiickweise lineare Interpolation lauten die
Koeffizienten ¢, aus {11a):

(421200 ¢jp,i= k(j/n,m/n) (0<j,m<n).

Anders als in (5) ist der Indexbereich 0,1,...,n (anstelle von 1,...n).
(b) Die Triger der a;(x}=b,(x) sind die Intervalle [(j-1)/n, (j+1)/nl al.

Die Matrix B ist tridiagonal. Thre Koeffizienten B,kx=be 4 v)alyldy
lauten

(4.2.120) Boo=Brn=4%+ By=3a (1<j<n), By jx1=55» Bjx=0 fir lj-k122.
{c) Wenn ke C?(IxI) oder ke C{ (Ix1), so gilt
@.212d)  VK-Kpleenecon Sh-k b $2n 20klef(1xp)-
Abschitzung (12d} zeigt Konvergenz der Ordnung 2, die von den
numerischen Resuitaten in §4.2.8 bestitigt wird. Will man héhere Ord-
nungen, z.B. die Ordnung 4 erreichen, hat man die stiickweise kubische
Hermite-Interpolation (vgl. §2.3, (2.3.3) und (2.3.9)) oder die kubische
Spline~Interpolation zu verwenden. Der letztgenannte Ansatz findet

sich beispielsweise bei Himmerlin-Schumaker [1]. Hohere Konvergenz-
raten ergeben die «blending splines» (vgl. Bamberger-Hammerlin [(11).

4.2.6 Variante der Kernapproximation

Approximieren wir nicht nur den Kern k durch (11a), sondern auch die
Inhomogenitit g durch

@213 ga= & ey

so erhalten wir die Gleichung

(4.2.13b)  f,= gn+ K,f, mit K, wie in (4) (vgl. {1.2b)).
Bemerkung 4.2.11 Wenn g,>g in X, so iibertragen sich alle

Konvergenz-, Konsistenz- und Stabilititseigenschaften der Diskre-
tisierung (4) auf (13b).

Der Ansatz (5) fiir f, vereinfacht sich nun zu
02130 fur= &
Die Koeffizienten Q, und v, bilden die Vektoren
(4'.2.13d) &== ﬁn==(aj)j=,‘_“,n, C’=Cn:=(7’])j-=1,.“,n'

Ubungsaufgabe 4.2.12 Zur Bestimmung der Koeffizienten &; aus (13c)
hat man das Gleichungssystem (14) zu lésen:

(4.2.14) (XI-B)@=c

mit =8, i=a+d .

mit B'=C, B, aus (11b).
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4.2.7 Analyse des Gleichungssystems

Bei der Aufstellung der Gleichungssysteme (11c) oder (14) hat man
mit Stérungen in der rechten Seite und in der Matrix zu rechnen. Diese
kénnen ihre Ursache in der Rundung der Eingabedaten und in der
Gleitkommarechnung haben. Man kann aber auch die i.a. unvermeidlich
auftretenden Quadraturfehler bei der Bestimmung der Werte B in (6b)
als Storung der rechten Seite des Gleichungssystems auffassen. Aus
Kapitel 1.4.3 wissen wir, daB fiir die Ubertragung der Fehler auf die
Losung die Kondition der Matrix des entsprechenden Gleichungs~
systems (9a), (11¢) bzw. (14) bestimmend ist.

Hierzu [4Bt sich ein positives Resultat erzielen, wenn man die speziell
auf das Problem zugeschnittene Vektornorm (15) in R™ einfiihrt:

(4.2.15) laI::l’gt aga;ly fiir a={(ay)eR™ mit a; aus (11a).

tibungsaufgabe 4.2.13 {a,,....a,} seien linear unabhingig. Man zeige:
(15) ist eine Norm im R™.

Die Definition von K-W beriicksichtigt, daB man weniger an den
Koeffizienten o, selbst als an X a;a;¢ X interessiert ist. Die Vektornorm
B-8 erzeugt eine Matrixnorm K-B und somit eine Kondition {1.4.22), die
wir mit condg(A) bezeichnen.

Satz 4.2.14 Fiir die R-¥-Kondition der Matrizen AI-C,,B,, aus (11c) und
(14) gilt die Gleichheit (16) mit K, aus (4):

(4.2.16) condg{ AI-C,B,}=condyx (AI-K,).

Beweis. (i) Wir verwenden die Gleichung (14), (A]- B’) @ =c, da dann die
Identititen Wal@=17,0x und BcHB=Mg,ty gelten (f,,, g, aus (13b)).

(i} Sei c =(y;) eR" beliebig. Fiir die Funktion g, :=2X ;v ;a; habe (13b)
die Ldsung f,,. Kombiniert man H&#=8f,f und MNcl=lg, i mit
B A<UAI-K, ) gt und WGR<A(AI-C,B,) "WNch (vgl. Ubungs-
aufgabe 12), erhdlt man M(AI-K,,)"'0=0{(AI-C,,B,)" "N,

{iii) Ebenso zeigt man BAI-C_ B N=11I-K, k. Zusammen ergibt sich
die behauptete Abschitzung (16). m

Da die rechte Seite in (16) nach Satz 1.15 und Folgerung 3 gleich-
méBig beschrénkt ist, sind die Gleichungssysteme (11¢c) und (14) fiir alle
nzn, gut konditioniert, wenn jeweils mit der Norm E-N gemessen wird.

Die folgenden Ubungsaufgaben zeigen, daB die Norm WN-N mit
wohlbekannten Vektornormen zusammenfallen kann.

tbungsaufgabe 4.2.15 (a) Die Diskretisierung und das Gleichungs-
system seien wie in Lemma 10 definiert. Der zugrundeliegende
Banach-Raum sei X=C(I). Man zeige: M-8 ist die Maximumnorm:

(4.2.17a) NE=H4.

4.2. Diskretisierung durch Kernapproximation 85

(b) Die Funktionen a;=b; in der Kernapproximation (11a) seien
orthonormal. Der zugrundeliegende Banach-Raum sei X= L%(D).
Man beweise, daB ¥-8 die Euklidische Norm k-1, ist:

4.2176) KE=LL,.

Die positive Aussage des Satzes 14 mag verwundern. Besagt sie doch,
daB sich die Kondition fiir ein "fast linear abhéngiges” System
{ay, ..., 0} ebenso abschitzen 14Bt wie fiir eine “verniinftig" gewihlte
Basis {a,, ..., a,}. Auf diese berechtigten Bedenken soll im folgenden
eingegangen werden.

Rundungsfehler, die herriihren kénnen von
(i der Rundung der exakten Koeffizienten c;y, @, B,
(ii) Gleitkommafehlern bei der Berechnung der Matrix Al-C,B,, bzw.
des Vektors b'=Cb,
{iii) Gleitkommafehlern bei der Aufldsung des Gleichungssystems (11c)
bzw. (14},
lassen sich nur in dazu passenden Vektornormen (#-1, -5, K-Ig, vgl.
Wilkinson [11) abschitzen, aber nicht (primdr) mit E-H. Fiir den
Vergleich der Normen braucht man Abschitzungen der Form

(4.2.182)  1-1<C BN, BR<C,l-A,

wobei I-§ eine der erwihnten Normen ¥-I, -0y, V- Bp sei. Fiir die
Rundungsfehleranalyse spielt das Produkt

(4.2.18b)  Cy:=Cq p»=C4C, (Cy, C; minimale Konstanten aus (18a))
die Rolle einer Konditionszahl.

tibungsaufgabe 4.2.16 1-1 und - bezeichne neben den Vektornormen
auch die Matrixnormen. Es gelte (18a,b). Man beweise:

(4.2.18c) FAI<C,NAR und MAN<C,lAE  fiir Matrizen A.

Ist beispielsweise A,:=XI-C,B,, numerisch berechnet worden zu
A,=A,+A, wobel die Stérung A in der 1.i-Matrixnorm durch
1A<plA ) abschitzbar sei, erlaubt Uibungsaufgabe 16 die Abschitzung
in der B-M-Matrixnorm durch BAM<CFnNA, M. GemdB Satz 1.4.30b ist
der durch A induzierte relative Fehler der Lésung @ aus Gleichungs-
system (14) abschitzbar durch CZcondg(AI-C,B,)n+ O(y?). Dies
macht die Fehlerverstirkung durch den Faktor C, sichtbar.

tlbungsaufgabe 4.2.17 Es gelte a;=b; in (11a). Sei K-I=k-1, die
Euklidische Norm, die zur Kondition cond,(A)=kAN8 AN, fiihre.
X=L2(D) sei mit der iiblichen Norm (1.3.6b) versehen. (a) Man beweise

4.2.18d  C, ,=7 condy(B,) (B,, aus (9¢)).

(b) Fiir die in Ubungsaufgabe 15 genannten Fille gilt das optimale
Resultat Cy=1.
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Einen Quadraturfehler bei der Bestimmung der Integrale B:=
ﬁfbbj(y)g(y)dy in (6b) kann man als Fehler von b=(8;) behandeln. In
diesem Falle fiihrt die Analyse wieder zur Fehlerverstirkung um den
Faktor Cycondy( AI-C, B, ). Letztes kann vermieden werden, wenn es
gelingt, die numerischen Quadraturen mittels Riickwiértsanalyse zu
interpretieren.

Bemerkung 4.2.18 Die Integrale §,:=4 [,b,(y}g(y)dy in (6b) seien
durch numerische Quadratur zu 5} (1<j<n} berechnet. geX sei eine
Funktion derart, daB B; das exakte Integral zu § darstelit:
B,==){fpbj(y)§'(y)dy ir alle 1<j<n, wobei Ng-gksy.
Dies fiihrt zu einer gestorten Losung f;, mit lf;,- flx<nRAI-K, )7,

4.2.8 Numerische Beispiele

Als erstes Beispiel widhlen wir in D=[=[0,1] den glatten Kern
(4.2.19a) k(x,y) = cosl{mrxy).
Die Lésung wird als
(4.2.19b)  f(x) =1
vorgegeben. Mit A=1 berechnet man die Inhomogenitit g=1f-Kf zu
(4.219¢0)  g(x) = 1- 28I

Als Kernapproximation K,, wéhlen wir die stiickweise lineare Inter-
polation, wie sie in (11a), (12a) und Lemma 10 beschrieben wurde. Die
Matrizen B und C sind bereits in (12b,c) definiert. Die zur Bestimmung
des Vektors b erforderlichen Integrale 8 =={J'D by(y)g(yldy, by aus
(12a), lassen sich (ohne den Integralsinus) nicht explizit angeben. Die
Werte 8; werden daher ndherungsweise durch die Quadraturformel
(4.6.26a,b) berechnet, fiir die die Abschiétzungen |8;-8;1=0( h®)
(1<j<n-1) und 18;- Bi=0(h®) (j=0, j=n) gelten. Hierbei ist h=1/n
die Schrittweite der Aquidistanten Stiitzstellen. Uber das Gleichungs-
system (11c) bestimmt man den Vektor a. Darauf ergibt sich f,, aus (5).
Die folgende Tabelle 1 enthélt den maximalen Fehler

(4.2.20) epr=max{lf,(vh)-f(vh):v=0,1,...,n).

h ey h ep
1/2 0.0867176 , 4. 1/2 1.2253618 .0
1/4 0.0302988 , . 1/4 0.2413116 .o
1/8 0.0087316 ., 1/8 0.0326789 ..,
1716  0.0023076 5,, 1/16  0.0040324 .,
1/32  0.0005910 4, 1/32  0.0004920 ...
1/64 00001494 ,,, 1/64  0.0000604 ..

17128 0.000037 6 1/128 0.0000103

Tabelle 42,1 Beispiel (19a-c) Tabelle 42,2 Beispiel (19a), (21a,b)
mit Tensorapproximation (11a) mit Tensorapproximation (11a)
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Bemerkung 4.2.19 Da die verwendeten a; Lagrange-Funktionen sind,
ermittelt man aus (5) die Darstellung (20') fiir ey,:

(4.2.207 eps=max{l{g(vh)+a,-f(vh)l:v=0,1,.. ,n}.

Die letzte Spalte von Tabelle 1 enthilt die Quotienten e,y /e, zweier
aufeinanderfolgender Fehler. Der Wert approximiert 4, was in
{ibereinstimmung mit Abschitzung (12d) auf Konvergenz zweiter
Ordnung hinweist.

Das zweite Beispiel enthiit den gleichen glatten Kern (19a). Als
Lésung ist jedoch (wie von Atkinson (11,[21,[3,p.591 vorgeschlagen)

(4.2.21a) fix)=e*cos(7x)
vorgegeben, die nach Berechnung von g=Xf-K{f zu

elcos{nx+7)+(nx+7) sin(rx+7)1~1
(4.2.216)  g(x)=2f(x)- 4 YT
_ % elcoslmx-7)+{nx~7)sin{rx-7}1-1
1+{mx-7)2
fithrt (hier: A=1). Auch hier ist die exakte Berechnung der Integraie 8,
unmdglich. Sie werden wie oben approximiert. Die numerischen Ergeb-
nisse fiir verschiedene Schrittweiten der stiickweise linearen Interpo-
lation sind in Tabelle 2 aufgefiihrt. Der Quotienten in der letzten Spalte
scheinen auf Konvergenz dritter Ordnung hinzuweisen. Ein Vergleich
mit der spateren Tabelle 4 und der Quotient 5.87 zwischen h=1/64 und
1/128 legen aber den SchluB nidher, daB bis h=1/64 der Quadratur-
fehler O(h?) gegeniiber dem Diskretisierungsfehler O(h?) iiberwiegt.

Eine Alternative zur Approximation von k durch das Tensorprodukt
(11a) ist die Kernapproximation (10a) mit den Lagrange-Funktionen a;
aus (12a) und b;(y)=k(x;,y). Die Approximation durch (10a} ist
genauer, da kein Interpolationsfehler bezliglich y auftritt. Die
Schwierigkeiten dieser Wahl sind in Bemerkung 8 erwéhnt. Die Integrale
B;i sind im folgenden mit der gleichen numerischen Quadratur ange-
ndhert worden, die in den vorhergehenden Beispielen zur Bestimmung
von B; verwandt wurde. Die jetzigen Koeffizienten §; sind Integrale liber
k(x;,y)g(y). Hierfiir wird die summierte Simpson-Quadraturformel mit
2n+1 Stiitzstellen eingesetzt (vgl. (1.4.18d)). Fiir beide Beispiele zeigen

h en h en
172 0.1145951 1/2 0.0495782

174 00272855 4o 174 00126053 o
1/8  0.0063755 3o 1/8  0.0027590 4o
1716 0.0015254 4. 1716 0.0006487 4o
1732 0.0003751 &b 1732 00001594 4o
1764 0.0000918 1/64  0.0000395

Jabelle 4,.2.3 Beispiel (19a-c)

mit Kernapproximation (10a)

Tabelle 4.2.4 Beispiel (19a), (21a,b)

mit Kernapproximation (1 0a)
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die Fehlerquotienten Konvergenz zweiter Ordnung. Man beachte, daB
die Fehler aus Tabelle 4 trotz geringerer Konvergenzordnung besser
sind als fiir die Tensorapproximation aus Tabelle 2. Der Vergleich der
Werte der Tabellen 1 und 3 zeigt keine wesentliche Unterschiede.

Fiir die Diskretisierungsverfahren der nachfolgenden Kapitel werden
auch numerische Beispiele mit schwach singuldren Kernen vorgefiihrt.
Mit der Kernapproximation 148t sich ein Kern wie z.B.
k(x,y)=lx-yl~Z aber nur mit gréBten Schwierigkeiten behandeln. Die
Approximation (11a), (i2a), die auf einem Tensorprodukt von
Interpolationen beruht, 14Bt sich wegen der benotigten Koeffizienten
¢;y=k(ih, jh) nicht anwenden. Eine verniinftige, nicht auf Interpolation
beruhende Approximation ist auch nicht offensichtlich. Eine
Méglichkeit besteht in der Approximation von k durch k, nach (10a).
Fiir by(y) = Ixj-yl"‘/z hitte man dann die Integrale (10b): B;=
i ka( x;.y)g(y}dy auszuwerten. Im Prinzip steht als numerisches Ver-
fahren fiir derartige Probleme die Produktintegration zur Verfligung,
die in §4.7.8 und 8§4.6.7 erliutert wird. Da fiir das beabsichtigte
Beispiel (4.22c) aber auch g keine glatte Funktion ist, scheinen groBe
Quadraturfehler schon bei der Berechnung des Vektors b unvermeidlich.

4.3 Projektionsmethoden (allgemein)
4.3.1 Unterrdume

In §4.2 haben wir den Kern so vereinfacht, daB ein
endlichdimensionales Problem entstand. Jetzt werden wir den
(unendlichdimensionalen) Raum X (X=C(D) oder X=L2(D)) durch
einen endlichdimensionalen Unterraum X,, ersetzen. Diese Unterriume
werden die Bildriume von Projektionen sein, die dem Verfahren seinen
Namen geben. Bei der Kollokationsmethode (§4.4) werden die
Projektionen im Vordergrund stehen, wihrend beim Galerkin-Verfahren
(§4.5) eher die Unterriume als primédr anzusehen sind. In der allge-
meinen (abstrakten) Darstellung beginnen wir mit den Unterrdumen:

(4.3.1a) X,cX seien Unterrdume (neN).
Der Abstand eines «Punktes» xeX von X, ist durch
dist{x,X,) := inf{dx-E0: EeX,;}
gegeben. Wir werden sehen, daB fiir die Konvergenz des Verfahrens
(4.3.1b) rljiglwdist(x,xn)=0 fiir alle xeX

gelten muB (vgl. Bemerkung 5). Die Bedingung (1b) beschreibt, daB der
Gesamtraum X durch die Teilriume «ausgeschopft» wird.

{ibungsaufgabe 4.3.1 Man zeige: (a) Hinreichend fiir (1b) sind die
Inklusionen X,c X,c..., wenn die Vereinigung U X; dicht in X liegt.
(b) Notwendig fiir (1b) ist dim Xp> .
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In Hinblick auf die praktische Anwendbarkeit sollen nur endlich-
dimensionale X,, betrachtet werden:

(4.3.1¢) dim X,, < «.

4.3.2 Projektionen

Es sei daran erinnert, daB eine lineare Abbildung II,:X=>X
eine Projektion ist, falls II7=1I,,. Jede Projektion II,, definiert einen
Unterraum als Bildraum:

(4.3.2a) X, = BildU1,).

In diesem Falle spricht man von einer Projektion auf X,,.

tibungsaufgabe 4.3.2 (a) II, sei Projektion auf X,,. Man zeige:
X,, 138t sich als Fixpunktmenge charakterisieren:

{(4.3.2a") Xpi={xeX: I, x=x1}.

(b} Ist I, Projektion auf X,, mit (1¢}, so ist sie beschrénkt: IMeL(X,X).
{c) Selen a,beX=C(D) Funktionen mit J[pa(x)b{(x)dx=1. Man
definiere I, durch (I;f)(x}=a(x)fpb(y)f{y)}dy und zeige: II, ist
Projektion auf X, = span{al.

Wihrend die Zuordnung des Unterraumes X,, zu II,, durch (2a)
eindeutig ist, gilt die Umkehrung nicht. Es gibt im allgemeinen
unendlich viele Projektionen auf den gleichen Unterrraum X,.
Zum Beispiel ergeben unterschiedliche beX in Ubungsaufgabe 2¢
auch verschiedene Projektionen, obwohl der Bildraum fest bleibt.

Fiir eine Folge {II},.p¢ von Projektionen filihren wir folgende
Begriffe ein:

Definition 4.3.3 X sei Banach-Raum. Sei (I}, .py eine Folge von
Projektionen IH.eL(X,X). (a) {II.},.n heiBt Kopvergept, falls

(4.3.3a) o,x->x in X fiir alle xeX.

{b) {11}, .ny heiBt konsistegt, falls es eine dichte Teilmenge McX
gibt mit

(4.3.3b) H,x->x in X fiir alle xeM.
(c) (I}, py heiBt stabi[, falls VI, ¥ gleichmiBig beschrinkt ist:
(4.3.3¢c) sup{ N IT,I: nelN} < .

Der Satz von Banach-Steinhaus (Satz 1.3.17) beweist die

Bemerkung 4.3.4 {II,),.p¢ ist genau dann konvergent, wenn es
konsistent und stabil ist.

Die Forderung (1b) ergibt sich aus

Bemerkung 4.3.5 (a) Die Konsistenz (und erst recht die Konvergenz)
von {M,},env impliziert (1b): lim dist(x,X,)=0 fir alle xeX.

(b) Ist {II},, . stabil und gilt (1b), so ist auch {1}, . konvergent.
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Bewels. (a} Seien €>0 und xe X beliebig. Da Mc X dicht, gibt es ein x’eM
mit Kx-x'k<e/2. GemdB (3b) gibt es ein n, so daB ¥1f-x"I<e/2
fiir £:=1,,x"eX,,. Also dist{x, X J<hx-Eh<hx- xR+ Ux"-Eh<e.

(b) Sei xe X beliebig. Wegen (1b) existiert eine Folge £,,¢ X, mit > x.
Die Aufspaltung x~ T, x=x~§,- I ,(x-£,) und (3c) beweisen (3a). m

4.3.3 Hilfaslitze

Die Projektionen II,, konvergieren gemiB (3a) punktweise gegen die
Identitit I. Eine Konvergenz in der Operatornorm ist ia. ausge-
schlossen (vgl. nachfolgende {lbungsaufgabe 6). Bei den Konvergenz-
untersuchungen in §4.3.4 werden wir Aussagen iiber das Konvergenz-
verhalten des Produktes IT, K bendtigen, die sich aus Lemma 7 ergeben.

{lbungsaufgabe 4.3.6 Man zeige: Gilt 1 II,,- 110 fiir Projektionen II,,
so muB I ,=1 fiir hinreichend groBe n>ng gelten.

Lemma 4.3.7 McX sei eine prikompakte Teilmenge des Banach-
Raumes X. Die Operatoren A,eL(X,X) seien punktweise konvergent
gegen A: A,x= Ax fiir alle xeX. Dann konvergieren die Folgen {A,, x}
fiir alle xe M gleichmiBig, d.h.

(4.3.4) sup FA x-Axk = 0 fiir n> .
xeM

Beweis. () C:=sup{lA,l: neN} ist endlich («Stabilitit» von {A,},
vgl. Bemerkung 1.3.16). Ferner gilt FA¥<C.

(ii) Wenn (4) nicht giiltig wire, gibe es ein ¢>0 und eine Teilfolge
N’cN, so daB sup, af A,x~Axlze fiir alle neN’. Daher existieren
XpeM mit VA x,~Ax,0>¢/2 fiir alle neN’. Da M prikompakt, gibt es
eine weitere Teilfolge N“cN’, so daB lim,.p~ X,=x existiert. Man
wihle nelN” mit ix,-xl<e/(8C) und PA x-Axl<e/4. Damit ist
VA X~ AX IST(A~ AN X p-x H+ B(A - A)xE< (VA D+ RAN J X - x B+
£/ 4<¢/2 im Widerspruch zur vorhergehenden Ungleichung. o

Lemma 4.3.8 X sei Banach-Raum. A, eL(X,X) konvergiere punktweise
gegen A. Fiir jeden kompakten Operator KeK(X,X) konvergiert das
Produkt A,K in der Operatornorm gegen AK: 1A, K-AKI1=>0.

Beweis. Sei B:={Kx:Ix¥§<1}. Da K kompakt, ist B prdkompakt.
(4) zeigt lA,.,K—AKI::ISI:pIIAnKx—AKxI--suBlAny—AyE->0. m
xie ye

4.3.4 Diskretisierung mittels Projektion

Projektionen IT,, und ihre Bildrdume X,, seien gegeben. Wir wollen die
diskrete LSsung f,, im Unterraum X,, bestimmen. Nun hat die Gleichung
Af=g+Kf im allgemeinen keine Lésung im Unterraum X,,, sondern jedes
fn€X,, wird einen Fehler (®oidimam

d=(XI-K)f,-g
erzeugen. Wenn auch d,=0 nicht méglich ist, so soll doch die
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Projektion verschwinden: II,d,=0, d.h.

{4.3.5a) M {xI-K}f,~-91=0
oder
(4.3.5b) Al f,=M,9 +I,Kf,.

Da die L8sung f,, zu X,, gehdren soll, gilt II, f,, =/, (vgl. (2a)), und
Gleichung (5b) 14Bt sich als

{4.3.5¢) Afp=N,9+0,Kf,
schreiben. Dies entspricht der allgemeinen Form (1.2b):

semidiskrete Projektionsgleichung
(4.3.6) Afp=gn+Knyfy, mitK=I.K und g, =II,9g.

Die Lésbarkeit von Gleichung (6) in X,, wird durch das folgende Lemma
auf die Losbarkeit in X reduziert.

Lemma 4.3.9 Sei A+0. Jede L8sung f,eX der Gleichung (6) gehort zu X,,.
Beweis. Sei f,eX Lésung von (6). Da g,=II,,geX,, und K,,f,,= T, K feXp,,
muB auch die Summe 1f, zu X,, gehoren. A+0 liefert feX,,. m

Man beachte, daB die Aussage von Lemma 9 falsch wird, wenn
Ndherungen g,4X,, anstelle von g,=1II,g in (6} verwendet wiirden.
AuBlerdem gilt Lemma 9 nicht fiir die Gleichung erster Art. d.h. fiir A=0.

Weitere, fast #quivalente Darstellungen des Problems sind

“.3.7 Afn=gntKpfn mit K:=I,KIT,, und g, =1,g
und
(4.3.8) A =g+Ky s mit K',:=K1I,,.

Bemerkung 4.3.10 Sei 1+0. (a) Die Aufgaben (6} und (7) sind dquivalent,
d.h. jede Ldsung der einen ist auch Lésung der anderen Gleichung.
(b) Die Aufgaben (6) und (8) sind in folgendem Sinne dquivalent: Ist
faeX eine Ldsung von (8), so ist f, =M, f X, eine Lésung von (6).
Lost umgekehrt f,eX,, die Aufgabe (6), so geniigt -

(4.3.9) fii=d(g+Kfp)

der Gleichung (8). {c) Wenn eine der Inversen von AI-K,,, X1 —ﬁn oder
Al- K, existiert, so existieren alle und hdngen wie folgt zusammen:

(4.3.10a)  (AI-K;)7'= $ [1+K(AI-K, "', ] =

= L[+ KOI-RY™ 1+ {K(M,-D ],
(4.3100)  (A-Kp)™'= $UI-T,) + (AI-Kp)"'=

= 4 (I-1,) + I, (AI-K;)™!,
43100  (AI-K)7'= 4 [1+ M, (AI-K; )7 ] =

= {1+ (AI-K ™K+ $(H,-DK] .




92 4. Numerik der Fredholmschen Integralgieichungen zweiter Art

Beweis. {(a) Die Lésung f,, gehort zu X, (vgl. Lemma 9). Also ist II,f.=f,
und K, fyy= K fr= 0, K1, fn=K,fn. Damit 18st f, (7) und umgekehrt.

{b) f;, sei Losung der Gleichung (8). Anwendung von II,, liefert
A fn=T,K, [+ T,9. Fir f,=H,f; prift man nach, daB
A= (A )= (g+ Ky ) =K, [+, =TT K fu+ 9= K frit 0
Sei umgekehrt f,, eine Lésung von (6), und f,; werde durch (9) definiert.
Aus I, fn = $(I 9+ Kf,) = $(g,+K,fp) = f, schlieBt man auf
AMu-9=24(g+Kf,)-g = Kf, = KII,f = Ky, f;, dh. Gleichung (8).

{c) Wir filhren als Abkiirzungen T,:=21I-K;, und den Ausdruck
Ap:= 4 [1+K(XI-K,)7',,] aus (10a) ein, wobei wir voraussetzen, daB
die Inverse (XI1- K,,)~! existiert. Aufgrund der Identitat II,,K[ =K, I, ist

ApTh=4 I+ KOI-K) T, 1 (A=K )=
=1 {Kp+ $K(AI-Kp) " O T -TT,K,)
=1~ {Kp+ $KOM-K) T HA M=K, IT,) =

SI- 4K+ 4KOI-K) " =Ky T = 1= 4K 4 $K1T= 1.

t

Ebenso beweist man T, A,=1, wobei nachgewiesen ist, daB A, die
Inverse von T, ist. Alle weiteren Fille sind analog. m
4.3.5 Konvergenzuntersuchung

Wir wenden uns wieder der Hauptvariante (6) der Projektionsmethode
zu und beweisen als Hauptergebnis den

Satz 4.3.11 Die Projektionsfolge { IT,,} sei konvergent (vgl. (3a)) und K
sei kompakt: KeK(X,X). Dann konvergieren die Operatoren K, =II, K
aus (6) in der Operatornorm gegen K:

(4.3.1ta) KK, ,-Ki > 0 fiir n= .

Wenn ) ein reguldrer Wert ist, d.h. (AI-K) !eL(X,X), ist die Diskre-
tisierung (6) durch Projektion konvergent, stabil und konsistent.
Die Projektionslésungen f, erfiillen

(4.3.11b) f, > f=(A[-K)~'g inX

Bewels. (i) (11a} ist Folge von Lemma 8 mit A,:=IT,, und A:=1I.
(ii) Satz 1.13 ergibt Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz.

(iii) Die Konvergenz von {II,,} garantiert die Konvergenz g,~>¢ geméB
(1.3b), so daB f,~ f aus Satz 1.12b abzuleiten ist. m

Fiir die Varianten (7) und (8) mit den Approximationen {12,.,} und {K,}
ist (11a) nicht unter den gleichen Voraussetzungen zu zeigen. Trotzdem
gilt der
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Satz 4.3.12 Unter den Voraussetzungen des Satzes 11 und der Annahme
1+ 0 sind auch die Diskretisierungen {K,} und (K} konvergent,
konsistent und stabil. Fiir die zugehorigen Lésungen gilt (11b).

Beweis. (i) K, =KII,, ist wegen der Konvergenz von (II,} konsistent:
K,x=KII, x-’Kx fiir alle xeX. Nach Bemerkung 4 ist {II,} stabil,
wahrend Satz 11 die Stabilitit von K, garantiert. Die gleichmange

Beschranktheit von (IT,) und (MAI-K, ) '¥) zusammen mit A0
beweist iiber (10a} auch jene von (M(AI- K J~'4}. Also ist {K},} stabil.
{iber den Konvergenzsatz 1.12 erhalten wir die Konvergenz. Schliethh
liefert g,,=I1,,g* g die Bedingung (1 3b) die {11b) sichert.

{ii} Zum Nachweis der Konvergenz K x> K x spalte man ( K -K)x in
(H,Kx~-Kx1+ O KUH,x-x1 auf und beachte, daB II X>x,
I, Kx»Kx und da.B lH ¥ gleichmiBig beschridnkt ist. Damit ist (K al
konsistent Wie in (i) erhalten wir die Stabilitit und Konvergenz. 54}

4.3.6 Pehlerabschiitzung

Wie schon in §4.1.5 betont, sind quantitative Abschétzungen des
Fehlers f,,- f fiir einen festen Diskretisierungsparameter n wesentlich
wichtiger als qualitative Aussagen iiber den GrenzprozeB n—>w.

Satz 4.3.13 Fiir ein festes n gelte (AI-K,} 'eL(X,X) und
(M-K)'el{X,X). f wund f, selen die Losungen der
Integralgleichung (1.1): Af=g+Kf bzw. der Diskretisierung (6).
Dann hat der Fehler f - f,, die Darstellung

(4.312a) f-f,= 2 (A=K, )"  (I-1,}f
und geniigt der Fehlerabschitzung
(4.3.120)  Nf-f 0 <IAMRAI-K )7 A =10, f 1.

Der Vergleich von f,, mit der Projektion II,f der exakten Ldsung
ergibt die Darsteilung

(4.3120) N, f-f,=(I-K )™ K, (I-I)f
und die Abschitzung

(4.312d) NI, f~ £ 0 SU(AI=K )"0 NILAUK (=TT, fN.

Beweis. (i) Setzt man die Definitionen K,=II,K und g,=1II,g in die
allgemeine Abschidtzung (1.12a) aus Lemma 1.14 ein, wird die eckige
Klammer in {1.12a) zu (I-II,}(g+Kf). Aus Af=g+Kf schlieBt man auf
die behauptete Darstellung (12a). {12b) ist triviale Folge von (12a).

(ii) Aus Al=(AI-K,)+K,, schlieBt man A (AI-K,,) " '=1+(AI-K,)7'K,,.
Daher schreibt sich (12a) auch als

(4.312¢)  f-fo=(I-T)f + (M -K ) K (1-1,)f,
woraus (12c) und wegen K,,= IT,K auch (12d) folgen. m




94 4. Numerik der Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art

In Satz 13 wurde weder die Voraussetzung der Konvergenz noch der
Stabilitdt gestellt. Man braucht diese Bedingungen aber implizit, um
{fiir hinreichend groBes n) die Existenz der Inversen (AI-K, )" zu
sichern. Fbenso wird die Bedeutung der Stabilitit - dh. der
gleichmifigen Beschrinktheit von K(AI-K_,)"'¥ - deutlich. Wiirde
diese GriBe gegen o streben, enthielte die rechte Seite der
Abschidtzung (12b) einen wachsenden Faktor, der eine gute Approxi-
mation von f durch f,, unwahrscheinlich machte. Sei deshalb {K,J als
stabil vorausgesetzt. Die Stabilititskonstante sei mit Cg bezeichnet:

(4.3.13) HAI-K, ) < Cg {(neN).
Die Fehlerabschiatzung (12b) nimmt damit die Gestalt
(4.3.14a)  Uf-f N<iAl Cghf-T N

an. Wenn die Projektion II,, iiberhaupt sinnvoll ist, solite f,,:=1I,,f eine
akzeptable Approximation von f darstellen. Ungleichung (14a) besagt,
daB der tatsdchliche Fehler If-f,1 bis auf den festen Faktor IAlICg
mit diesem akzeptablen Fehler If- fnl iibereinstimmt.

Bemerkung 4.3.14 Wenn X ein Hilbert-Raum ist und II,, die orthogonale
Projektion auf X,, darstellt, wird (14a) zur quasi-optimalen Abschitzung
(4.3.14b)  Hf-f A<iXl Cgdist(f, X,)

{vgl. (1b)). Man nennt die Abschitzung (14b) quasi-optimal, weil sie
bis auf einen festen Faktor dem kleinstméglichen Fehler gleicht.

Durch die Abschatzung (14a) gelingt es, die Fehleranalyse der
diskreten Gleichung (6) auf die Fehleranalyse der Projektion II,, zuriick-
zufiihren. Der folgende Satz zeigt eine der moglichen Anwendungen.

Satz 4.3.15 Sei X=C(D) Die Integraigleichung Af=g+Kf habe eine
Losung feC?(DT mit 7>0. Die Diskretisierung (6) sei stabil. Die
Projektion IT,, erfiille

(4.3.15) B~ fi,sCan " Kflcz(p).
Dann ist die Projektionsmethode konvergent von der Ordnung t:
(4.3.16) N -fl,=0(n"7).

Beweis. Man setze (15) in (14a) ein. =

Wir werden spiter (in §4.6.4) sehen, daB hidufig die Differenz
II,f - f, klein gegeniiber II,,f-f ist, so daB nach (12e) der Fehler
f - f,, ungefihr dem Projektionsfehler I, f - f gleicht.

4.4. Kollokationsmethode 95

4.4 Kollokatlonsmethode

4.4.1 Definition der Projektion durch Interpolation
Im weiteren sei

(4.4.1) X=C(D)

A

der zugrundeliegende Banach-Raum. Eine Interpolation in C(D) kann,
wie in §1.4.1 erklirt, mit einer Projektion II,eL{X,X) charakterisiert
werden. Das Projektionsverfahren (3.6) mit dieser Wahl der Projektion

1T, definiert die Kollokationsmethode.
Zur Festlegung der Interpolation seien disjunkte Stiitzstellen
Evnr E2onr o2 Enn€ D
gewahlit. Sie bilden die Menge
(4.4.2) Ee=lE; v Egpr s Emnl € D

Xnc X sei der Unterraum, in dem die interpolierenden Funktionen (An-
satzfunktionen) liegen sollen. Fiir die numerische Anwendung ist es
entscheidend, eine (geeignete) Reprisentierung von X,, durch eine Basis

(4.4.33) (D) e Pans -oos Prnd mit

{4.4.3b) Xp=span{®, o, P2y s Bp )

zu kennen. Die Interpolation einer Funktion geX durch p,eX, mit
(4.4.4) enlEinl = ¢(E5n) fiir alle 1<j<n
existiert und ist eindeutig, wenn fiir die folgende Matrix gilt:

(4.4.5) (®;,n(Ei,n) M, jui,....n it reguldr.

lbungsaufgabe 4.4.1 Man beweise: (a) Bedingung (5} impliziert,
daB die «Ansatzfunktionen» {(3a) in X linear unabhingig sind.
(b) Zwei Funktionen ¢,,¢,¢X, sind genau dann identisch, wenn
sie an den Stiitzstellen libereinstimmen: ¢ (E)=¢ (&) fiir alle £eZ.

Unter Voraussetzung (5) definiert die Interpolation die Projektion
(4.4.6) II:oeX v> 9 eX, (wobei ¢,, durch (4} erklért ist).

4.4.2 Aufstellung des Gleichungssystems

Nach Lemma 3.9 gehéren beide Seiten der semidiskreten Gleichung (3.6),
(4.4.7a) Afn=0gn+Knfn, mitK,:=ILK und g,=I,g,
zum Raum X,, der Ansatzfunktionen. {ibungsaufgabe 1b zeigt, daB
die semidiskrete Projektionsgleichung (7a) mit den n Gleichungen
(4.4.7b) MalEyn) = gnlEy n) + (Ko fp)(§; 5)  fir 1<j<n

dquivalent ist. Aufgrund der Interpolationsbeziehungen g,,(§; )= gl&; o)
und (K, fp}(&; J)=(KfJ)(E; ) (vgl. (4)) schlieBt man, daB (7&)
und (7b) zu (7¢) dquivalent sind:
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Kollokationsgleichung:
(4.4.7)  Afp(E) 0 )=0(8) o) +(KfR) (5 ) fiir 1<j<n.

Gleichung (7¢) macht deutlich, daB wir die Integralgleichung
Af=g+Kf nicht in allen Punkten xeD, sondern nur in den Stlitzstellen
EeZ erfiillen. Wegen dieser Eigenschaft nennen man die feZ die

lokatio, te.

Nachdem eine Basis (3a,b) von X,, gewihlt ist, besteht die numerische
Aufgabe in der Bestimmung der Koeffizienten ay der Darstellung

@48  f, = kﬁl 0By -
Man setze (8} in (7¢) ein:
AE 0 @in(Ey )= 90800+ (K S auy ) (8)n)=

=g(E; )+ kgtak(K Syl (Eyn)  fiir1<j<n.

(4.4.7d)

(7d) stellt ein Gleichungssystem von n Gleichungen fiir die n
Unbekannten { o, } dar. Wir definieren die Vektoren

( ) (al’ [g(él,n)l
4.4.9a ar=a,:=4-: |, bizb_=1}"
n a n GOE, )

n

und Matrizen
Agg Xgz <. Ayp
(44.9b) A‘:An:= i G .

5 5 ] mit a]k:= dﬁ'k‘,,(E],n)
Apg Apg -+ Apn

Bir Brz -
ﬁr'xI an

und

ﬁin
(4.49C) B:= Bn‘= [ : ] mit ﬁjk:=(K¢kn)(Ej n).
Bnn y ’

Indem man (7d) durch die Vektoren aus (9a) und die Matrizen A und B
ausdriickt, erhdlt man die Darstellung (10), das diskrete Problem:

Die Kollokationsmethode mit den Kollokationspunkten = und der
Basis {®,; ,,, D5 . .... Py n) aus (3a) fithrt auf das Gleichungssystem

(4.4.10) (XA-Bla=b
fiir die Koeffizienten oy der Darstellung (8).

Wenn wir die Abhidngigkeit der GroBen A, B, a, b von dem
Diskretisierungsparameter n deutlich machen wollen, schreiben wir
anstelle von (10):

(44109  (AAp-Bn)a, =b,.
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In Analogie zu Satz 2.5 (mit entsprechendem Beweis) gilt die

4.4.2 Die Matrix AA,-B, ist genau dann regulir,
wenn Gleichung (7a) fiir alle geX (damit fiir alle g,eX,) l6sbar ist.
pDie Losungen von (7a) und (10) hdngen iiber (8} zusammen.

Das Augenmerk soll im folgenden auf den Bedarf an Rechenaufwand
gelenkt werden, der nétig ist, um das Gleichungssystem (10}
aufzustellen. Die Matrix A wird bei den Basen, die In §4.4.3
empfohlen werden, sehr einfach und insbesondere schwachbesetzt sein.
Der einfachste, aber nichtsdestoweniger hiufige Fall ist der folgende.

Bemerkung 4.4.3 Wenn die Basis {$; ,, ..., $,,) (vgl. (3a)) aus den
Lagrange-Funktionen gebildet wird (d.h. (£, )=8,,, vgl. (1 .4.5)), so ist

(4.4.11) A=1.

Die Hauptarbeit steckt in der Matrix B, die ia. vollbesetzt ist.
Bemerkung 4.4.4 Zur Berechnung der Matrix B=B,, sind n? Integrale
(44120 Bye= [pk(E.y)Dyly)dy (1<j,k<n)
auszuwerten. Wenn die Integrale nicht formelmiBig bekannt sind, muB
die Integration durch eine numerische Quadratur angendhert werden.
4.4.3 Belapiele fiir Interpolationen

Die (globale) Interpolation durch Polynome kommt fiir numerische
Zwecke nicht in Frage, da sie instabil ist. Es gilt #1013 0(logn),
vgl. Faber (11; 1M 0=O(logn) erreicht man durch Wahl der
Cgeby‘éev-Knoten Eni=a+$(b-a)(1+cos((2i-1)/(2n))) in I=[a.b].

Man beachte aber das posigive Resultat in Satz 6.10.

Fine mogliche Interpolation globaler Art ist die durch
trigonometrische Funktionen (vgl. Stoer [11). Dies bietet sich insbe-
sondere dann an, wenn der Integrationsbereich D eine geschlossene
Kurve im R? ist, da dann periodische Lésungen und Kerne vorliegen. Die
Integration in (12) reduziert sich auf das Problem der Fourier-Analyse.

{lbungsaufgabe 4.4.5 D sei eine geschlossene Kurve des RZ, die die
Parametrisierung te[ 0,211 v> ¢ (t)=(p,(t},py(t))eD mit dp(t)/dt+0
besitze. Dann ist die Integralgleichung f(x):g(x)+ka(x,y)f(y)dy zu
@413 fs)=5(s)+ [T ks )f (t)dt
aquivalent, wobei
[(s):=flols)), G(s)i=glo(s)),
kis,t)i=k(p(s),p(t))ig'(t} mit
lo'(t) 1= [ide,(t)/dtiZ+Ide,(t)/de1%11/2,

Der transformierte Kern i(s,t) ist in s und t jeweils 2m-periodisch.
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Den flexibelsten Zugang erlauben die stiickweisen Interpolationen.
Abgesehen von den stabilen Interpolationseigenschaften haben sie
einen  rechentechnischen  Vorteil. Die Interpolation kann
Funktionen {®; ,,. ..., $, ,) in (3a) benutzen, die lokale Triger haben
(vgl. Bemerkung 2.9).

In §1.4 und §4.2.4 haben wir dile stiickwelse lineare Interpolation
fiir Intervaille D=I=[a,bl kennengelernt. Als Basisfunktionen @&,
wihlt man die Lagrange-Funktionen (1.4.6), d.h. die stiickweise linearen
Funktionen mit & {(§;)=8;;,. Nach Bemerkung 3 ist A=l
Zur Berechnung der Matrix B verweisen wir auf

Bemerkung 4.4.6 Sei D=I=1[a,b]. Die Kollokationspunkte (Stiitzstellen)
seien a=§ <Ey< ... <€, =b. Die Integrale 8;; aus (12) reduzieren sich
auf die Integrale iiber die zwei Teilintervaile LE,_;, &), (&g . Eperd:

£k
(4414 By = ﬂ:lmffk_jua,.yuy-fk-,)dy +

Tk+t
I _
* T fgk k(EI'y)(EkH yldy.

Dabei entfillt das erste Integral fiir k=1 und das letzte fiir k=n.

Bei einer dquidistanten Zerlegung ist h=h,=§,-E;_;=(b-a)/n die
zugehdrige Schrittweite.

Satz 4.4.7 (Fehlerordnung) f, sei die Lésung der Kollokations-
methode mit stiickweise linearer Interpolation in D=I={a,b] und
dquidistanten Stiitzstellen Ep:=a+(b-a)(k-1)/(n~1), 1<k<n.
A sei regulidrer Wert des kompakten Operators K. Die Lésung f von
Af=g+Kf gehore zu C}( D). Fiir hinreichend groBes n, existieren die
Lésungen f,, (nzny) und konvergieren von zweiter Ordnung, d.h.

(4.418)  Uf-f M_<const h?.

Beweis. Satz 3.15 148t sich mit 7=2 anwenden. Stabilitdt liegt wegen
KeK(X,X) vor (vgl. Satz 3.11). o

Das Resultat des Satzes 7 bleibt auch fiir nichtdquidistante
Kollokationspunkte £, eZ giiltig, wenn man (1.4.5c) voraussetzt:
Es gibt ein C mit £, ,- £, <C/n (1<k<n).

Hohere stiickweise Ansitze kénnen vom Hermite-Typ (vgl. §2.3)
oder Spline-Typ sein. Im letzteren Fall hat man als Basis {&,,,...}
die B-Splines (vgl. Stoer [11) zu wihlen, damit man wieder mit lokalen
Trigern arbeiten kann. Die stiickweisen Ansidtze sind auch fiir
hoherdimensionale Bereiche DcRY geeignet. An die Stelle der Teil-
intervalle treten im zweidimensionalen Fall z.B. Dreiecke (vgl. §9.2.3).
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Es konnen aber auch niedrigere Ansitze als die stiickweise linearen
verwendet werden.

Bemerkung 4.4.8 (stiickweise konstante Interpolation) Das
Intervall I seiin n Teilintervalle

I,=(xo,x,),12=[x2,x3)....,!n=[xu_,.xn]
mit a=Xp<x<...<x,=b zerlegt. Die Kollokationspunkte seien als
Ep=(xp+xp_g)/2¢el, (Mittelpunkt von I;)

definiert. X,cL=(I) sei der Unterraum der auf I konstanten Funktionen.
Die Lagrange-Funktionen sind die charakterischen Funktionen von I

(4.4.16a) Py (x)=1 fiir xel;, P ,(x)=0 sonst,
so daB Trager(®y ,)=I;. Bemerkung 3 zeigt A=I. Die Elemente von B sind
(4.4.16b)  By:= [ k(E,y)dy (1<j,k<n).

Unter der Voraussetzung {1.4.5¢): xg~x,_;<h, <C/n ist die stiick-
weise konstante Interpolation von erster Ordnung. {II,} ist auf C(I)
konvergent. Fiir kompaktes K und hinreichend groBes ng, existieren
daher die Lésungen f,, (n2n,) und konvergieren von erster Ordnung:
(4.4.16c)  bf-f b <Ch,.

Die numerischen Resultate (Tabelle 2) werden sogar quadratische
Konvergenz zeigen: }f~f M= O(hZ). Diese «Superkonvergenz» wird in

Satz 4.6.17a begriindet. Zu Abschitzungen des Interpolationsfehiers in
der L2(1)-Norm sei auf (6.8a) verwiesen.

4.4.4 Kondition des Gleichungssystems

Zu einer Basis @:={P;,, Prn. --.» Pnnl von cX=
(oder X,cX=L%(D)) definieren wir die von n abhdngige Konstante

(44.17)  Cp(@)r=max (£ 1), (x)1: xeD).

Falls &;,, die Lagrange-Funktionen sind (vgl. Definition 1.4.4),
stimmt C,(®) mit der Operatornorm kI V=01 lc(p)ec(p) Uberein:

Lemma 4.4.9 Fiir eine Basis {®; ,,.....®,, ) aus Lagrange-Funktionen gilt
(4-4.18) lnnlc(D)Q_c(D) = Cn((p)

Beweis. (i} Die Interpolierende von feC(D) ist I, f=2f(£;)®;n. Aus
HIL A (x)1 = VX f(E)P, ,(x)] < max{if(§,): 1<j<n}ZId; (x) <
1f1_C,(®) schlieBt man 11T dcep)ecep) SCnl(®).

{ii) Sei xye¢D das Argument, fiir das das Maximum auf der rechten
Seite von (17) angenommen wird: C, ()= i ® jnl{xy)l. Man wihle die
stlickweise lineare Funktion feC(D)} mit f(&;)=sign(P;(xy)). Aus
U =1 und IT,f (xg) =1 (xgN1=Cp( &) folgert man MIH>C (D). m
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Der Norm K- ¥, in C(D) entspricht die Maximumnorm k- §_ des R"
(vgl. (1.3.3a)). Deshalb soll im folgenden die I-K_-Kondition cond_
des Gleichungssystems (10}, {(AA,-B,Ja,=b,, bestimmt werden.
Dazu schitzen wir in Lemmma 11 IAA_ -Bd_, und in Lemma 12
H1A,-B,)"'}, ab und prédsentieren das Resultat in Satz 13,

Ubungsaufgebe 4.4.10 Man zeige: (a) YA, <C (P ) mit A,, aus (9b).
(b) Ist c=(y;)eR™ und g=X;v;®sn, so gilt Kgl, < C,(P)hcl,.
(c) ¢ und g seien wie in (b). AuBerdem setze man gq:=(q,)eR"™ mit
g=g{&;). Man zeige: g=A,c, Iql_<kgl_ und ¥el, < 1A' Mgl ..

Lemma 4.4.11 Mit der GriBe C,,(® ) aus (17) gilt
(4.4.19 BAA,~- B Kk < Co{P) HAI-K )b mit K, =1T,K.

Beweis. Sei a=(a;}eR" beliebig. Man setze f,:=3%;a;P;neX,, und
g = (M-K,) f,,. GemdB Bemerkung 2 ist b=(8,;}eR" mit B,=¢,(&,) die
rechte Seite im Gleichungssystem (10): (XA, - Bn)a={n. r{Ibungs—
aufgabe 10b,c gestattet uns, b durch §b¥_<hg 0 <UVAI-K M f M <
IM-K N C (d)hak,, abzuschiitzen. Dies beweist (19). o

Lemma 4.4.12 Die Matrix XA,,- B, aus (10) sei reguldr. Dann ist

(4.4.20) NAAL-BL) T S VA ML N N(AI-K, )~ mit K= T K.

Beweis. Sei b=(B;}eR™ ein beliebiger Vektor. Wie im Beweis zu

Lemma 9 wihlen wir eine Funktion geC(D) mit den Eigenschaften
g(f;)=5,, lg'wglb|w

und betrachten das Gleichungssystem (AA,~B,la=b fiir a=(a;).

Wieder ist fp: =X a;$; die Lésung von (AI-K,)f,=II,g. Damit ist
b, S HAL-K )" Mg, < HOAI-K,) "I g, <

SHAI-K, )", W EbE .

libungsaufgabe 10c zeigt Nal, = VA 'Aal, < VAT Mf, ), . Beide
Abschidtzung zusammen beweisen (20). o

Satz 4.4.13 Die Kondition des Gleichungssystems (10) betrigt
(4.4.21a) cond(AA,-B,) < Co(OINAZN NN cond(p) (AI-K,,) .

Wenn die Basis {®, ,....,$, ) aus Lagrange-Funktionen gebildet
wird, vereinfacht sich die Abschitzung (21a) zu

(4.4.21b)  cond,, (AI- B,,) < HI 8% condc(p) (AI-K,).

Beweis. (21a) erhilt man als Produkt aus den Ungleichungen (19}, (20).
(21b) ist Folge von (11): A,=T und (18): FII 1= C,(®). m
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{ibungsaufgabe 4.4.14 Fiir die stiickweise lineare Interpolation mit ihrer
Lagrange-Basis gilt C,(®)=1 wegen ﬁl 18 o(x)=1 flir alle xeD.

Setzt man das Resultat der ({bungsaufgabe 14 in (21b) ein, erhilt man

Bemerkung 4.4.15 Die stiickweise lineare Interpolation fithrt zur
optimalen Konditionsabschitzung cond,, (A1~ B) € condg¢p)(XI-K,).

Im allgemeinen Falle (21a) sichert die Konsistenz und Stabilitdt von
{K,;} sowie die Stabilitdt von {I1,,} die gleichmiBige Beschrinktheit von
I conde(py(AI-K,) (vgl. Satz 1.15). (2ta) reduziert sich auf

(4.4.21c)  cond(XA,-B,)<const C (PIHALL,

wobei auf der rechten Seite nur noch C,(®) und ¥AR'k, von der
Basiswahl {&, ..., P, ,) abhdngen. Da C,,($) eng mit der Norm 1Al
zusammenhingt (vgl. Ubungsaufgabe 10a), dhnelt die rechte Seite in
{21c) dem Ausdruck const-cond(A,).

Gelegentlich sind auch Aussagen iiber die Spektralkondition von A,
das ist die Matrixkondition beziiglich der Euklidischen Vektornorm I,
notwendig. Fin Beispiel ist die Analyse der cg-Verfahren in §5.1.4.
Der folgende Satz erfordert einen Vorgriff auf das Galerkin-Verfahren.

Satz 4.4.16 AA,-B, sei regulir und KeL(L%(D),C(D)). AS sei die
in (5.7b) zu definierende Galerkin-Matrix (in (5.7b) nur A,, genannt).
Beziiglich der der Euklidischen Vektornorm entsprechenden Spektrai-
{matrix)norm und der Spektralkondition gelten die Ungleichungen

XA, - Bl, <7 cond,(AS) 1AM, WAI-K 0y,
L(AA,-B, )", </ condy(AS) KA, H(AI-K, )™My,
cond, (XA~ B,,) € cond,(AS ) cond,(A,,) condp2(p) (MK, ).
Beweis. Man schlieBt analog zu Satz 13 und Satz 5.10. o
Welche Schliisse wir aus den Konditionsabschitzungen ziehen
konnen, zeigen die Kapitel 4.6.6 und 5.1.4.
4.4.5 Numerische Belspiele

Wir greifen die Beispiele aus Abschnitt 4.2.8 wieder auf. Die durch
(2.19a-c) definierte Integralgleichung hat als exakte Lésung f=1.
Wie aus der folgenden Bemerkung hervorgeht, ist dieses Problem kein
ernsthaftes Testproblem fiir die Kollokationsmethode, dagegen
eignet es sich sehr gut als erster Test des Computerprogrammes.

Bemerkung 4.4.17 Wenn die exakte Lésung f der Integralgleichung im
Unterraum X,, liegt, ist sie auch die Kollokationslosung, d.h. f,=f.
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Das zweite Beispiel aus §4.2.8 ist durch (2.19a), (2.21a,b) beschrieben:

kix,y)=cosl{nxy), fix)=e*cos(7x), I=00,11, x=1.

Die Kollokation sei zunéchst durch die stiickweise lineare Interpolation

in den Stiitzstellen &g :=kh, h:=1/n, k=0,1,...,n definiert. Der
Vektor b ergibt sich durch punktweise Auswertung der Funktion g aus
(2.21b) in allen Kollokationspunkten &,. Da die Lagrange-Funktionen
(2.12) als Basis verwendet werden, ist A=I. Die Matrix B hat die
Koeffizienten B, aus (14). Auswertung dieser Integrale liefert

Bik = h cos (mx§,) (SEXEN/ZZ (1<k<n-1),
sin xrh/2 12

BIO=%h[ smhsz 1

Bin= sl g ————-—-—”fﬂ"h"h ) +$hcos(nx) [-———————-":::};/2]2,

wobel jeweils x:=§; einzusetzen ist (j=0,...,n). Die in den Stiitz- und
Kollokationspunkten £; ausgewerteten Fehler f,-f definieren das
Fehlermaximum e), aus (2.20). Der Vergleich der Fehler e, flir h
zwischen 1/2 und 1/64 (vgl. Tabelle 1) bestitigt deutlich die
quadratische Konvergenz des Verfahrens.

h ep h eh

172 05588539 , , 172 05833366 ,
1/4 00778010 174 00818176
1/8 00171521 ,,, 1/8 00187395 0
1/16  0.0041550 . 1/16  0.0045942
1/32  0.0010306 1732 0.0011431 o

1/64 0.000257 1 1/64 0.0002855

Tabelle 4.4.1 Beispiel (2.19a),(2.21a,b). Tabelle 4.4.2 Gleiches Beispiel.
Kollokationslésung mit stiickweise Kollokationsldsung mit stiick-
linearer Interpolation weise konstanter Interpolation

Eine Alternative zur stiickweise linearen, ist die stiickweise
konstante Interpolation (vgl. Bemerkung 8). Die Teilintervalle seien
3quidistant gewihlt: I, =[(k-1)h,kh] fiir k=1,...,n. GemdB Be-
merkung 8 werden die Kollokationspunkte als die Mittelpunkte
Epr=( k-f;)h gewihlt. Die Berechnung der Matrix B ist bequemer,
da die Koeffizienten laut (16b) durch die einfacheren Integrale
B,ﬁf,kcosnxy dy mit x=£, gegeben sind:

Bj=h MnXEBLZ cogmE £y fiir Beispiel (2.19a).

xrth/2
Nach der Abschitzung (16c) sollte man lineare Konvergenz erwarten.
Die numerischen Resultate aus Tabelle 2 zeigen aber deutlich eine
Fehlerverbesserung um den Faktor ey,/e,~4, was quadratische
Konvergenz anzeigt. AuBerdem stimmen die Fehler auch von ihrer
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absoluten Griéfle her weitgehend mit denen der linearen Interpolation
{iberein. Wegen der einfacheren Handhabung der stiickweise konstanten
Interpolation, wiére dilese der linearen insgesamt vorzuziehen. Die
Diskrepanz zwischen der linearen Konvergenzvorhersage in (16¢) und
der beobachteten quadratischen Konvergenz wird in §4.6.4 diskutiert
werden. Es sei vorweggenommen, daB die bessere Fehlerordnung
{«Superkonvergenz») darauf zuriickzuflihren ist, daB ej, den Fehler f,,~ f
nur an den Kollokationspunkten &, beschreibt.

Die bisherigen Beispiele zeichnen sich durch einen besonders glatten
Kern k aus. Im folgenden testen wir die Kollokationsverfahren fiir den
schwach singulédren Kern
(4.4.22a) kix,y)=1/yix-yl, x,yel:={0,11.

Die Regularititsiiberlegungen aus Satz 3.4.9 zusammen mit Satz 3.5.1
ergeben, daB im allgemeinen hinreichend glatte g zu einer Lésung f aus
dem Holder-Raum C!?(I) fithren. Als Funktion f sei daher

{4.4.22b) flx)=+x + VT-x (xel)

gewihlt. f gehért zu C¥?(1). Die zur Berechnung von g: = f~Kf notwen-
dige Integration ist dem geneigten Leser iiberlassen. Das Resultat ist

(4.4.22¢)  g(x)=-F~xlog(1+/T=x}/4/X }-(1-x)1og (1 +¥x}/{1-X).
g gehort fir alle A< zu C*(I).
Wir wenden zuerst die Kollokation durch stiickweise lineare

Interpolation mit den gleichen dquidistanten Stiitzstellen wie bisher an.
Die Koeffizienten von B berechnet man gemiB (14) als

(4.4.23) Bik=Bik,1+Bjk, 2 mit B9 1=B8jp, =0 und
Biks =t 3/R L34 j-k)Y1k=j1- CGi-ke 1)yfTk=j=11] fur{ LTk
Bi,z=* $ 7R [ +k= )y 1k=ji- (k=ju 1)y Tk=j-11] fur{}iken-t
Den Fehler e, bezeichnen wir jetzt mit e}, _:

(4.4.243)  ep o :=max{if(vh)-f(vh)l: v=0,1,...,n}.

Daneben verwenden wir die Euklidische Fehlernorm
(4.4.24b) eh‘2==[vgolf"(vh)—f(vh)iz/(n+1)]1/2.

die ein diskretes Analogon der L?-Norm #f,,- i, darstellt. Beide in
Tabelle 3 wiedergegebenen Fehler sind deutlich groBer als fiir die
vorangegangenen Beispiele mit glattem Kern. Da die Quotienten in der
Tabelle 3 zwischen 2 und 2 vZ liegen, schlie8t man auf eine Konvergenz-
ordnung zwischen 1 und 3/2. Aufgrund von Satz 3.15 erwartet man
nur die Ordnung #. Da in die Fehler e, ., ey, , aber nur die Werte von
fu=f an den Stiitzstellen vh eingehen, muB man die Ungleichung
(6.15) aus §4.6 zugrunde legen, in der K(f,-f) abzuschitzen ist.
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h eh, ® eh, 2 h en o Ch, 2

172 032607 4 0.19027 ,,, 1/2  0.03118 5, 0.03118 4,
174 018095 2 0.09434 Sy 1/4  0.11783 55q 0.11306 5 og
1/8  0.11896 1 os 0.07391 |7y 1/8 0.05215 ;.5 0.03953 .,
1716 0.06336 5rs 0.04257 5o 1/16 002148 54 0014365
1732 0.02697 250 0.01868 229 1/32 0.00857 55, 0.00511 , g,
1764 0.01133 o3 0.00717 59 1/64 0.00352 54 0.00182

1/128 0.00471 0.002 61 1/128 0.00150 """ 0.00065

4.4.3 Beispiel (22a-c). 444 Beispiel (22a-c).
Kollokation mit stiickweise  Kollokation mit stiickweise
linearer Interpolation konstanter Interpolation

Im Falle der Kollokation mit der schon fiir Tabelle 2 verwendeten
stiickweise konstanten Interpoiation berechnet man die
Koeffizienten {16b) zu

(4.4.25) Buk=272h, By= 2VR /(ik=j+Eisy/ik=j-11) fiir jek.

Trotz der niedrigeren Interpolationsordnung zeigen die zugehdrigen
Fehler ey ., und ey ; aus Tabelle 4 nicht nur ein &hnliches
Konvergenzverhalten wie die lineare Interpolation, sondern sind auch
noch kleiner, Beziiglich der Euklidischen Norm ist die Konvergenz von
der Ordnung 3: ey, , =O(h®/?) denn 23/2=2.81....

Fiir glatte g kann man gemiB Satz 3.4.7 auf eine Lésung f schlieBen,
die sich nur an den Intervallenden wie die Stammfunktion von k{(t)=
1/77T¢l verhilt und sonst glatt ist Das bedeutet, daB wir auch ohne
Kenntnis der Lésung (22b) auf eine Singularitit der Art Yx bei x=0 und
Y 1-x bei x=1 schlieBen kénnen. Da der Diskretisierungsfehler sich aus
dem Projektionsfehler ableitet, wollen wir eine nichtdquidistante Inter-
vallzerlegung verwenden, die zu einem optimalen Projektionsfehler
fiihrt. Dazu wahlen wir die Teilintervalle I;:={x;_;,x;1 mit x;=1-xp-s=
%(2}/")7/4 fiir 0<j<Z. Die Intervallingen variieren zwischen O(n-7/4)
und O(1/n). Wir wihlen die stiickweise konstante Interpolation auf 1
mit den Kollokationspunkten Ej=§(xj_,+ x;). Die in Tabelle 5 wiederge-
gebenen Resultate zeigen, daB mit

dieser dem Problem angepaBten n °n, @ n,2

Intervallzerlegung die stiickweise 2 003118 ,,, 0.03118 .,
konstante Kollokation besser ist 4 005247 ,, 004444, .,
als die &dquidistante stiickweise 8 0.03631,,, 002955 ,,,
lineare Kollokation. Eine Genauig- 16 001386 ,, 001067 ,,,
keit, die sich im letzten Falle fiir 32 0.00441;,, 000326, .,
n=128 ergab, erhilt man jetzt mit 64 0.00124 ., 0.00091 , .,
n=32 Kollokationspunkten. Die 128 0.00083 0.000 25

Quotienten der Fehlernormen  Tabelle 4.4.83 Beispiel {22a-c).
variieren stark, deuten asympto- Koliokation  mit stiickweise

tisch aber fast auf quadratische  konstanter Interpolation und
Konvergenz hin. graduiertem Gitter
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4.5 Galerkin-Verfahren
4.5.1 Unterraum, Orthogonalprojektion

pDamit die folgenden Uberlegungen moglich sind, miissen wir im
weiteren den Raum X als Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt <-,->
voraussetzen. Die natiirliche Wahl ist dabei X=L%(D). X,, sei ein Unter-
raum (Ansatzraum) bzw. ein Element einer Folge von Unterriumen:

4.5.1) X.cX.

Eine in vieler Hinsicht ausgezeichnete Projektion unter allen
Projektionen auf X,, ist die orthogonale Projektion II,, auf X, (vgl.
Definition 1.3.32). Das Galerkin-Verfahren ist das Projektionsverfahren
aus §4.3, bei dem die orthogonale Projektion II,, auf X,, zugrundegelegt
wird. Die Losung des Galerkin-Verfahrens zum Unterraum X, heift die

Galerkin-Lésung in X,,.

Da die orthogonale Projektion eindeutig durch X,, definiert ist {vgl.
Bemerkung 1.3.33), ist auch die Konvergenz der Folge {II,} von Pro-
jektionen durch die Unterraumfolge {X,,} bestimmt. (1.3.18") beweist die

Bemerkung 4.5.1 (a) (I} sei eine Folge orthogonaler Projektionen
auf die Unterrdume X,,. {II,} ist genau dann konvergent (d.h. O, x> x
fiir alle xeX), wenn (3.1b) gilt: dist{x.X,)>0 fir alle xeX.
(b) Die Stabilitit der Folge (II,,)} ist ohnehin trivial, da R'II N<1.

Lemma 4.5.2 Zwei Elemente f, geX,, stimmen genau dann iiberein, wenn
{fe>=<g,9> fir alle peX,.
Beweis. Die Wahl ¢:=f-g liefert 0=<f-g.,¢>=0f-gl% also f=g. @@
Fiir die numerische Realisierung ist es wiederum noétig, den
Unterraum X,, durch eine spezielle Basis zu beschreiben:
(4.5.2) Xp=span{®, ., &5, ..., Py o).

Lemma 4.5.3 Zwei Elemente f, geX,, stimmen genau dann iiberein, wenn
<f0.n2=X9,P; >

Beweis. Sei ¢eX, beliebig. Es hat eine Darstellung @:Za,fb,yn.
Die Gleichheit <f,®; ,>=<g.®; > liefert <f,p> = L&;<f,8; ,> =
Zo?,(g,@,,n>= <{g,¢> und daher iiber Lemma 2 die Gleichheit f=g. @

fiir alle I<j<n.

tibungsaufgabe 4.5.4 Die Funktionen &,, ®,, ..., &,¢X sind genau dann
linear unabhingig, wenn die Gramsche Matrix
A= (<8,.0) kat,...n

reguldr ist. Wenn A reguldr ist, ist A auch positiv definit, d.h.
A=AT und fiir das Skalarprodukt im R" gilt (Ac,c)> 0 fiir alle O+ceR"™.
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4.5.2 Aufstellung des Gleichungssystems
Aus Lemma 3.9 wissen wir, daB beide Seiten der Projektionsgleichung
(4.5.3) AMoa=9ntKnfn

zu X,, gehren. Lemma 3 erlaubt uns, die semidiskrete Gleichung (3) auf
n skalare Gleichungen

)‘<fn'¢}‘n>=<lfnv¢j,n> = <gn+ann,¢I'n> =
=<gn:Pjn> + <Knfn:®jn>

zu reduzieren. Nach Definition von g, ist <g,,®; > = <I,9,P; ,>.

Eine orthogonale Projektion ist definitionsgem#B selbstadjungiert,
das heit {I,g9,9,,> = <g,I0,9,,>. Da &, ,eX,, erhalten wir

M, ,=®; . Zusammen ergibt sich {g,,9;,.> = {g.9;,>. Ebenso
formt man den zweiten Summanden um:

< ann'Qj,n> = <IL1Kfnv¢j,n> =<{Kfp, Hn(p],n> = <Kfnv¢],n>'

Dies erlaubt uns, die n Gleichungen zu (4} zu vereinfachen:

diskrete Galerkin-Gleichung
(4.5.4) A fs @y 0> =<9, 95 n> + <K f,,,@,_,,)

mit K :=1I,K und g¢,:=H,¢g

fiiralle 1£f<n.

Wie in (4.8) macht man den Ansatz
(4.5.5) fn =k§‘ak Pyns
den man sofort in (4) einsetzen kann:
Ay > = A<I§]ak¢k,n,¢j,n> 5 Akglak (B ®
auf der linken Seite und
Cg By >+ <K .8 > =< g, By o> +§1ak<x¢,‘,n,q§,,n>

auf der rechten Seite. Die Koeffizienten a; aus (5) sind die L6sung von

(4.5.6) xkfjak<q>,<,,,,<1>i,,,>=<g.¢j,,,>+k§lak<1<q>k,,,,¢,,,,> (1<j<n).

Wie zuvor (vgl. (4.9a-c)) fithren wir die Vektoren
[ ( g, ¢I,n > ]

%y
(4.5.7a) ar=a:=: |, br=b,: :
| @y, 49,0 0>

und Matrizen (7b,c) ein:

(4.5.7b) A=A, =

Xy *g2 -0 Oyn
n he - .

& N N l mit ajk:= <¢k,n’¢j,n>
Xn1 %nz -+ %nn
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und
Byi Biz - Bin
Bn:= : : :

gn! 5n2 é’nn

Bemerkung 4.5.5 (a) Die Matrix A ist die positiv definite Gramsche
Matrix (vgl. libungsaufgabe 4). (b} Fiir eine Orthonormalbasis
(B pre--r Pnon) ist A=l (c¢) Fiir einen symmetrischen Kern, d.h.
k(x.y)=k(y,x), ist B - anders als bei der Kollokationsmethode -
eine symmetrische Matrix, wie man der Darstellung (7¢') entnimmt:

45.7¢) Bk =J\[®j,n(x}k(x,y)¢k‘n(y) dxdy.

(4-.57(:) B:= mit Bjk:=<K¢k.n'(pj,n>‘

Indem wir das Gleichungssystem (6) mit Hilfe der Vektoren a. b und
der Matrizen A und B ausdriicken, erhalten wir die Darstellung (8).

Das Galerkin-Verfahren zum Unterraum X,, mit der Basis
(@1 Popyr - - - » Pp.n) fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

(4.5.8) (AA,-B,)a,=b, bzw. (LA-Bla=b.

Man beachte, daB die Berechnung der Daten { A, B, b,,} aufwendiger
als im Falle des Kollokationsverfahrens ist. Die Koeffizienten
ajg¢ = Pp,nlEyn) und 3;=g(&; ) des Kollokationsverfahrens brauchen nur
eine Funktionsauswertung, wihrend die Koeffizienten o, =<&; ,,®; ,,>
und 8;=<g,®; ,> des Galerkin-Verfahrens eine Integration verlangen.
Der groBte Aufwand entsteht bei der Berechnung der Koeffizienten 8,
aus (7¢), die eine doppelte Integration erfordern. Dagegen
geniigt im Kollokationsfall die Auswertung eines einfachen Integrals.

4.5.3 Konvergenz in L?(D) und L®(D)

Die Konvergenz der Projektionslésung f, ist nach Satz 3.11 in X
konvergent gegen die Losung f=(AI-K)~!g, wenn die Projektionsfolge
{I,,) konvergent und A ein regulirer Wert des kompakten Operators
K ist. Indem wir Bemerkung 1a und Satz 3.2.7 verwenden, gewinnen
wir die folgende hinreichende Bedingung fiir die Wahl X =L%(D).

Satz 4.5.6 Sei X=L2(D). K sei kompakt: KeK(LZ(D),LZ(D)
(hinreichend ist keL?(DxD)). X sei ein regulirer Wert
von K (dh. (AXI-K) 'eL(X,X) ). Fir die Folge von
Unterrdumen gelte (3.1b): dist(x,X,)=>0 fiir alle xeX.
Dann ist das Galerkin-Verfahren konvergent: f,— f=(XI-K)~ g
in X. AuBerdem konvergiert K,»K in der Operatornorm.

Wenn auch die Wahl X=L2(D) naheliegt, so ist dies doch nicht die
ausschlieBliche Méglichkeit. Insbesondere interessiert die gleichmaBige
Konvergenz von f,, gegen f, die der Wahl X=C(DJ oder X=L®(D)
entspriche. Hierzu sei zundchst ein negatives Resultat angefiihrt.
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Bemerkung 4.5.7 Eine in L?(D) konvergente Projektionenfolge (II,}
braucht in C(D)} oder L®(D) nicht konvergent zu sein.

Beweis. Man wihle z.B. D=[0,2n1 und definiere II,f als n-te
Teilsumme der Fourier-Reihe von f. Die Fourier-Reihen konvergieren
stets in LZ(L0,2n1), aber es ist bekannt, daB die Fourier-Reihe II.f
nicht fiir alle stetigen f gleichmiBig konvergiert. m

Es gelingt jedoch, eine positive Aussage zu gewinnen, wenn man
voraussetzt, daB die den Unterraum X, aufspannende Basis $:=
{(®,p .. Ppp.p) aus (2) zu einer gleichmiBig beschrinkten Konstante
4.5.9 c,,(qb)==nA-‘aw§,§’n¢,,n(‘uﬂm max ([ 18, .(x)dx: {<j<n).
mit A aus (7b) fithrt.

Lemma 4.5.8 Sei X,,: = span{ &, ,,.... Dy plc LY (D)o L=(D). (a) Dann gilt
(4.5.10a) MMM 05,1 op; € Cpu(P)

fir die Orthogonalprojektion II,, auf X, mit C,($) aus (9). Wenn
(4.5.10b)  sup{C,(d): neN)} < »,

ist die Folge der orthogonalen Projektionen {H,} in L=(D)} stabil.
(b) Wenn & ,eC(D), gilt die Aussage (a) mit (10c) anstelle von (10a):

{4.5.10c) 'HnBC(D)'&-C(D)SCn(Q)'

{c) Wenn eine konvergente Interpolation II);: C(D)~>(X,,, I-k ) existiert,
gilt dist(¢,X,,)= 0 in der Supremumsnorm von L*(D) fiir alle peC(D).
(d) Aus dist{p,X,,}= 0 beziiglich B4, fiir alle peC(D) und aus (10b)
folgt die Konvergenz NI, p—- ¢l + O fiir alle peC(D).

{e) Die Konvergenz #I,p-o!_ -0 aus Teil (d zusammen mit der
Kompaktheit KeK(C(D),C(D)) impliziert BK-K, l;o(p)~c¢p)~0
im Falle (10a) und lK"KnIC(D)@C(D)AO im Falle (10c).
Ist auBerdem A ein reguldrer Wert, so ist die Diskretisierung {K,}
konvergent, stabil und konsistent beziiglich der Supremumsnorm.
Insbesondere gilt If,,~f8_ - 0 fiir die Galerkin-Lésungen.

Beweis. (i) Sei pe L= (D) beliebig. Die orthogonale Projektion II,,» habe
die Darstellung I,p=2a;®;. Die Koeffizienten o; bilden den
Vektor aeR™. Fiir jedes xeD ist 1(IT,p) (x)i<Hhal Z1d;(x)!. Somit ist

HH,,flmslalwulﬁlld)j,,,(-)llm

bewiesen. Die Koeffizienten o bestimmen sich aus der Identitat
{M,e,9;>=<p,;> fiir alle I<j<n {vgl §4.5.2). Dies liefert die
Gleichung Aa=b mit A aus (7b) und b=(8;), B;s=<{¢,d;>. Damit ist

bak <A~ bI.
Aus 18l =1<0, @ DI<iph N®;l 1 p) schlieBt man auf
bl <Hpl max (R&;0 1p): 1<j<n).
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Indem man alle Ungleichungen zusammensetzt, gewinnt man (10a).
{ii) Eine konvergente Interpolation II,; C(D)~> X,, beweist unmittel-
bar den Teil (c): dist{f, X ) < W f-II, f_ = O.
(iii) Teil (d) folgt aus Bemerkung 3.5b, Teil {e) aus Satz 3.11. m

Es bleibt noch zu kléren, ob die gleichmiBige Beschrinktkeit der
Grofen C,,(d), wie in (10b) gefordert, erfiillt werden kann. Es wird sich
dabei zeigen, da8 Unterrdume X,,, die durch Basisfunktionen &, , mit
jokalem Triger definiert werden, nicht nur numerische Vorteile bieten,
sondern auch gute analytische Eigenschaften zeigen.

Kriterium 4.5.9 <-,-> sei das Skalarprodukt (1.3.16) in X=LZ(D).
(@) (P - Pppd € LU(D)a L=(D) sei die Basis von X,,. Es gebe
Zahlen C,, C, und C3, so daB

@5.1ta) 1@, (x)I<C,

5.11b) zu jedem xeD gebe es hichstens C, Indizes j,
4.5. so daB @; ,(x)+0,

(4.5.11c) u(Triger(®; ,)) < C3/n
wobei u das Lebesgue-MaB ist (d.h. Linge, Fliche, etc.). Dann gilt
4.5.11d) Efile,n(.)llm <C,C,.

@.511e)  max{f 1@, p(x)ldx: 1<j<n} < C;Cy/n

fiir alle xeD, 1<j<n,

fiir alle 1<j<n,

{b) Fiir die Koeffizienten «;, der Matrix A gebe es q<1 und C4, so daB

n
(4.5.110) §ZL|a1k| < q oy fiir alle 1<j<n mit g<1,
*]

4.5.11g)  a;y > 1/(C4n) fiir alle 1<j<n.

Dann ist
(4.5.11h) 1A~ < Cyn/(1-q).

{c) Sind C,, C,, C3, C4 und g von n unabhéngig, so implizieren die Bedin-
gungen (11ab.c.f.g) die gleichmaBige Beschranktheit {10b) von C,(® }:

(4.5.111) Cpl®) € CFC,C3Cy/ (1),

Beweis. Der Teil (a) ist offensichtlich. Zum Beweis von (11h) spaite
man A in D-B auf, wobei D=diaglay,....,a,,) und B:=D-A.
Es ist A=D(I-C) mit C:=D"!B. Die Zeilensummennorm von C
ist WCH_sq<! (vgl. (11f). Also ist B(I-C)~ i <1/(1-q)
(vgl. Lemma 1.3.14 mit S=I-C, T=I). Da D'k, <Cyn nach (11g),
folgt (11h) aus RA™ M <¥(I-C)™ 1D~ <1{I-C)~ D11, o2}

Das Kriterium 9 wird auf zwei Beispiele angewandt werden.
Die orthogonale Projektion auf den Raum der stiickweise konstanten

oder linearen Funktionen wird in §4.5.6 bzw. §4.5.7 diskutiert werden.
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4.5.4 Fehlerabschiitzungen

Da das Galerkin-Verfahren eine spezielle Projektionsmethode ist,
ist die Abschitzung (3.12b) giiltig (vegl. Satz 3.12):

(4.5.12a)  Bf-f, 0 < IALMAI-K, )W Af-TT,fY.

Satz 3.12 148t die Wahl von X offen. Wir konnen in {12a) sowohl die
Normen K-UI=K-B 2,5, als auch N-§=0K-K_ einsetzen. Die Stabilitit
beziiglich §- I garantiert

(4.5.12b) FALE(AI-K,)™'8 < const.

Dabei ist die Stabilitat beziiglich 1-42/p, unter den Voraussetzungen
des Satzes 6 gesichert. Hinreichende Bedingungen flir die Stabilitidt
beziiglich - §_ enthilt Lemma 8e.

Es bleibt die Aufgabe, fiir konkrete Unterrdume X,, Abschitzungen
von § f-1I,, f ¥ herzuleiten. Dabei kommt es darauf an, das asymptotische
Fehlerverhalten in Abhdngigkeit von n quantitativ anzugeben. Sei h=h,,
der Diskretisierungsparameter (im allgemeinen h=0{(n~!} fiir ein- und
h=0(n~?) fiir zweidimensionale Probleme; vgl. (9c)). Falls der
Projektionsfehler der speziellen Losung f von der Ordnung »x ist,

{4.5.12¢) §f-II,f¥<const h¥,

fithren (12b) und (12¢) zur Fehlerabschitzung

{4.5.12d) B f,,- f1 < const h}Y,

die die Konvergenz der Galerkin-Lésung von der Ordnung x beschreibt.

Fiir den Raum X,, der stiickweise konstanten Funktionen werden wir
in §4.5.6 Konvergenz der Ordnung x=1 beziiglich ¥-ly 2, und
#-§, nachweisen. Die numerischen Resultate aus §4.5.10 werden
jedoch eine bessere als lineare Konvergenz aufzeigen. Diese soge-
nannte «Superkonvergenz» wird in §4.6.2 und §4.6.4 diskutiert werden.
Es wird danach mdoglich sein, quadratische Konvergenz zu erzielen:
(12d) gilt in geeigneter Norm mit x=2 (vgl. Bemerkung 6.5}, und
gewisse punktweise Fehlernormen sind quadratisch (vgl. Lemma 6.18).

Fehlerabschitzungen fiir die orthogonale Projektion auf die
stiickweise linearen Funktionen finden sich in §4.5.7. Dort wird
quadratische Konvergenz beziigiich -7 2, und 1-1_ bewiesen: x=2
in {12d). Beziiglich schwicherer Normen gilt sogar Konvergenz vierter
Ordnung (vgl. Bemerkung 6.8 mit k=2).

Allgemein gilt, daB stiickweise Polynominterpolation vom Grad <p
bei einer Intervallzerlegung der Schrittweite h in L%(I) zu einem Fehler
O(h?*!) in (12d) fiihrt. In der schwicheren Norm K-#_,_, ergibt sich
sogar die Fehlerordnung Of( h9p+“) (vgl. §4.6.2). Durch geeignete
MaBnahmen kann man eine Niherung f erhalten, die in LZ(I) oder C(I)
die Fehlernorm O ( h?P*Z) besitzt.
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4.5.5 Kondition des Gleichungsaystems

Die Koeffizienten a der Losung f,, wurden aus dem Gleichungssystem
(8}, (AA~Bja=b, berechnet. Im folgenden soll die Kondition der
Matrix AA - B beziiglich der Euklidischen Norm k¥, abgeschitzt werden.

Satz 4.5.10 JA- B seiregulir. Dann gilt die Konditionsabschétzung

{4.5.13) condy(AA-B) £ condx{A) condpz.p; (AI-K,}.

Der Beweis ergibt sich sofort aus dem

Lemma 4.5.11 Es gelten die Abschidtzungen

(4.5.14‘3) FXA- Blz 'Alz FAl- K i, (- "!"LZ(D)(_Lz(D))
(4.5.14b)  MAA-B) ', < VAT, H(AI-K,,)"TL

Beweis. () Zunichst sei an ein Resultat der Linearen Algebra erinnert.
Eine Matrix M ist genau dann positiv definit, wenn sie symmetrisch ist
und nur positive Eigenwerte besitzt. Seien Amin der kleinste und Amax
der griBte Eigenwert von M. Zum Beispiel mit Hilfe der Transformation

von M auf Diagonalgestalt beweist man fiir eine derartige positiv
definite Matrix die Eigenschaften (15a,b) und (16):

(4.5.152) A tvlf < (Mu,v) <Al dvlf,
(4.5.15b) Tn_:;:- |Ul < (M~ t,v) < Tl——'lvlz,
(4.5.16) IMb =20y, 1/0M =20

Hierbei ist (- ,- )} das Euklidische Skalarprodukt des R™ mit (v,v)=8vlZ.

{ii) € X, habe die Darstellung p =Y v rl Zwischen der LZ(D)- Norm
von @ und dem Vektor c:=(v;)eR {)esteht der Zusammenhang
(4.5.17) lqoligw,-mc c),
wie man sofort aus 1ot =<p,p>= (Zy,tﬁj,zyk@k) ZYj<d)j1®k>Tk
und der Definition von A ableitet.

(ii) Gegeben sei ein Vektor a=(a;)eR™. feX: =L2(D) sei gewihlt als
fi=fp=2 o, ®. f 16st die Integralgleichung mit der Inhomogenitit
g:=(AI-K)feX. Ihre Projektion auf X, hat eine Darstellung
gn'=I,g=2B; &, und erfiillt die Galerkin- Glelchung gn=(M-K_,)f,.
Diese Koefflzienten definieren den Vektor b’:=(B}), wihrend b= ( Bj)
durch B;i=<g,,P;>=<g,P;> bestimmt sei. Wie sc}{on im Beweisteil (i)
zu Lemma 8 exerziert, gilt der Zusammenhang b=Ab". Da A positiv
definit ist (vgl. Ubung 4), lassen sich (15b), (16) und (17) anwenden:

g2 = (Ab',b") = (b,A™'b) > ./{lz ibaZ,
0% = 1f1? = (Aa,a).

Aus kbR, <BARZHg N =NANYZHAI-K ) fol < VAR ZHAI-K, RS} und
i 0=1f1="(Aa,a) <VAI}?Val,
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schlieBen wir §bi, <HAB,IAI-K, 0ial,. Da wir aber fiir die
Koeffizientenvektoren a von f, und b aus g das Gleichungssystem (8):
(LA-B)a=b aufgestellt haben, ist #(XA~Blak,<Clal, mit

C:=HAR R AI-K,, ! fiir alle a und damit (14a): $AA-Bl,<C bewiesen.

(iv) Sei b=(B;) eR" gegeben und b’= (B} ) =A~!b gesetzt. Wir wihlen
g:=g,=2 B;®;. Die Koeffizienten von b erhdit man als ;=< g.9,>
zuriick. Die Galerkin-L&sung f,,€ X,, hat die Koeffizienten aeR", die sich
aus dem Gleichungssystem (8): (AA-B)a=b ergeben. Um a={AA-B) b
abzuschitzen, verwenden wir wieder (15ab), (16) und (17}

takl < NA"'H, (Aa.a) = BATINL S, 0%,
Wl = RO=-K,) g 0 < HOAT-K )7 g 8,
1g,02=(Ab b )= (AA™'b,A™1b) = (b,A™'b) <EA™N,UbHE.
Zusammen: tal,=1(1A-B) bl < ¥(AI-K, ) 'I1A"E, kb1, o
Die GroBe condpzp) (AI-K,) aus (13) ist aufgrund der Konsistenz
und Stabilitit von (K,} gleichm#Big beschrinkt (vgl. Satz 1.15) und
kann ohnehin nicht durch die Wah! der Basis {&, ,,..., 9, ,} beeinfluBt

werden. Uber die Kondition des Gleichungssystems (8) entscheidet
daher cond,(A). Daraus ergibt sich die foigende Empfehiung

Bemerkung 4.5.12 Die Basis {® ,,,..., 9, ,} solite so gewdhlt werden,
daB die Spektralkondition cond,(A,) mdglichst klein ist und
‘insbesondere fiir n-> = beschrénkt bleibt.

Die minimale Konditionszahl ist cond,(A)=1. Sie wird z.B. fiir A=al
mit «xeR erreicht. Bemerkung S5b gab hierfiir eine hinreichende
Bedingung und beweist die

Bemerkung 4.5.13 cond,(A)=1 gilt fiir eine Orthonormalbasis
(D) . Do 1y ..., P, ) Oder eine Orthogonalbasis mit {®j,n, $j,n> =c, fir
alle 1<j<n. In beiden Fillen gilt condy(A)<C,(®) mit C,(P) aus (9).

Die Forderung, eine Orthonormalbasis zu wihlen, ist sehr
einschriankend. Entweder verzichtet man auf kleine Trigermengen der
®; n. Dann stehen verschiedenste Systeme orthonormaler Funktionen,
z.B. die trigonometrischen Funktionen zur Verfiigung. Will man
dagegen den Vorteil kleiner Trigermengen nicht aufgeben, bleiben nur
die stiickweise konstanten Elemente.

Fiir die stiickweise konstanten oder linearen Funktionen werden wir
die gleichmidBige Beschrinktheit der Spektralkondition cond,(A)
nachweisen (vgl. Bemerkungen 20 und Ubung 27¢). Fiir eine geeignete
Skalierung der stiickweise konstanten Basisfunktionen wird Bemerkung
13 anwendbar sein und das optimale Resultat cond,(A)=1 beweisen.
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Neben der Spektralkondition ist auch die Konditionszahl der
Matrizen *A,~ B, beziiglich der Zeilensummennorm I-1,, von prak-
tischem Interesse. Die gleichmiBige Beschrénktheit von condy (% A,,~ B}
impliziert keineswegs jene von cond,(}A,-B,), da fiir allgemeine
nxn-Matrizen C nur die Ungleichung cond(C)< n condy(C) gilt. Wir
peweisen ein zu Satz 10 analoges Resultat. An die Stelle von cond,(A)
tritt die GroBe C,,(®) aus (9).

Satz 4.5.14 Es gelte X,,c L1(D})a L=(D). C,(®) sei wie in (9) definiert.
AA,,- B, sei regulidr. Dann gilt beziiglich der Zeilensummennorm L
die Konditionsabschitzung

4.5.18a)  condp(AA,-B,) € (Cal®))? cond o (AI-K,,).

Es sei daran erinnert, daB nach Lemma 8 Konvergenz, Konsistenz und
Stabilitdt von {K,,) beziiglich der Supremumsnorm I- I im wesentlichen
aus der gleichmaBigen Beschranktheit

(4.5.18b)  sup Co(d) < @
ne

folgen. Konsistenz und Stabilitit von (K} beziiglich -1
beweisen nach Satz 1.15 die gleichmdBigen Beschranktheit von
condjo.py (AI-K, ). Somit ist (18b) die wesentliche Bedingung sowohl
fiir die Kondition des semidiskreten wie auch des diskreten Problems.
In Kriterium 9 wurde eine hinreichende Bedingung fiir (18b) angegeben.

Beweis des Satzes 14. Der Beweis wird nur skizziert, da er dhnlich wie
zu Satz 10 ist. KAA,-B,M, wird in (i), HAA,~B,,) "'l in (i) abgeschitzt.
(i) Die Basisdarstellung von g,eX,, sei g,=X 8; ;. Dies definiert den
Vektor b’ :=(B;j). Die Komponenten §; von b:=Ap,b’ erhilt man als
B;=<gp B;> =<g.®;>. Aus 1< gy, B;>1<1fg,, @, dx 1<hg, M, [1®;1dx ergibt sich
ibl_ <Bg,l, max {§P;k 1p): 1<j<n])
Die Losung f,, von Af,=g,+K,f,, habe die Darstellung f,=Yay®,. Sei
:=(ay). Dies liefert die folgende Ungleichung:
10, < KEeldt i al, .
Verbindet man beide Abschitzungen durch g M, <WAI-K FKf 0,
wobei N-E=0-lpoo(pyegooqp). erreicht man das Zwischenresultat
(4.5.18¢)  NAAn-Bul, < max 1l pip) |§|¢>kllm PYSY @}

(i) Zum Vektor b=(8;) definiere man (B})::b'::A"b und g,=g:=
L8j®;. Also ist (IR 24 T DT T PURN 2 e TN 1.7 18 DOIT-T MR o2 7
Losung f, hat die Darstellung f,,=Ya,®, mit (ag)=a:=A""a’, a’=(ay),
aj: =< fpn.D>. Dies zeigt lak,<NA™ Mt <UA™ R ), maxhd ;1 p) <
<HA" Mg max W@ Myt py (A\I-K,,)"'Mig ). Zusammen mit  der
19,1, -Abschitzung ist (18d) bewiesen:

(45184  ROAA, B ' <kATIE I;lq&klﬂm m?xlqs,lyw,l(u-Kn)-’n.
(iii) (18¢,d) und die Definition (9) von Cn(P) ergeben (18a). o
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4.5.6 Beispiel: stiickweise konstante Funktionen

Im Detail werden wir das folgende Beispiel behandeln. Dabei ist
der Raum X=L?(I) mit dem Skalarprodukt (1.3.16) zugrundegelegt.

Das endliche Intervall D=I=[a,b] sei durch

(4.5.19a) a=xg ,<X; <. <Xpp=b (Kurznotation: x;=x; ,,)
zerlegt in die Teilintervalle (19b) zu derSchrittweite h aus (19¢)h:
(4.5.19b)  Ipe=Oxpq, x) fiir 1<k<n, ILy=0x,.y,x,1,

(4.5.19¢)  h:=h g =max{lx, - Xy ol: k=1,..n}.

Die Folge der Intervalizerlegungen sei guasiuniform:

(4.5.19d)  Ixp p,=xgoy a0l 20,/ Cy fiir alle k=1,...,neN.
Die Mittelpunkte der Teilintervaile I, seien mit &; bezeichnet:
(4519) Epi=Ey pr=lXp g n+Xgnl/2 firk=1,....n.

Der die orthogonale Projektion II, definierende Unterraum X,cL?(I) ist
(4.5.190)  X,:={feL?(1): f konstant auf I, fiir k=1,...,n}.

Der Sonderfall der dquidistanten Zerlegung wird charakterisiert durch
(4.5.19¢)  x;p=a+jh, h=h,=(b-a)/n, E;=a+(j-4)h, Cz=1

Ubungsaufgabe 4.5.15 Aus (19¢) und (19d) leite man h,=O(n") ab:

(45190 h <C, b=, xk‘n-xk_,nz%zé;,_a fiir alle k.

Die Lagrange-Funktionen aus Bemerkung 1.4.13c bieten sich als
bequeme Basiselemente von X, an:

(4.5.200)  Py(x):=0; (x):={] fUrxely}  fiirj=1,..n.

sonst

Eine nach Bemerkung 20 glinstigere Skalierung der Funktionen ist

(452000 B;(x)i=@; (x):={Yh/y=xj-a fUr xeli}) fiir j=1,..n.

Fiir den Aquidistanten Fall stimmen (20a,b) iiberein. Beide Basen sind
orthogonal, wie zu beweisen ist in

Ubungsaufgabe 4.5.16 (a) Die Gramsche Matrix A aus (7b) lautet

_a _ydiag{x;-xp, Xo~X4,...,Xp~X,_4} fir Basis (20a),
@521a)  A=Ap={) = TR0 TE ™ e Basts (20b).
{(b) Die Matrixelemente von B aus (7c) lauten fiir die Basiswahl (20a)

(5.21b) = [, € [} kx,y)dyldx fiir j,k=1,...,n.

Fiir die weitere Analyse wird die konkrete Darstellung des Bildes
I, einer Funktion pel?(I) benétigt. (I,)(x) stellt sich fiir xel;
als Mittelwert der Funktion ¢ iiber dem Teilintervall I; heraus.
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45.17 Die orthogonale Projektion (beziiglich L?(I)) auf
X,, aus (19f) hat die punktweise Darstellung

@520 (Ie)(x)= sty [ e(E)dE fiir xel,.

Bewels. %:=1II,¢ hat eine Darstellung der Form zp:Zcxﬁb . Aus
5k:=<<p,<15k>=<30,17,,<15k>=<H,,p,d>k>=<¢,¢k>=( aydy o= 2 ooy
erhilt man die Gleichung Aa=b fiir a=(a;), b=(B8,) und A aus (7b).
Mit (21a) folgt die Darstellung (22). oo

Da das Bild von II,, unstetig ist, kann II, nicht zu L(C(1},C(1)}
gehoren; es ist aber als Projektion in L*(I) stabil. Aus (22) und

{J}kp(f)dél €l xg-Xg_qlBpl,, folgert man den

Satz 4.5.18 X,, sei durch (19a,b,f) definiert. Die beziiglich LZ(I) ortho-
gonale Projektion ist nicht nur in LZ(I), sondern auch in L¥(1) stabil:

(4.5.23) IHnle(D)‘l‘Lw(D)=1 fiir alle neN.

Die Wahl der Knotenpunkte x; in (19a) beeinfluBt die L™ - Stabilitat
nicht; insbesondere ist sie unabhingig von der Konstanten C» aus (19d}.
Man beachte aber, daB II,, in L™(I) nicht konvergent ist.
Konvergenz H,p->9¢ in L™(I) gilt lediglich fiir alle peC(I).

tibungsaufgabe 4.5.19 Es gelte (19a-f). Man zeige: Fiir die Basis (20a)
bzw. (20b) liefert Kriterium 9 die Konstanten

Cy=1bzw. ¥Cz, Cp=1, C3=Cz(b-a), =0, C4= g7 Cz bzw. 5=
Aus (10c) und (111) folgere man
(4.5.24) C(®)<C% und C,(®)=1 im iquidistanten Falle.

a -

Bemerkung 4.5.20 Es gelte (19a-f). Fiir die Konditionsabschidtzung
beziiglich der Euklidischen Vektornorm ist der Wert von cond,(A)
entscheidend (vgl. Bemerkung 12). Es gilt

(4.5.25a) cond,(A) =1 fiir Basis (20b), cond,{A) < Cz fiir Basis (20a).

Der entsprechende Verstirkungsfaktor in der I -Konditions-
abschitzung (18a) ist ebenfalls gleichmiBig beschrankt:

(4.5.25b)  C.(0)* < C3.
Beweis. (25a) ergibt sich aus (21a) und (16). (25b) ist Folge von (24). m

Die Fehlerabschidtzung des Projektionsfehlers ¢ - Il,p hangt von der
Norm ab, in der gemessen wird, und von der Regularitit von p. Im
folgenden wird die Quasiuniformitit (19d) nicht bendotigt. Ungleichung
{19h) wird gebraucht, falls O(h) durch O(n~') abgeschiitzt werden soll.
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Lemma 4.5.21 Es gelte (19a-c.f). (a) Hat peC (I) die Lipschitz-
Konstante L, (die stets durch Le<lpfc (1) abschitzbar ist),
so ist der Projektionsfehlers beschrankt durch

(45262 Ko-Tph,<ihlL,.

{b) Gehort die Ableitung ¢ zu LZ(I), so hat man

(4.5.26b) No-I o821, <% h Bp'kpz(qy,

4.5.260) No-TIol, < §/Amax(iy'hzqy, ): 1<ksn) < §/RMe N 2.

Beweis. (i) Wir beschrianken uns auf das Teilintervall I, der Breite
§:=8p1=xg-Xg.;. Aus der Darstellung (22} der Projektion folgt

(452780  p(x)~(Ip)(x)= 5 [, Lo(x)-p(E)IdE fiir xely.

Die Lipschitz-Abschitzung o (x)-¢(E)1 < L, Ix-El verhilft zu
(45276} lo(x)=(Te) ()< $ [ lo(x)-0(ENdE SLyg |y Ix-EldE=
= Loy llxg=-x)2e(x-x, )?V < 55 L, 8" =15 L,

fiir xel,. Da k beliebig, ist (26a) bewiesen.

(ii) Um die L2~ Norm ins Spiel zu bringen, stellen wir den Integranden
lo(x}-9(EMN in (27b) durch

Lo(x)=p(E)l = | [ o' (t)dt] (x,Eely)

dar und verwenden die Schwarzsche Ungleichung [[fgdx1?<
Jf?dx [g?dx, die mit dem L?-Skalarprodukt auch in der bekannten Form
1<f,g>1<tf Vgl geschrieben werden kann. Mit f=¢ " und g=1 findet man

(4.5270)  lo(x)-p(E)] < Ix-El172 lf;(p'(t))zdtl”z <
<=2 | [ (o (N2 dt]? = 1x-E172 00" N 12 g

Da J;klx~5|’/2d5 = $0xp- X324 (x=xp_1 03721 < §§972 liefert die
vorhergehende Ungleichung in (27b) eingesetzt

(4.5.27d) lgo(x)-(II,,qo)(x)lssz5’/2lqo’ll_z”k) fiir alle xely.
Die LZ-Norm von ¢ ~II,p liber dem Intervall I, lautet wegen §=8;<h

4.527¢)  Np-TLoheay = [f; )00~ T,e) )1 Zdx]% < § Rl o Nz (gyy.

Die nachfolgenden {Ibung 22 leitet hieraus Behauptung (26b) ab.
Ungleichung (26¢) schlieBt man sofort aus (27d). m

Hbungsaufgabe 4.5.22 Eine Intervalizerlegung (19a.b) sei gegeben. Man
zeige: Gilt Nplpzq,) <clylpzqg,, flir alle k, so auch Vplpzq) <clylpzg).

Um LZ- Abschitzungen von Ableitungen einfacher zu schreiben,
fiihren wir die H*- Normen ein.
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4523 Sei keN,. Fiir Funktionen pe¢lL2(D}, die (verall-
gemeinerte} Ableitungen ¢'¥! bis zur Ordnung k besitzen, definieren wir

4.5.28) Volykepy = [SX ohe1Ezp, 1772

Der Begriff «verallgemeinerte Ableitung» kann ignoriert werden,
solange ¢eCX(D}). Wenn D mehrdimensional ist, muB die Summe in
(28) ilber alle partiellen Ableitungen der Ordnung <k erstreckt werden.

Man priift nach, daB K- lykp, eine Norm darstellt. CX¥(D) versehen mit
dieser Norm ergibt einen nichtvollstiandigen normierten Raum. Innerhalb
des Raumes L2(D ) kann man den Unterraum (CX( D), ¥-Vgk¢p)) vervoll-
stindigen und definiert so den Banach-Unterraum H k(D)< [2(D). Fiir k=0
stimmen H%(D) und L?(D) iiberein. Aufgrund der Vervollstindigung ent-
hilt der Sobolev-Raum H*( D) fidr k>0 Funktionen, die keine klassischen
k-ten Ableitungen, sondern nur noch verallgemeinerte {oder schwache)
Ableitungen besitzen (vgl. Yosida [1,81.8), Hackbusch {2,§6.2.11).
Einen Spezialfall des Sobolevschen Einbettungssatzes enthilt das

Lemma 4.5.24 Sei D=IcR ein Intervall. Fiir keN ist H*(]) in dem Raum
Ck=172(]) der Hélder-stetigen Funktionen enthalten. Insbesondere
gilt Vo¥ok-1/2,,<Cylpliykcy). Diese Aussage gilt ebenfalls,
wenn D eine eindimensionale (hinreichend glatte) Kurve im R? darstellt.

Beweis. (i) Sei I=[a,b) und k=1 angenommen. Auf das Integral in
o(x)-o(y)=[Yo(E)dE=[]1-p'(E}dE {asx<y<h)
1aBt sich die Schwarzsche Ungleichung anwenden und liefert
lo(x)=o(y)E<fY12dE [Y o (E)2dE <\ y-xI [yp*(E)2dE =ly-xIHo 1y,
Dies beweist die Holder-Stetigkeit mit der Konstanten Nolgis .
(i) Analog schlieBt man iber ¢(x)?-9(y)? = 3 [ p(E)p'(E)dE auf
o(x)2-p(y)¥=r(x,y) mit Ir(x,y)lsélcp“<p’l, wobei H-k=0-lpz(q).
Integration iiber x bei festem y fiihrt zu foil=(b-alp{y)?+R mit
IRI<4(b-a)ip¥lp’l. Damit ist p2(y) durch 0N R+Hph/(b-a)<
Cyl o M 1¢7) beschrinkt; also kol < C; 72 Koy y).

(iii) Die Teile (i) und (ii) ergeben zusammen die Behauptung mit
C; :=max{1, C;"?}. Fiir b~a>2 hat die Konstante unabhéngig von [
den Wert C; =1. Die Ubertragung dieses Resultates auf unbeschrinkte
Intervalle macht keine Schwierigkeiten.

(iv) Die Untersuchung fiir k>1 kann man auf k=1 zuriickfiihren,
indem man beachtet. daB pe H*(1) zu o *~eH(1) fiihrt. m

Dabip'Npzcpy<loligy), schreibt sich die Abschitzung (26b) auch als
(4.5.26b)  No-T,ph 2, <5 hlplyscy,.

Die Ungleichungen (12a-d) und (26b’') beweisen: K sei kompakt in L2(D).
Die Galerkin-Losung fiir X,, mit stiickweise konstanten Funktionen
aus (19a-f) konvergiert von erster Ordnung: ! f,~fl;z) < Ch¥flgsy).
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4.5.7 Beispiel: stiickweise lineare Funktionen

Um wieder zur Dimension dim(X,)=n zu gelangen, numerieren wir
im Falle stiickweise linearer Funktionen die Knoten mit I,...,n statt
mit 0, 1,..., n wie in (19a). Die Notation lautet somit wie folgt,

Das endliche Intervall D=I=[a,b] sei durch i
(4.5.29a) a=x; p<...<Xp ,=b (Kurznotation: x;=x; ,)
zerlegt in die Teilintervalle (29b) zu der Schrittweite h aus (29¢):
(4.5.29b) =[x, x;) fiir 2<k<n, Ly=lxpoq.x,1,

(4.5.29c)  h:i=h=max{lxy p~ Xy ol k=2..,n}.

Die Intervallzerlegung sei quasiuniform, d.h. es gibt ein C; mit
(4.5.29d)  Ixy = xgoynl 2 hy/ Cy fiir alle nelN und k=2,...,n.
Der die orthogonale Projektion II, definierende Unterraum X, cI*(1) ist
(4.5.29¢) X, :={feC(I): f linear auf I; fiir k=2,...,n}.

Bemerkung 4.5.25 Im Falle periodischer Funktionen auf [ ist
wie in (19a) wieder a=x,<x;<...<Xx,=b anzusetzen, damit dim{X,)=n.

Die naheliegende Wahl der Basis ist (30a) (vgl. Abb. 1 4.1}:
(4.5.30a) O =L, (1<k<n)

In extrem nichtdquidistanten Fdllen ist zur Sicherung der Kondition
eine Skalierung z.B. durch

(4.5.30b) & =73/ 484 y) Ly (1<k<n) mit L, wie in (30a)

angebracht (vgl. Bemerkung 27c}. Mit § wird die Linge der
Teilintervalle abgekiirzt:

(4.5.30¢) Spi=Xg-Xp.y fiir 2<k<n,

mit Lyg=L; ,, aus (1.4.6).

§p =84 =0.

Bemerkung 4.5.26 Es gelte (29a-c.e) und (30c¢). Fiir die Basis (30a) erhilt
man im dquidistanten (8;= h fiir alle k) bzw. im nichtaquidistanten Falle
die tridiagonale Matrix

1
14 0 28,48,) 5,
727 S, 28y+8) 8
@531ta  a=b|" o | asg] 2+83) &5 .
2 - o
0 ii O 5, 2545,

Die skalierte Basis (30b) fiihrt auf die Matrixelemente
(4.5.31b) a”=1’ a],j-l=aj-1,j=%8]/7/(51“1+8])(8]+81+1)‘
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gabe 4.5.27 Man beweise: (a) Es gelte (29a-e).
Die Basis (30a) erfiillt Kriterium 9 (mit n-1 statt n) mit den Konstanten

(53280 Cy=1, C,=2, Cu=2Cz(b-a), C,=35Z q=4,

b-a’

(4.5.320)  C,(P) <24 C3 (Cz=1 im dquidistanten Fall).
Die Normen der (symmetrischen) Matrix A sind abschdtzbar durch
(45320 VAN <BAR <h, KA <BA™l, < 2Z (n-1).

{b) Es gelte (29a-c.e). Ferner sei §;/8;,,e[1/x %1 mit 1<x<4 fir
alle 2<j<n. Die Basiswahl (30b) fiihrt auz

s5.32d  q=4/x, Cy=1/(n-1) in (11f.g).

4.5.32¢)  FAN <EAN <I+47x, BATH, <WA™I<2/(2-7%).

{c) Die Spektralkondition der Matrix A lautet

(4533 cond;(A) < { ?ch‘&)/(z-&) e Badializot)

Die Bedingung 8;/8;+5€l1/%,x1 in Teil (b) besagt, daB sich die
Intervalléngen §; beim Ubergang von einem Intervall zum anderen nicht
sprunghaft dndern diirfen. Der Quotient max §;/min &y darf jedoch mit n
beliebig wachsen und braucht nicht wie in (29d) durch C beschrinkt zu
sein. Dies erlaubt «graduierte Gitter». Fiir Tabelle 4.5 ist eine solche
nichtdquidistante Zerlegung verwendet worden.

Die Stabilitit und Konvergenz der Projektion II,, beziiglich der
Supremumsform §-#, in C(I) folgt aus Lemma 8 und (32b).

Die Fehlerabschitzung des Projektionsfehlers wird im folgenden
Unterkapitel vorbereitet und in §4.5.9 wieder aufgenommen werden.

4.5.8 Allgemeine Analyse des Projektionsfehlers

Die Darstellung und Abschitzung des Projektionsfehlers ¢- IT,p
ist im Falle der stiickweise linearen Funktionen umstdndlicher als
in §4.5.6, da man nicht von einer so expliziten Darstellung des Fehlers
wie in Lemma 17 ausgehen kann. Stattdessen miissen wir den Umweg
iiber den Interpolationsfehler einschlagen. Wir setzen voraus:

(4.5.34a) Xpc XaC(D} (X: Hilbert-Raum).
Als Basis in X, seien die Lagrange-Funktionen &;=L; gewihlt:
(4.5.34b}  X,=span{®y,....P,]. Qi(xy)=8;p, xyeD.

Die Interpolation in X, mit den Stiitzstellen x; wird mit ﬂn
bezeichnet. Sie hat die Darstellung

45340 M,p=Y8;0;, mit &;:=p(x;) fiir peC(D)
(vgl. (1.4.7)). Mit &p sei der Interpolationsfehler bezeichnet:
4.5.34d)  Spi=p-1I, 0.
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Wir gehen davon aus, da8 fiir ¢ Fehlerabschitzungen z.B. beziiglich
1-1;2(p) und i-ky, bekannt sind, und wollen der Frage nachgehen, wie sich
diese Abschitzungen auf den (orthogonalen) Projektionsfehler ¢~ I p
iibertragen. Der Zusammenhang zwischen §p und ¢~ ¢ kann zweifach
hergestellt werden. Zunichst sei die folgende Abschitzung gegeben,

Lemma 4.5.28 IT,, sei die orthogonale Projektions auf X, < X a C(D)
beziiglich des Skalarproduktes in X. Fiir e Xn C(D) gilt die Ungleichung

(4.5.35} Vo-Iplx <héply mit S¢ aus (34d).

Beweis. Bemerkung 1/\‘3.33(: besagt: bp- M,phy < Lp-¢ly fiir alle yeX,,
insbesondere fiir ¢ =II, 9. oz

Die Abschatzung (35) hat zwei Nachteile. Das Ungleichheitszeichen
schlieBt eine zu pessimistische Abschitzung nicht aus. Zweitens ist sie
auf die Norm I- kly des Hilbert-Raumes beschrinkt, also in den iiblichen
Anwendungen auf die L -Norm. Eine Abschatzung beziiglich §-1, erhilt
man aus {(35) nicht.

Zur genaueren Analyse wollen wir deshalb die folgende exakte
Darstellung des Projektionsfehlers beweisen.

Lemma 4.5.29 Es gelte (34a-c). Der Vektor @=(&;)eR" sei mit &; aus
(34c) definiert. Die Matrix A=A, ergebe sich aus (7b) mit der
Lagrange-Basis (34b). Dann hat der Projektionsfehler e=e,=p-I,p
in den Stiitzstellen x, die Werte

{4.5.36a) g =el(xy) =(p-Ip)(x,) (1<k<n),
wobei der Vektor e=(g;) Losung der Gleichung (36b)} ist:
{4.5.36b)  Ae=3 mit §=(8;), §;:=-<P;,8p>, Sp aus (34d).

Beweis. Wie im Beweis zu Lemma 17 zeigt man die Darstellung
(4.5.36¢) Hn(p=2aj€bj mit a=(<xj), Aa-—-b:(ﬁj). ﬂj=<¢v¢j>'
Daher ist ex=e(x,)=p(x)-Ta;8;(x,)=p(x)-a, (vgl. (34b)) und

d:=As=Ac-Aa=Ac-b mit c=(¢(x))gepn; Aus ﬁ,,qo:Zgo(xk)Qk
schlieft man auf (36b):

5} = Za’jk<p(xk)—Bj=Z(d—"k,@,)so(xk) - <P.¢j> =
=L plxp ) P98 = H,p-9.8> = -{8p.Pp>. @

Folgerung 4.5.30 Der Projektionsfehlér ¢~ II,» hat die Darstellung
(4.5.36d)  o-I 0 = 8p + Le;Py
Zu jeder fiir ¢ und auf X,, erklirten Norm ¥4 erhilt man die Abschitzung
(4.5.36e) bo-Tph < NSpl + 1 Xe; @) .

mit ¢; aus (36a,b).
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Fiir l):e]qf',ﬂ bieten sich konkret folgende Abschitzungen an, wobel
die GréBe C, (@) in (9) definiert ist:

(4.5.36f) NEe, @M <hel fX10 10,

(4.5.368) WX, P Mizp) <HAK} 2 Hel, (Reli=Xei ).

Dank der Darstellung (36b) erhdlt man folgende Schranken fiir kelk:
(4.5.36h) Rel < BA™TE_BSH .,

(4.5.361) beky < NATIN, WS Uy < WATIZ/C0P) Neolp2ep) .
Zusammengesetzt ergeben (36f-i):

(4.5.36) e 0,0, SC(P NSl

(4.5.36k) KX e; 0 2¢p) < [condy(A) Col( P12 K80 2(p,).

Unter der Bedingung (10b): C,(P)<C beweisen die Resultate {36e,jk)
die Abschédtzung (361) fir 14, und ¥- ¥

(4.5.361) Vo-II,ok < const k§pl.
Beweis. Die Knotenwerte von (¢—£L,¢}—5¢=(¢—IL,¢)— (w-—ﬁnqo)=(ﬁ,,—11n)q>
sind” ex (vgl. (36a)). Also ist (I-I,)p=2¢, P und beweist (36d).
Beziiglich der weiteren Abschitzungen sei nur (36i) vorgefiihrt. Nach
Definition ist 1 §;1=1<8¢,8,> 1<f 801 ®;1! 2N 2¢p) N1®;1 172X 2,1, und somit
1607 = T57 < X%, [[s0219,001dx ] [ [10,0x)1dx] <
<max 001 py I, [[se218,(x)1dx] =
= max)00 by 1p) [ [802 T, 10,(x)1dx ] <
<max; 81 p) 12190 [Sp2dx.
Da A symmetrisch, ist 1A~11372 durch YA~'1Y? abschétzbar. 5

4.5.9 Fortsetzung: stiickweise lineare Funktionen

Gem3B §4.5.8 ist zunichst der Interpolationsfehler 5<p==¢—ﬁngo zu
untersuchen.

Lemma 4.5.31 [=[a.b] sei wie in (29a-c} zerlegt. Fiir die stiickweise
lineare Interpolation II,, in den Stiitzstellen x; (I<k<n) gelten die
folgenden Fehlerabschitzungen:

@537a)  Nep-H,e0, <)L, hZ fiir peCL(1),
wobei L, <o IC}_(, ) die Lipschitz-Konstante von ¢’ ist,
4.5.370)  No-Tl,ohpzer) < 907172 h2 No" N 24, fiir pe H2(1).

Beweijs. (i) Man wiederhole den Beweis zu Bemerkung 1.4.11 fiir A=2
und verbessere die Konstante C;=1/4 zu 1/8. Dies beweist (37a).

(i) Man priife nach, daB der Fehler 8¢==<p—ﬁ'ngo die folgende
«Peano-Kerndarstellung» (37c) hat, indem man Sp(x;_)=8p(x;)=0
und Sp"'=9¢" verifiziert:




122 4. Numerik der Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art

(4.5.37¢,) (ga~ﬁngo)(x)=J;kx(x,E)so“{E)dE fiir alle xel, mit
(4.5.37cy)  x(x.E) = max{0.,x=E) = (x=xp_ ) xp~E}/ (xp = xpy).

Die Schwarzsche Ungleichung zeigt 18 (x I <shx{x .- Mrzeno Vo b2y,
Auswertung von kax(x.E)sz liefert den Wert Mx(x.. )ILGk)=
(x=Xpg ) (X=X /43 (X=X ) fiir alle xel,. Integration liber I; beweist

A L2 (= xpoy)? (xp—x)E gl
Vo-TlpRizny € )y 30xg-%ky) dx Ve Nizpy =

gl 1 g2
=315(xk—xk_,)‘lqo 'Lz(lk] Sﬁhél«p 'Lz(lk)‘
Aus Ubungsaufgabe 22 erhilt man die Behauptung. -]

Der Vollstindigkeit halber sei angemerkt, daB (37c) auch zum
Beweis von (37a) verwendet werden kann. Die Ableitung von
peC}(I) ist von beschrankter Variation. so daB (37c) als
Stieltjes-Integral geschrieben werden kann: flkx(x,E) dp’ (). Mit der
Abschitzung |dp (E)NSL, d§ der Totalvariation erhdlt man
e (x E)d@ (BN Lye fp 10, ENAE = § Ly (x=xsg) (X=X )< L BT

Die Resultate des vorangehenden Abschnittes fiihren auf den

Satz 4.5.33 (a) Die Zerlegung von I=[a,b] sei durch (29a-c) beschrieben.
Die orthogonale Projektion II,, auf den Raum X, der stlickweise
linearen Funktionen (vgl. (29e)) erfiillt die Fehlerabschédtzungen
(4.5.38a)  Ho-I,pl2q) < 90712 hZ do t 2y, fiir pe HZ(1),
4.5.380) Bo-TL ol < (1+C(ONHp-Tlol, < (1+C (@4 L, hE
fiir peC} (1) mit der Lipschitz-Konstanten L, von ¢". Wird zuséatzlich
die Quasiuniformitit (29d) angenommen, lautet die Abschitzung
(45380 Mp-Tel, < (+3C3) Lhi < (§+3C3) hiVplcin.
(b) Wenn } reguldrer Wert von KeK (X,X) fiir X=LZ(1) bzw. C(I) ist und

die L&sung f der Integralgleichung zu H2(I) bzw. CL(1) gehdrt, impliziert
(38¢c) bzw. (38a) die Fehlerabschitzung (38d) fiir die Galerkin-Losung f:

(4.5.38d)  WUf,- flgzer) < ChEfhgzqy bzw. Uf,- i < ChEMficicn.
Bewels. () Wegen Lemma 28 ist (38a) unmittelbare Folge von (37b).
Ungleichung (38b) ergibt sich aus (36e,j) und (37a). Zur Abschitzung

von C,(®) verwendet man (32b): C,(d) <24 C% und gelangt zu (38c).
(i) Teil (b) folgt mit Satz 6. m®

ttbungsaufgebe 4.5.34 Man fiihre die Uberlegungen der Folgerung 30
und des Lemmas 31 fiir k-§=8-01,p, durch und beweise

4.538¢) No-Tl,ohpip) < (1+C (M p-Tlp01(p). wobei
45380  No-fLolip) < $hile ip).

Hinweis. Die entsprechende Vektornorm ist kely=Zle,;l. Fiir die
zugehdrige Matrixnorm gilt 1A~'l;=1A !l fiir symmetrisches A™'.
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4.5.10 Numerische Beispiele

Das erste Beispiel sei wie in §4.2.8 und §4.4.5 durch (2.19a), {2.21a,b)
beschrieben:

kix,yl=cos{rxy), f(x}=eXcos(7x), I=00,13, i=1.

Zur Diskretisierung wihlen wie die stiickweise konstanten Funktionen
bei einer #quidistanten Zerlegung des Intervalles [=[0.11.
Das Integral in K&, kann noch explizit ausgewertet werden:

kh
{4.5.39) (Kd)k)(x):f(k_”h cos{mrxy)dy= hf—%’;’%—z— cosTxEy,

wobei Eg:=(k-4)h (1<k<n) der Mittelpunkt (i9e) von I} ist. Zur Be-
rechnung von B, = (K&, ®;> ist die Funktion (39} nochmals iiber xel; zu
integrieren. Da dieses Integral nicht elementar darstellbar ist, nihern
wir By durch die (nicht summmierte) Simpson-Formel (1.4.18d) der
Schrittweite £ mit den Stiitzstellen x;_,=(j-1}h, £;=(j~4Jh, x;= jh an:

(4.5.40a)  Bu=BL(K® ) (xjo )+ 4(KDI(E D+ (KD ) (x )1,
(45.40b)  b;=Prg(x;_;)+49(E)+g(x;)]  mit gaus (2.21b).

Da der relative Fehler der Simpson-Quadratur O( h*) betrigt, sind die
Quadraturfehler von 8;, und b, gegeniiber dem Diskretisierungsfehler
vernachlassigbar. Die Matrix A ergibt sich nach (21a) zu A=hlI.
Die Lo6sung der Gleichung (A-Bla=b liefert die Knotenwerte
fn(fj)=2akd5k( §;)=a; in den Mittelpunkten &;. In Tabelle 1 sind die
Fehlernormen

e ot=max{lf(E)-f (&) 1<jsn],
enz =R E ()~ £ (£ P)7

wiedergegeben. Die sehr nahe bei 4 liegenden Quotienten weisen auf
quadratische Konvergenz (Superkonvergenz, vgl. Lemma 6.18) hin und
gehen iiber die in §4.5.6 vorhergesagte lineare Konvergenz hinaus.

h Ch, o Ch, 2 h eh o Ch,2

172 024000 ,,, 017597 ,,, 1/2 074450 o 0.48639 , .
174 023453 ,.. 017316 ,, 1/4 074113 [, 041331 [,
178 0.07467 0 0.04419 . 1/8 0.17593 |5 0.09534
1/16 0.01923 .0 001112, 1/16 0.04200 g5 0.02281 5
1/32 000481, 0.00278 .., 1/32 0.01043 ;5 0.00560 4.

1764 0.00121 0.00070 1/64 0.00262 0.001 39
4.5.1 Galerkin-Verfahren 4,52 Galerkin-Verfahren

Tabelle Tabelle
fiir Beispiel (2.19a), (2.21a,b), fiir Beispiel (2.19a), (2.21ab),

stiickweise konstante Funktionen, stiickweise lineare Funktionen,
numerische  Quadratur durch numerische Quadratur durch
Simpson-Formel Simpson-Formel
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Da die Simpson-Quadratur genauer ist als notwendig, kénnte man
K&, und ¢ auch mit Hilfe der Tangententrapezregel (1.4.18e) iiber I,
integrieren:

4.5.400) B =h(K®J)(E;), by=hg(E.

Die Resultate finden sich in der Tabelle 4.2 unter den Kollokations~
beispielen, denn es gilt die folgende Aussage:

tibungsaufgabe 4.5.35 Man beweise fiir die vorliegenden stiickweise
konstanten Funktionen: Die Tangententrapezregel (40c) produziert bis
auf einen uninteressanten Skalierungsfaktor h die gleiche Matrix B und
den gleichen Vektor b wie das Kollokationsverfahren bei der stiickweise
konstanten Interpolation in den Intervallmittelpunkten &;. Da auch A fiir
beide Diskretisierungen iibereinstimmt, sind die Lésungen f,, identisch.

Beim Ansatz mit stiickweise linearen Funktionen hat (K®x)(x) fiir
innere Knotenpunkte x,e(0,1) die Gestalt hcos {rx x;) [EXEh/2]2
Auch hier ist eine numerische Quadratur fiir die Skalarprodukte <{®;,g>
und <&; K&,> unumginglich. Die Simpson-Formel mit der Schritt-
weite h/2 in [x;_;,x;1 und Ix;.x;4,1 liefert die Approximation

(4.5.40d) <&, 9>~ Blglx;-B)+glxy)+ g(x;+ §)1 fiir innere Knoten x;.

Ubungsaufgabe 4.5.36 (a) Wie lautet die (40d) entsprechende Formel in
den Randknoten x;=0 und x;=17? {b) Warum liefert die Simpson-Formel
zur Schrittweite h (statt {5‘) vollkommen unzureichende Resuitate?

Als zweites Beispiel wird auf (4.22a-c) mit dem Kern Ix-yl™!/2
zuriickgegriffen. Fiir den Ansatz mit stiickweise konstanten Funktionen
1aBt sich die doppelte Integration in 8;,= <K®;,®;> durchfiihren. Das
Resultat lautet

8= 4n32 L Itk=ji+ 11372 4 [k=j1- 1137 - 21k= j1972 1,

Da die Funktion g aus (4.22c) zu kompliziert fiir eine exakte Integration
ist, wird die Simpson-Formel
zur Schrittweite h/2 verwendet. h €h, o Ch,2

Die hiermit erzielten Ergebnisse 1/2  0.03892,,, 0.03892 , ,
zeigt die Tabelle 3. Die Fehler 1/4  0.07962,,. 007263 ,,
sind den Kollokationsergebnissen 1/8 0.045 94 ,,"63 0.032 80 ;';9
aus Tabelle 4.5 sehr @hnlich. Da 1716 0.017 45 ;'16 0.01029 ',
[ «fasts in H'(1) liegt (genaver:  1/32 0.00551 ;. 0.00280 ,
in HS(I) fir s<I, so daB  1/64 0.00155,,, 0.00078 ;5

-, flz<C.h®) liefern die 1/128 0.00039 ~ 0.00024

9

liberlegungen dieses Abschnittes
einen Fehler ~O(h). Auch §4.6.4
wird  pessimistischere Kon-
vergenzordnungen vorhersagen,
als in Tabelle 3 zu beobachten.

4.5.3 Galerkin-Verfahren

Jabelle
fiir Beispiel (4.22a-c) mit stiick-

weise konstanten Funktionen,
numerische Quadratur von <¢;,¢>
durch Simpson-Formel
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4.6 Verschiedene Anmerkungen zu Projektionsverfahren

Die §4.6.1 und §4.6.3 werden die Diskretisierungen in verschiedene
Algorithmen eingebunden. §4.6.2 und §4.6.4 betreffen die Konvergenz-
analyse. §4.6.5 diskutiert eine andere Formulierung der Projektions-
methoden. SchlieBlich gehen §8§4.6.6-7 auf die numerische Quadratur
und ihren EinfluB auf die Lésungsgenauigkeit ein.

4.6.1 Regularisierung

Die Fehlerdarstellungen (3.12a,c) verkniipften den Fehler von f, mit
dem Projektionsfehler f-II,.f. Letzterer ist aber nur dann hinreichend
klein, wenn f glatt ist. Dies sei noch einmal verdeutlicht anhand der

tibungsaufgabe 4.6.1 Sei f(xJ=vY x in [0,1]. Die Projektion I, sei
durch die stiickweise lineare Interpolation in den Stiitzstellen
{0,h,2h,...} definiert. Obwohl die Interpolation von zweiter
Ordnung ist, betrigt der Interpoiationsfehler ¥f-TT,fK_ =+vh/4.
Diese Potenz von h entspricht der Glattheitsordnung feCY2(I).

Folglich ist die numerische Ldsung durch die beschriebenen
Projektionsverfahren nur dann befriedigend, wenn die Lésung glatt ist.
Aufgrund des Regularititssatzes 3.5.1 ist die Lésung f nur glatt, wenn
die Inhomogenitit g in der Gleichung Af=g+ K[ hinreichend glatt ist.
Wie geht man aber vor, wenn g nicht glatt ist?

Es sei vorausgesetzt, daB der Integraloperator glattend wirkt:
KeL{C(1),C*(I})). Aus geC*{I} schlieBen wir mit Satz 3.5.1,
daB auch feC*(1). Im folgenden sei nicht mehr als feC(I) voraus-
gesetzt. Die Losung hat die Darstellung f=)’1(g+ Kf}). Auf der
rechten Seite ist Kf/A unbekannt, aber seine Zugehdrigkeit
zu C*(1) folgt aus der Annahme iiber K. Wir kénnen daher den Ansatz

(4.6.1a) f= ig-b?

mit einer noch zu bestimmenden Funktion ¢eC*(I) machen.
Einsetzen in die Integralgleichung liefert

gtAp = Af = g+Kf = g+ { Kg+Kop.
Somit haben wir die folgende Integralgleichung fiir ¢ gewonnen:
(4.6.1b) Ao = ¢+ Ko mit p=4Kg.

Die Annahmen g¢geC(I) und KeL(C(I),C*(l)) sichern eC*(I).
Wendet man ein Projektionsverfahren der Ordnung x» auf (1b) an,
erhialt man die volle Konvergenzordnung lo-¢,8=0(h*).
Die Niherung fiir f ergibt sich aus (1a) zu

(4.6.1¢c) fni=4g+o,

Da f-f,=¢-¢,, ergibt sich auch fiir f,, die volle Konvergenzordnung.
Der Name «Regularisierung» fiir dieses Verfahren leitet sich daraus ab,

{p,,: Projektionslésung von (1b)).
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daf man das urspriingliche Problem in eine neue Aufgabe (1b)
umformuliert, deren Losung hinreichend regulér (glatt) ist.

Das geschilderte Verfahren ldBt sich selbst dann anwenden, wenn die
Lésung f nicht im zugrundegelegten Raum C(I) bzw. L2¢1) liegt. Als
extremes Beispiel sei die Gleichung Af=g+Kf mit der Diracschen
Deltafunktion g=$, zu einem zel angenommen. Die Distribution
(veraligemeinerte Funktion) §,eC(I)° ist das Funktional mit
S f)=f(z) fr feC{l). Das Kollokationsverfahren ist hierauf nicht
anwendbar, weil §, nicht sinnvoll interpoliert werden kann. Das
Galerkin-Verfahren kann zwar noch definiert werden, aber alle

bisherigen Fehlerabschitzungen sind nicht anwendbar, da §, nicht zu .

L2(1) gehdrt. Die Funktion g=4Kg ergibt sich in diesem Fall zu
! x)=;’(k( x,z) und ist hinreichend glatt, wenn der Kern #
beziiglich des ersten Arguments glatt ist. Die Diskretisierung der
Gleichung (1b) stellt daher keine Schwierigkeit dar. GemdB (lc}
lautet die Losung f;,= $8,+ ¢

Das beschriebene Verfahren ist iterierbar: Falls die Inhomogenitit :

% von (1b) noch nicht glatt genug ist, kann man auch Gleichung (1b}
noch einmal regularisieren, vorausgesetzt, daB Ky glatter als y ist.

4.6.2 Abschitzungen in schwiicheren Normen

Zwei Normen I-! und ¥¥ wurden in Bemerkung 1.3.3 Equivalenf,

genannt, falls eine gegenseitige Abschitzung moglich ist. Wenn

dagegen M-B<CH-1, aber nicht 1-I<C'W-M gilt, so heifit B0 eine
schwichere Norm als 1-1. Offenbar impliziert eine Fehlerabschétzung
Uf,~f4=0(h%)auch Kf, - fE= O( h*) beziiglich der schwicheren Norm,
wihrend die Umkehrung im allgemeinen falsch ist. Beispielsweise
ist N-lgz.;) schwicher als die Maximumnorm §-lo .7, wenn H
beschrinkt ist. In (5.26¢c) ist IH,.,g-glw=O(h1/2) fiir geH!(I) die
bestmégliche Fehlerordnung. Die hieraus abgeleitete Ungleichung
A, g- gl 2¢5)= OC(h'/?) ist nicht mehr optimal, denn in (5.26b) haben
wir M, g~ g ;2 1) =0 (h) bewiesen. ’

Das letzte Beispiel nihrt die Hoffnung, daB man mit schwicheren
Normen hohere (bessere} Fehlerordnungen erzielen kann. Man beachte

jedoch, daB die bessere Fehlerordnung mit einem schwicheren -

FehlermaB erkauft wird. Es gibt jedoch Fille, bei denen eine
Abschitzung in einer schwicheren Norm vollig ausreichend ist.
Eine noch schwichere als die LZ(I)-Norm ist die (H'(I))'-Norm.

Bemerkung 4.6.2 Fiir alle feLZ(D) sei die HY{D) - Norm als Dualnorm
zur Solobev-Norm K- g1p, durch (2) definiert (vgl. Ende des §1.3.6):

(4.6.2) UFN =0 W1y o= sup U (f9) 2l /Relgapy: O+peHY (D)},
wobei (-,-)pzpy das LZ-Skalarprodukt (1.3.16) darstelle. §-1_; ist eine
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Norm auf LZ(D). Vervollstindigung von L?(D) unter der i-i_,-Norm
ergibt den Hilbert-Raum H {(D)*, den Dualraum zu H'(D). Die Einbettung
[2(D)cHYD) ist stetig: Nf#_,<¥flzp). Das L?(D)-Skalarprodukt 148t
sich auf H{(D)xH!(D)' stetig fortsetzen (vgl. Lemma 4c). so da8

(4.6.3) HF @ )pzapt < Uflysp Kol ,  fiiralle feH'(D), e H'(D)".

Grund fiir die Einfiihrung der 1-1_; -Norm ist das

Lemma 4.6.3 I, sei die orthogonale Projektion auf X,c L2(D). Es gelte
{4.6.4a) III,,@-QO'LZ(D) <Ch§¢lH3(D,.
Dann sind mit der gleichen Konstanten C die Ungleichungen

{4.6.4b) V,o-pl_, < Chlgplyz(p,.
(4.6.4C) E,p-00_, <CZh%Nply1p,

erfiillt. Die Operatornormen von II,-I sind abschitzbar durch

(4.64d)  FI-Hytpyerzp) =Vh~182(p) < '(p) < Ch,
(4.6.4¢) WIL,-INgt'pyentp) S CPhZ.

Beweis. (i) Sei peL?(D). Da II,, selbstadjungiert ist (vgl. Definition
1.3.32b), gilt fiir jedes yeH 1(D):

[, e-¢.9)zyl = [(p My~ 92yl <

< Rplpzpy M- whpzpy € Nolpzep) Chilylysp).
Die Definition (2) liefert die Behauptung (4b): §Il,p- oV _;<Chlpl 2.p;.

(4b) impliziert die zweite Ungleichung in (6d). Die erste Gleichheit ist
eine Folge des nachfolgenden Lemmas 4a.

(i) Mit IT, ist auch I-II,, eine Projektion: (I-1I,)%=I-1II,. Die
Abschidtzung

V- Ayt pyentp) = VI-T) (I-Tl ) g1 pyeuip) €

SU-Tbytpyerzao -T2y« gicpy < (CR)Ch)

beweist (4e). Hieraus ergibt sich {4c). =

Lemma 4.6.4 (a) Der zu TeL(X,Y) duale Operator T’ (vgl. Ende §1.3.6)
gehort zu L(Y',X’) und erfiillt #T'8y..y- = UThly_ . Sind

X, Y Hilbert~-Riaume, wird der duale Operator als adjungierter Operator
T*eL(Y’',X’) bezeichnet.

{b) Ist X ein in LZ(D) stetig eingebetteter Hilbert-Raum, kann X’ als
Hilbert-Raum aufgefaBt werden, in den L2(D) stetig eingebettet ist:

XcLZ(Dp)cX.

Dabei wird L?{D) mit seinem Dualraum identifiziert: fe LZ(D) wird mit
dem Funktional F: peLZ(D) +> F(p)=[pf(x)p(x}dx gleichgesetzt.
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{c) Die Hilbert-Riume X. Y seien stetig in LZ(D) eingebettet, oder L?(D} -

sel umgekehrt stetig in X oder Y eingebettet. Dann wird der adjungierte
Operator T*eL(Y’,X') konkret beschricben mit Hilfe des
L?-Skalarprodukt

(T*y,x}=(y,Tx) fiir alle yeY’ und xeX.

Dabei wird ausgenutzt, daB sich das LZ-Skalarprodukt (-,-)j2¢p,;
dank der in (b} beschriebenen Identifikation stetig zur Dualform auf
XxX’ erweitern ldBt: x'(x) = (x,x’Jp2(p) fiir alle x’eX’ und xeX.
(d) Ist k der Kern des Integraloperators K, so ist der adjungierte
Operator K* der Integraloperator mit dem durch (5) gegebenen Kern k*:

{4.6.5) k*(x,y) =k{y,x) fiir alle x.,yeD.
Beweis. Zu den Teilen {a-c) sei auf Hackbusch [2,8§6.3] verwiesen. Zum
Beweis von Teil (d) beachte man (Ko, ¢ )=l k(x,y)p(y)y(x)dxdy. @

Die Abschitzung (4a) trifft fiir das Galerkin-Verfahren mit den
stlickweise konstanten Funktionen zu. Fiir feH'(D) beweist (4c) eine
O(h?}-Abschitzung des Projektionsfehlers. Legt man in Satz 3.13 den
Raum X = H!(D) zugrunde, gelangt man zur

Bemerkung 4.6.5 (\I-K)~'e L(X,X) gelte fiir X=H!(D)". Die das Galerkin-
Verfahren definierende orthogonale Projektion erfiille (4a). Gehort
die Losung f von Af=g+Kf zu HY(D), so gilt die Fehlerabschitzung

{4.6.6a) U=y S A=K ) g tpy < gip)y CPRE g1 (p,

fiir die Galerkin-Lésung f,,. Das Galerkin-Verfahren sei durch die
stiickweise konstanten Funktionen gemiB (5.19a-f) definiert. 1 sei
regulirer Wert von K. Unter der in Lemma 6e diskutierten Voraus-

setzung KeL(HY(1),L?(1)) ist {K,;) in HY(I) stabil und konvergent:
(4.6.6b) Wf-f.0_; < const hBfhy1cp).

Beweis. Fiir den zweiten Teil verwendet man, daB H!(I) in L2(I)
kompakt eingebettet ist {Beweis: Die mittlere der Einbettungen
HI(I) ¢ C172(I) ¢ C(I) « L?(1) ist kompakt {vgl. Satz 1.3.27), die
iibrigen sind stetig (vgl. Lemma 5.24). Nach Satz 1.3.23a ist das
Produkt der Einbettungen kompakt. Vgl. auch Hackbusch (2,§6.41)}.
{iber Satz 1.3.23d ist L2(1)c HY(I)" kompakt eingebettet. In Analogie zu
Bemerkung 3.4.13 ist K ein in H!(1)’ kompakter Operator, so daB
Satz 3.11 mit X=H!(1)" anwendbar ist. -]

Um die Voraussetzungen KeL(HY(D)',HYD)) und (AI-K) le
L(HYD) ,HY(D})') der Bemerkung 5 nachpriifen zu kénnen, seien einige
hinreichende Bedingungen im nachfolgenden Lemma aufgefiihrt.
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Lemma 4.6.6 (a) Die Aussage KeL(HYD)' ,H(D)'} ist #quivalent zu
K*eL(HY(D),HY(D)}). Insbesondere sind alle Bedingungen der Art
K*e¢L(X,Y) mit stetigen Einbettungen YcH!(D)cX hinreichend,
z.B. K*eL(L%(D),H' (D)), K*eL(L%(D),C'DJ) und, falls DcR!
oder D=30 mit QcR? auch K*e L(C(D},C'{D}).

{b) Sei 1+0. Die Inverse (A[-K) 'e L(HYD) ,H!D)) existiert in
diesem Raum, wenn (A-K)~'eL{L%(D),L2(D)) und KeL(H! (D), LZ(D))
oder K*eL(L2(D),HY(D)).

{c) Die Stabilitit ¥ (AI-K,,) "4 u1(py «H'(p)y <const beziiglich HY(D}'
folgt aus der Stabilitit beziiglich L?( D) und der Regularititsbedingung
KR g1 p)« L%(p) S const.

(d) Die letztgenannte Regularititsbedingung VKiky!(p) « 12(p) € const
folgt fiir Projektionsverfahren aus KeL(H!(D), L2(D)) oder
K*¢L(L?(D),HYD)) (vgl. §3.4) und der Stabilitit der Projektion
beziiglich L2(D) (vgl. (3.3.c)).

(e} Hinreichend fiir KeL(HYD),L?(D})) und damit fiir
K*¢L(L?(D).H!(D)) sind die Bedingungen k, k,eL?(DxD).

(f)/ Hinreichend fiir KeL(H!(D)', L®(D)) ist die Bedingung
sup{plk(x,y)?+ky(x,y)?1dy: xeD}<o.

Beweis. (i} Teil (a) ergibt sich aus Lemma 4a. Fiir die Beispiele
beachte man, daB die Einbettungen C!(D)c HY(D} {sowie H!(D)cC(D)
fiir eindimensionale Bereiche D) stetig sind (vgl. Lemma 5.24).

(i) Wegen L?(D)=L%(D) (vgl. Lemma 4b) ist nach Lemma 4a
(M-K)'eL{L?(D),L?(D)) iquivalent zu (XM -K*}"1e L(LZ(D),L%(D)).
Nach Satz 3.5.1 schlieBt man auf (XI-K*)"'eL(HY(D) H'(D)),
was wiederum nach Lemma 4a zur Behauptung des Teiles (b) fiihrt.
Der Beweis des Teiles (c) ist analog.

(i) Fiir Teil (d) verwende man K,=I,K, KX=K*II} und
MV 2(pyer2py =T, 2(p) 12(p)SCONSL.

(iv) Sei peH!(D})'. Mit Ungleichung (3) 4Bt sich ¢:=Kyg durch

HKe)(x)=1 [[k(x,y)g(y)dyl=1(k(x,),@ ) I<UK(x, W ggiep) Npl_,

abschiétzen. Integration iiber xeD liefert zusammen mit der Norm-
definition [pdk(x, )Wt p)dx = Jplptk®+kZ1dydx die Behauptung (e).
Teil (f) ergibt sich aus der obigen Abschiatzung von (Ko }(x)I. o

{bungsaufgabe 4.6.7 (a) Auf I=[a,b] sei k als Faltungskern k(x-y)
mit keC(La-b,b-al) definiert. Man zeige K,K*eL(H'(I),C!(I1)).
(b) Sei k(x,y)=1x-yl¥ mit yeR. Man beweise KeL(H! (D) ,L%(D)})
fiir y>0 und KeL(H'(D)",L®(D)) fiir y>}. Hinweis zu (a): Satz 3.4.5b.
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Die bisherigen Uberlegungen demonstrieren an einer speziellen
Situation die Verwendung der schwicheren Norm &i_;. Indem man die
Dualnorm Kh_, zu H¥(D) bildet (vgl. Ende §1.3.6 und Definition 5.23),
lassen sich die folgenden Verallgemeinerungen beweisen.

Bemerkung 4.6.8 (a) Aus der (4a) entsprechenden Fehlerabschitzung
(46.7a) §I9p-ol 2 <ChXlplykp) fiir peHX(D)

folgt (7b} oder allgemeiner (7c):

(4.670) NI,p-ol_ <CZh2%Mphykep,  fir peH (D)

4.67¢)  §I,p-ph, <C hP hplysp, fir -k<a<0<B<k peHA(D).

{(b) Das Galerkin-Verfahren mit dem Unterraum der stiickweise
linearen Funktionen erlaubt die Fehlerabschitzungen (7a-c) mit k=2,
In der H-2-Norm erhilt man als maximale Fehlerordnung O(hd).

Die Ungleichung {(7c) gilt auch fiir nichtganzzahlige « und 8. HS(D) fiir
allgemeines s¢R ist z.B. in Hackbusch [2,86.2.4] erklart.

Die Beweise des Lemmas 3 benutzen wesentlich die Selbstadjungiert-
heit der orthogonalen Projektion II,;. Deshalb lassen sich die Resultate
nicht auf Kollokationsverfahren mit einer nicht-orthogonalen
Projektion II, iibertragen. Trotzdem erhdlt man auch fiir einige
Kollokationsverfahren bessere Fehlerordnungen in schwiacheren
Normen, wie das folgende Beispiel zeigt. Die folgende Ungleichung (8)
ist ein Beispiel einer nichtoptimalen Fehlerabschidtzung, da die
Differenz 2-(-1)=3 gréBer ist als der h-Exponent 2.

gt AN AR M A K P b A S A e o

Beispiel 4.6.9 I'I,,M sei die Interpolation mit stiickweise konstanten
Funktionen in I=[a,b] wie in Bemerkung 4.8. In LZ(I) besteht
die (4a) entsprechende Abschitzung des Interpolationsfehlers durch

(4.6.8a) 1,p-plpzcpy <Chlolygiy,. fiir alle peH(1).
Es gilt aber auch
(4.6.8b) VIpo-ph_, < ChZlplyz(y) fiir alle peH2(I).

“Beweis. Durch Taylor-Entwicklung wie ini Beweis zu Lemma 5.21. Im
dquidistanten Fall kann man auch Fourier-Entwicklungen verwenden. o

Die Verwendung schwicherer Normen kann sogar die Stabilitat einer
Projektion erzeugen: VI By . x <const kann fiir Yc X gelten, obwohl
suplI }y x = . Fin Beispiel ist die Polynominterpolation auf I=0Ca,bl.
Wie zu Beginn von §4.4.3 erwihnt, ist die Interpolation II, durch
Polynome instabil im Raum X=C(l). Es gilt aber der folgende
Satz von Erdés und Turan, dessen Beweis in Szegé [1,5.3311 zu finden
ist. Die im Satz erwihnten Orthogonalpolynome sind die gleichen,
die von der GauB-Quadratur zu einer Gewichtsfunktion w bekannt
sind (vgl. Stoer [1,§3.51).

4.6. Verschiedene Anmerkungen zu Projektionsverfahren 131

Satz 4.6.10 Sei w(x)2e>0 in I=[(a,b]. Das Kollokationsverfahren
definiere man durch Polynominterpolation (d.h. X,={ f+ Polynom vom
Grad <n—1)) in den Kollokationspunkten Z,={§; ,: 1<j<n, Nullstellen
des n-ten Orthogonalpolynoms beziiglich der Gewichtsfunktion w}.
pann gilt die Konvergenzaussage Kf-I,f# 2¢y) =0 fiir alle feC(1).

Folgerung 4.6.11 (i) Unter den Voraussetzungen des Satzes 10 gilt die
stabilitdt RIT,E 21y c¢py<const. (ii) Erfiillt K die Regularitdtseigen~
schaft KeL(L?(1),C(1)), so hat man die Konsistenz des Kollokations-
verfahrens: K¢ ~ Ko fiir alle peL?(1). (iii) Gilt sogar KeK(L*(1),C(1}),
so konvergiert K,»K in der Operatornorm {-V2.p)072¢g).

Beweis. (i} nach Satz 1.3.15. (i) ist direkte Folge des Satzes 10.
(sii} ergibt sich aus Lemma 3.8, in dem A e¢L(X.X) und KeK(X.X) ohne
Anderung der Beweisfiihrung durch A eL{Y. X} und KeK(X,Y) ersetzt
werden kénnen. o

4.6.3 Das tterierte Verfahren

Sei f, eine Niherungsldsung, die man durch irgendein Verfahren
erhalten habe. Dann 4Bt sich die «citerierte Niherung» f, durch

(4.6.9) foi=$(g+Kf,)

definieren. Der Fehler von fn 148t sich sofort mit jenem von f,
ausdriicken:

(46100  f-fn = 4K(f-f,).

Der Sinn dieses Vorgehens besteht darin, daB8 man haufig fiir K(f-f,)
bessere Fehlerordnungen als fiir f-f,, erzielen kann. Die allgemeine
Situation wird im folgenden Lemma dargestellt.

Lemma 4.6.12 Es sei YcXcZ. Aus einer Fehlerabschitzung
1f-flz<ChXifly zusammen mit der Regularititsannahme
Kel{Z.X} folgt die Abschitzung (11) fiir die iterierte Naherung:

(4.6.11) Hf= folx SC X Ufky .

Ist die Z-Abschitzung quasioptimal beziiglich des Projektionsunter-
raumes X,,: 0f-f,lz<C inf{df-plz: peX,), so gilt (11) in der Form
(46,11  Bf- ol <C’ infllf-plz peXy).

In der Anwendung ist X der zugrundeliegende Raum, wahrend I-1z als
schwichere Norm gewihlt wird, zu der nach §4.6.2 eine bessere Fehler-
ordnung als zu I-ly gehort. Indem wir die Resultate des vorigen Unter-
kapitels einsetzen, erhalten wir die folgenden Anwendungsbeispiele:

Belsplel 4.6.13 (a) Fiir das Galerkin-Verfahren mit stiickweise kon-
stanten Funktionen hat die iterierte Lésung f,, eine quadratische Fehier-
ordnung in L2(1): N f-fulpzery SChERfly1eqy, wenn K*eL(LZ (1), H!(D).
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(b) Das Kollokationsverfahren mit stiickweise konstanter Interpolation
fiihrt auf die quadratische Fehlerabschitzung §f ~frlzen SCRENfUy2(p),
wenn K e L(L*(1),H*(1)).

{c) Unter der verstirkten Bedingung KeL(H(1)",L*(1)) (vgl. Lemma 6f)
konvergieren die Verfahren aus (a) und (b) gleichmiBig:
VS =Fibo SChZNflys(p) mit B=1 fiir Fall (@) und =2 fur Fall (b).

(d) Fiir das Galerkin-Verfahren mit stiickweise linearen Funktionen

ist die iterierte Lo&sung f,, in L?(I} von vierter Ordnung:
Vf-folpzeq) SChiNfhyzy, wenn K*eL(LZ(1),HA(D).

Beweis. (i) Die -Bedingung K*eL(L?(I).H'(I)) in Teil (a) wird sowohl in
Lemma 6d als auch in der iquivalenten Form KelL(Z,X) mit Z=HUI)
und X=L2(I} in Lemma 11 benétigt.

{ii) Fiir (b) und (d) verwende man Beispiel 9 bzw. Bemerkung 8b. m

Eine weitere Anwendung des Lemmas 12 liegt in der Méglichkeit, den
Fehler f-f,, in stdrkeren Normen abschétzen zu kénnen. Wenn z.B. nicht
primir f, sondern seine Ableitung f° interessiert, bendtigt man eine
Fehlerabschatzung in H!(I) oder C!(1). Diese erhélt man beispielsweise
aus Bf-folpzcp), wenn KeL(L?(I).H'(I1)) bzw. KeL(L2(1),CHI).

Eine andere Moglichkeit, zu den obigen Fehlerabschitzungen zu
gelangen, besteht in der Darstellung des Fehlers von f,, durch (12c).

Satz 4.6.14 f, sei die Lésung des durch II, charakterisierten
Projektionsverfahrens: Af,=II,g+1,Kf,. Die durch (9 definierte
iterierte Losung fn ist Lésung der semidiskreten Gleichung (12a), die
bereits als modifizierte Projektionsgleichung (3.8) erwidhnt wurde:

(4.6.12a) Af,=g+KIL, f,.
Die Projektion angewandt auf fn reproduziert die Projektionslosung f,:
(4.6.12b) I, fr=fn.

fi. hat die Fehlerdarstellung (12c), wobei die auftretende Inverse
(A[-KII,)"'eL(X,X) zusammen mit (M-IT,K)™' existiert:

(4.6.12¢)  f-fn= (M-KI) ' K(I-T(f-f,).
Beweis. (i) Multiplikation von (9) mit II,, liefert A1l fo=T,9+.Kf,.

Der Vergleich mit der Projektionsgleichung Af,,=1,g+ II,Kf,, beweist
(12b). Setzt man die Darstellung f,,= II,, f;, in (9) ein, erreicht man (12a).

() Aus A(f-f)=K(f-f,) und (12b): I, fu=f, schlieBt man
(M=K )(f-F) = Mf=fr) - KL f -1, f) =
=K(f-fo)-K(If-fp) =K(f-TL,f ) =K(I- ) (- f).

Zur Inversen (A I-KII,)~! vergleiche man Bemerkung 3.10 und (3.10a). ma
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Man kann das be;chriebene Verfahren iterieren, indem man die zweite
jterierte Naherung 7,, r=d(ge Kf;,) bestimmt. Da f - 7n=l'2K2(f-f,1),
kann dieses Vorgehen im folgenden Beispielsfalle gerechtfertigt sein.
Sei Vf- [ ¥_»=0(h}), wihrend man eine Fehlerabschitzung in L%(D)
wiinscht. Es gibt Operatoren K mit KeL(HZ(D)'H'(D)’) und
KeL(H'(D), L2(D)), ohne daB KeL(H?(D)'.L?(D)) gelten wiirde.
In diesem Fall erfiillt erst die zweite Iterierte die Abschitzung
tf-f42py=O(hi).

AbschiieBend sei daran erinnert, daB die Berechnung von f;, nach (9)
die (exakte) Integration von [k{x,y)f,(y)dy erfordert. Scbald man
hierfiir eine Quadraturformel einsetzt, hat man weitere Fehler-
betrachtungen durchzufiihren.

4.6.4 Superkonvergenz

Von Superkonvergenz spricht man immer dann, wenn eine bessere als
eigentlich erwartete Konvergenz auftritt. Wenn z.B. if-f,1=0(h)
die optimale Fehlerabschitzung ist, kann es trotzdem Punkte
EeD gegeben, fiir die lf(E)—f,,(E)!:O(hz) gilt. Im zunidchst zu
diskutierenden Kollokationsverfahren werden diese «Superkonvergenz-
punkte» die Kollokationsstellen sein.

Der Fehler f- f,, kann in den Projektionsfehler f-1II,f von f und die
Projektion II,f - f,= I( f- f,,} des Gesamtfehlers f- f,, zerlegt werden:

(4.6.133)  f-fn=(f~T.f}+ (II,f-f,).

Fiir den ersten Summanden M, f-f wurde in (3.12c) die Darstellung
o,f-f=(-K)TK (- )f

gefunden, die zur Abschiatzung (3.12b) fiihrte:

(4.6.13b) BRI, -0 < W (AI-K)“'W 0TI, 0 EK(I-TT, ) 0.

Eine dhnliche Zeriegung enthilt das

Lemma 4.6.15 Sei A% 0. Fiir die Projektionslésung gilt die Darstellung
(4.6.14) fefo=f-T.f + 2 0K(f-f,).

Beweis. Anwendung von IT,, auf Af=g+K/f liefert Al,f=1,g+I,Kf.
Subtrahiert man hiervon die Projektionsgleichung Af, =1I,9+I[,Kf,,
gelangt man zu IT,f- f,,= % I, K(f-f,). Einsetzen in (13a) liefert (14). m

Bemerkung 4.6.16 Sowohl fiir K (I-11,,)  aus (13a) als auch fiir K(f-f,)
aus (14) kann man mit Hilfe der in 8§4.6.2-3 diskutierten Abschitzungs-
techniken zu Fehlernormen VK (I-IT)f¥, VK(f-f )1 von hb6herer
Ordnung als 1 (I-11,,) f1 und ! f - f,,0 gelangen. In diesem Falle stellt der
Projektionsfehler f~1I,,f den dominanten Anteil des Fehlers f- f,, dar.




134 4. Numerik der Fredholmschen Integralgleichungen zweiter Art

Nach Definition der Projektion IT,, beim Kollokationsverfahren gilt
f(E)=(11,f)(E) fiir alle Kollokationspunkte {eZ,,. Somit entfillt dort
der nach Bemerkung 16 sonst dominierende Fehler (- I, fE) und es
bleibt:

@615  [(E)-f(E)=(Tf-f)(E)= $ LIK(f-f)1(E) fiir alle Ee5,,

Werden  die Lagrange-Funktionen  als Basis verwendet
{(vgl. Bemerkung 4.3 und Satz 4.13), werden ohnehin nur die Knoten-
werte {f,(E): EeE,) aus (15) berechnet. Die bisher présentierten
Beispiele benutzen daher natiirlicherweise die diskrete Maximumnorm
max{if(E)-f(E)): EeE,) oder die entsprechende Euklidische Norm

(R gz, | FIE)-f,(E)12)!72, die lediglich die Werte aus (15) verwenden.

Zwei Beispiele fiir Superkonvergenzaussagen iiber die Kollokations-
{6sungen sind dargestellt in

Satz 4.6.17 Sei ) kein Eigenwert des Integraloperators KeK{C(I),C (1}).
{a) Das Kollokationsverfahren sei durch stiickweise Kkonstante
Interpolation wie in Bemerkung 4.8 oder {5.19a-c,e} definiert. Dann giit

(4.6.16a) max {1 f(EJ-f(E)t: EeZ,) sChifhyty fiir feH(1),
falls KeL(LZ(I1),L=(1)) (hinreichend: f;k(x,y)?dy<C; fiir alle xeI). und
(4.6.16b)  max{If(E)-fa(ENl: EcE,} SCh2Ufhyzeyy  flir feHE(I).

falls KeL(H'(I1)',L=(I)) (hinreichende Bedingung in Lemma 6f).

(b) Fiur Kollokation mit stlickweise linearer Interpolation wie
in (5.29a-d) gilt (16b) unter der Voraussetzung KeL(LZ(1),L(I).

Beweis. Man verwende (14}, (15) und Beispiel 9 und beachte die
Stabilitat von IT,, beziiglich - 1. =

Fiir das Galerkin-Verfahren wollen wir ein analoges Resultat
beweisen. Es basiert auf dem

Lemma 4.6.18 IT,, sei die orthogonale Projektion auf dem Raum X, der
stiickweise konstanten Funktionen iiber der Intervallzerlegung (5.19a-d)
von I=[a,bl. In den Teilintervallmittelpunkten (5.19e): &;+ =3 (x;+x;_)
(i=1,2,...,n) ist der Projektionsfehler von zweiter Ordnung:

(4.6.178) (I, g)(E) - g(E) € Ch2Ng Ve 1, .x;1 € ChZhghcza

fiir alle geCZ(1), wihrend der Fehler sonst von der Ordnung O(h) ist.
Ebenso gilt fiir alle geCL{1) mit der Lipschitz-Konstanten L, fiir ¢', daB

4.6.170) (I, g)(E) - glEI < ChZLy. .

Sind die zweiten Ableitungen nur quadratintegrabel, d.h. geH 2(1),
so erhilt man in den Punkten aus (5.19¢) noch die Ordnung 1.5:
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(4.617¢y W, g)(E) - g(EJL < ChR3¥ZHg N2y, .

Fiir die mit der Intervalldnge gewichtete Euklidische Norm des Vektors
((M,9)(E) = 9§ )hay....n gilt

(4.6.17d) (21|x,—x,_,l (T, g)(E) - gCENZ)72 < ChZhg” Uz,

[st weiterhin A ein regulirer Wert von KeL(H '(1),C(I}) bzw.
KeL(H™HI),L?(1)), und gehort die Losung f der Integralgleichung zu
ci(1) bzw. H?(1}, so gelten die Fehlerabschitzungen (17e) bzw. (17f)

(4.6.17¢)  max{If (&) - fIEN < ChZiflcin .
(4.6.17F) (1§I|x,-x,_,l (80 = FIEDE)Z < Ch2H figey

fiir die Galerkin-Losung f,,.

Beweis. (i) Durch partielle Integration beweist man die Darstellung

S Xk
4.6.178)  (g-T,g) (E)= [ (E=x)g" () dx -4 s—t— [(x,=x)2g" (x) dx.
Xk KXkt

Hieraus schlieBt man sofort auf (17a,c). Beziiglich (17b) beachte
man den auf den Beweis zu Lemma 5.31 folgenden Absatz.

(i) KeLOH™1(F),C(1)) impliziert KeL(X,X) fiir X=C(I) und X=12(1).
Da die Einbettungen C(I)cH™1{(1) und LZ(1)c H™'(I) kompakt sind, ist
K sogar kompakt in X=C(1) und X=L%(1) (vgl. Beweis zu Bemerkung 3).
GemiB Lemma 15 haben wir f-1II,f und {II,,K(!'— f) in E; abzuschiétzen.
{17b) liefert die Abschitzung fiir f- II,,f. Lemma 6b,c ist anwendbar, da
KeL(H™'1),C(1) auch KeL(H~'(I1),L%(1)) impliziert. Somit sind die
Voraussetzungen der Bemerkung 5 erfiillt und ergeben (6a):
U~ SChAUfiy1yy <CHAflc (). Uber KeL(H™!(1),C(1)) und die
L*=-Stabilitdt von IT,, erhilt man (17e).

(iii) Der Beweis von (17f) ist im wesentlichen analog. Anstelle
von (17b) wird (17d) verwandt. KeL(H™'(1),L?(I)) garantiert
wie in (1) die Abschitzung Hplp2.; <ChZUflyry, fiir ¢:=K(f-f,).
Man beachte nun, daB8 die Anwendung der Schwarzschen Ungleichung
{ [fnedx1?<u(l)fe?dx ) auf die rechte Seite in (5.22) zu

VX=X g W9 ) (X < Rplp2q, ) fiir alle xely

fuhrs Summation der quadrierten Ungleichungen liefert O(h?)ifligyr )
fiir $ILK(f~-f,) in f-f, und beendet den Beweis zu (17f). oz

Der Beweis im Teil (i) nutzt aus, daB der Projektionsfehler g-II,, g fiir
eine lineare Funktion Nullstellen in allen «Superkonvergenzpunkten» &;
hat. Allgemein ldBt sich der folgende Hinweis fiir die Suche nach
Superkonvergenzpunkten geben:
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Bemerkung 4.6.19 II,, sei exakt fiir alle Polynome vom Grad <m, d.h.
I,xV=x" fiir alle xeI und O<v<m. Unter den Voraussetzungen (19a-d)
gilt §g~IT,gke <Ch™ gl 1) oder g-TL gz Ch™ ghgmeig,
Fine um eine Ordnung verbesserte Fehlerabschitzung erhdlt man in
Punkten Fel mit (I,x™*)(E)=Em*

4.6.5 Allgemeinere Formulierungen der Projektionsmethode

Die Kapitel §4.4 und §4.5 beschrinken sich auf zwei Arten von
Projektionen II,: die Interpolation und die orthogonale Projektion.
Daneben gibt es selbstverstidndlich eine Vielfalt weiterer Moglich-
keiten fiir Projektionen.

Die in §4.3 eingefiihrten Projektionen erfiillen zwei Aufgaben. Zum
sinen definieren sie einen Unterraum X,,, in dem die Lésung f,, liegen
soll. Desweiteren wird die semidiskrete Gleichung aus der Bedingung
M,d,=0 fir den Defekt d:=3f,-Kf,-g erhalten (vgl. (3.5a)). Eine
weitere, scheinbare Verallgemeinerung besteht darin, II,d,=0 durch
ﬁnd,,= 0 mit einer von II,, verschiedenen Projektion ﬁn zu fordern. Ist ﬂn
eine Projektion in X, so ist der Dualoperator %, =11, eine Projektion im
Dualraum X'. ﬁ,,dn=0 ist aquivalent zu den folgenden Bedingungen:
W p(fld)=0 fir alle peX', @) (R p)d,=0 fiir alle peX’,
(iii) pd,=0 fiir alle peX;, = Bild(?,).

Wir gehen von der Charakterisierung (iii) aus und fiihren neben X,

cinen ebenfalls n-dimensionalen Unterraum X;, des Dualraumes X’ ein.
Sei {®},..., Py} eine Basis in X

(4.6.18a) X, =span{®j,..., ) ec X"

Die neue Projektion ﬁndn=0 fir d,=Af,~Kf,-g schreiben wir als
4.6.18b) p(Afy-Kf,-g) =0 mit fpeX,  fiiralle peXp. ‘
Nach der Basiswahl (18a) ist (18b) #quivalent zu den n Gleichungen
(4.6.18b) & (Af,-Kf,-g)=0 mit freXp fiir alle j=1,..,n.

Fithrt man das Dualprodukt <¢,f>:=p(f) auf X'xX fiir X’ und feX
ein, schreibt sich (18b’)} als

(4.6.18b") <9y, AMo~Kf-9>=0 mit foeX, firalle j=1,...n.
Da man f,, als Funktion in X, ansetzt, nennt man
(4.6.18¢)  X,=span{P,..., Pl c X

den Ansatzraum und die Basisfunktionen &; die Ansatzfunktionen.
Dagegen heiBen die Funktionale &; in (18d") die Testfunktionen.
X,, heiBt der Raum der Testfunktionen oder Testraum.

Nachdem man schon konkrete Basisfunktionen in X,, und X;, gewéhit
hat, erhilt man das diskrete Gleichungssystem nach Einsetzen des
Ansatzes f,=Xa;®; in (18b").
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4.6.20 Das Problem (18b") mit dem Ansatz f,=3 a;®, ist
gquivalent zum Gleichungssystem (AA-B)a=b. wobei die Koeffizienten
von A, B und b wie folgt lauten:

a1k=<¢'j', @k>' Bik=<(pjl’K®k>' 51=<®]I.g>

tibungsaufgabe 4.6.21 Man zeige: Ist die Matrix A aus Bemerkung 21
regulir, so gibt es Funktionen ®feX,, so daB (&7 f>=5;,
{Kronecker-Symbol, 1<j,k<n). {®f,... &)} bildet eine Basis von X,.

Um zu einer Darstellung der Diskretisierung in einer semidiskreten
Form zu gelangen, wihlen wir ¢ (1<k<n} gemiB Uibungsaufgabe 20
und fiihren die Projektion

46193 mu: X' Xhe X mit waop v i <, B8 O

ein. Man priift leicht nach, daB r,eL(X', X'}, Bild(r,)=X,, und
7,97=P;; also ist w, Projektion von X' auf X;. Aus der Gleichung
{npp f> = Z<p. B> (&p.f> = {p LDy > BF) gewinnt man die
Darstellung (19b) der zu r,, dualen Projektion, die mit II,, bezeichnet sei:

(4.6.19b)  H.f:= 5, <P f> L.
Da{®F....,d}} eine Basis von X,, bildet, ist IT,, eine Projektion auf X,,.

Die oben mit (i) - (iii} bezeichneten zu ﬁndn= 0 #4quivalenten
Bedingungen lassen sich jetzt durch die folgenden Aquivalenzen
fortsetzen: (iv) <m,p,d,>=0 fiir alle ¢eX’, da X,=Bild(x,);
) <p, I,d,>=0 fiir alle peX"; (vi) II,d,,=0. Somit haben wir II,,d,=0
auf ein Projektionsverfahren mit einer Projektion II,, auf den
Ansatzraum X,, - wie in §4.3 beschrieben - zuriickgefiihrt.

Sind yx,¢T, geeignete Testfunktionen (dimT,=dimX,) und Q, eine
Quadraturformel, beschreibt II,d,,:= Q,(x,,d,} eine Projektion, die zu den
duBerst interessanten fiihrt (vgl. Sloan {31}, die
héhere Konvergenzordnungen in geeigneten Normen errreichen kénnen.

Die folgenden Beispiele formulieren das Galerkin- und Kollokations-
verfahren in der Form (18a,b").

Beispiel 4.6.22 (Galerkin-Verfahren) Der Hilbert~-Raum wird mit
seinem Dualraum identifiziert: X=X’. Das Dualprodukt <-,-> ist mit
dem Skalarprodukt identisch. Wiahlt man X,,=X;, (Ansatzfunktionen =
Testfunktionen), erhiiit man das Galerkin-Verfahren.

Beiapiel 4.6.23 (Ko!lokationsverfahren) Sei X=C{(D). E, seien die
Menge der Kollokationspunkte &;,...,£,,. Wir wihlen als Testfunktionen
die Diracschen Deltafunktionen @;=38g; fiir §;¢5,, die im Dualraum
C(D)" liegen und durch <{8g,f>:=f(§;) definiert sind. Damit
definiert (18b") das Kollokationsverfahren. Die vorhin verwendeten
«dualen Basisfunktionen» &} sind die Lagrange-Funktionen L.

Die zu der Wahl von ¢; und ¢; duale Situation enthilt das
Beispiel 4.6.24 (vgl. Routsalainen - Saranen [11) Als Ansatzfunktionen
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seien die Deltafunktionen &;=38g; fiir £jeZ, gewahlt: X, cX:=C(D)",
Als Testfunktionen dienen mindestens stetige ®jeX,,c C(D). Die Matrix-
elemente von A und B lauten gemd8 Bemerkung 20 oy =®;(Ex) und
Bikzzﬁbi'(x)k(x,fk)dx (vgl. hierzu (4.9b,c)). Die semidiskrete Ltsung
fn=Y gz, legt in C(D)', aber nicht in L={D) oder L%(D). Dies
schlieBt Fehlerabschitzung mit k-l oder K-Myzp) aus. Im ein-
dimensionalen Fall D=IcR ist mit H{(I)e C(I) auch C{I)'c HYU(I) stetig
(sogar kompakt) eingebettet (vgl. Lemma 5.24). Neben der Dualnorm
C(1)" steht daher die in §4.6.2 definierte Dualnorm k-1, zur Verfligung,

Beispiel 4.6.25 («Methode der kleinsten Quadrate») Sei X =
span{®,,...,&,} ein Unterraum des Hilbert-Raumes X. Wihlt man X} =
span{®j,..., P, ) c X mit & =(A[-K)®;, s0 ist [, aus {18b") die Losung
der Mim’mierungsaufgag)e 1(x1-K)gp~-ghy=Minimum iiber alle peX,,.

4.6.6 Numerische Quadratur

Wie die numerischen Beispiele zum Kollokations- und Galerkin-
Verfahren deutlich machten, sind in der Praxis die Integrationen zur Be-
stimmung der Koeffizienten von A=A, B=B, und b=b,, nicht durch-
filthrbar, so daB man auf geeignete Quadraturformeln zuriickgreifen muB,

Im folgenden beschranken wir uns auf die Diskussion der Quadratur
in B. Mit B sind die Koeffizienten von B beschrieben, wiahrend Bjx die
mit Hilfe einer Quadratur angeniherten Werte seien. Die Matrix (.B"J
wird engsprechend mit B bezeichnet. Der Quadraturfehler von Byx ist
$Bjk = By~ By und bildet die Fehlermatrix §B=B-B. Wihrend f,
die semidiskrete Losung ist, bezeichnet 7,, die Lésung mit numerischer
Quadratur und §f,, = f,,- f,, den Effekt des Quadraturfehlers.

Der EinfluB der numerischen Quadratur kann auf zwei Ebenen dis-
kutiert werden. Man kann (i) die Abweichung éB als Ausgangspunkt der
Fehlerabschdtzungen nehmen oder (ii) nach der Differenz 8f,, fragen.
Der Zugang (i) hat den Vorteil, die Stabilitit ohne weitere Bedingungen
zu sichern und Fehlerabschitzungen fiir §f,, zu liefern, die nicht von der
Glattheit der Losung f abhingen. Die von (i) ausgehenden Uber-
legungen fiihren in einigen Fillen zu besseren Abschitzungen von 8f,.
In konsequenter Anwendung fiihrt dieser Zugang jedoch von den
Projektionsverfahren weg zum Nystrom-Verfahren (vgl. §4.7, §4.8.1.3),

Wir beginnen mit der Beschreibung der Fehlermatrix $B=B-B.
Es sei im folgenden vorausgesetzt, daB die Triger der Basisfunktionen
®; die Lange O(h) besitzen. Ferner sei ®; so skaliert, daB B;;=0(h).
Letzteres fiihrt zu ABH_=O(1) und 1B,=0(1). Man beachte, daB
alle Integrationen nur liber den Trdger von ®; ausgefiihrt werden
miissen. Eine geeignete Quadratur filhre zu einem Quadraturfehler
5,5,,(=O(h’+") mit %>0. Die Zeilensummen- und Spektralnorm der
Matrizen lauten demnach

4.6.20)  WsBN_=O(h*), 15Bl,=O(h*), 1BIZ!=0(1), 1Biz'=0(1).
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Anstelle von (AA-Bla=b wird die durch §B gestérte Gleichung
4.6.21) (rA-Bla=b
gelost. GemiB §4.4.4 und §4.5.5 sei cond{31A-B)=0(1) angenommen.

Satz 1.4.30 garantiert dann zusammen mit (20) die Abschitzungen (22a)
pzw. (22b) des relativen Fehlers fiir hinreichend kleines h:

@622a) Ba-ai /Hal, < O(RX),
4.6220)  Rd-ak, /lak, < O(h*)

{vgl. (1.4.23e)). Uiber die Darstellung f,,= % x;&; bzw. f. =3 %;P; iiber-
tragen sich die Abschitzungen (22a,b) auf die Norm von f,-f,,, denn die
pisher vorgeschlagenen konstanten/linearen Ansatzfunktionen &
erfiillen die Voraussetzungen des Kriteriums 5.9 (vgl. tibung 5.19/27){

Bemerkung 4.6.26 (a) C,(®) sei die in (5.9) definierte GroBe, die unter
den Voraussetzungen des Kriteriums 5.9 gleichméBig beschrinkt ist.
Fiir die semidiskreten Galerkin-L&sungen f,, (bei exakter Integration)
und f',, {bei numerischer Quadratur) gilt unter der Voraussetzung (22a)
die Abschidtzung (23a) des relativen Fehlers von §f,: = fn- fn:

(4.6.230)  Af~f b, /My <C (PINT-ak,/Ral,.

{b) Ist A=A, die Matrix aus (5.7b), so gilt

(4.6.236)  Wf-fndpzepy/ Ufulp2(p) < Ycond,{AY bd-al,/Hal,.

{¢) Unter der Voraussetzung C,(®)<const bzw. condg(A)<const
folgt aus (22a/b) und (23a/b) die Abschédtzung Ifn—fn! /4f 8 < O(h™).

Beweis. Dem Beweis des Lemmas 5.8 entnehmen wir die Ungleichungen
18f, Ho= T, 81 b <HLIP M N d - all, und Hal, < AT max, 8P,y 1) If B, .
Hieraus schlieBt man auf (23a). Die analogen Ungleichungen fiir (23b)
findet man im Teil (iii) des Beweises zu Lemma 5.11. o

Bei der Beschreibung konkreter Quadraturverfahren fiir das Integral
p(E)D;(5)dE, das beispielsweise mit p=k{(x, ) in B; und mit p=g
in B; vorkommt, gehen wir von einer stiickweise glattén Basisfunktion
@, auf einer Intervallzerlegung a=xgz<x;<...<x,=b aus (vgl. (§.19a-¢}
und (5.29a-c)). Wenn &; wie bei den Lagrange-Funktionen durch

(4.6.24a) o, = 0(1)

skaliert ist, gilt fiir die im offenen Intervall (xj_;,x;) existierende

v-fache Ableitung und die Lipschitz-Konstante von &f¥~!' bestenfalls

4.624b) K01, = O(h™) und Lgpv-» =0(h™),

wie man iiber den Mittelwertsatz aus (24a) und Triger(®;)= O(h) folgert.
l?urch die Voraussetzung x>0 wird die Stabilitét Thier in der Form der

gleichmaBigen Beschrinktheit von (AA,-B,)”!1 gesichert. Die

Abschitzung 15Bi=0(h*) kann in Hinblick auf die Stabilitit durch
{8Bi=0(1) oder sogar 1§ Bi<p (mit geniigend kleinem 7) ersetzt werden.
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DaB man nicht jede numerische Quadratur in dieser Weise analysieren
kann. soll das folgende Beispiel verdeutlichen. ®; sei die stiickweise
lineare Lagrange-Funktion (1.4.6) iiber der dquidistanten Intervallunter-
teilung x;=a+jh. Die summierte Simpson-Formel (1.4.18d) mit den
gleichen Stiitzstellen x; angewandt auf o liefert %hqo(xj) oder
§h«p( xj). je nachdem oé j gerade oder ung}erade ist. Beide Werte
weichen um O(h} von fcp@,dE:hgv(x,HO(h“) ab. Die Ursache liegt
darin, daB man die (unsummierte) Simpson-Forme! iiber das Intervall
[Xg_y>Xges) erstreckt, in dem ¢ &; nur zu C,_(I):é’(l) gehort. Die
Fehlerabschatzung 1 R(p®))i s ChI*™* Mo & hax ) - das ist (1.4.17) mit
der Triagerlinge b-a=2hund n=3 - ist demnach nur fiir x=1 anwendbar
und liefert wegen lp &5 1”)=O(h”) (vgl. (24b)} einen Fehler von der
gleichen GroBenordnung wie das Integral Jo &;dE selbst. Aus 68;x=0(h)
folgert man 8B=0(1), so daB schon die Stabilitat fraglich ist und die
Ungleichungen (22a,b) mit x=0 keine Konvergenzaussage mehr zulassen,
DaB trotzdem positive Aussagen moglich sind, soll der zweite Zugang
zur Fehlerdiskussion zeigen.

Sei O die Quadratur, die im Kollokationsverfahren eingesetzt wird:
8= k(E y)B(y)dy,  By= QUk(E;)9).

Die semidiskrete Losung sei f,,= & a2 ®y. In (4.7b) wird (K, f,,)(§;) durch
T By = QUK(E; )T an®i) = QUk(E;,- ) fn)

ersetzt und fifhrt (Lésbarkeit des Gleichungssystems vorausgesetzt) zu
einer Losung f,, von Af=g,+K,f,. wobei K,, aus K, nach Ersetzung
der Integration durch Q entstehe. Aus dieser Gleichung und
Afn=0n+Knf, erhilt man fiir die Differenz §f,:= fiy~f,, die Darstellung

(AM-K,) 8f,= (K=K ) f-

Fiir die rechte Seite findet man die folgende Umformung, wobei k die
Kurzschreibweise fiir k(&,,-) ist und f beliebig gewdhit werden kann:

(Rp=K) o) (E)= [ (F= ) kdy - QUF = f) k) +{QUfK)- [y fkdy).

Indem man die gleichlautende Losung von Af=g+K f einsetzt, erhdlt
man fiir f(f-T,f)kdy und QU f-f,)k) eine Abschitzung durch den
Projektionsfehler § f - T, fi,,. Die geschweifte Klammer Q(fk)—‘j}fk dy
beschreibt den Quadraturfehler R(fk) fiir den Integranden fk= fk(g;,-,
der von der Glattheit sowohl der Losung f als auch des Kerns k abhéangt.
Die hieraus nicht direkt folgende Stabilitdt R(AI -K, )", <C voraus-
setzend gelangen wir zur Fehlerabschéatzung

(4.6.25)  15f 1 < O(Uf~f,h,)+O(max;R(fk(E}. D).

Abschitzung (25) liefert die Empfehlung, eine numerische Quadratur
von der Ordnung des Projektionsfehlers zu verwenden. Auch die oben
erwihnte Simpson-Formel zur Schrittweite h ist zuldssig und liefert
eine Stérung der Ordnung O(h*), obwohl §B=0(h%)!
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im Falle der Simpson-Formel kann man kleine §B-Fehler erreichen,
wenn die Teilintervalle., auf denen die summierte Quadraturformel
peruht, mit den verwendeten Teilintervallen I iibereinstimmen oder
darin enthalten sind. Nach Lemma 1.4.23 reicht dann die Glattheit von
@; im Inneren von I. Im Falle der Simpson-Formel muB die Schrittweite
der Quadraturformel mindestens h/2 sein. Die Gewichte g—( h/2) und

(h/2) zusammen mit den Werten d;(x;)=1 und ®;j(xjth/2)=} der
stiickweise linearen Lagrange-Funktion (1.4.6) ergibt die Approximation

Je®;dE = Q; ple) = $hlplx;=h/2)+p(x;) + plx+h/2)1.
Die Fehlerabschitzungen lautet IQ;,h(¢)~J’(p¢id§I < Ch¥tglgsy.

Die obige Quadratur ist im ersten numerischen Beispiel zum
Galerkin-Verfahren (§4.5.10, Tabeile 5.2) zur Approximation von
fo(x)P{x}dx mit p(x):=(Kd){x) eingesetzt worden (vgl. (5.40d)).

{lbungsaufgabe 4.6.27 &, seien die stiickweise linearen Lagrange-
Funktionen. Man zeige: (a) Die summierte Trapezformel approximiert
fodydx durch Qlp)= é(xjﬂ—xj_,)q: (x;). Die resultierende Fehlermatrix
jautet §5Bi=0O(h) im allgemeinen und §5BY=0(h?} im 4quidistanten Fall.
{b) Die Trapezformel Q; aus (a) ist zugleich die gewichtete Newton-
Cotes-Formel mit einer Stiitzstelle x; zur Gewichtsfunktion w=9,.

{¢) In der Formel (26a) seien «, B, v durch (26b) bestimmt:

(4.6.26a) Quuleli=aplx ) + Boplxy) + volxyey),

_A%+24°B-B® 5 A’+44’B+4aB%+B°
(4.6.26b)  a=SE TRy o= 1ZAB O

Ar=Xj=Xjoq,  Bi=xj4y-x;

- B2 +28°A_A°
1ZB(A+B)

mit
Q;,n ist exakt fiir Polynome bis zum Grad <Z2. Formel (26a,b) stellt die
mit der stiickweise linearen Lagrange-Funktion (1.4.6) gewichtete

Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen x;, x;:, dar. Im 4qui-
distanten Fall fiihrt sie auf den Fehler O{h?%), sonst auf

4.6.260)  1Q; p(p) - [p@dEl < Ch¥lplasy,.

4.6.7 Produktintegration

Das zweite numerische Beispiel aus §4.4.5 enthdlt den schwach
singuldren Kern (4.22a): k(x-y)=ix-yl~1”2 Die Matrixkoeffizienten
Bjk=fk(E ,¥)®,(y)dy sind gliicklicherweise exakt integrierbar, so daB
sich das Problem der numerischen Quadratur in §4.4.5 nicht stellte. Die
bei jeder Standardquadraturmethode auftretenden Schwierigkeiten sind:

i) Fiir k=j liegt die singuldre Stelle y=&; im Integrationsbereich
{(im Tréager von ¢,) und die Quadraturformel versagt.

{ii) Auch wenn y=¢&; nicht im Trager von &, liegt, aber nah benachbart
ist, ergeben sich groBe Quadraturfehler. Ist z.B. der Abstand <{/h und
k(x-y)=lx-yl™172 so hat die in der Fehlerabschitzung auftretende
Norm olMgxg, fir p=k(&,,-) die GroBenordnung O([fh] Rl
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Wenn der Kern k nicht so einfach ist, daB fk(£.y)® (y)dy exakt
integriert werden kann, ist es aber vielleicht méglich. k als Produkt

(4.6.27)

zu schreiben. wobei #(x.y) hinreichend glatt ist und x{x,y) eine
exakte Integration [x(Z,y)®,(y)dy zuldBt. In diesem Falle steht
das interpolatorische Quadraturverfahren mit der Gewichts-
funktion w=x(x,- } zur Verfiigung, wie es in (1.4.16d.e) definiert wurde:

(46280  QE(p):= [ x(x,y) M p(y)dy,

wobei II,, eine Interpolation mit Stiitzstellen x; definiert. Seien
L, die Lagrange-Funktionen. GemiaB (1.4.16e) gilt die Darstellung

(4.6.28b) QrO g )= Y wilx) o(x;} mit w,(x)::J‘Dx(x,y)L,(y)dy.
Indem wir ¢:=#(x, )®, setzen, erhalten wir die Approximation
(4.6.28¢) Q,’,‘("")(P(x. Py ) =fDx(x,y)Hn[l(x.y)¢k(y)] dy =

=3, wilx) Bx,x; ) @plx;)

fiir L,k(x ,y)®(y)dy. Wenn die Basisfunktionen & als Lagrange-
Funktionen L, der Interpolation II,, aus (28a) gewiahlt sind, wird (28¢) zu

(4.6.284d) Q,’.,‘("")(P(x,-)‘bk)=wk(x)P(x,xk)=l(x,xk)fpx(x,y)Lk(y)dy.

kix.y)=lx.y)x{x.y)

Das gewichtete Quadraturverfahren Q,’,“X"). das in diesem
Zusammenhang Produktintegration heift, enthilt Gewichte w,(x), die
von x abhingen! Im Falle von k(x-y)=1x~-y!""’? und der stiickweise
linearen Interpolation beschreiben die Koeffizienten 3, aus (4.23) die
Gewichte wi{x) bei x=x;.

Bei der Faktorisierung k{x.,y)=8{x,y}x{x,y) in (27) ist darauf zu
achten, daB x(x,y)Lg(y) hinreichend einfach zu integrieren ist. Wenn
man x so wihlt, daB es asymptotisch die gleiche Singularitdt wie k
besitzt, kann man den Faktor # indirekt durch f:=k/x definieren.

Beisplel 4.6.28 Sei k(x,y)=le*-eY|7!/2. Bei x=y verhilt sind k wie
e /2 x~yi~1/2  Deshalb wird x(x,y): =lx-yl7"% und #:=k/xn
gewihlt. Man priift nach, daB k in x und y analytisch ist und somit alle
Regularititsanforderungen erfiiilt.

Der Quadraturfehler der Produktintegration ist wie im Standardfall
durch den Interpolationsfehier von IT,[#(x,y}®,{y} 1 in (28¢c) gegeben.

Bemerkung 4.6.29 Da die Bestimmung und Auswertung der Gewichte
wi(x) in (28b} aufwendiger als ein iibliches Quadraturverfahren ist,
empfiehlt sich der folgende KompromiB: Das Integral Sk(x,y) @ (y)dy
berechnet man mit Hilfe der Produktintegration, solange x einen
Abstand kleiner als é=§(h) vom Triger(d,) besitzt. Andernfalls
verwendet man iibliche Quadraturen wie in §4.6.6 vorgeschlagen.
Hierbei ist vorausgesetzt, daB k(x,y) nur bei x=y singuldr wird.

4.7. Nystrom-Methode 143

or Gl 24!‘{‘[]

4.7 Diskretisierung durch Quadraturverfahren: Nystrém-Methode
4.7.1 Beschreibung des Verfahrens

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Diskretisierung, die sich
direkt aus der Anwendung einer Quadraturformel ergibt und somit als
die naheliegendste Diskretisierung angesehen werden kann. Bei der
Fredholmschen Integralgleichung liegt eine einfachere Situation vor
als fiir die Volterrasche (vgl. §2.2.1), da der Integrationsbereich fest
liegt.

Ausgehend von n Stiitzstellen

(4.7.1a) Eni=tE i Eopr o Ennle D
und zugehorigen Gewichten
{4.7.1b) Win Wons oo Wnon

definieren wir ein Quadraturverfahren Q, (neN, vgl. §1.4.2):
I

Qnlp):= ,;—-;lwk,nio(gk,n)

4.7.1¢)

fiir Integrale [ ¢ (y)dy iiber D. Der Integrand der Fredholmschen Inte-
gralgleichung ist p(y):=k{(x,y)f(y). Bei der Nystrom-Methode nihert

man das Integral durch Q,, an und bestimmt eine Approximation f,, durch

Tt
{4.7.2) Af,,(x):g(xhk;wk’nk(x,gk,n)fn(f;'k'n) fiir alle xeD.

Zur Losung der semidiskreten Aufgabe (2) geht man am einfachsten
in zwei Schritten vor. Zunichst schreibt man die Gleichung (2) nur fiir
die Argumente x=&; ,, ¢ Z auf:

4.7.3) an(E,,,,)=g(Ej'n)+,§1wkvnk(51,n,fk,n) f(Ern) (1<j<n).
Fiihrt man die Abkiirzung

(4.7.4) fen'= fal8e.n!

ein, stellt (3} ein System von n Gleichungen
(4.7.5)

{1<k<n. neN).

1
Afj,n":g{‘Ej,n) + kéiwk,nk(gj,n'gk,n)fk,n (1<j<n)

fiir die n Unbekannten {f} ,....,fn, n} dar. Wir fithren die Vektoren

f; (£, )
(4.7 6a) angz‘ L ] b :=l9:51, ]

o :
L faun | g(Ep 1)
und die Matrix
Bis Biz - Bin
{4.7.6b) B,:=1{: ; :

: ; : mit B;p:=wy p, k( R )
'5111 BnL’ 5nn ] Tk k Ej'n Ek’n

ein.

—

5 - Methooly

-

Seachk . Quadidsfornud? ha/rgt rucht voi X iy (/'
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Bemerkung 4.7.1 Die Nystrém-Methode fiihrt auf die n
Gleichungen (5) fiir die n unbekannten Funktionswerte fik,n aus (4).
In Matrixdarstellung lautet (5):

477  (AI-Bplap=b,.

Nachdem man f} , = fp(E, ) kennt, ist auch die rechte Seite in
Gleichung (2) fiir alle xeD bekannt. Mit {4) schreiben wir (2} um und
18sen nach f,,(x ) auf:

478 fulx)=$Lg0x) + Ewi nk(x.Exn)fin] (xeD).
Hierdurch ist f,,( x} fiir alle xeD bestimmt.

Bemerkung 4.7.2 Wenn f} ,,: = f,(§y ) das Gleichungssystem (7) lost,
stellt (8) eine Interpolation, die sogenannte Nystrém-Interpolation dar.
Die Nystrém-Interpolation ist affin, aber nicht linear. Die Nystrém-
Interpolierende (8) der diskreten Losung fi , stellt die Losung der
Aufgabe (2) dar.

Beweis. Die Werte von f,, an den Stiitzstellen £, ,, sind aufgrund von
(7) die vorgegebenen Stiitzwerte f; . Der absolute Term g{x}/X in
(8) widerspricht der Linearitdt. om

Die rechte Seite in (2) definiert den Operator K,eL(C(D},C(D)) mit
(@792  (Kup)(x)= B wink(x,Ein)P(Ein) = Qulk(x, o ()
fiir alle xeD und peC( D). Damit 148t sich die Gleichung (2) in der Form

{4.7.9b) Afp=9+K,fn

schreiben. Anders als bei den vorhergehenden Diskretisierungsverfahren

ist das diskrete Gleichungssystem (7) unmittelbar mit der diskreten

Operatorgleichung (9b) verkniipft. Das System (7)_ist Folge von (9b),
i =, beschrinkt.

Bemerkung 4.7.3 Wenn der Kern symmetrisch ist, d.h. kix,y)=k(y,x).
ist die Matrix B,, i.a. nicht symmetrisch. Sind die Gewichte wy , jedoch
positiv, kann man die Gleichung (7) in das #Aquivalente System

(4.7.7) (XI-B;)a,=b,

mit symmetrischer Matrix B;,=D"?B, D7/? und Vektoren a,=D"a,,
b;,=D"2b,, iiberfiihren, wobei D=D,:=dlagtw . ....Wnnl. Explizit
lauten die Matrixelemente von Bp: Bjx=vyW;nWkn K(E; nErnl
Lemma 4.7.4 Der Operator K,, aus (9a) hat ein endlichdimensionales

Bild. Wenn der Kern k(x.y) in xeD stetig ist, gilt K,eK(C{D),C(D}).
In der Operatornorm ¥-lc¢p) < c(p) ist

@7100  HK b= sup E lwy nk(x.Ekn)l.

4.7. Nystrém-Methode e

Beweis. Wenn k(-.y)eC(D), bildet K, in C(D) ab. Aus dim(Bild (K,))<n
folgt K,¢eK(C(D}.C(D}} nach Satz 1.3.23c. (10} beweist man &hnlich
wie (4.18). 521}

4.7.2 Konvergenziiberiegungen

Konvergenzabschidtzungen sind auf zwei Ebenen moéglich. Zum einen
kann man sich auf die Stiitzstellen &, , eZ,, beschrinken und nach dem
Fehler

(4.7.11a Sfgni=max{lfy o~ (&g n M 1<ksn])

fragen. [ sei dabei die exakte L&sung der Fredholmschen Integral-
gleichung (3.1.1). Zum anderen ist mit f; ,, die Funktion f, (vgl. (8))
gegeben, so daB der Fehler von f. beziiglich der Supremumsnorm
untersucht werden kann:

(4.7.11b)  Sfpp:=tf-flo p-

Beide Fehler hiangen jedoch wie folgt eng zusammen.

Bemerkung 4.7.5 Die Fehler §fz ,,, §fp, ,, seien wie in (11a,b) definiert.
{a) In der einen Richtung gilt die Ungleichung

(47128 §fz . < Sfp. -

(b} Fiir die umgekehrte Richtung 4Bt sich z.B. die Abschitzung
4.712b)  §fp o STERL(f)hg + EK N 6f 01/ 1M1

angeben, wobei R, (f) der Quadraturfehler aus (2) ist:

(474200 R(f)(x) += [pkOx,y)f(y)dy = Qulk(x,)f(-)).

Beweis. (12a) ist wegen Z,cD trivial. Subtraktion der diskreten
Gleichung Af,=g+K,f,, von der Integralgleichung Af=g+K{f liefert

Mf=fo) = Kf-Kpfy = (K-K ) f+Kp(f-fn).

Nach Definition von K, ist #(K-K_)fi_=4R, (f}k_. Der zweite Term
K,(f - f,) 14Bt sich nicht nur durch K ¥kf-f 0 =¥K_ §5fp .., sondern
sogar durch RK }# §fz ,, abschétzen. Damit ist {12b) beweisen. b}

Bei den bisherigen Diskretisierungsverfahren konnten wir unter
geeigneten Voraussetzungen die Konvergenz K, ~»K in der
Operatornorm beweisen. Hieraus lieB sich Konsistenz, Stabilitat und
Konvergenz beweisen (vgl. Satz 1.13). Fehlerabschidtzungen konnte man
z.B. aus den Ungleichungen (1.12d,e} gewinnen, die fiir g,=g die Form

Bf=fd SHOAI-K,) " (K=K ) fU < A=K, )" K=K 0 UfH

annehmen. Das folgende Lemma zeigt, daB fiir das Nystrom-Verfahren
keine Normkonvergenz vorliegt (wenigstens, solange man X=C(D)
zugrunde legt). Die Schranke §(AI-K,)"? i1 K-K, 141 in der letzten
Fehlerabschitzung ist somit unbrauchbar.
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Lemma 4.7.6 D sei kompakt. Es gelte keC{DxD). Das Quadratur-
verfahren Q,, aus (1¢) sei konvergent (vgl. Definition 1.4.15). Dann folgt

(4.7.13a) LK, p~-Kpl =0 (n> o) fir alle ¢eC{(D),

d.h. {K,,) ist konsistent. Beziiglich der Operatornorm k-8 c(pj«cep) 8ilt
(4.7.13b) EK,-K§ 21K} fur alle neNN,

(4.7.13c) H(K,~KJKE=0, H(K,~-K)K,t=0 (n->w).

Beweis. (i) Fiir festes xeD ist ®(y):=k(x.y}p(y) stetig. Die Konvergenz
von Q,, beweist (K, p}{x}=Q, 0~ [p®(y)dy=(Kp)(x) fiir alle xeD.

Satz 1.4.17 beweist die Stabilitdt von Q. #Q b= Zliastwy ,1<C Ffiir
alle neN. Dies zeigt die gleichmiBige Beschréanktheit von K,, {vgl. (10)):

UK B<CHkE_ ..
Aus der Stabilitat #Q,#<C folgt ferner die Abschitzung
WK (x)=(Kap ) (yN < CUR(x.)=kly. M Hol,,

die die gleichgradige Stetigkeit von { K¢ : neN} zeigt (man beachte, da8§

k auf DxD gleichmaBig stetig ist). Damit ist der Satz von Arzela-Ascoli

(Satz 1.3.26) anwendbar: Es existiert eine Teilfolge von K,p, die

gleichmaBig konvergiert. Nachdem oben schon die punktweise

Konvergenz K,p~ K¢ festgestellt worden ist, schlieBt man auf die

gleichmaBige Konvergenz der Gesamtfolge K,p, dh. auf (13a).
(ii) Da D kompakt ist, gibt es gem#B (3.2.6) ein £e D, so daB

EKE= [, lk(E.y)dy.

In Lemma 3.2.2 wurde diese Aussage dadurch beweisen, daB man fiir
jedes £ >0 ein p e C{ D) konstruierte, fiir das fp # =1 und

fD k(E,ylolyldy 2 fle(E,y)ldy —-€
zutreffen. Durch eine Anderung von g, in einer hinreichend kleinen

Umgebung von Z,, kann man erreichen, daB zusitzlich ¢ (&, ,)=0 fiir
die Quadraturstiitzstellen £, ¢ Z,, gilt. Dies impliziert K, ,p.=0. Aus

1K-K 0 > 1(K-K) gl = 1Ko, H, > 1KH-¢

schlieBt man auf (13b).

(iii) Nach Satz 3.2.5 ist K kompakt. Aus (13a) und Lemma 3.8 beweist
man die erste Aussage 1(K,~K)K#-0. Zum Nachweis der zweiten
Aussage i (K,,-K)K i+ 0 definiere man

@, (E):=B(K-K ) k(- E)}H fiir £eD.
Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert
(D (E)-D (<K= K k(- E)=k(-,TH,
<HK-Kob k(- E)-k(-, Q.

Die gleichmiBige Beschrinktheit von § K- K,,¥ folgt aus der Konvergenz
(13a). Die gleichmiBige Stetigkeit von k beweist somit die gleichméBige
Beschrinktheit und gleichgradige Stetigkeit von @,. Zusammen mit
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der Kompaktheit von D und der punktweisen Konvergenz (13a) ergibt
sich die gleichmiBige Konvergenz &, 0. Aufgrund der Darstellung

HK,-KIK b= Z;;Ifwk,n“pn(sk,n)

{analog zu (10)) und wegen der Stabilitdt von Qp: Lie/lwy »1<C, folgt
sun die Behauptung $ (K- K)K, 1> 0. o

Die Aussagen in (13c) stellen einen Ersatz fiir die fehlende
Operatornormkonvergenz dar. Wie man hieraus auf die Stabilitdt der
Diskretisierung schlieBt, die ja fiir die Konvergenz notwendig ist
{vgl. Satz 4.1.11), zeigt der nichste Absatz.

4.7.3 Stabilitat

In Satz 1.4 wurde die Existenz und gleichmiBige Beschrinktheit von
§(0[-K,)7' durch (1.6b). IK-K,8<1/8(X]-K)~'}, bewiesen. Der
folgende Satz von Brakhage [1] zeigt, daB auch eine entsprechende
Abschitzung von #(K, - KJKQ ausreicht.

Satz 4.7.7 X sei ein Banach-Raum. X#0 sei ein regularer Wert des
Operators SeL(X,X), dh. (AI-8)7'eL(X.X). T sei ein kompakter
Operator: TeK(X,X). Wenn die Ungleichung

(4.7.14a) B(T-S)TH < LAI/B(XI-5)" "¢
gilt, existiert auch (AI-T) 'eL{X, X} und geniigt der Abschitzung

1+8(AI-S) 1 iTH
IX=B(AI-S) TN R(T-S)TH"

Fiir die Losungen der Gleichungen (AI-5)fg=g und (AI-T)fp=g gilt

(4.7.14b) B(XI-T)'I<

7. = < o1y M(T-S)TRUfslix +4(T-5)qkx
WTt4e) Ms-frix < M-S S - S TI(T-S)Th

(4.7.14d) Bfg~frlix <BOI-T) 0 H(S-T) fghy .

Beweis. (i) Aus der Identitat I=4((AI-T)+T1 folgt die Darstellung
(XM-T)' = { I+ (AI-T)'T1,

vorausgesetzt (AI-T) ! existiert. Diese Voraussetzung brauchen wir
im weiteren aber nicht mehr, da wir auf der rechten Seite (AI-T)™!
durch (AI-S)~! ersetzen, um eine Approximation

A= 401+ (AI-$)7'T]

fiir (31~ T)™! zu erhalten. Demnach sollte B:= A(AI-T) die Identitit I
approximieren. Die Rechnung

B=4 I+ (A-S)T'TY(AI-T) = I- £ (T-(X-S)"'T(AI-T)1 =
=1-4(A1-S)"H{(AI=-S)T-T(XI-T)} = I- £ (AI-S)"(T-$)T
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zeigt eine Abweichung von I um $(AI-S)"'(T-S)T. Dank der
Voraussetzung (14a) ist die Operatornorm dieses Ausdruckes

l{(AI—S)”(T-S)TI SHOAI-S)I MM HT-S)TH/ 1A < 1,

so daB Lemma 1.3.14 (mit B und [ anstelle von S und T) die Existenz
von B 'eL(X,X) beweist.

(ii) Wire A ein Eigenwert von T, miiBte B=A(XI-T) im Widerspruch
zu Teil () singulir sein. Da T kompakt ist, beweist Satz 1.3.28 die
Existenz der Inversen (MI-T) 'eL(X,X). Indem wir die Gleichung
B=A(M-T) von links mit B~! und von rechts mit (AI-T}™!
multiplizieren, erhalten wir die Darstellung (AI-T)"'=B7'A, dh.

(4.714e) (AI-T) ' = [AI-(A1-8)"H(T-S)T]™! [1+ (AI-$)7'T].
GemaiB (1.3.12b) ist die Inverse auf der rechten Seite durch
IAT=(AI-S)1(T-S)T] ' < 1/7[1201- K(AI-S)~18 H(T-S)TH]

abschitzbar, wahrend der andere Faktor durch 1+1 (XI[-S)~1nTi
beschrinkt ist. Zusammen ergibt sich Ungleichung (14b}.

(iii) Subtraktion der Gleichungen (AI-S}fg=g und (AI-T)fr=g liefert
Mfs—fr) = Sfs-Tfr =T(fs-fr)+(S-T)fg ‘
und fs-fr = (A-T)"'(S-T)fs.

Diese Darstellung beweist die Abschitzung (14d). Vertauschung von S
und T ergibt die analoge Darstellung

fr-fs=(A-8)"'(T-5S) fr.

Setzen wir auf der rechten Seite fT=-,{(g+ Tfr) ein, ergibt sich

fr-fs= £ (AI-S)™'(T-S)(g+Tfy) =
= %(AI—S)“{T—S)(9+TfS)+7{(AI—S)"’(T—S)T(fT—fS),
also
fr-fs= [I-L(AI-8)"1T-S)T17 4 (AI-$)"'(T-S) (g +T{s).
Die zugehérige Normabschitzung fithrt auf (14c). o

Um mit dem Satz 7 die Stabilitit der Nystrém-Methode nachzu-
weisen, ist in (14b) T:=K, und S:=K zu setzen. Damit die Voraus-
setzung (14a) befriedigt werden kann, ist  (T-S)T1=#(K,-K)K, >0
zu zeigen. In Lemma 6 wurde K(K,-K)K,#->0 unter der starken
Bedingung keC(DxD) bewiesen. Es sei daran

K,>K und der Kompaktheit von K folgt. Fiir MWK, -K)K 10
reicht es nicht, die Kompaktheit von K,, vorauszusetzen. Ein Blick auf
das Lemma 3.7 zeigt, daB es eine prikompakte Teilmenge McX
geben muB, die alle Bilder K¢ (IpA=1, neN) enthdlt. Dies fiihrt auf die

erinnert, daB
1(K,-KIK0>0 gemiB Lemma 3.8 aus der punktweisen Konvergenz’

-
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Definition 4.7.8 Eine Menge (T,}, v von Operatoren T,eL{(X,X)

heiBt kollektiv kompakt , wenn die Menge {T,,p: peX mit bp <1, neN}
priakompakt ist.

Man beachte, daB die Prakompaktheit von B,:={ T, ¢: peX, dpk<l}
die Kompaktheit von T, definiert, wihrend jetzt die Vereinigung
Upnen Bn prakompakt sein muB.

! Bemerkung 4.7.9 (a) Ist die Menge (T.}, n Kkollektiv kompakt, so
i ist jedes T, kompakt. (b} Konvergiert eine Folge kollektiv
kompakter T, punktweise gegen ein TelL(X,X), so ist T kompakt.
{¢) Sind T, kompakte Operatoren, die in der Operatornorm

konvergieren, so ist { T}, ¢ kollektiv kompakt.

Beweis. (i} Mit BcX ist auch der AbschluB B und jede Teilmenge AcB
prikompakt. Nach Definition ist B:={T,¢: peX mit kpis<l, neN)
prakompakt. Die Prakompaktheit der Teilmenge B,:={T,¢: peX, kol <1}
beweist T,eK(X,X).

(ii) Seien B und B,, wie oben und A:={Ty: peX,Bpli<1]). Jedes yeA hat
die Darstellung ¢y=T ¢ mit einem peX,lp¥# <I. Wegen der punktweisen
Konvergenz ist ¢ =lim¢,, mit ,:=T,p. Da y,eB,c B, folgt yeB. Weil
¢eA beliebig, schlieBt man auf Ac B. GemaB (i) ist A prikompakt und
somit T kompakt.

(iif) Sei {y,,,)cB eine Folge in B, wobei B und B,, wie oben definiert
seien. Zu zeigen ist, daB eine Teilfolge der y,, konvergiert. Sei zundchst
angenommen, daB {g,}c, Y _, B, fiir ein keN. Da T,, kompakt, sind alle
B, prakompakt. Als Vereinigung endlich vieler prikompakter Mengen ist
031 «x Bn wieder prikompakt. Also gibt es eine konvergente Teilfolge.
Jedes y,,, hat eine Darstellung ¢,,,=T,, (;,)9; Mit geeignetem n(m) und
tp,,2<1. Falls die obige Annahme nicht zutrifft, gibt es eine Teilfolge,
die wieder mit ¢,,=T,(m)Pm bezeichnet sei, so daB n(m)-> fiir
m—=w. Sei T:=1limT, und y,,;=Te,,. GemaB Satz 1.3.23b ist T
kompakt, so daB y,,=Typ,, eine wieder mit y,, bezeichnete Teilfolge
enthilt. Die entsprechende Teilfolge ¢, hat wegen Ry, -y, 0=
HT (= T)omd S8 Tpm)-TH=>0 den gleichen Grenzwert. Damit ist
in jedem Falle eine konvergente Teilfolge gefunden. @

i Satz 4.7.10 (Anselone-Moore [11, Anselone [11) X sei Banach-Raum.
Die Diskretisierung (K, eL(X,X)} sei zu KeL(X,X) konsistent
(dh. K,p>Kp fiir alle peX, vgl. Definition 1.1). AuBerdem sei {K,}
kollektiv kompakt. Dann ist K kompakt und die Folge (K}
gleichmiBig beschriankt. Ferner gilt

(4.7.15a) 1(K-K_,)KI=>0 fiir n->w,

——

(4.7.15b) B(K-K, K k>0 fiirn>o.

|
|
J

SR
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Beweis. (i} Aufgrund der Konsistenz ist Bemerkung 9b anwendbar und
beweist KeK(X,X).

(i} Die gleichmiBige Beschrinktheit der K,, ist Folge des Satzes 1.3.15
von der gleichméBigen Beschrinktheit.

(iii) Konsistenz von {K,,) und KeK(X, X} liefert (15a) (vgl. Lemma 3.8).
(iv) (15b) folgt aus Lemma 3.7 mit M := B (B: Bewels zu Bemerkung 9). m

Fiigt man die Aussagen der Sitze 7 und 10 zusammen, erhdlt man den

Satz 4.7.11 X sei Banach-Raum. Die Diskretisierung K,eL(X,X) sei
konsistent zu KeL{X,X) und kollektiv kompakt. A+ 0 sei regulirer
Wert von K. Dann ist die Diskretisierung stabil und konvergent.
Insbesondere gilt flir hinreichend groBes n, die Ungleichung
(4.7.16a) K(K-K,)K,b < IX/8(AI-K}™'2 fiir alle n2ng,
so daB (AI-K,)"! fiir n2n, existiert und wegen
a2 L+R(M-K)T 'R UKg]
(4.7.16b) N(AI-K, )7 k< ATV -K) - 1K= K, K.

gleichmiBig beschrinkt ist. Die Losungen von Af=g+Kf und
=g+ K.f, {(n>ng) erfiillen die beiden Fehlerabschdtzungen

. -ty MK=Kp)Knl8f1+1(K-Kn)ql
(4.7.16c)  Bf~fd < BRI K) =100 (K= K ) K}

V= U< H(AT-K, ) "B 0 (K-K,)) f¥ fiir alle n2ny.

fiilrnzng

(4.7.16d)

Beweis. Satz 10 beweist #(K-K,)K,I+0, so daB ({i16a) folgt.
Zusammen mit der gleichm#Bigen Beschrénktheit der K, zeigt die
Ungleichung (16b), die man aus (14b) mit T:=K,, und S:=K ableitet, die
gleichmiBige Beschrinktheit von #(XI- Kp)™'1, dh. K, ist stabil,
Konsistenz, Stabilitit und KeK(X,X) implizieren die Konvergenz (vgl.
Satz 1.12a)). Die Konvergenz liest man auch aus den Ungleichungen
(16c,d) ab, die aus (14c¢,d) folgen. m

Zusatz 4.7.12 Sei X=C(D) gewshlt. Aufgrund der Ungleichung (12a):
max {1f n=f(Ex )l 1<ksn) < Bf-frl, sind (16c) und (16d) auch
Fehlerabschitzungen fiir die berechneten Naherungen a;=f; = f,(&; »).

{tbungseaufgabe 4.7.13 Man beweise die folgende Umkehrung von
Satz 11. X sei Banach-Raum und KeK(X,X). Fiir ein n gelte
{A-K,) 'eL{X,X)und

@.7172)  H(K-K, ) KN < 1AI/R(A =K )™'h.
Dann existiert (AI- K)~!und erfiillt

- _k)-t 1+H(A-Kp)~'NEKY
47.070)  AOI-K)™ < Sy ) T K=K KT

Die Fehlerabschitzung lautet
(4.7.17¢) Hf-f b < BOAI-K,)™M)

WK-Kn ) KN ) + I{K=Kpigh
=8 (A-Kn) "IN UK -Kn)KE

1 7. Nystrém-Methode -

pDie bisherigen Voraussetzungen lassen noch eine beliebig langsame
Konvergenz R(K-K,)K,i=0 zu. Um das Verfahren fiir die Praxis
interessant zu machen, hat man eine (hinreichend hohe)
Konvergenzordnung nachzuweisen.

4.7.4 Konsistenzordnung

Im folgenden sei angenommen, daB das Quadraturverfahren Q,
xonvergent ist und die Konsistenzordnung »>0 besitzt:

@718 1Que-[pe(x)dx|<Ch*NpNawyp, mit h=4 fiir alle pel*(D).

Wenn der Kern k zu C*(DxD) gehdrt, sind insbesondere die
Abschitzungen (19a,b) giiltig,

(4‘7.193.) lk(',)’)l@){(p) < lk‘ex(DxD) fiir alle yeD,
{4.7.19b)  bkix,-JWesxppy < bklgxcp.p) fiir alle xeD,

wobei in bk{-,y)lpxp) die Norm beziiglich x zu nehmen ist, wihrend
y ein Parameter ist.

tibungsaufgabe 4.7.14 Seien qo,zpee"(D). Dann gilt oy laxp <
Ciplexpyt gl pxpy) mit einer nur von x>0 abhidngigen Konstanten C.

Satz 4.7.13 D sei kompakt. Der Kern k(x,y) des Operators K erfiille
ke C*(DxD) fiir ein x>0. Q,, sei stabil und habe die Konsistenzordnung
x>0 (vgl. (18)). Dann ist die Nystrom-Diskretisierung {K,,} kollektiv
kompakt, und es gelten die Abschitzungen (20a-c) mit geeignetem C:

{4720&) H(K—Kn)Knl < Chx, (I‘!=I'§C(D)<—-C(D) )
{4.7.20b) H(K-K_ JKt <Ch*™, (h=1/n)
(4.7.20¢) EK‘KH'C(D)*e x(p) € Ch™,

Beweis. (i) Sei ¢56“(D) beliebig. Nach Definition (9a) von K, ist
((K-Kpe)(x) = [pk(x.y)ely)dy - Qulk(x,-)o(-)),

s0 daB (18) zu I((K-K, ) (xH<Ch*bk(x.-}o(-) Mg x(p fithrt.

Mit Ubungsaufgabe 14 und Abschitzung (19b) erhilt man

bx.-Jo ()b xpy < CUk(x,- Maxpyliobgxmg) < Chklaxp.pylel @ xp;).

Dies beweist N K-K,)odo<Ch*¥Klpxp.p)lelgxgp, mit einer
neuen Konstanten C. Da ¥-§, die zu C(D) gehoérende Norm ist, folgt
IK-K,lc(pyee xpy$Ch™ kb psx(p,p; (vgl. Ubungsaufgabe 1.3.12b).
Bezeichnet man Clkdgxp, p) als neue Konstante C, erhilt man (20c).

(ii) Satz 3.4.1 garantiert 8KN1g x(p)« c(p)<C. Zusammen mit (20c) ist

HK-KJKicpye cepy SEK-Kyle(p)ee xp UKVe %@y« c(p)y <C'h*
und beweist (20b).
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(iii) Sei q;ee"(D) beliebig. Uibungsaufgabe 14 und {(19a) beweisep
!Kn@ﬂa xpy = ‘iji.nk( B .E,,,,)go(fj’,,)lexw, £
szjle,n”‘?(gj.n“.k("Ej.n)le"(D)slk.e"(DxD)'@ucoZilwf,nl-

Da Q, als stabil vorausgesetzt wurde, ist Zjle,nlSc:onst gleich-
miBig beschrinkt, und man erhdlt insgesamt die Ungleichung

FK dexpy« ccp) € const Rkhexp.p)-

Wie in Teil (i) schlieBt man hieraus auf (20a). Jede Folge Kn () p; mit
lod, <1 ist in € %(D} beschrinkt und besitzt somit in C(D) eine
konvergente Teilfolge. Also ist {K,} kollektiv kompakt. o

Der folgende Satz zeigt. wie sich die Konsistenzordnung der Quadra-
turformel auf die Fehlerabschitzung der Nystrém-Losung iibertrigt.

Satz 4.7.16 D sei kompakt. Das Nystrdm-Verfahren sei mit einem
stabilen Quadraturverfahren Q, der Konsistenzordnung x>0
konstruiert (vgl. (18)). Es gelte keC*(DxD). X sei regulérer Wert
von K, und es gelte geC*(D). Dann geniigen die Komponenten
des Lésungsvektors a,, aus (7) sowie die Nystrém-Losung [ flir n2ny

{ng hinreichend groB) der Fehlerabschétzung
(4.7.21)  max{la;-f(§; M Isj<n) < if,~fh, s Ch*liglhgxp,).

Beweis. Die linke Ungleichung in (21) ist mit (12a) identisch. Die
Stabilitat von Q, zusammen mit (1 8) beweist die Konvergenz des
Quadraturverfahrens (vgl. Satz 1.4.17). Die Konsistenz der K, ist somit
durch Lemma 6 gesichert. Satz 15 garantiert die kollektive Kompaktheit
der K,, und die Ungleichungen (20a-c). Satz 11 beweist die Stabilitit.
Insbesondere gibt es ein ng, so daB die Nystrom-Lésung fn flir nzng
wohldefiniert ist. Die zweite Ungleichung in (21) ergibt sich aus (16¢c),
wenn man den Zahler des Bruches wie folgt abschatzt:

BK-Kn Kb flg, < )Ch"!(Al—K)"Ilglm < C'h*U gl exep).
a,

l(K—Kn)glm$lK—KnIC(D)Q:_EK(D)lgIeX(D)(Zé )Chxlgﬂex(ln.
C

Der Nenner | Al-1(AI-K)"fIN(K-Kn)Knl in (16c) ist fiir n>n, positiv
und strebt fiir n> o gegen |Al. Somit bleibt der Nenner 26>0.

Insgesamt ist die rechte Seite in (16c) durch const h*lghlaxep)
abschitzbar und beweist (21). m

4.7.5 Kondition des Gleichungssystems

Lemma 4.7.17 K,, sei der Nystrém-Operator (9a) und B, die Matrix (6b).
Dann gilt fiir die Zeilensummennorm der Matrix AI-B, die Abschétzung

(472220 AAI-BM. < 0AI-Kdc(pjec(p)-
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Beweis. Sei a=(ay)eR"™. Stiickweise lineare Interpolation der Werte
.‘iEj,n)=“I ergibt peC(D) mit kol =1al_,. Die Aussage (22a) folgt aus
W(M-B,lal, = max{lo;- 2wy o k(E; . Ex plagl: 1<j<n) <

ssup {p(x) - we k(x,Ep )@ (Eg )1 xeD) =
=ROAI-K ol <BAI-K 0ol = EAI-K B tal . o
Lemma 4.7.18 K,, und B, seien wie in Lemma 17. Wern die Matrix AI-B,,

ist genau dann reguldr, wenn der Operator AI-K, invertierbar ist.
In diesem Falle gilt

(4.7.22b)  WAI=-B) 7, < M=K, )" eipyecep)-

Beweis. DaB M- B, und AI-K,, simultan reguldr bzw. singuldr sind, folgt
aus den Uberlegungen in §4.7.1. Wie im Beweis zu Lemma 17 sei zu
gegebenem b={8;)eR" ein geC(D) mit kgl _ =Kbl_ gewdhit. f, sei die
Losung von (AI-K,)f,=g. Die Werte o;=f(£; ) sind gemiB
Bemerkung 1 die Komponenten des Lésungsvektors a aus (AI-B_)a=b.
Da b beliebig gewidhlt war, folgt (22b) aus n

E(AI-B,) bl = Hak, < Uf d, = 0(AI-K,) " Igh_<
<SH(AI-K,)""80gh = H(AI-K, )~ '8 dbN . m

Satz 4.7.19 Die Kondition beziiglich der Zeilensummennorm F-§_, bzw.
der Supremumsnorm von X=C{(D) erfiilit die optimale Abschitzung

(4.7.22c}  cond(AI-B,)<condgep, (AI-K,).

Dabei ist die rechte Seite unter der Voraussetzung der Konsistenz
und Stabilitdt der K,, gleichm@Big beschrinkt.

Beweis. (22¢) ist direkte Folge von (22ab). Die gleichmiaBi
P P y ! ge
Beschrinktheit von cond¢(p)( AI-K,) ist in Satz 1.15 festgestellt. m

4.7.6 Regularisierung

Das in 84.6.1 beschriebene Verfahren der Regularisierung 138t sofort
auf die Nystrom-Methode iibertragen. Sei eine Inhomogenitit g gegeben,
die nicht hinreichend glatt ist (z.B. g stetig, aber nicht Hélder-stetig).
Unter der Voraussetzung geC(D) und KeL(C(D),C*(D)) (vgl. Satz 3.4.1)
gilt Kge C*(D). Man lése A ©=Kg+ K¢ mittels der Nystrém-Methode:

Apn=Kg+K,0,.
GemdB Bemerkung 1 hat man hierzu das Gleichungssystem

(AI-B,)a,=b, zu l6sen. Der zusidtzliche Aufwand besteht in der
Auswertung der Koeffzienten 8; des Vektors b,,:

Byi= (KgNE; ) = [pk(E; ny)gly)dy.

Da g als wenig glatt vorausgesetzt worden ist, hat man diese Integrale
sehr geschickt numerisch zu approximieren oder aber exakt
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auszuwerten. Die regufarisierte Losung ist durch
= $lon+g)
definiert. Fiir den Fehler von f,, hat die Gleichung
f-fn= $lp-p,).
Kann man wie oben ngf?”(o) voraussetzen, ergibt (21) die Abschitzung
Vo-o,l, € Ch* 1K gl ax(p). die sich sofort auf f-f, iibertrigt:

Hf-fabo < 4 Ch* UK glg x(p).-

Damit ist die Losung der gestellten Aufgabe mit voller Konsistenz-
ordnung x gelungen.

4.7.7 Numerische Beispiele

Das Beispiel {2.19a), (2.21a,b} erfiillt hinsichtlich der Glattheit des
Kernes atle Voraussetzungen, die in den vorhergehenden Sdtzen
gefordert wurden. Als Quadraturverfahren verwenden wir die
summierte Trapezregel und die summierte Simpson-Formel iiber der
dquidistanten Intervallzerlegung zur Schrittweite h=1/n, wobei fiir
das Simpson-Verfahren nur gerade n in Frage kommen. Die Stiitzstellen
sind demnach §; ,=jh=j/n. Die Gewichte w; , sind in (1.4.18¢) bzw.
(1.4.184) angegeben. Die Aufstellung des Gleichungssystems erfordert
nur die Auswertung der Kernfunktion k bei (Ej,n,!;'km) und der
Inhomogenitit g bei &, . Da keine Integrale auszuwerten sind, ist diese
Methode sehr bequem. Trotz der Einfachheit ist das Nystrom-
Verfahren sehr effektiv, wie die in den Tabellen 1 und 2 wieder-
gegebenen Resultate belegen. ey, ., bezeichnet den Fehler (4.244a), das
Maximum iiber 1f; - f(jh)l, 0<j<n. Die Euklidische Norm der Fehler
(vgl. (4.24b)) zeigt das gleiche Verhalten. Die summierte Trapezformel
ist von zweiter Ordnung (x=2). In llbereinstimmung mit Satz 16
konvergiert der Diskretisierungsfehler quadratisch, wie die rechts in
der Tabelle 1 angegebenen Fehlerquotienten ausweisen. Die Quotienten
der Tabelle 2 konvergieren gegen 16=2% und zeigen damit Konvergenz
des Nystrém-Verfahrens von der Ordnung 4 an. Da das Simpson-
Verfahren von vierter Ordnung ist, wird Satz 16 erneut bestitigt.

h eh. h eh, o
1/2 0.838018 549 1/2 2.297 217 238 45 4

174 0.147 195 4,4 1/4 0.102 493 748 5157
1/8 0.034712 46 1/8 0.003 246 200 45 35
1/16 0.008560 4o, 1716 0.000179572 1547
1/32 0.002133 4 40 1/32  0.000010900 44 4
1/64 0.000533 4 g0 1/64  0.000000676 1403
1/128  0.000133 17128 0.000 000 042

Tabelle 4.7.1 Beispie!l (2.19a), 4.7.2 Beispiel (2.19a),
(2.21a,b). Nystrom-Verfahren (2.21a,b). Nystrém-Verfahren
mit summierter Trapezformel mit summierter Simpson-Formel
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4.7.8 Produktintegration
Wwie in 8§4.6.7 beschrieben kann man bei einer Produktdarsteliung

kix.yl=0{x.y)x(x.y) (¢ glatt, x evtl. singulér)

des Kernes eine mit x(x,y) gewichtete Quadraturformel

47232 Qx(p)=[ x(x.y) Mp(yldy = Tiby w, o(x)p (& ) mit
(4.7.280)  wy n(x):= [ onl(x.y) Li(y) dy

einfilhren. QX (#(x.-J¢) dient dann der Approximation von
{Kp)l(x)=Tkix y)p{y)dy. Hierbei ist II, eine Interpolation in
den Stiitzstellen §; ., mit den Lagrange-Funktionen L,. Fiir die
praktische Berechnung benétigt man die Gewichte w, ,(x) nur in den
Stiitzstellen x=&; e Z, . Der semidiskrete Nystrém-Operator K,, lautet

@.7.28)  (Knp)(x) =S, w nl xIE(x . Ep ) 0 (Eg ) = QX(R(x, Jp).

Die Matrix B,,={B;x) des Gleichungssystems (7) hat die Koeffizienten
B =WenlE; 08 1 8k ) (vel. (6b). Kollektive Kompaktheit und
_ﬁmﬁg von K,, ergeben sich aus

Lemma 4.7.20 R sei der Integraloperator mit dem Kern x{(x,y). D sei
kompakt. Die in (23a) auftretende Interpolation sei stabil in C(D).
Wenn K in C{ D) kompakt ist und £eC(Dx D), ist die durch die Produkt-
integration gewonnene Diskretisierung K,, aus (24) kollektiv kompakt.

Beweis. (i) Satz 3.2.6 beweist JIx{x,y)ldy<C fiir xeD und $(&,x):=
f1x(E y)-x(x,y)idy=0 fiir > xeD. In Beweisteil (ii} des Satzes 3.2.6
wurde bereits die gleichmiBige Stetigkeit von ¢ in DxD gezeigt. Sei
peC( D) mit gy <1 beliebig. K,¢ ist durch CHIT [ 19 1 € C Mol ol
< C’'#My gleichmiBig beschrinkt. Die Darstellung (K, p) (§)-(K,p)(x)=
SO E, y)-xx,y)VIL,LIE, )1 (y)dy + [ xlx,y)ILL(8E - )-b(x, ) p1(y)dy
beweist iiber die gleichmiBige Stetigkeit von ¢ und ! die gleichgradige
Stetigkeit von {K,¢: neN, kol <1]}. Also ist {K,} kollektiv kompakt. &=

{Ibungsaufgabe 4.7.21 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 20. Ferner
sei die Interpolation IT,, konvergent. Dann ist K,, in C(D} konsistent.

Wichtiger als die Konsistenz ist die Konsistenz der Ordnung x :

Bemerkung 4.7.22 D sei kompakt und Jplx(x.y)ldy stetig in D.
Der Faktor ¢ in k=£fx gehdre zu C*(Dx D). [Es reicht schon aus, daB
E8(x,- )& x¢py<const fiir alle xeD. ] Die zur Quadratur (23a) verwandte
Interpolation II,, sei von der Ordnung x: Mo~ ol < Ch*Nel&x(p,. Dann
ist auch K, konsistent von der Ordnung x: IK,p-Kgl  <Ch*¥pll&x(p;.

Beweis. Das Produkt ¢: =0y erfiillt fiir jedes pe C*(D) die Abschidtzung
b (x,- IMEx(py < Clpd Ex¢py fiir alle xe D (vgl. Libung 14). Die Darstellung
(Kmo-an)(x):fDx(x,y) (I (8(x,- )pl(y) -Ut(x,yle(y)l}dy fiihrt
sofort auf die Behauptung, da [plx(x,y}idy in D beschrinkt ist. m

Satz 11 folgert aus kollektiver Kompaktheit und Konsistenz die
Stabilitit und Konvergenz. Uber (16d) garantiert die Konsistenz der
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Ordnung x die Fehlerabschitzung Vf-fp i < ChUfM&x(p,.

Fiir schwach singulidre Kerne reicht es nicht, die Integration mit Hilfe
der Produktintegration zu verbessern. Da die Loésung u am Rand
singuldre Ableitungen besitzt (vgl. §4.4.5, (4.22b)), wird der Quadratur-
fehler am Rand trotz Produktintegration ungiinstig. Als Ausweg
empfiehlt sich ein graduiertes Gitter, wie es schon in §4.4.5 (Tab. 4.5)
angewandt wurde. Zu optimalen Fehlerabschitzungen und zur genauen
Beschreibung der Schrittweitenwahl sei auf Schneider {11 verwiesen,

4.8 Erglinzungen
4.8.1 Zusammenhang der Diskretisierungsverfahren

Die besprochenen Diskretisierungen durch Kernapproximation,
Kollokation, Galerkin-Methode und Nystrém-Verfahren sind keines-
wegs grundverschieden. Im folgenden wollen wir an einigen Beispielen
vorfiithren, weiche Verbindungen bestehen.

4.8.1.1 Verbindung: Kernapproximation und Galerkin-Methode

Sei X, cL?(D) ein Unterraum, fiir den wir eine Orthonormalbasis
{®,,...,9,) wihien. Der Kern

@812 kalx.y)=3a;(x)by(y) mit a;:=Ke; und b=,

ist ausgeartet {vgl (2.1)) und begriindet die Methode der Kermapproxi-
mation. Die weiteren Uberlegungen beruhen auf dem Resultat der

tibungsaufgabe 4.8.1 11, sei die beziiglich L2(D) orthogonale Projektion
auf X,,. Der durch den in (la) definierten Kern k, erklirte Integral-
operator K,, hat die Darstellung

(4.8.1b) K,=KII,.
Hieraus und aus Bemerkung 3.10b ergibt sich die

Bemerkung 4.8.2 Die Lésung f,, der Kernapproximation durch k,, aus (1a)
ist die Lésung der Gleichung (3.8). Die orthogonale Projektion f,,: =1I,,f,
der Kernapproximationsldsung ist die Lésung des Galerkin-Verfahrens
Afp=M,g+ O,Kf, auf X,. Umgekehrt erhilt man aus der Galerkin-
Losung f, liber f:= i( g+Kf,) die Kernapproximationsldsung
zum Kern (1a). f;, stellt die iterierte Galerkin-L&sung dar (vgl. §4.6.3).

4.8.1.2 Vom Galerkin- zum Kollokations- und Nystrém-Verfahren

In der Praxis kann das Galerkin-Verfahren kaum ohne zusitzliche
numerische Quadratur angewandt werden (vgl. Beispiele in §4.6.6).
Wir geben ein einfaches Beispiel fiir die Interpretation der Quadratur.

X,, sei der Raum der stiickweise konstanten Funktionen iiber einer
(der Einfachheit halber) dquidistanten Zerlegung von I=[a,b]. &; seien
die Lagrange-Funktionen aus Beispiel 1.4.13c. Ersetzt man die Integrale
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sowohl im Skalarprodukt als auch in Kp konsequent durch die
summierte Tangententrapezformel (1.4.18e), werden die Matrizen A
und B aus (5.7b,c) zu

Ap=Ap=hl,  B,=(8,) mit Bp:=h?k(E,E,).

pas entstehende Gleichungssystem (XA, - B,)a,=b,, ist mit dem des
Nystrém:- Verfahrens (zur Tangententrapezformel) dquivalent.

Ersetzt man nur die Integrale der Skalarprodukte <{¢; &,> und
{ K@y, 9;> durch die summierte Tangententrapezformel, so erhilt man
die entsprechende Kollokationsgleichung (4.10).

Bemerkung 4.8.3 Die Interpretation des Kollokationsverfahrens als
ein Galerkin-Verfahren mit numerischer Quadratur eréffnet einen
neuen Zugang zu Fehlerabschédtzungen: Der Fehler der Kollokations-
|sung ist abschdtzbar durch die Summe des Galerkin-Fehlers und des
in §4.6.6 diskutierten Quadraturfehlers.

Allgemein fiihrt ein beliebiges Quadraturverfahren X, w9 (&,;) ~
f®;pdx. das zur Approximation von [ ®;gdx und J &,( K®;) dx eingesetzt
wird, zu einem Projektionsverfahren Af,=g,+K,f, mit g,=II,g und
K,=1I,K, wobei I, die folgende gewichtete Interpolation beschreibt:
tn=M,peX,, erfille X,wy o (&)=, wyp(E,) fir alle 1<j<n
(vgl. §4.6.5). Wenn w,+0 bei festem j nur fiir ein i=i{j) zutrifft,
beschreibt II,, die u‘blic{w Interpolation in den Stiitzstellen §;: =&, ;.

Bemerkung 4.8.4 Das Galerkin-Verfahren in X,, sei modifiziert durch
eine numerische Quadratur der Skalarprodukte <®;,g> und <<P],K<I>k>.
Die Quadraturformel verwende nur die Stiitzstellen Z,={& ,.....&, .}
Dann ist die Kollokationsldsung f,,, die durch X, und die Kollokations-
punkte &, charakterisiert ist. zugleich die Galerkin-Losung {mit
numerischer Quadratur).

Beweis. Sei dpi=Xf,-9,-K.f,. Mit d,(E}=0 in allen £eZ, ver-
schwindet auch das numerische Quadraturergebnis von [&;d,dx. =11

4.8.1.3 Vom Kollokations- zum Nystrém-Verfahren

Fiir das Eingangsbeispiel des §4.8.1.2 zeigt sich sofort der analoge Zu-
sammenhang: Wird die Integration im Kollokationsverfahren durch die
Tangententrapezregel angenihert, erhilt man das Nystrém-Verfahren.

Aber auch das unverdnderte Kollokationsverfahren 148t sich als
Nystrém-Verfahren interpretieren. Seien ¢; die Lagrange-Funktionen
und x; die Stiitzstellen der Interpolation im Kollokationsverfahren. Zur
Berec{mung der Integrale [k(x,y)p(y)dy wiahle man die Produkt-
integration aus §4.7.8 mit =k und x=1. Es ergibt sich ij(x)go(xj) mit
den Gewichten w;(x):=[k(x,y)®;(y}dy. Die Berechnung dieser
Gewichte mag nicht praktikabel sein, sie begriindet in jedem Falle ein
auf dieser Quadratur beruhendes Nystrém-Verfahren. Wegen der
speziellen Wahl der Quadratur hat der Nystrém-Operator K, die
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Eigenschaft K, ®;=K®;. Hieraus beweist man die

Bemerkung 4.8.5 Sei f,, die Kollokationslésung und f:‘ die Nystrém-
Losung fiir die oben beschriebene spezielle Quadraturformel.
Dann stimmen die Lésungen in den Stiitzstellen iiberein: f,(x;)= il x;).
Ferner ist die Nystrom-Losung f, die iterierte Kollokationsldsung:

fa=1(g+Kfy).

4.8.1.4 Vom Kollokations~ zum Galerkin-Verfahren

Fiir die stiickweise lineare Kollokation (allgemeiner: Kollokation mit
Splines ungeraden Grades) haben Arnold -~ Wendland (1] gezeigt, daB
das Kollokationsverfahren einem modifizierten Galerkin-Verfahren
dquivalent ist. Damit k&nnen insbesondere die weitergehenden
Konvergenzeigenschaften des Galerkin-Verfahrens (z.B. Bemerkung 6.8)
auf diese Kollokationsmethode ilbertragen werden.

4.8.2 Methode der Defektkorrektur

Eine insbesondere aus dem Gebiet der Differentialgleichungen wohl-
bekannte Methode ist die Defektkorrektur (vgl. Hackbusch [1,§14.31).
Wir gehen von zwei Annahmen aus:

(i) Die Matrix AA~ B,, des diskreten Verfahrens steht bereit; ebenso
eine Gleichungsauflésungsroutine zur Berechnung der Losung.

(ii) Zu jedem (glatten) ¢ kann K¢ durch ein geeignetes Integrations-

rogramm sehr genau approximiert werden. Zur Vereinfachung der
berlegungen gehen wir von der exakten Integration aus.

Wir definieren das folgende iterative Verfahren:

iterierte Defektkorrektur:
(4.8.2a)  f%:=(Al-K,) g,
(4.8.26)  fiti= £l (A=K )T'UA-K)fli-g1  firj=0,12,..

Da der Ausdruck [(AI-K)f}- g1 als «Defekt» von f bezeichnet wird,
ergibt sich der Name «Defektkorrektur» fiir den Iterationsschritt (2b).
Die Ausfiihrung von (AI-K,)™'... in (2a) und (2b) erfordert im Falle
des Nystrom-Verfahrens oder der Kernapproximation die Losung eines
Gleichungssystems (Annahme (). Beziiglich der Projektionsverfahren
beachte man {ibungsaufgabe 6. Die Auswertung von K f,{ in (2b) ist nach
Annahme (i) méglich.

Ubungsaufgabe 4.8.6 Bei Projektionsverfahren wurden bisher nur
Gleichungen Af,,=g,+K,f, mit g,eX,, gelost. Man zeige: Die Projektions-
16sung f, der Gleichung Af,=g+K,f, ergibt sich als f,=fX+f*
mit fr=(I1-1,)g/x und (A-K,) fX=p eX,, wobei g :=1,9+K,f".

tibungsaufgabe 4.8.7 Man beweise: f}, aus (2a,b) hat die Fehler-
darstellung (2c), wobei f die Lésung der Integralgleichung Af=g+Kf ist:

(4.8.2¢) flef = {(AI-K )" UK-K P (fS-f) firj=012,..
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Fiir ein stabiles Projektionsverfahren der Ordnung x gibt es C,, C, mit
{4.8.3a) WK-K. bxe x € C,hY,
{4.8.3b) MAT-K, ) o x € C, fiir alle n.

Zum Beweis von (3a) bendtigt man wegen K-K,=(I-II,}JK eine
Regularititsannahme [z.B. KeL{C(D},C*(D))1 und eine entsprechende

Abschitzung des Projektionsfehlers [2.B. 1(I-11, Jpla < Ch* Mo &%¢p)l.
Kombination von (2¢} und (3a,b) beweist das

Lemma 4.8.8 Es gelte (3a,b). Fiir den Fehler von f ,j, aus (Za,b) hat man
(4.8.3c) UL-fi<(CColnI™Hf0-fay  fiir alle j20.

Die Abschitzung (3c) ldBt sich in zweifacher Weise interpretieren.
Zum einen kann man den GrenzprozeB j- « bei festem h,, untersuchen.
Sobald die Schrittweite h,, unter hmax:=(C,;C,)~!/* fillt, konvergiert
die iterierte Defektkorrektur gegen die Lésung der Integralgleichung:
f ,f, - f fiir > . Hilt man dagegen die Iterationszahl! j fest, besagt die
Ungleichung (3¢}, daB die j-fache Defektkorrektur ein Verfahren
der Ordnung (j+1)» ist, wenn man von UfJ%- fly=0O(h}) ausgeht.

Fiir das Nystrom-Verfahren konnen die vorhergehenden Uiber-
legungen mit X= Exp) angewandt werden. Zwar enthilt Satz 7.15 eine
schwichere Aussage als (3a). Aber mit einer stirkeren Regularitats-
annahme an den Kern trifft (3a) mit X=C*(D) zu (vgl. Bemerkung 5.3.12).

{tbungsaufgabe 4.8.9 K,, sei durch das Nystrém-Verfahren definiert.
(a) Aus der Stabilitit von K,, beziiglich C(D) und MK, &> p)<c(p) €C
fiir alle n schlieBe man auf (3b) mit X=C(D) (vgl. Satz 3.5.1).
(b) Die Abschéatzung VK, 0 &%p)e c(py €C folgere man aus der Stabilitit
der zugrundeliegenden Quadratur und Vk{-,y)lgxp, <const fiir alle yeD.

Ubungsaufgabe 4.8.10 Es gelte g,=g in (2a). Man zeige: Ersetzt man
den Start (2a) durch f;7!:=0 und wendet (2b) fiir j>-1 an, so ergibt
sich der Wert f2 aus (2a) als Resultat von (2b} fiir j=-1. Es gilt

If0-f1 < C,CohXUfN.

4.8.3 Extrapolationsverfahren

Sobald die Losung f,, der semidiskreten Gleichung Af,=g,+K,f,
zur Schrittweite h=h, eine asymptotische Entwicklung der Form

(4.8.4a) f,,(x)=:zz;h,§v foy(x) + hJE Fpy(x,hy)  fiir alle neN, xeD
mit von h unabhéngigen Funktionen f,,;, mit Exponenten

(4.8.4b) O=Yo<T(< ... <7

und mit einem beschrinkten Restterm

(4.8.4¢) [ Fepp{x . hp) I < C(x) fiir alle h,, und xeD
besitzt, kann man aus f Werten f;w f;,z,.... ];,, einen extrapolierten Wert

4858  fo = é; Ut
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von der Ordnung v, bestimmen. Die Koeffizienten «, sind L&sung von
e ¢ :
Ty .
(4.8.5b) #szlo:#=1, yéla#hn:"=0 fiir 1<v<i-1.

Fiir f=2 lautet die Extrapolationsformel z.B.
(4.8.5¢) fox = (R £ = W1 £ 0/ (H] - RY).

In gut gearteten Anwendungen sind die Exponenten (4b) von der
Form y,=v oder sogar v,=2v. Die Extrapolation aus [

Werten f,,, (1<p<l, z.B. mit ng=2%"'n,} liefert dann ein Resultat
der Ordnung O(h') bzw. O(h?%) mit h=h, .

tibungsaufgabe 4.8.11 Sei v, = 2v und hp, = hp,/2#7'. Man zeige:
Die Koeffizienten a, aus (Sb) lauten a;=-1/3, a,=4/3 fir 1=2
und o= 1/45, a,=~-20/45, az=64/45 fiir 1=3.

DaB Entwicklungen (4a-c) fiir Losungen von Integralgieichungen
wirklich auftreten kénnen, zeigt das folgende Beispiel: das Nystrom-
Verfahren basierend auf der summierten Trapezformel (1.4.18c').

Die summierte Trapezformel Qu(¢) auf I=[{a.bl zur Schrittweite
h=h_=(b-a)/n gestattet die Entwicklung (6a) in h%:
=1
(4.8.6) Qh(<p)=flzp(x)dx + L H ()« h¥ Ty (05h)
v
mit folgenden Funktionalen als Koeffizienten (vgl. Stoer [1,§83.3-41):
(4.8.6b)  1,,eCTUI)° (1sv<d), ITyplp:hN<Cylohg2tyy, fiir alle h.

Im Nystrém-Verfahren wird die Quadratur Qn(k{x.-)p) benétigt.
Wir definieren die Funktionen x,, {9 ){x) fir pe C*(I) und xel durch

(4.8.6¢) ’ulpdx) 1= 1y,(kix, )p)
(4.8.6d) Koploih)(x) := Tyelk(x,-)Jp:h).
Da (K, p)(x) als Qu(k(x.- o] fiir h=h,, definiert ist, folgt die Entwicklung

fiir 1<v<§,

-1
(4.8.6e) Knp=Kp+ % h?¥x,,(0) + h2EK 55 (p; h) mit |Kyp(p; RION<CUx),

vorausgesetzt, ¢ und k(x,-) gehtren bei festem xel zu &),
Wegen dieser starken Voraussetzung an den Kern k wurde oben
von «gut gearteten Anwendungen» gesprochen. Die Glattheits-
eigenschaften der Abbildungen x_, miissen prézise wie folgt sein:

(4.8.6f) Xgy € LIEH(D), EF=2V(D)) fidr 2v<p<20, Kppe L(EZH(D).L=(D)).

Ubungsaufgabe 4.8.12 Man zeige: (a) Existiert eine Entwicklung(6e)
der Ordnung 21, so existieren auch jene zur geringeren Ordnung 2¥< 20,
(b) Die Summe in (6e) 1Bt sich von v=0 bis I-1 erstrecken, wenn man
K ¢ als h%¢(p) definiert. Fiir f=0 lautet das Restglied Ko(p;h):=K,p.
Hinweis zu (a): Kop_2(0:h)=xsp_,(p) + ®Kyylp:h).

Lemma 4.8.13 Der Integraloperator K besitze die Regularitatseigen-
schaft (AM-K)~%eL(C*(D),C*(D)) fiir u=2,4,..., 2!. Die Diskretisierung {K,)
sei stabil und erlaube die Entwicklung (6e,f). Dann hat die Ldsung
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f,, der semidiskreten Gleichung Af,=g+K,f,, eine asymptotische Ent-
wickiung {(4a-c) mit den Exponenten v,=2v, wobei der fiihrende Koeffi-
zient foy in (4a) die Losung f der Integralgleichung Af =g +Kf darstellt.

Beweis. Der Ubersichtlichkeit halber wird der Beweis fiir #=2 vorge-
fiihrt. Wir schreiben, die semidiskrete Losung f, als Ansatz in der Form

frlx)=foy(x) + h? f;5(x) + R* Foy(x;h)

mit noch zu bestimmenden Funktionen fyy und f;,. Eine asymptotische
Entwicklung ist erst nachgewiesen, wenn wir die Beschrdnktheit (4c)
von F(s) zeigen konnen. GemdB Ubungsaufgabe 12a induziert der
Ansatz die Darstellungen f,{x) = figy{x) + h® Fy{x;h} = Fy(x;h).
Einsetzen in die Entwicklung (6e) liefert:

Knfa=Knfioy + R Knfiny) + R K Fepy =
=Kfy +h’xslfigy) + h* Kylfrgpih) +
+ K2 K fyy +h*Ko(fi5y:h) +
+h‘ KO(F(z);h).

Der Ausdruck stimmt mit Af,-g=Xfigy-g+h?Afy;y+h*AF,, iiberein.
Fin Koeffizientenvergleich der h-Potenzen fiihrt auf die Gleichungen

Meoy=9+Kfoy: Miny=x2lfoy) +Kfizy, AFioy=Klfio)s h) + Kop(figy; ) +Ko(Figy; h).

Die erste beweist f=f,. Die zweite definiert die Koeffizientenfunktion
f1y als Lésung einer Integralgleichung. GeméB tibungsaufgabe 12b ist
Ko(Fi5y: h) =K, F;y. Die dritte Gleichung liest sich deshalb als semi~
diskrete Gleichung AFy=G,+K,Fzy mit G,:=K (fio);h) + Ky(fyyy: hh
Die Stabilitat von {K,,} fiihrt zur Beschranktheit (4c) von F,,. m

Als numerisches Beispiel verwenden wir im folgenden wieder die
Integralgleichung (2.19a), (2.21a.b) mit A=0.1. Das Nystrém-Verfahren
basierend auf der summierten Trapezformel liefert fiir die Schritt-
weiten h=1, 1/2, 1/4, ..., 1/32 die in der ersten Spaite von Tabelle 1
wiedergegebenen Fehler max{If,(vh)-f(vh}i: v=0,1,..n). Die
Fehlerquotienten liegen wegen der quadratischen Ordnung bei 4. Die fiir
die Extrapolation (5a) bendtigten Koeffizienten sind in Ubungs-
aufgabe 11 angegeben. Bei Extrapolation aus =2 Werte ergibt sich die
Ordnung 4, was durch die 16=2% approximierenden Quotienten in
Tabelle 1 bestitigt wird. Der bei Schrittweite h eingetragene Fehler
gehodrt zur Extrapolation aus h und 2h. Die Werte der dritten Spalte

Scl}ritt— Fehler ohne Fehler bei Extrapolation aus
weite h Extrapolation 2 Werten 3 Werten

1 1.42

1/2 1.66 ggf 2.69 5o

1/4 2.630-1 & 4.460-1 6.55p-1

1/8 5.199-2 506 1.844-2 242 1.49g-2 438
1/16 1.225-2 *2¢ 9.89,-4 186 2.26,0-4 8
1732 3.01p-3 *9 5.93-5 &7 2.974-6 750

Tabelle 4.8.1 Diskretisierungsfehler mit und ohne Extrapolation
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beziehen sich auf die Extrapolation aus h, 2h und 4h. Die angegebenen
Quotienten liegen in der Nahe von 64=2° und bestitigen die Ordnung 6,

Die in Lemma 13 geforderten Voraussetzungen sind bei nichtglatten
Kernen nicht gegeben. Es kénnen allgemeinere Sequenzen (4b} von
Exponenten auftreten (vgl. Bulirsch (11, Stoer [1,83.6]). Literatur zy
Extrapolationsverfahren (auch  «Richardson-Extrapolation»  oder
«deferred approach to the limits genannt) bei Integralgleichungen
zweiter Art findet man z.B. bei Baker [1,84.18] und Saranen [2].

4.8.4 Eigenwertaufgaben

Bisher standen nur die Integralgleichungen Af=g+Kf im
Vordergrund. Erginzend sei jetzt die Eigenwertaufgabe behandelt. Eine
komplexe Zahl Ae€ heiBt Eigenwert und f Eigenfunktion von K, falls

(4.8.7) Af=Kf mit 0% feX.

Fiir kompakte Operatoren KeK(X,X) besagt die Riesz-Schauder-
Theorie (vgl. Satz 1.3.28), daB alle singuliren Werte von K auBer
eventuell A=0 Eigenwerte sein miissen. Die Menge der singulidren
Werte von K wurde in §1.3.1 als das Spektrum o(K) eingeflihrt:

o(K):={XeC: AI-K ist nicht bijektiv}.
Alie bisher genannten Diskretisierungsverfahren fiihren zu einer

Folge von Operatoren K,,. Das semidiskrete Analogon der Eigenwert-
aufgabe (7} lautet in jedem Falle

(4.8.8) A=K fn {nelN),
wobei f,, die dem Diskretisierungsverfahren gemiBe Darstellung hat.
Im Falle der Kernapproximation gilt f,e span{a,,....a,) mit a; aus (2.1)

bzw. (2.11a). Fiir Projektionsverfahren liegt f,, in X,,, wihrend f,, beim
Nystrom-Verfahren durch die Nystrom-Interpolation aus den
Stiitzwerten hervorgeht.

In der gleichen Weise, wie man von der semidiskreten Integral-
gleichung An=gn+Knfn zum diskreten Gleichungssystem
(MA,- B, )a,=b, - -eventuell mit A,=I - gelangt, ist die
Eigenwertaufgabe (7) dquivalent zur Matrix-Eigenwertaufgabe

(4.8.9) AApap, = Baa,.

Fiir die Kernapproximation, das Nystrom-Verfahren und spezielle
Projektionsverfahren (z.B. Kollokation mit Lagrange-Funktionen als
Basiselementen) ist A,=I. In diesem Fall stelit (9) ein iibliches Eigen-
wertproblem dar, wihrend man (9) fiir A,+1 als verallgemeinertes
Eigenwertproblem bezeichnet. Da sich symmetrische Eigenwert-
probleme leichter behandeln lassen als allgemeine, ist die folgende
Feststellung wichtig.

Bemerkung 4.8.14 Der Integraloperator K sei symmetrisch, d.h.
k(x,y)=k(y,x). Dann ist die Matrix B, symmetrisch, falls

S
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(a) dte Kernapproximation mit ay=b, in (2.1) verwandt wird,
) das Galerkin-Verfahren angewandt wird oder (¢} die Gewichte
des dem Nystrom-Verfahren zugrundeliegenden Quadraturverfahrens
positiv sind und B, aus (7.7) anstelle von B, benutzt wird.

Da (8) und (9) dquivalent sind. haben sie die gleichen Eigenwerte

. Genauer gesagt, existieren zu jedem n bis zu n verschiedene
Eigenwerte X1, X2, .. die das Spektrum o(K,)=c(A;!'B,) des
Operators K, und der Matrix Al B, definieren. Im folgenden soll der
Zusammenhang zwischen dem diskreten Eigenwertspektrum o(K,,)
fund den zugehorigen Eigenfunktionen f,] und dem Spektrum o(K)
fund den Eigenfunktionen f1 aufgezeigt werden. Die folgenden Sitze
verwenden als Voraussetzung nur, daB die Diskretisierung {K,,} kon-
sistent zu K und kollektlv kompakt ist. Da die kollektive Kompaktheit
aus der Operatornormkonvergenz K-> K folgt (vgl. Bemerkung 7.9}, ist
diese Voraussetzung fiir alle bisher behandelten Verfahren gegeben.

Satz 4.8.15 Die Diskretisierung (K} sei konsistent zu K und kollektiv
kompakt. X, (neN) sei eine Folge von Eigenwerten X ec(K,)
der semidiskreten Aufgabe (8) mit zugehdrigen normierten Eigen-
funktionen #f_ ¥=1. Dann existiert eine Teilfolge Xn,, die entweder
gegen null oder gegen einen Eigenwert lec(K) konvergiert. Falls
A=lim An, * 0, kann die Teilfolge so gewdhlt werden, daBl die fn, gegen
eine zu A gehdrende Eigenfunktion f der Aufgabe (7) konvergieren.

Beweis. Aus A,f,=K,f, schlieBt man iiber 1A,18f B=03, f i<hK, f i<
UK S0 auf 12 I<UK X fiir alle A, e0(K,,). Die Konsistenz der K,, beweist
ilber die gleichmaBige Beschrinktheit (Satz 1.3.17) die Ungleichung

fiir alle A,eo(K,,) und alle neN.

Folglich existiert eine konvergente Teilfolge der {A,}, die der
Einfachheit halber wieder mit {},,} bezeichnet sei. Da §f =1, folgt aus
der kollektiven Kompaktheit die Existenz einer konvergenten Teilfolge
Kn;fng>o. Falls A:=lim2,% 0, konvergiert fn,= )\7,‘, Kn, fn, gegen
f:=x"1o. In Kn,fn;=Kn;(fn;=f)+(Kn;-K)f+Kf streben die ersten
beiden Terme aufgrund der gleichmiBigen Beschrinktheit und der
Konsistenz gegen null, so daB K, fn,~Kf folgt. Da auch
Kn; fn;=An;fn;>2f und 1 fh=limifp ¥=1 (also f+0), ist X Eigenwert
und f Eigenfunktion der Aufgabe (7). m

IA,l<const

Satz 15 zeigt, daB Teilfolgen diskreter Eigenwerte nur gegen die
Eigenwerte der Aufgabe )Af=Kf streben kénnen. Wir wollen jetzt die
Umkehrung formulieren: Jeder Eigenwert von Af=Kf ist Grenzwert
diskreter Eigenwerte.

Satz 4.8.16 Die Diskretisierung {K,} sei konsistent und kollektiv
kompakt. Dann existiert zu jedem Eigenwert A%0 von K eine

Folge {A,) diskreter Eigenwerte der Aufgabe (8) mit %gx}n Ap=A.
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Der Beweis wird vorbereitet durch zwei Lemmata.

-t
Lemma 4.8.17 Es sei x,(A) :={2/VOI-Ky) . falls A& (K)y gefinjert,

sonst.
(a) Ist die Diskretisierung {K,} konsistent, so gilt 'l!g%ox,,(kho fiir
jeden Eigenwert dec(K).
(b) Ist {K,,) konsistent und kollektiv kompakt und gilt lim x,(3)=0
flir ein 120, so ist A Eigenwert von K. '

Beweis. (i} Sei Aec(K) Eigenwert von K mit zugehdriger Eigenfunktion
f+0. Wir setzen g¢,:=Xf-K,,f. Wegen der Konsistenz gilt g, Af-Kf=0.
Wiirde x,( ) fiir n~o nicht gegen null streben, gibe es eine Teilfolge
mit xn,(})>e>0 fiir ein >0, dh. MAI-Kn,)"<C:=1/¢. Damit
galte 4f¥} = WAI-Kn,) 'gn, 0 < MAI-Kn;)"'Mign,k < Chgn,d = 0 im
Widerspruch zu f+0. Also ist x,( 1) 0 bewiesen.

{ii) Fir ein A+0 sei x,(1)~>0 (n-wo) vorausgesetzt, d.h.
W(AI-K, )8+ o, wobei formal B(AI-K,,) I = fiir Xeo (K,;) gesetzt sei.
Damit existieren Folgen {f,} und {g,} mit

(A-Kp n=9n =1,
Aufgrund der kollektiven Kompaktheit besitzt K,,f,, eine konvergente
Teilfolge Kn, fny. Wegen f,=(g,+K,f,)/ X konvergiert f,, gegen ein f,
fiir das man die Darstellung f=limfn;= lim(gn,+Kn fn )/ A=Kf/2
nachweist {vgl. Teil {i)). Also ist A Figenwert von K . b

gn—0 in X.

Beim Nachweis der Stabilitit (d.h. lim »,(1)>¢>0) aus der kollek-
tiven Kompaktheit in Satz 4.7.11 wurde vorausgesetzt. daB X regulédrer
Wert ist. Lemma 17 zeigt, daB diese Voraussetzung auch notwendig ist.

Ubungsaufgabe 4.8.18 Zum Nachweis der Stetigkeit von x,, in C beweise
man lx,(z)-x, (L)1 <1z~ fiir alle z,JeC.

Die in Lemma 17 fiir alle AeC definierte und nach {{bungsaufgabe 18
stetige Funktion x,(})2z0 erfiilit das folgende Minimumprinzip.

Lemma 4.8.19 GcC\ {0} sei kompakt. Dann gilt die Alternative:
Entweder liegt ein diskreter Eigenwert A,ec(K,,) in G. oder x, nimmt
sein Minimum auf dem Rand dG an.

Beweis. Es sei angenommen, daf kein diskreter Eigenwert X,ec(K,)
in G liegt, und wir wollen den zweiten Teil der Alternative beweisen.
Da x,, stetig ist (vgl. Ubungsaufgabe 18), nimmt es in einem Punkt eG
sein Minimum an. Sei ¢eX fest gewidhlt. GemdB Annahme ist X kein
diskreter Eigenwert, so daB (AI-K,)~!p wohldefiniert ist. Nach dem
Satz von Hahn-Banach (vgl. Heuser [1,5atz 36.4]1 oder Yosida [1.§1V.41)
gibt es ein Funktional ¢ ¢X’ mit

BoUx =1, D((A-K, )7l ) =1 {(AI-K,) " ph.
Wegen x,{(z)>0 in G existiert (zI-K,)™! fiir alle zeG. Wir setzen
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flz)=d((zI-K,) 1p)

Da auch die Ableitung f’(z):-»d)((zl—K,,)"z:p) in G existiert, ist f{z)
holomorph in G. Das Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen
pesagt, daB | f(z}| sein Maximum auf dem Rand 3G annimmt, d.h.

Y (A=K )7 o = f(X) = 1f(3)1 < max{If(z)1: ze3G}.

Wegen |f(z)i<|®((zI-K, )7t )l <1®lx- W(z1-K )" lph=b(zI-K, ) ok <
<HzI-K ) '"ihpl=hpl/x,(z) fiir alle zeG schlieBt man hieraus

A=K, ) " toi<max{¥ol/x,(z): zedG) =hpt /min{x,(2): 2e3G}.

fiir alle z¢G.

Da ¢ beliebig gewihlt wurde, ist die Operatornorm beschrinkt durch
1/%,(2)=0 (A-K )"'"1<1/min{x,(z): zedG}.

Die Ungleichung »,(X)> min{x,(z): ze3G) besagt, daB das Minimum
von x,, auf 3G angenommen wird. oo

Beweis zu Satz 16. (i) Da {K_} konsistent und kollektiv kompakt, ist
K=limK,, kompakt (vgl. Bemerkung 7.9b). Jeder Eigenwert X+ 0 von K ist
gemiB Satz 1.3.28c isoliert: Es gibt eine Umgebung GcC von 2, so daB

0eG. Gno(K)={X}, XeG\ 3G, G kompakt.

Fir ;s =min{x,(z): 2¢3G} wollen wir a,>e>0 (n>ngy) nachweisen.
Andernfalls gibe es eine Teilfolge an;— 0 und man finde 2z,€¢3G, so daB
an;=xn,(z;) = 0. Da 3G kompakt ist, konvergiert eine weitere Teilfolge
der 2z, gegen ein {€3G. Aus 1 xn(0) - xp (211~ ;10 (vgl. tibungs-
aufgabe 18) folgt xn,({)=>0 fiir i~>c. Nach Lemma 17b wire (
Eigenwert von K. [ €3G impliziert {eG und {+X im Widerspruch zur
Annahme, daB ) einziger Eigenwert in G ist.

(ii) Nach Teil (i} gilt a,>e>0 fiir n>n,. Nach Lemma 17a ist
lim »x (X)=0. ny kann daher so gewidhit werden, daB x,(A)< ¢ fiir
nzny. Da &, das Randminimum von x, darstellt, nimmt x, sein
Minimum offenbar nicht auf dem Rand an. Aus Lemma 19 schlieft man:
Fiir alle n>ny, enthdlt G mindestens einen diskreten Eigenwert
r,e0(K,,). Da diese Aussage fiir jede hinreichend kleine Umgebung gilt.

finden wir A ec(K,} mit #93» A=Al )

Indem wir Satz 15 auf die eben konstruierte Folge X,ec{(K,]
anwenden, erhalten wir zusitzlich, daB eine Teilfolge der Eigen-
funktionen f,, von K,, gegen eine Eigenfunktion f von K konvergiert.

Nachdem die Konvergenz ), 2 gesichert ist, wollen wir guantitative
Fehlerabschitzungen fiir die Differenzen | A,,- 2| der Eigenwerte und die
Differenzen i f,,~ f§ der Eigenfunktionen beweisen. Hierfiir benstigen
wir die Regularititsannahme (10a) und die Konsistenzannahme (10b):
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(4.8.10a) KeL(X.Y), KeK(X.X).

(im Falle eines Pro-

{4.8.10b)) Hop-I0olx s Ch”¥liply fiir alle peY jektionsverfahrens)
(fur K oximatio
(4.8.10b;) ¥K-KMx y<Ch* and Nystrarm-Methode),

Aus Af=Kf. A0 und (10a) folgert man sofort feY fiir die Eigenfunktion,

Wir gehen davon aus. daB A ein einfacher Eigenwert ist, d.h. es gilt
(4.8.11a) dim E(X)=1 fiir den Eigenraum E(X):={feX: Af=Kf}.
Dann hat auch der duale Operator K’ einen Eigenraum der Dimension 1I:
(4.8.11b) dim E'(X)=1 fiir den Eigenraum E’()1):={f"eX" Af'=K'f"}).

Es lassen sich daher feste Eigenfunktionen f und f~ finden, die E{1)} und
E‘(X) aufspannen. Die nichste Forderung besagt. daB auch die alge-
braische Vielfachheit von X eins betrigt (vgl. Hackbusch (2,§11.2.3]):

(4.811c) [ (f)%0.

f sei so skaliert, daB f'(f}=1. Aus Satz 15 schlieBt man, daB fiir
hinreichend groBes n>n, auch die diskreten Eigenwerte A,, einfach sein
miissen. Die zugehérigen Eigenfunktionen f,, kénnen fiir n>n, durch
f"{f,,) =1 normiert werden.

Satz 4.8.20 Es gelte (10a.b), (11a,¢), KeK(X,X). Zu O%Xec(K) sei die
Eigenfunktion von K mit f'(f)=1 skaliert. Die Diskretisierung
{K,,] sei konsistent und kollektiv kompakt. Der Dualoperator
K;, erfiille lim K, f’=K'f" in X'. X, {n2>ny) sei eine Folge diskreter
gegen A konvergenter Eigenwerte mit Eigenfunktionen f,,, die durch
f(f,,)=1 normiert seien. Dann gelten die Konvergenzabschitzungen

(4.8.12) A=A I<Ch™, Rf-fH<Ch™,

Beweis. (i) Ausgehend von A, (f,,- f)=K,, f,-(A,/ X)K[ gelangt man zu

(4.8.13a) A (f,-f)=K,(f,-f) +d, mit

(4.8.130) d, =X (K ~K)f+ (A=A, )K,f1/A.

Aus (11a) schlieBt man

(4.8.13¢) 1d B<C(h™+1x-X,1).

Wegen Gleichung (13a) und f'(f,)=f'(f)=1 ist die erweiterte Gleichung
e D10l 1 =0

mit w=0 erfiillt. Im Vorgriff auf §4.8.5 verwenden wir das Lemma 8.25

mit p,=p=f, p;,=¢ =J. das die Stabilitdt sichert und so zu {13d) fiihrt:

(4.8.13d) Bfn-fE < Cod R < C (R +1X=-2,0).

4.8, Ergédnzungen -

{if) Wendet man das Funktional f* auf die Darstellung
(4.8.13e} (M=K f-fo)=(hg=-2)fy ~(Ky=K) f~(K,~KHfp-f)
an, so ergibt sich wegen <{f (AI-K) o>={(AI-K'}f",¢>=0 und
fif,)=f(f)=1 die Abschitzung
{4.8.130) A=Al € CINK - K)fE+ WK, - KM U B f-f, 01 <
S COLh*+ K=K ) f by N f=f, 41,
Einsetzen in (13d) liefert
Uf =1 < C(h*+ MK, =K' ) f by Bf~f 1),

Nach Voraussetzung ist I K,-K')Jf'¥yx-<1/(2C) fir hinreichend
groBes n>ny. Also istif,- fi < C'h* gezeigt. Einsetzen in (13f) sichert
auch | A~ Al € Ch™ o

Fiir Galerkin-Verfahren quadriert sich die Genauigkeit von |}, - Al.

Zusatz 4.8.21 Unter den Voraussetzungen des Satzes 20 fiihrt ein
Galerkin-Verfahren auf 13- A, I<Ch*E(I-1I,)f'i. Wenn f’eY, ergibt
sich 1A= A 1 < Ch2X,

Beweis. Zu f* findet man f €X,, mit <f'-f,f>=0 und 1f'- k<
2H(I-I ). (A-K, ) f,=0 ist identisch mit <{(XI-K)f,,0,>=0
fir alle pneX,. Indem man speziell ¢,=f;, setzt, findet man
O= AM-Kifpn [ 2= A 0~K)fp, £ 2+ (X=2,)<f . > =
SOA=K)fp, =>4 =2 )< f> =
COR=-K)f=1) f = 0>+ (A=2p)<f fD.
Wegen der Skalierung <f,,,f'>=1 und der Wahl von fj, erhilt man
A=Al <UA - KBRS, - fURf = f 8 <Ch™Uf ~ fL0<2 Ch*N(I-TI) f"'}. m

1

]

4.8.5 Komplementi#re Integralgleichungen
Nach Definition eines singuliren Wertes ist die Gleichung
4.8.14a) Af=g+Kf mit Aec(K)

nicht fiir alle ge X eindeutig 16sbar. Der Riesz-Schauder-Theorie zufolge
besitzt die Gleichung (14a) (mindestens) eine Lésung genau dann, wenn
{p.g>=0 fiir alle Eigenfunktionen ¢eE'()) des dualen Operators K’
gilt. Wir wollen von der speziellen Annahme ausgehen, daB ) ein
einfacher Figenwert ist. Indem wir Eigenfunktionen O#eeE(}) und
O%x¢'eE’(A) wahlen, kénnen wir die Eigenrdume E(A) und E’(}) durch

(4.8.14b) E(A)=span{e], E'())=span{e’},

darstellen. Die Losbarkeitsaussage fiir Gleichung (14a) lautet wie folgt.

ex0, e'%0,



168 4. Numerik der Fredholmschen Integralgleichungen zweiter A

Lemma 4.8.22 Es gelte KeK(X.X), 0#Xec(K) und (14b). Die Gleichung
(14a) hat genau dann eine Lésung feX, wenn

(4.8.14c) {e'.g>=0 {e” aus (14b}).

Ist f eine Lésung, so stellt {f+ae: aeC) die Lésungsgesamtheit dar,
Mit einer direkten Diskretisierung der Gleichung (14a) handelt man

sich sehr groBe Komplikationen ein. Ein einfacher Ausweg ist die

Erweiterung der singuldren Gleichung zu einem Gleichungssystem fiir
feX und weR {oder weC):

(4.8.15a)
(4.8.15b)

Af-Kf-wo
Aw-<p' >

1t

g,
Y.

Dabei sind ¢.geX. ¢’eX’ und yeR gegeben. Gesucht werden feX, weR,
Das System (15a.b) schreibt sich einfacher als

48150 (AI-R)f=§ mit T=[[leX=x@R §=191X, R=[X.2].

~

Ubungsaufgabe 4.8.23 Ist K in X kompakt, so auch K in X.

DaB Gleichung (15 eine wohlgestelite Aufgabe darstellt, zeigt

Lemma 4.8.24 KeK{(X.X) habe einen einfachen Eigenwert .
Es gelte (14b). Die Funktionen peX und ¢'eX’ seien so gewahlt, daf

(4.8.15¢) {e'.p>+0, <p',e>+0.

Dann ist A reguldrer Wert von K. Erfiillt g die Bedingung (14c), so ist
die Komponente f in der Ldsung ? von {15 eine Losung der
urspriinglichen Gleichung (14a). Durch Variation von v in (15b} erhilt
man die Gesamtheit aller Lésungen von (14a). -

Die regulire Gleichung (157 kann durch (16) diskretisiert werden:
4.8.16) (M=K ) fn=8n.
Im Falle eines durch II,, definierten Projektionsverfahrens erkldrt man

die Projektion fI,, in X=X @® R durch f1.f= [g"f] fiir f'= [{,] Gleichung
(16) reprisentiert damit das System

(4.8.17a)
(4.8.17b)

AMa-Knfo-wpp=0n mit K= II,K, ¢p=1I,9. 9,=1T59,

Ao - Lop.fn> =Y mit pp=p".
In Analogie zu Ubungsaufgabe 23 beweist man das

Lemma 4.8.25 Es gelte p,~¢ in X und ¢,>¢" in X' fiir ¢, und gy
aus (17a,b). Dann iibertragen sich die Eigenschaften der Konsistenz
und der kollektiven Kompaktheit von {K,,) auf (2,,}.

Lemma 24 und Satz 7.11 beweisen den
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satz 4.8.26 KeK(X,X) habe einen einfachen Eigenwert lec(K). Es
gelte (14b) und (15c). {K,} sei konsistent und kollektiv kompakt.
Es gelte p,7p in X und p,>p’ in X’ fiir p, und p; aus (17ab).
pann ist die Diskretisierung (K,) aus (17a,b) konsistent,
koilektiv kompakt, stabil und konvergent.

Satz 26 besagt, daB man dank der Erweiterung (17a,b) das singuldre
problem (14a) ohne numerische Schwierigkeiten 16sen kann. Es laBt
sich leicht nachvollziehen, daBl man fiir Losungen der Diskretisierung
{16} die gewohnten Fehlerabschitzungen erhilt.

4.8.6 Nachtrag: St8rungssatz zur Stabilitit

fn ersten Unterkapitel §4.1 wurden allgemeine Eigenschaften von
Diskretisierungen, darunter die Stabilitit diskutiert. Da der Begriff der
kotlektiven Kompaktheit mit dem Nystrém-Verfahren eingefiihrt
worden ist, kann die zweite Aussage zur Stdrung einer stabilen
Diskretisierung erst jetzt formuliert werden.

Im folgenden ist {K,} als stabil (beziiglich X und 1) vorausgesetzt.
T, sei eine Folge von Stérungen. K;,: =K+ T, sei die gestdrte Diskre-
tisierung, nach deren Stabilitit wir fragen.

Die erste Aussage beruht auf der gleichen Uberlegung wie Satz 1.4,
50 daB der Beweis entfallen kann:

Lemma 4.8.27 (K} sei stabil mit der Konstante Cg: ¥(AI-K,) " TN<Cq.
{T,} erfiille dle Abschitzung VT #<(/Cs mit {<1 fiir alle n>n,.
Dann ist auch die Folge {K,+T,,) stabil.

Satz 4.8.28 Sei A+ 0. {K,,} sei konvergent und konsistent zu KeL(X,X).
{T,) sei kollektiv kompakt und konvergiere punktweise gegen T.
X sei reguldrer Wert von K+T. Dann ist die Folge (K, +T,} stabil,
konsistent und konvergent.

Beweis. (i) Wir wollen zunichst zeigen, daB auch (AI-K,)"!T, (nzn,)
kollektiv kompakt ist. Sei ¢;: = (AI—Km,;)"Tmmoj mit Bp,8<1. Da (T}
kollektiv kompakt ist, gibt es eine Teilfolge mit g := Ty 94> ¥, wobei
0.B.d.A. n(,p 2 niy eingerichtet werden kann. Entweder gilt nijp=m fiir
kzko oder nijj= . Im ersten Fall folgt &;,= (A~ K,,) " 'y;> (A 1-K,,,) " 1p.
Im zweiten hat man ®j, > (AI-K )~ 'y nach Lemma 1.8 und Satz 1.12b,

(i} Ebenfalls mit Satz 1.12b (mit g,:=T,¢>Tp) beweist man,
daB A,:=(XI-K,)™'T, punktweise gegen A:=(XI-K)~!T konvergiert.

{iii) Nach Lemmata 1.8 und 1.10 ist A ist regulirer Wert von K.
Da A[-K-T=(XxI-K)}(I-A), ist 1 auch regulirer Wert von A.
Da {A,)) kollektiv kompakt und konsistent zu A ist und 1 einen regulidren
Wert von A darstellt, ergibt Satz 7.11 die Stabilitat: #(I-A, )" 'i<C.
Wegen (M-K,-T,)"!= (I-A_)"' (AI-K,,)! ist auch (K +T,) stabil.

{iv} Die Konsistenz von {K,+T,,} ist trivial. Da AI-K-T=(AI-K)(I-A)
bijektiv ist (vgl. (iii)), folgt die Konvergenz nach Satz 1.12a. m




5. Mehrgitterverfahrenzur
Auflsung des Gleichungssystems
beilntegralgleichungen?2. Art

Die Diskretisierungen aus Abschnitt 4 iiberfiihren die Fredholmsche
Integralgleichung in ein Gleichungssystem. Da dieses System aus sehr
vielen Gleichungen bestehen kann und zudem die Matrix voll besetzt
ist. ist die Auflésung keine triviale Aufgabe. In diesem Kapitel werden
wir hauptsichlich auf die Lésung durch die Mehrgittermethode
eingehen. Zur Mehrgitterbehandlung von Gleichungen erster Art sei auf
§7.3.6 und §9.3 verwiesen.

5.1 Vorbemerkungen
§.1.1 Notation

Die Diskretisierung der Integralgleichung
(5.1.1) Af=g+Kf (A+0)
zweiter Art fiithrte auf ein Gleichungssystem der Form
(5.1.2a) (Al-Bpla,=b,
{vgl. (4.2.9a), (4.4.11), (4.7.7)) oder allgemeiner auf
(5.1.2b) (AA,-Bpla,=b,

{vgl. (4.4.10), (4.5.8)). Dabei ist n ein Diskretisierungsparameter, der in
den bisherigen Beispielen mehr oder weniger direkt mit der Dimension
des Gleichungssystems zusammenhing.

Die Matrix A,, ist nur in den Projektionsverfahren von der
Einheitsmatrix I verschieden (vgl. §4.4 und §4.5). Dort ist sie stets
reguldr, da sonst im Falle der Kollokation die Interpolation nicht
eindeutig oder im Falle des Galerkin-Verfahrens die Ansatzfunktionen
linear abhingig wiren. Damit 14Bt sich Gleichung (2b) stets in die Form

5.1.20)  (AI-AZ'B.a,=Ab,
bringen, die (2a) mit A7'B,, und A;'b,, anstelle von B,, und b, entspricht.

Um durch die Notation auszudriicken. daB die diskrete Gleichung (2b')
der kontinuierlichen Gleichung (1) entspricht, schreiben wir (2b) als

(5.1.3) A= gn+ K, 1.
wobei
(5.1.4) fni=dpn, 9ni=Anlbn, K, =A;'B,

jetzt eine andere Bedeutung haben als bisher im Kapitel 4. Dort waren
f,, und g,, auf D definierte Funktionen (aus einem endlichdimensionalen
Unterraum), wihrend jetzt f,,und g,, Vektoren sind. K, ist nicht wie bis-
her ein Operator aus L X, X ), sondern eine Matrix. Um Verwechslungen
vorzubeugen, werden die neuen GréBen in Fettschrift wiedergegeben.

—
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5.1.2 Direkte Lisung des Gleichungssystems

pas Gleichungssystem {3} 14Bt sich beispielsweise durch die
GauB-Elimination {mit Pivotwahl)} direkt l6sen. Der Rechenaufwand ist
allerdings nicht unbetréchtlich.

Bemerkung 5.1.1 Wenn n die Zahl der Gleichungen und Unbekannten des
Gleichungssystems (3} ist, benétigt man fiir die GauB-Elimination etwa
#n? arithmetische Operationen.

pa die Matrix XI-K,, anders als bei der Diskretisierung von
Differentialgleichungen eine vollbesetzte Matrix ist, 1aBt sich der in
Bemerkung | genannte Aufwand nur durch andere Matrixdarstellungen
reduzieren (vgl. §9.8). Der gleiche Aufwand ist fiir eine LU-Zerlegung
oder im positiv definiten Fall fiir die Cholesky-Zerlegung erforderlich.

5.1.3 Picard-Iteration

Als Alternative zur direkten Lésung kann man das Gleichungssystem
jterativ 16sen. Die einfachste Iteration besteht darin. auf der rechten
Seite von (3) die i-te Iterierte f einzusetzen und dadurch links die
{i+1)-te lterierte f!*! zu definieren:

Picard-Iteration
(5.1.5) firli=L (g + K, fl)

(i=0.1,2....)

Zum Start der Iteration bendtigt man einen «Startwert» f2. z.B.
V=0 oder fl=41g,.
Der zweite Vorschlag ergibt sich als erste Iteration aus f,f = (.

Zur Konvergenz iterativer Verfahren muB auf den folgenden Satz
verwiesen werden:

Satz 5.1.2 Ist ein iteratives Verfahren der Form
(5.1 .6a) xitz=Mxl+e (ceR™ M nxn-Matrix)

gegeben, so konvergiert die Folge { x7} fiir jeden Startwert x9 genau
dann, wenn der Spektralradius

5.1.6b)  ¢(M}:=max{IAl: A ist Eigenwert von M}
die Ungleichung
(5.1.6¢) p(M)<1

erfiillt. Grenzwert der Folge { x!} ist der {eindeutige) Fixpunkt x von
(5.1.6d)
Hinreichend (aber nicht notwendig) fiir (6c) - und damit fiir die
Konvergenz - ist die Abschidtzung einer Matrixnorm von M durch
(5.1.6e) EME<1,

x=Mx+c.
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Die Matrix M aus (6a) bezeichnet man als die Iterationsmatrix.
Es sei daran erinnert, daB die Matrixnorm

IME:=sup{kMx¥/Ex: 0£xeR"™} (vgl. (1.4.20))

mit der Operatornorm (1.3.11a} fiir den Raum X=(R" .§-1) iiberein-
stimmt. Die Vektornorm K- kann z.B. durch (1.3.3a) oder (1.3.3b)
definiert sein. Der Beweis des Satzes 2 findet sich in Hackbusch [3],
Im Falle von (6e) ergibt sich die Konvergenz direkt aus dem
Banachschen Fixpunktsatz 1.3.10. Hiermit beweist man auch das

Korollar 5.1.3 Unter der Voraussetzung (6e) gilt die Fehlerabschéatzung
(5.1.6f) Ex it xisIMBEXT - X8

fiir die Iterierten { x!) aus (6a) und die Lésung x aus (6d). Insbesondere
haben die Fehler x!-x die Darstellung

(5.1.6g) o = M(xi-x).

Die Iterationsmatrix der Picard-Iteration (5) lautet M= {K". Die An-
wendung der Konvergenzkriterien auf die Picard-Iteration fiihrt auf den

Satz 5.1.4 Die Picard-Iteration (5} konvergiert genau dann, wenn
5.1.7a)  p(K,J<IAl.
Hinreichend fiir die Konvergenz ist die Matrixnormabschatzung
(5.1.7b) K 0 <Xl

Es gibt keine Moglichkeit. durch die Wahl der Diskretisierung eine
der Ungleichungen (7a,b) zu erfiillen. Ob Konvergenz vorliegt oder
nicht. hingt vom Problem ab (genauer: von X und K, nicht von g).
Die Fehlerdarstellung (6g) iibersetzt sich in

(5.1.7¢) L = 1K (f =)

Wenn wir die Konvergenz der Picard-Iteration in der gegeniiber (7b)
verstirkten Form

(5.1.7d) Cni=supliiK, l: neN} < {xl

voraussetzen, brauchen wir k> (log ¢)/log (Cp /1 X1} Iterationen, um
(5.1.7e) k- fa<etfo-f.0 (e<1)

zu erreichen.

Bemerkung 5.1.5 Der Rechenaufwand der Picard-Iteration ist im Fall der

Konvergenz proportional zu n”loge, wenn der Iterationsfehler auf
O{¢) begrenzt werden soll.

Beweis. Pro Iteration {5) ist die Matrix-Vektor-Multiplikation K, f,ﬂ der
aufwendigste Anteil. Da K,, voll besetzt ist, werden 2n? arithmetische
Operationen bendtigt. Dieser Aufwand ist mit der Zahl k der fiir (7e)
notwendigen Iterationen zu multiplizieren. ]
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5.1.4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Zundchst sei vorausgesetzt, daB die Matrix K,, oder aber die Matrizen
A,. B, aus (2b) symmetrisch seien:

{5.1.8a) K=K, oder
{5.1.8b) A=A positiv definit, B,= B, (wobei K,=A7'B,).

Bemerkung 5.1.6 O.B.d.A_ sei A>0. Es gelte (8a) oder (8b). Bedingung (7a)
ist aquivalent zur positiven Definitheit der Matrizen AI-K,, bzw. AA,-B,.

Beweis. (i} Sei (8a) angenommen. Jeder Eigenwert ¢ von AI-K,, hat die
parstellung 6=2A- x, wobei x ein Eigenwert von K, ist. Wegen (8a) ist x
reell, wihrend (7a) zu Ixl<A fithrt. Also ist o=A-x2> A-ixl>0.
Die Behauptung ergibt sich, da AI-K,, genau dann positiv definit ist,
wenn alle Eigenwerte der symmetrischen Matrix AI-K,, positiv sind.

{ii) Im Falle (8b} ist AA,~-Bn genau dann positiv definit, wenn dies fiir
M-A7 2B, ATL? gilt. Da A}/?B,A;}7? und K,=A;'B,, dhnlich sind,
also gleiche Eigenwerte haben, folgt die Behauptung wie in Teil {(i}. m

Unter der Voraussetzung, daB

{5.1.8¢} Cn:=Al-K,,  positiv definit
oder alternativ
{5.1.8d) C,:=XA,-B, positivdefinit

ist, kann das Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)
auf Gleichung (3) bzw. (2b) angewandt werden:

Verfahren der konjugierten Gradienten zur Lésung von C,f,=g¢,

Start: fYeX,, beliebig,
(5.19a) n%:=p%=g,-C,.f°.

Iteration iiber k=0,1,2,...,n-1. Abbruch, falls p¥=0, sonst
(5.1.9b)  cp:=0nkIf, dpi=(C,nk nk),
(3.1.9c)  fX1.=fkia,nk,

5.1.9d)  pk*l .= ok C, 7k,

(5.1.9e) gkt .zpk¥1, C—’klp""’Izz rk.

ak3=Ck/dk,

{-,-) ist das FEuklidische Skalarprodukt und Hal,:=(a,a}!’? die
entsprechende Euklidische Norm.

Satz 5.1.7 Sei C,, eine positiv definite nxn-Matrix. Dann bricht das cg-
Vfrfahren (9a-e) spétestens nach n Schritten mit der exakten Lésung
fy=f, ab. Fiir alle Iterierten f;!, 0<i<k, gilt die Fehlerabschitzung

I -l < 2(xp-1)°

(5.1.10a) o_
s 1)2 4 (4 -y = fule
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wobei
(5.1.10b)  Nabe:= {(Cpa,a) =1CL 2 al,
eine Norm darstellt und

(5.1.10¢)

die Spektralkondition bezeichnet (vgl. Definition 1.4.29). 1.y und
sind der maximale bzw. minimale Eigenwert der Systemmatrix G,

My = condz( Cn) = Ymax /Ymin

Ymin

Beweis. z.B. in Hackbusch [31.

Das cg-Verfahren wird dadurch besonders interessant, daB die
die Konvergenzgeschwindigkeit bestimmende Konditionszahl
beziiglich n gleichmiBig beschrinkt bleibt:

(5.1.11)

Lemma 5.1.8 Die Eigenwerte des Operators K seien kleiner als A. Die
semidiskreten Operatoren K,eL(X,X) seien konsistent und kollektiv
kompakt. Die Matrix K,, sel entweder (i) symmetrisch {Bedingung (8a)),
oder (ii) die Matrizen A,,, B, erfiillen (8b). Dann existiert ng, so daB fiir
alle n2n, die Positivdefinitheit (8c) (Fall (i) bzw. (8d) (Fall Gi) gilt.
Dariiberhinaus trifft (11) zu (eventuell nach Weglassen singulérer C,
fiir n<ny). Ferner sind die Normen -, und 1 i gleichméBig dquivalent:

x:=sup{x,: nelN}<w.

L. <l-H,<CEH-0 fiir alle n>n, mit geeignetem C.
c C P4 C 0 g

Beweis. (i) Sei zunachst (8a) vorausgesetzt. Die semidiskreten
Operatoren K,, haben die gleichen Eigenwerte wie die Matrizen K.
Insbesondere miissen diese Eigenwerte wegen der Symmetrie (8a)
reell sein. Als Grenzwerte der diskreten Eigenwerte sind die Eigenwerte
von K ebenfalls reell (vgl. Satz 4.8.16). Die extremen Ei§enwerte Amin
und Amax von K erfiillen Amin < Amax <. Man setze g:=3( A-Amax)>0.
Sei Anmax der maximale Eigenwert von K, (Fall (8b)). Da
lim An,max=Amax gemdB Satz 4.8.16, gibt es ein ng, s0 daB
A€ Anmax €Ai-¢. Analog folgt Amin—€<Anmin< A, fiir alle
Eigenwerte A, von K,,. Fiir die Eigenwerte Ymin und Ymax von G,
bedeutet dies 0<€ € Ymin SYmax <A~ An,min<A-Amin+e fiir alle n<ng.

(i) Im Falle (8b) nutze man aus, daB AlI-K, zu E:=ApL!'"?2C,AR'#
ihnlich ist. Mit C,, hat auch E und damit AI-K,, nur reelle Eigenwerte.m

Sind die Matrizen C,:= AI-K,, oder AA,- B, nicht positiv definit
(2.B. weil die Matrizen nicht symmetrisch sind), ist der Algorithmus (9)
nicht anwendbar, aber es gibt Varianten des cg-Verfahrens, filr die
ihnliche Resultate wie in Satz 7 gelten. Beispielsweise kann man das
cg-Verfahren auf das zu C,f,=¢, d&quivalente Gleichungssystem

5.1.12) CJC fn=Cln

anwenden, da C,/C,, fiir jede reguldre Matrix C, positiv definit ist.
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519 Es ist x,=condy{(ChdCpn)=cond,(Cn)?. Filr ein
symmetrisches G, gilt auBerdem x,<condg(C,)% In §4 wurde die
gleichméBige Beschréanktheit der Konditionen der Matrizen C, ;=1 A,.- B,
diskutiert. Wenn diese vorliegt, ist die Bedingung (11) gesichert.

Folgerung 5.1.10 Bedingung (11) garantiert die gleichmiBige
Konvergenzgeschwindigkeit fiir alle n>n,. Im Gegensatz zu
Gleichungssystemen, die von (partiellen) Differentialgleichungen
stammen, kommt es somit fiir n—+ o nicht zu einer Verminderung der
Konvergenzgeschwindigkeit. Da entweder das cg-Verfahren (9) oder
eine seiner Varianten konvergieren und Of{log¢) Iterationsschritte
benitigen (vgl. Bemerkung 3), betrigt der Gesamtaufwand O(nloge).

Bemerkung 5.1.11 Die genannten Zahien an arithmetischen Operationen
beruhen auf der Annahme, daB die Matrix-Vektor-Multiplikation
f. > K,f,, mindestens O( n®) Operationen benstigt. In Kapitel 9.8
werden wir wichtige Fidlle kennen lernen, in denen dieser Aufwand
deutlich reduziert werden kann.

5.2 Stabilitit und Konvergenz (diskrete Formulierung)

Dieses Unterkapitel bildet einen Ubergang von den in §4 verwendeten
Begriffen zu den Bedingungen, die wir spédter zur Formulierung des
Mehrgitterverfahrens und seines Konvergenzbeweises brauchen. Der
Leser kann zundchst auch unmittelbar zu §5.3 springen.

Die Begriffe «Stabilitit» und «Konvergenz» sind bereits in §4
definiert worden. Sie bezogen sich aber auf die Operatoren
K.K,eL(X,X) und nicht direkt auf die entstehenden Gleichungssysteme
mit der Matrix AI-A;! B, , die jetzt in AI-K,, umbenannt wurde. In §4
hat sich herausgestellt, daB das semidiskrete Problem stabil sein kann
und trotzdem - aufgrund einer ungiinstigen Wahl der Basis - die
Konditionszahlen cond (AI-K,,) unbeschrinkt sein kénnen. Wir werden
jetzt die diskreten Gleichungen mit ihren Matrizen A1-K,, fiir eine neue

Definition der «Stabilitit» und «Konvergenz» heranziehen.

5.2.1 Prolongationen und Restriktionen

In §4 stand der Banach-Raum X im Vordergrund. Die Matrix xI-K,,
ist eine Abbildung des Banach-Raumes

6.2.1) X, =(R 10y, )

in sich. Da man Vektoren aus X, mit Funktionen aus X in Beziehung
setzen mochte, braucht man Abbildungen in beiden Richtungen.
Als Prolongation bezeichnen wir eine lineare Abbildung

5.2.2a) P:X,=>X {neN).
In umgekehrter Richtung wirkt die Restriktion
{5.2.2b) R X=X, (neN ).
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In Definition 1 werden wir sogenannten kanonische Prolongationen P,
und Restriktionen R, beschreiben, die den in §4 diskutierten Approxi-
mationen entsprechen und auch den nachfolgenden Bedingungen (3a-c)
geniigen. Da dim(X,)<», sind P, und R, beschrdnkte Abbildungen:
PeL(X, X}, R,eL(X,X,).
lhre Operatornormen seien gleichmiBig beschrdnkt, d.h. es gebe
Schranken Cp und Cg, so daB
(5.2.3a) anlx“an CP
(5.2.3b}) 'Rn'xn«x““cn
Um auszudriicken, daB die «diskrete Funktion» R, feX,, eine
Approximation der Funktion feX darstellt und umkehrt die Funktion

P.f. €X in einem geeigneten Sinne nah bei f,, ¢X,, liegt, verlangen wir,
daB das Produkt PR, eL{X,X) punktweise gegen die Identitit strebt:

(52.3c)  P.R.f>f fiir alle feX.

Die Bedingung (3c) wird sich in §5.2.2 als Folgerung weiterer
Bedingungen ergeben.

fiir alle neN,
fiir alle neNN.

Mit den in 84 beschriebenen Diskretisierungen sind die folgenden,
«kanonischen» Prolongationen und Restriktionen assoziiert.

Definttion 5.2.1 (kanonische Wahl von P,, und R,;) (&) Das Projektions-
verfahren sei durch die Projektion P, und die Basis {®; ,.....®%, )
des zugehorigen Unterraumes X,, definiert. Die hierzu gehorige
kanonische Prolongation lautet

6242 Pafa=F fn0pn. wobel fui=(fyn)imi.. neXn=R"

Die kanonische Restriktion ist implizit als Linksinverse der kanonische
Prolongation definiert:
(5.2.4b) R.P,=1,

d.h. fiir alle geX reprisentiert R,p eX,,=R" die Basisdarstellung von IT,p.
Explizit lautet der Vektor R,p im Falle des Kollokationsverfahrens

(5.2.4¢) Rop =A7 (08 ) )i=1,....n (A, aus (4.4.9b))
mit Kollokationspunkten £ ,, € 5, und im Falle des Galerkin-Verfahrens
(5.2.4d) Rng:=A;"(<9.9, .0 )i=1,... n (A,, aus (4.5.7b)).

{b) Die Nystrém-Methode sei durch das Quadraturverfahren Q,, mit
den Stiitzstellen {£; ,} definiert. Die kanonische Prolongation P,
sei eine stabile Interpolation in den Stiitzstellen (§; ..}, deren Ordnung
mit der von Q,, iibereinstimme. Fiir P, gilt (4a) mit den Lagrange-
Funktionen @; , der Interpolation. Die onische Restriktion lautet

(5.2.4e) on=Rpp mit ,=(9; )=y, .n und p; ;1=0(5; o)
d.h. R,,¢ bezeichnet die Beschrinkung von ¢ auf die Stiitzstellen {§; .}
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tfbungsaufgebe 5.2.2 Man zeige: (a) Bei kanonischer Wahl von P, und R,,
im Falle eines Projektionsverfahrens ist die zugrundeliegende
projektion durch das Produkt

5.2.4f) I,=P.R,

gegeben. Bedingung (3c} ist dquivalent zur Konvergenz der Projektion.
{b) Auch im Falle des Nystrém-Verfahrens haben die kanonischen
P, und R, die Eigenschaft (4b): R, P,=I1. (3c) ist dquivalent zur
Konvergenz der Interpolation II,=PF,R,,. (¢} Fiir das Galerkin-Verfahren
seien P, und R,, kanonisch gewihit. In X,=R" sei das Skalarprodukt
(P ¥ntn'=(Anon,¥p)=L .1 ¥i.n%ijP ), n mit der Matrix A, aus (4.5.7b)
definiert. Legt man (-,-), in X, und das L?-Skalarprodukt <., >
in X=L%(D} zugrunde, sind P, und R, zueinander adjungiert:
R,=Py, Po=Ry, dh. (Ra9,9,),=<p P ,> fir alle peX, ¢, eX,,.

Bemerkung §5.2.3 P, und R,, seien die kanonischen Prolongationen und
Restriktionen eines Projektionsverfahrens. Fiir die Matrizen K,,, die in
den Kapiteln 4.4 und 4.5 mit A;;'B,, bezeichnet wurden (vgl. (1.4)), und
die Inhomogenitit g, gilt

(5.2.5) K,=R,KP,. g.=R,g.

Beweis. Mit der Bezeichnung A;'B,, flir K,, lautet (5): B,=A, R KP,,.
Sei f,=8; der j-te Einheitsvektor. Es ist P,f,=®; , und somit
KP,f,=K9; ,,. Die Behauptung folgt aus der Definition’ {4c,d) von R,
und der Definition (4.4.9c) bzw. (4.5.7c) von B,. Der Beweis der
Darstellung von g,, ist dem Leser iiberlassen. o

Wenn die Funktionen ¢;, in (4a) Lagrange-Funktionen sind,
beschreibt die Prolongation P, die Interpolation der Stiitzwerte fj n
In diesem Falle gilt fiir das Kollokationsverfahren A, =I
{vgl. Bemerkung 4.4.3), so daB die Restriktion R,, aus (4b) wie in (4e) die
geschrli'inkung von g auf die Werte g(&; ,,) an den Kollokationspunkten

arstellt.

Die Kernapproximation ist nicht sofort in das Muster der Gleichung
(1.3), Af,= g+ K, f,,. zu bringen. Mit f,, sei der Koeffizientenvektor
a=a, aus Gleichung (4.2.9a) bezeichnet. Der in (4.2.5) beschriebene
Zusammenhang zwischen dieser GroBe und der Funktion f,, ist jedoch
nicht linear, sondern affin. Daher kann man keine lineare Beziehung
fn=P,f,, herstellen. Es ergeben sich aber zwei Auswege, die in den
Bemerkungen 5 und 6 notiert sind.

Bemerkung 5.2.4 Im Falle der in 8§4.2.6 beschriebenen Variante
(4.2.13a~d) der Kernapproximation besteht ein linearer Zusammenhang
zwischen dem Vektor f,:=3,, des Gleichungssystems (4.3.14) und der
gesuchten Funktion f,,. Die kanonische Prolongation lautet demgemiB

(5.2.6) Pnfn’=121fj,najv wobei fn’=(fj,n)j=1....,nfxn=Rn.

Die kanonische Restriktion ist durch (4b) definiert. Anstelle der
Darstellung (5) gilt K,=R,K,P, und g,=R,g,.
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Bemerkung 5.2.5 Die semidiskrete Gleichung Af,=g+K,f,, der Kern-
approximation mit der Darstellung fn=ig# Ta a; kann umgeschrieben
werden. Man setze ¢, =Zoc,a . Die Gleic]j\ung Afp=g+ K, fy st
dquivalent zu Ay, =g, + K, ¢y, wo{)ei Oni= -;-\K,, g. Da sich die Funktion ¢,
linear aus dem Vektor e, =a,=(o); ergibt, ist die kanonische
Prolongation ¢, > 9,=P,p, durch (6} beschrieben. Die kanonische
Restriktion ist die Linksinverse, vgl. (4b). Wie in Bemerkung 4 gilt
K,=R,K,P, und §,=R,g, anstelle von (5).

5.2.2 Der Banach-Raum Y und die diskreten Riume Yy

In Abschnitt 3.4 wurde der Bildbereich von K untersucht. Es wurden
Bedingungen angegeben, unter denen KeL(X,Y) gilt, wobei Y ¢ X stetig
eingebettet ist. AuBerdem war stets die foigende Bedingung erfiillt:

(5.2.7) Yc X stetig eingebettet, Y dicht in X.

Die Beispiele aus §3.4 waren X=C(D) und Y=C*(D) mit A>0. So wie der
diskrete Raum X,, dem Banach-Raum X entspricht, soll ein weiterer
Raum Y, eingefiihrt werden, der eine diskrete Version von Y darstellt.
Als Mengen stimmen X,, und Y, iiberein. Unterschiedlich sind jedoch die
Normen. Einen Vorschlag zur Norm ¥- ¥y, enthilt die

Bemerkung 5.2.6 Die Restriktion R,eL(X,X,) sei surjektiv, und es
gelte (7). Dann kann die Y entsprechende diskrete Norm durch

(5.2.8) Bg.by_:=inflighy: geY und g =Rpng)

definiert werden. Durch (8) ist die Ungleichung (9a) mit Cy =1 gesichert:

(5.2.9a) YR gly <Cylgly fiir alle geY.

AuBerdem gibt es zu jedem g,eY, und jedem Cy>1 ein geY mit
(5.2.9b) 9.=R,g und Kgly <Cylig,ty, . fiir geeignetes geY.
Falls Bild(P,)cY, gilt II,:=P,R, el(Y Y} und

(5.2.9¢0) Py cy, =1 Diyey -

Aquivalent zu {9a) ist die im folgenden vorausgesetzte Bedingung
(5.2.9a) IRty <y <Cy fiir alle nelN .

Wenn g,, als diskrete Funktion an den Knotenpunkten §; (1<j<n) an-
gesehen werden kann und Y mit dem Hélder/Lipschitz-Raum &X(p),
0<A<1, iibereinstimmt, kann beispielsweise folgende explizite
Definition von i Iyn gegeben werden:

(5.2.10a) bgnly = max{l# g de. 195 n=9x,n!/! Ej—EkI": 1<j,k<n, j+k}.

Entsprechend findet man zu Y=C}(D) fiir dquidistante Kollokations-

bzw. Stiitzstellen §;=a+jh (0<j<n) die diskrete Norm

(5.2.10b) bgnly i=maxtignle, 195 n- gj+1,nl/h : 0<j<n,
l=8)r.n*20j,n-Gj+1,nl /hZ: 1<j<n).
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Fiir nichtdquidistante §; muB man die entsprechenden dividierten ersten
und zweiten Differenzen verwenden.

Nach Konstruktion von Y als Bildbereich von K gilt
.2.112)  1Kly o x <Cyx.

{11a) stellt die Regularititbedingung dar. Aufgrund der stetigen
Einbettung Y c X folgt hieraus

{5.2.11b) Kby y <Cyx

mit Cyx:=CyxVllxey. Die zu (i1ab) analogen, diskreten
Abschitzungen flir K,, lauten

5.2.11c00 1K by, <x, € Cx fiir alle neN,
{5.2.11d) 1K by, <y, € Cx fiir alle neN.
{11c) ist die im weiteren sehr wichtige diskrete Regularititsbedingung.

Fir Projektionsverfahren ergibt sich die diskrete Regularitits-
bedingung (11c) wegen der Eigenschaft (5) unmittelbar aus (i1a),
wiahrend man fiir die Nystrom-Methode die diskrete Regularitit
direkt aus der Glattheit des Kernes schlieBen kann:

Lemma 5.2.7 (a) Aus (3a), (5) - was nach Bemerkung 3 flir Projektions~
verfahren zutrifft -, (9a) und (11a) folgt die diskrete Regularitdt (11c).
{b) Der Kern keC{DxD) sei glatt beziiglich des ersten Argumentes:
k(~,y)e@ (D) und max {Nk{-,y)I@Xp): yeD}<ew. Die dem Nystrém-
Verfahren zugrundeliegende Quadratur sei stabil (oder konvergent).
P, und R, seien kanonisch gew#hit. Sei #Ix, =K-1_,. Die Norm My  sei
durch (8) mit Y=C*(D) oder wie in (10a,b) durch Differenzen bis zur
Ordnung X definiert. Dann gilt die diskrete Regularititsbedingung (11c).

Beweis. () Aus der Darstellung (58), K,=R,KP,, schlieBt man
IKn|Yn(—xn = anKPnIYn(—Xn < an'Yn(-Y 'Kl}"_xlpnlx-(—-xn = CY ny CP'
(ii) Sei f,,€X,,. Die Norm §K_.f,,1y,, enthilt Differenzen (oder im Fall von
{8) auch Ableitungen) der Funktion Q,(k(x,-JB.f,). Set § ein solcher
Differenzen- oder Ableitungsoperator. Da §Q,(k(x,-)B.f,)=
On(8k(x, )R, f,), gilt ¥8Q (k(x,- IP.f ), < 1Q M3k(x, IR b, <
10,008 k(x,- I VB, [ 0, <consthf lx, . o

Die zweite Abschitzung (11d) ist eine Folge von (11c¢):
tlbungsaufgabe 5.2.8 Der stetigen Einbettung YcX entspricht
(5.2.11e) gadx, <Clg,ly, fiir alle g, eX,, und neN.

Man beweise: {a) Die Abschitzung (11d) ergibt sich aus (11c) und (i1e).

(b} Aus (3b), (7) und der Normdefinition (8) folgt (11e) mit
C:=CR|IlX(—Y' Hinweis: (9b).

Ist §-ly, statt durch (8) fiber die ¥-Ix, enthaltenden Maxima (10a)
oder {(10b) definiert, gilt (11e) mit C=1.
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5.2.3 Der Interpolations- bzw. Projektionsfehler

Filr Projektionsverfahren gilt P,R,=IT, (vgl. (4f)), so daB
[-P,R,=1-1I, den Projektionsfehler beschreibt. Ist R, die
Beschrinkung auf die Knotenpunkte und P, eine Interpolation,
so stellt I-P,R,, den Interpolationsfehler dar. Im folgenden setzen
wir voraus, daB eine positive Ordnung B existiert, so daf

(5.2.12a)  HI-P,R M xcy <C;h® (neN, B>0).

Dabei ist h=h,, der fiir die Diskretisierung typische Parameter, der im
allgemeinen die Bedeutung der Schrittweite besitzt (vgl. (4.5.19¢c/29¢)).

Im Falle eines Galerkin-Verfahrens und der kanonischen Wahl von
P, und R, stimmt (12a) mit der Projektionsfehlerabschidtzung
(4.5.15a): Af-T,fi<const-h® iiberein. Satz 4.5.14 mit der
Abschitzung (4.5.21a) beweist z.B. (12a) mit 8=1, X=C(D), Y=C;(D),

Fiir Kollokationsverfahren oder fiir die Nystrém-Methode ergibt die
kanonischen Wahl von P, und R,, die Interpolationsprojektion II,=P,R,,.
Die Abschitzung (12a) mit X=C{D)} und Y=CB8(D) trifft genau dann zu,
wenn die Interpolation II,, die Ordnung B besitzt.

Fiir jede quantitative Abschatzung ist eine Forderung wie in (12a)
unumginglich. Andererseits folgt aus (12a) die Forderung (3c):

Lemma 5.29 Es gelte (3ab), (7} und die Abschitzung (12a).
Dann gilt (3¢): P,R,f > f fiir alle feX.

Beweis. GemdB (3a,b) ist P R eL(X,X) gleichmédBig beschrénkt und
konvergiert auf der dichten Teilmenge Y. Der Satz 1.3.17 von
Banach-Steinhaus beweist (3c). o

Eine schwichere Aussage als (12a) ist
(5.2.12b) - R P x ey, € Cihf (nelN, 8>0).
Offenbar gilt (12b) mit C;=0, wenn (4e) zutrifft: R, F=I. Gilt (4e) nicht,
148t sich (12b) aus (12a) und geringen weiteren Annahmen folgern.
tbungsaufgabe 5.2.10 Man zeige: (12b) folgt aus (3b), (9b) und (12a) mit
der Konstanten C;:=CgpC;Cy.
5.2.4 Konsistenz

Die Konsistenz soll im folgenden nur quantitativ, d.h. als Konsistenz
der Ordnung B>0 definiert werden. Anders als in Definition 4.1.1
werden jetzt die Matrix K,, und der Operator K in Beziehung gesetzt.
Zwei verschiedene Formulierungen bieten sich als Definition an:

(5.2.13a) 8K, R,-R.Kix <y < C.hf (neN, 8>0)
oder
(5.2.13b) 1P, K, R,-Kixey < Cchf (neN, 8>0).

Das folgende Lemma zeigt, daB beide Ungleichungen im wesentlichen
dquivalent sind.
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Lemma 5.2.11 (a) Es gelte die fiir Projektionsverfahren charak-
ceristische Gleichung (4f): K,,=R,KP,,. (13a) folgt aus (3b), KeL(X,X)
and (12a), wihrend man (13b) aus (3a,b), (7), (11a) und (12a) schlieBt.
{b) Im allgemeinen Fall seien {3a), (11b} und (12a) vorausgesetzt. Dann
;st (13b) Folge von (13a). (c) Umgekehrt folgt (13a) aus (13b), wenn
man (3b). (12a) und entweder (9a) und (11d) oder (11c,e} voraussetzt.

Beweis. (a) Mit (4f) findet man flir die Differenz P,K, R,,~ K die Gestalt
K,R,~R,K =-R,K(I-P,R,).
1K, R~ R K¥x, «y <IRpMx, «x FKly x - P R, Ix <y beweist (13a)

mit der Konstanten C.:=CplKly x C;. Flir den Nachweis von (13b)
verwende man die Darstellung

P.K,R,-K = - (I-P,R,) KPR, -K(I-P,R,).

(b) Man verwende P,,K, R,-K=P (K, R,~R,K})-(I-P_ R, JK.
() K,R,-R,K=R,(P,K,R,-K}+(I-P,R,) KR, beweist Teil (c). m

Bemerkung 5.2.12 (a) Der Bezug des neuen Konsistenzbegriffes zur
urspriinglichen Konsistenz aus Definition 4.1.1 ergibt sich wie folgt.
Bei der kanonischen Wahl von P, und R, fiir Projektionsverfahren
stimmt der semidiskrete Operator K,eL(X,X) aus Definition 4.1.1
mit P,K_,R, iiberein. (13b) beschreibt daher die Konvergenz
K,p=Kop fiir alle peY. Da Y dicht in X liegt, folgt aus (13b) die
Konvergenz K, p>Kg¢ fiir alle peX wie in Definition 4.1.1 gefordert,
wenn man auBer (3ab) noch die gleichmiBige Beschrianktheit

(5.2.110) 1K, Ix «x, € Cxx fiir alle neN

fordert, die sich ohnehin aus den Ungleichungen (i1c.,e) ergibt.
(b) Fiir das Nystrém-Verfahren unterscheiden sich das Produkt
P.K,.R, und der semidiskrete Operator K,, in der Interpolation der
Werte (K, f)(E; .} (&;,: Stiitzstellen der Quadratur Q).
In P,K,R,, wird die Interpolation m,=P,R,, und in K,, die Nystrom-
Interpolation verwandt. Unter der Voraussetzung des Satzes 4.7.15
sind die Konsistenzbedingung (13b) und die semidiskrete
Konsistenz (4.7.20c) der Ordnung x =3 dquivalent.

5.2.5 Stabilitit

Die durch die Matrizen (K}, gegebene Diskretisierung heifit
(im diskreten Sinne) stabil, falls ein nyelN existiert, so daB AI-K,
fiir alle n>n, regulédr ist und

{(5.2.14) VAI-K, ) ix, «x,, < Cs fiir alle n2n,.

Verglichen mit der Definition 4.1.3 ist (14) die fiir die Praxis geeig-
netere Festlegung des Begriffes «stabil». Es sei daran erinnert, daB der
Operator K,«L({X,X) der Kernapproximation oder des Projektionsver-
fahrens im Gegensatz zur Matrix K,, nicht von der Basiswahl abhingt.
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5.2.6 Konvergenz

Im folgenden selen f und f,, die Lésung des kontinuierlichen
Problems (1.1): Af =g+ Kf und der Diskretisierung (1.3): 3f,, =¢,+ K f,..

Die Diskretisierung sei als konvergent von der QOrdnung B bezeichnet,
wenn
(5.2.19) 1~ R fix <ChS gy fiir alle n>ng, und geY.

Satz 5.2.13 (Konvergenzsatz) XA sei ein regulirer Wert von K, d.h.
(AI-K) 'eL(X,X). Es gelte (7) und (11a): KeL(X,Y). Dann folgt die
Konvergenz (15) aus der Stabilitiét (14), der Konsistenz (13a) und der
Abschidtzung (16):

(5.2.16)  §R,g-gnlx, < ChE Ngly fiir alle geY.

Es sei darauf hingewiesen, daB die Ungleichung (16} mit C=0 zutrifft,
wenn wie bei allen hier behandeiten Verfahren und bei
kanonischer Wahl von R, die Darstellung (4f) gilt: g,=R,g
{(vgl. Bemerkungen 3, 4 und 5).

Beweis. fn:=(AI-K,)"'R,g ist die Lbsung von 2. =R,g +K, T
Da sich die kontinuierliche Losung als f={1I1-K)!g schreibt, lautet die
Differenz:

R f-Tn =R (AM-K)™1- (AI-K,)"'R,1g=
= (A=K, )" [(A-K, )R- R (AI-K)1(X[-K)"'g=
= (AI-K,)"! (R, K-K,R, 1(XxI-K)1g.
Aus (7) und (11a) folgt nach Satz 3.5.1 (AI-K)~1eL(Y.Y). Wir erhalten
IR, f-Thx, <
HOT-K )" ix, e xp, VK Ry- R Kix, <Y HOU-K) ™y oy Bghy <
< CgCo HAI-K) My y hB Hghy.

SchlieBlich ist
Ufn- fnlxn = I()‘I_Kn)—I(Rng‘Gn)b(n < CSIRng'yan,—,
nach Annahme (16) ebenfalls durch const h i g1y beschrénkt. =

Zusatz 5.2.14 Unter den Voraussetzungen von Satz 13 und den
Bedingungen (3a) und (12a) erhilt man die Konvergenz auch in der Form

(5.2.17) VP, - flx<ChBigly fiir alle n>ng und geY.
Beweis. Man schreibe P,f,-f als P,(f —-R,f)+(I-P,R)f.
Der erste Summand ist aufgrund von (3a) und (15) durch
const h2igly beschrinkt. Die Schranke des zweiten ist zundchst
Crhf ¥fiy. Mit Kfly < WAI-KJ)7'hyy Ngiy (vgl. Satz 3.5.1)
erhilt man das Resultat (17). o
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5.3 Die Hierarchie diskreter Probleme

5.3.1 Diskretisierungsstufen

per Diskretisierungsparameter n bestimmt im allgemeinen die
pimension des Problems. Ein flir die Fehlerabschitzungen direkterer
Diskretisierungsparameter ist die Schrittweite h=h, der zugrunde-
liegenden Interpolation (Kernapproximation, Kollokationsverfahren)
pzw. der Galerkin-Unterrdume bzw. der Quadraturverfahren (Nystrém-
Verfahren). Indem man die vorhandene Schrittweite h halbiert, erhilt
man eine verfeinerte Interpolation bzw. einen verfeinerten Unterraum
bzw. eine verbesserte Quadraturformel zur Schrittweite h’:=h/2. Die
zu h und h’ gehdrenden diskreten Lésungen f,, und f,,. sind besonders
einfach vergleichbar.

Beispiel 5.3.1 Sei D=I=[(0,1]1. Die Kollokationspunkte £, seien
Ear=ih fiir j=0,1,...,n mit h=h,=1/n. Dem Kollokationsverfahren
sei die stiickweise lineare Interpolation zugrunde gelegt. Die
Komponenten f;n, des Lésungsvektors f,, sind eine Niherungen
von f(x) fiir x=§; .:=jh. Halbiert man h, gelangt man zur Losung f,,,.
Jede zweite Komponente f; ,,, ist unmittelbar mit f; , vergleichbar,
da sich beide auf die gleichen Knotenpunkte x='j/ n beziehen.

Wenn die Komponenten von f,, die Bedeutung eines Funktions-
wertes an den (Kollokationsstiitz-)Stellen §; , haben, schreiben wir

fn(gj,n) = fj,n
und verstehen f,, als eine auf diskreten Punkten definierte Funktion.

Sei ngy ein fester Diskretisierungsparameter und hy die zugehorige

Schrittweite. Durch sukzessive Halbierung erhalten wir die
Schrittweiten
{5.3.1a) hyr=hgy/ 2! fiir 1=0.1.2,... .

Allgemeiner kann man von einer beliebigen Schrittweitenhierarchie
(5.3.1b)

ausgehen. Den Index P nennen wir die Stufe oder Stufenzahl.
Zur Schrittweite h, gehére der Parameter n,. Die diskrete Gleichung
der Stufe F ist demnach

Afnl= gn'+Kn,fn,.
Um die doppelte Indizierung zu vermeiden, schreiben wir hierfiir kiirzer
(5.3.2) AMy=9,+K,f, (0=0.1,...),

d.h. die Stufenzahl ! wird im folgenden als primdrer Parameter
verwendet. Entsprechend werden die Kollokationspunkte, Riume,
Normen etc. umbenannt:

x@‘=xng ’ YQ’=Yn',

ho>hy>...>hp_>hp>. .. mit lim hy=0

§1,00=8 ny Whxy=H-Ix,, usw.
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5.3.2 Prolongationen und Restriktionen

Bisher wurden alle Diskretisierungen nur als Approximation der
kontinuierlichen Gleichung angesehen. Jetzt werden wir fy_eX,_; auch
als Niherung von fyeX; ansehen. Um beide vergleichen zu konnen,
filhren wir eine Prolongation p ein, die von X,.; auf X, abbildet;

(5.3.3a) p Xpy > Xy (dh. pel(Xy—4,.Xp) ).
In die entgegengesetzte Richtung wirkt die Restriktion r:
{5.3.3b} r: Xy Xy, (dh. rel(X,,Xy_4)).

Beide Abbildungen sollen spiter im Mehrgitterverfahren angewandt
werden. p und r miissen daher relativ einfach berechenbar sein,

Eigentlich miiBten p und r mit dem Index ! versehen werden, da p=p,

und r=r, flir jedes ! verschiedene (wenn auch analoge) Abbildungen
beschreiben. Wir verzichten jedoch auf diese Kennzeichnung, da die
Stufenzahl lm allgemeinen aus dem Argument oder den R#umen
X,-1. X; hervorgeht.

Von den Prolongationen p und Restriktionen r fordern wir die
gleichmaBige Beschrinktheit fiir alle I>1:

(5.340)  Wply,cx,_,<Cp furalle 1=1,2,... ,
(5.3.4b)  Iriy,  x,<Cr fiir alle 1=1,2,

Wie fiir die Prolongationen und Restriktionen Py und R, aus §5.2.1
gibt es auch fiir p und r eine kanonische Wahl.

Definttion 5.3.2 Seien PjeL(X,,X) und RyeL(X,X,) kanonisch gewdhit.
Dann lautet die kanonische Wahl der Prolongation p und Restriktion r:

(5.3.5a) P"’R,P,..}, r==R,-,P,.

Folgerung 5.3.3 (a) Die Abbildungén Py, Ry, p und r seien kanonisch ge-
wihlt. Wenn die Inklusion Bild(P,_,)cBild(P,) gilt, sind die kanonischen
p und r eindeutig durch die implizite Bedingung (5b) charakterisiert:

(5.35b) Plp=P'_1, R,_1=fR'.
{b) Fiir kanonische P, und R, ist die Definition (5a) eine Folge von (5b).
{(c) Die Charakterisierung Py p=P,_, driickt aus, daB die Koeffizienten-

vektoren @,_,eX,_; und ¢,=pep,_;¢X, die gleiche Funktion Pyg;=
Py_;¢p-; in X reprasentieren. In diesem Sinne stellt p die Identitit dar.

Beweis. (i) Zum Beweis von Teil (b) multipliziere man die Gleichungen in
(5b) mit R, von links bzw. mit Py von rechts. Wegen (2.4b) folgt (5a).
(i) Die kanonische Restriktion R, ist wegen (2.4b) surjektiv.
{iii) Einsetzen von (5a) in (Sb) liefert die Behauptung ILP,;_,=P,_;,
wobei II)=P,R, dank der Surjektivitét von R, eine Projektion auf
Bild(P,) ist. Damit folgt I)P,_;=P,., aus der Voraussetzung
Bild(P,_,)cBild(P)). Also geniigt die Prolongation p aus (Sa) der
Charakterisierung (5b). Teil (i) bewies bereits die Eindeutigkeit.
Die Charakterisierung von r durch (5b) wird analog bewiesen. m

5.3. Die Hierarchie diskreter Probleme 185

petspiel 5.3.4 (Kollokationsverfahren oder Nystrém-Verfahren)
{a} Sowohl fiir das Kollokations- wie auch das Nystrdm-Verfahren
beschreibt IIy=PyR; eine Interpolation in den Stiitzstellen & 0€Z,.
pie in Folgerung 3a benttigte Inklusion Bild(P,_)c Bifd(P,)
trifft z.B. zu, wenn die Teilintervalle I, , der stiickweisen
{konstanten, linearen usw.) Interpolation II, in Teilintervallen | PTr
der Interpolation II,_, enthalten sind. Sind die Stiitzstellen =,
die Randpunkte dieser Teilintervalle wie bei der stiickweise linearen
hgerpolatli(on, ist Bild(P,_,)cBild(P,) dquivalent zu Z,_,c 5.
{b) Die konkrete Definition von pe,_, flir ein X
gemaB (2.4a,0): ! Proieiy ladtet
PPy =A;’(p(£;',,, ))j=1.-.-.n' mit der Interpolierenden p=P,_, p;._,,
wobel die Matrix A, aus (4.4.9b) fiir die Standardwahl &, ,=La =
Funktion in (2.4a) die Einheitsmatrix ist: Ay=1. JammasTanse
(c) Fi.lr die stilckweise lineare Interpolation mit den Knotenpunkten 5y
bzw. E)_, gilt mit der Schreibweise folE; 0) = i,
(5.3.6a) (PP'-,)(E)‘=P1_I(E) fiir EEE,_,CE’,
wihrend flir nicht zu £, , geh6rende Punkte &;,¢€ &y im Teilintervall
{Eg—1,8-1> Sk, 0-1) der Lange h,; ,_, stiickweise linear zu interpolieren ist:
(per-1) (51 ) =008k 9-1=&10) Prmy 01+ () 1~Eimt 0-1)Px,0-117 By gy

Im dquidistanten Fall &, ,=a+jhy, & = h
: 1,8 g §j4-1=a+jhy_, bei halbierter
Schrittweite hg=h;_,/2 reduziert sich die Berechnung von p auf

(536b) (p?,-,)(f)==9;-,(f) fﬁrf=a+2vh,, v=0,1,..‘,n,_,,
(ppr-1 HE):=4lpy_y(E=hp+oy_s(E+hy)] fiir E=a+(2v+1)h,.

Die kanonische Restriktion r lautet im Falle 5,_,;c 5

(5.3.6¢) (rp,)(fk.,_,)=p,(fk',-,)

Beispiel 5.3.5 (Galerkin-Verfahren) (a) Fiir das Galerkin-Verfahren
beschrezlbt Ily=PyR, die orthogonale Projektion auf den Unterraum
Xy<X=L*(D). Die in Folgerung 3a benétigte Inklusion Bild(P,_,)cBild(P,)
trifft genau dann zu, wenn die Galerkin-Riume bereits eine Hierarchie
bilden: X,_,cX, (vgi. Ubungsaufgabe 4.3.1a).

(b) Die Definition (5a) der kanonischen Prolongation p lautet
PP1-1:= A7 (0.9 12)j=1,....n, (Pg-1€Xy—y)

mit ¢=Pp_ Pp_;= kP p-1Px,p-1 und Ay aus (4.5.7b). Entsprechend ist
repi= AR (<094, >)jl—-1,....n, mit o=Pypp=%, 0x ;1 By s

die Darstellung ger kanonischen Restriktion r. Definiert man die
Rechtecksmatrix p und ihre Transponierte 7 durch

(536d) f ‘=(Ejk)!=1""’"fv k-l,...‘n'..l mit Ejk:=<¢k,’—1’¢],l>’
(6.36e)  Fi=(7p)=y. mit Ty = <Py 0B, g,

fi.ir alle Ek',_,eE,_,.

cantgg, k=1, ny
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so haben die kanonischen Prolongationen p und r die Darstellungen
(5.3.6) p=AylD, r=AFLT.

(c) Im Falle X,_,cX, sind die Koeffizienten p := (p,) eindeutig durch
(5.3.6g) <D“.=§ Pik Pr,0-1 fiir alle j

bestimmt.
{d) Die kanonische Restriktion r bestimmt sich aus p mittelg

(5.3.6h) r= A7l T Ay mit 7:=p” (transponierte Matrix von p),
(e) Fiir das Galerkin-Verfahren mit dem Unterraum X, der stiickweise

linearen Funktionen iiber einer dquidistanten Unterteilung der Schritt-
weite hy=h,_,/ 2 und den Lagrange-Funktionen als Basis findet man fiir

p die Darsteliung {6b), wobei (p@y_;)(jh;) die j-te Komponente des -

Vektors pgy_; bezeichne. Die Restriktion r ergibt sich aus (6h) mit

(5.3.61) (?p,)(jh,_,)=-%p,_t‘,+ Pj’ri'é Pj+!,l'
Sowohl p als auch 7 sind durch die Koeffizienten [4 1 41 charakterisiert.

Beweis. Die Teile (a) und (b) ergeben sich unmittelbar aus den
Definitionen. Die Darstellung (6g) ergibt sich aus (Sb) (angewandt auf
einen Finheitsvektor). (6h) erhdlt man aus (6f), indem man dort die erste
Gleichung nach 7 auflést, die Beziehungen r= p"und Ay=A;{ nutzt
und 7= p'A, in die zweite Gleichung einsetzt. m

Die gleichmiBige Beschranktheit (4a,b) von p und r kann aus (2.3a,b)
oder aus der expliziten Darstellung von p und r geschlossen werden:

tlbungsaufgabe 5.3.6 Man zeige: (a) Aus (2.3a,b) folgt (4a,b) mit C, =
C,=CgCp. (b) In X, sei die Maximumnormen #-Ix,=1-1,, definiert. Fiir die
in den Beispielen 4c und 5b genannten Prolongationen gilt (4a)} mit C =1,
(c) Falls Bild(P,_,)cBild(P,} fiir die kanonischen Prolongationen
Py_;. P, gilt, geniigen die kanonisch gewdhlten r und p der Gleichung
(5.3.7a) rp=1I.
(d) Aus (7a) schlieBe man im Falle des Galerkin-Verfahrens auf
(5.3.7b) Ap =p"Ayp.

I-pr beschreibt den Interpolationfehler von p. Wir fordern
(5.3.8) H-priy,cy, < Crhf fiir alle #=1,2,...
in Analogie zu (2.12a) mit einer positiven Ordnung 8.

ttbungsaufgabe 5.3.7 Man beweise die Abschitzung (8) mit =2 fiir p
und r aus (6b,c) in Beispiel 4c, wobei Y, das Analogon von Y=CL(1) sel.
Die Norm W.-ly, kann durch (2.8) oder (2.10b) definiert werden.

Allgemein kann (8) wie folgt auf die Abschitzung (2.12a) von I- PR,

zuriickgefiihrt werden.

tibungsaufgabe 5.3.8 Aus (2.3b), (2.9c), 1)y y<const fir Ilj=PyR,,
hy_;/hy< const und (2.12a) beweise man (8) fiir die kanonisch gewihlten
Py, Ry, r, p. Hinweis: 1-pr=Ry(I-I4JT,.,) Py.
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5.3.3 Relative Konsistenz

pa wir K;.,; als /ipproximation von K, ansehen, definieren wir die
relative Konsistenz (von der Ordnung 8) durch

(5.3.9 17Ky - Ky_riy, <y, < Cchf  firalle #=1.2.... .

Lemma 5.3.9 Aus (5b) und (2.5): Ky=R,K Py, g,= R,g folgt die Darstellung
(5.3.10) K’_1=7K'p, Ge-1=r0; flir £21.

Falls K;= A7 'B, (vgl. (1.4)) und (6h): r= Aj!, T A, gelten, bedeutet die
Charakterisierung (10), daB

5.3.100  Kp_;=Ay.,By_,mit By_,=7 Byp.  by_,=rbpmit by:=A.g;.
Beweis. rKyp=r(ReKPy}p={rRy}K(Pyp}=Ry_,KP,_ ,=K,_;. o

Bemerkung 5.3.10 Wenn die Matrix K, fiir eine feste Stufe F=fmax
gegeben ist, liefert Gleichung (10} (oder {10)) eine Konstruktions-
vorschrift zur Erzeugung der iibrigen Matrizen K,_;, K,_,, ... bis K.

Unter der Voraussetzung (8) reduziert sich die relative Konsistenz (9)
auf die Fehlerabschitzung (8) von I-pr.

Lemma 5.3.11 Aus (10) folgt die Darstellung
(5.3.11) rKy-Ky_yr=rKy(I-pr).

Unter den Voraussetzungen (10), Urly, . x,<const und (2.11f):
1K dx, < x,€Cx x ist die relative Konsistenz © zur Ordnung 8 gesichert.

Da Projektionsverfahren zu Diskretisierungen mit der Eigenschaft
(2.5): Ky=Ry K Py fithren (vgl. Bemerkung 2.3), sind die Lemmata 9 und 11
anwendbar und garantieren die relative Konsistenz zur gleichen
Ordnung B wie fiir den Projektionsfehler I-pr, vorausgesetzt,
p und r sind kanonisch gewidhlt und Bild(P,_;)<Bild(P) gilt.

Fiir das Nystrom-Verfahren trifft die Gleichung (2.5): K,=R,KP,
nicht zu. Dieser Fall wird in der nachfolgenden Bemerkung diskutiert.

Bemerkung 5.3.12 Dem Nystrém-Verfahren liege das Quadratur-
verfahren Q, zugrunde. Beziiglich der Rdume X=C(D) und Y=CB(D)
sei Qp von der Ordnung 8>0. Die Menge der Quadraturstiitzstellen =,
mogen die Inklusion Z, ,cE, erfiillen. Der Kern k sei beziiglich y
gleichmidBig glatt: Wk(x, )lggpy<Cg fiir alle xeD. Llx, sei die
Maximumnorm, wihrend kly, durch (2.8) erklirt sei. Es gelte
hy_;/hp<const. Dann liegt relative Konsistenz (9) von der Ordnung 8 vor.
Falls die Ableitungen k,:=8"k/3x" der Ordnung v<# und ihre Hélder/
Lipschitz-Differenzen die fiir k genannte Bedingung ¥k, (x,-J¥gBp) <

erfiillen, gilt (9) in der verstirkten Form irK, - Ky yrly, ,<v, < Cchy.

Beweis. xeD und fyeY, seien beliebig gewihlt. feY erfiille f=R,f
(R; gemiB (2.4¢)). Man beachte, daB der Wert Q,(k(x,-)f) nur von den
Funktionswerten fp=Rpf von f an den Stellen & eZ) abhingt.
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Der Quadraturfehler von Qp(k(x,-)f) ist abschitzbar durch
Vk(x. ) fIgBp) < CCahfUflgsp) = CCghfMfly. Fiir x=§;jeZ,
stimmt Qu(k(x, -} f) mit der j-ten Komponente von K,f, iiberein. Fiir
x=Ep pmr€Zpyc By ist Qplk(Ey y-y,-1f) die k-te Komponente von r K fy:

HrKofy )i [pk(Ex p-1-y) F(y)dyis CCshf S0y .

Entsprechend stellt Q. (k(Ey p_4.-)f) die k-te Kompm}fante
vonK,_,rf; dar, weil die Stiitzwerte rfy mit (f(&; 4] &sp-1€ Zgy)
iibereinstimmen. Der Quadraturfehler von Qu_ (k(Ey g_s,-}f) lautet

{(Kp_yrf)k- Jpk(Exg-r.y) f(y)dyls CCshf_ Ufly.

Zusammen erhilt man 1(rKyfp-Ky_;rfp)il €CCsl h§+h_,)1fty. Nimmt
man das Infimum iiber alle f mit f;= R,f (Beschrinkung von f auf Z,),
ergibt sich 1(rKpfy-Ko_yrfp)el < CCa (hf+hf_)fily, (vgl. 2.8)).
Maximumbildung iiber ke{1....,ny_;} und die Ungleichung h,._,/h,<const
ergeben NrKpfy-Kp_ rfpbx,<CCg(1 +const? JhE B fyly,, also (9). m

Die in Bemerkung 12 geforderte Inklusion Zp_,cZ, kann entfallen.
in diesem Falle beschreibt rf, eine Interpolation der Werte f; an
den Stellen FeZ,_,. Im kanonischen Fall ist hinreichend genaue
Interpolation gefordert (vgl. Definition 2.1b und (5a)}, so daB
der zusitzlich auftretende Interpolationsfehler ebenfalls von
der Ordnung h§ ist und die Abschitzung (9) erméglicht.

5.3.4 Konvergenz
Im folgenden vergleichen wir die diskreten Losungen f; und foey.

Satz 5.3.13 (a) Das diskrete Problem sei stabil und relativ konsistent,
dh. es gelte (2.14) und (9). Dann gilt filr die L&sungen aus (2):

8

(5.3120  Nrfp-folx, < Cshgp—i=1 gelx,_, + Cs Cchy 1y,
(b) Unter den Voraussetzungen (12), (4) und (8) ist
(5.3.13) - pf,_,ux,s(c,+cpcscc)hf Hyly +CoCshgp_s-r9ehx,_
{c) Unter den Voraussetzungen (2.11¢c): MKphy,«x,<Cx, (2.14) (Stabi-
litdt) und (2.11e): B-By, <Ch-Hy, ist ifyly, in (12-13) beschrankt durch
(5.3.14)  Kfly, <IA~ (1 gphy,+ Cd flx, ) SIALT (14 CCsCr) N gplyy.
(d) Erfiillen g,_, und g, die Bedingung (2.5): gp=Ryg und gilt (5b):
Ry_;=rRy, so verschwindet der Term U gy_;~r golx,_, wWegen gy_,=7 gy
Beweis. () Wegen gp=(AI-K;)f, gilt die zu (12) fiihrende Identitit
Foor=tfy = OI-Kp ) 7'gp =16y =

=(AI—K,_,)'1(0,_,—rg')+ (AI*K'._I)—ITVQ- ff' =

=(A=-Kp_ )7 gy y=rgp)+ (AI-Kp_ )71 (A-Kp) - (AI-Ky_ ()11 fy =

=(A-Kp_y) N gg_y-rgp)+ (AI-Kyp_ ) 'UKy_yr-rKy1 fy.
(i) Man verwende fy-pfy_;=(I-pr) fy+ p(rfy—fy_,) fiir Ungleichung (13).
{iii) Der Beweis von (14) ist analog zu Satz 3.5.1. o
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5.4 Zwelgitterverfahren
5.4.1 Der Zweigitteralgorithmus

Wie in §5.1.3 diskutiert, kann die Picard-Iteration
{5.4.1) 18 > Jyi=dg Ko fP)

divergieren. In jedem Falle konvergiert sie nicht so schnell, wie wir es
fiir die Mehrgitteriteration nachweisen werden. Sei f, gemiB (1) das
Resultat der Picard-Iteration. Wir berechnen den Fehler von fp in der
Form des Defektes

(5.4.2) dy :=afy -9+ Koy .
Offenbar gilt d;=0 genau dann, wenn f, mit der exakten Lésung f,
{ibereinstimmt. Der Zusammenhang zwischen Fehler und Defekt ist
$m 5.4.1 Der zu f,sx, gehorende Defekt lautet
(5430 dp=afi-gr- Kol
Dann stellt die Losung §, der Gleichung
{5.4.3b) A8,=d,+K,85,
{ den Fehler von f; dar:
(54.3C) 8l=;‘"f’

liefert A(Tp‘fl)=ap+xp (Tl‘fl)'

Der letzten Bemerkung folgend, kénnte man durch Lésung der
Gleichung (3b) mit d; aus (2) eine exakte Korrektur der Niherung f,
gewinnen: f,= f;-8,. Da aber (3b) aber ein Gleichungssystem der
gleichen Art wie das Originalproblem Af,=g,+K,f, darstellt, ver-
einfacht der Umweg iiber §, die Losung des Problems nicht. Wenn man
jedoch die Struktur von 8, genauer studiert, wird sich die Gleichung (3b)
als einfacher 16sbar als Afy=g,+K,f) erweisen. Nach (1.7¢) und (3c) liegt

(5.4.4) §p= fi-fo= 1K, (F0-)
im Bild von K,. Aufgrund der Eigenschaft (2.11c): 1K,¥y, «x, <Cx,

g T X
kann man annehmen, daB &, eine glatte (wenn auch nur_diskret
definierte) Funktion darstellt. Nach Satz 3.13 [aBt sich 3, bis auf
einen Fehler O(h}J durch die Losung §,., des Problems

(5.4.5) 28, =dy +Ks 18, ; mit dy_,:=rd,

approximieren. Anstelle der gesuchten, exakten Losung f;= f, -8,
berechnet man die Naherung f}= f;- p§,;_; und definiert dadurch die
ndchste Iterierte des Zweigitterverfahrens.

Das skizzierte Verfahren besteht somit aus zwei Teilschritten: dem
Picard-Schritt (dem sogenannten Glittungsschritt, da der Fehler
geglattet werden soll) und der Grobeitterkarrektur f, > f}—p&,_,.

(wobei fy:=(XI-K,)"'g, exakte Losung). }
Beweis. Subtraktion der Gleichung Afr=9p+ Kpfy von Afy=gp+dp+ Kpfp
o
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(5.4.6) Zwelgitteralgorithmus zur Losung von Afy=g,+ Kyfy, 121
Start: ffeX, beliebig.

Iterationsvorschrift f§ — f{*!:
(5.4.6a)  fyo=4 g+ Kyff)
G.4.6b)  fit = fo-p(Al-Ko_ ) e (My-gp-K Ty ) CEoREESs

(Glittung)

Eine ALGOL-dhnliche Beschreibung des Algorithmus (6} ist in (7)
angegeben. Der zweite Parameter f stellt als Fingabe f{ und als

Ausgabe f{*! dar. g steht fiir g,. Ein Aufruf von ZGM fiihrt einen

Zweigitteriterationsschritt aus.

(5.4.7) Zwelgitterprozedur ZGM zur Losung von Me=ge+Kafs. 120

.................................................................................................................

(5.4.7a) procedure ZGM(L, f. ¢); integer b; array f. g;
(5.4.7b)  if =0 then f:=(AI-K,) g else

begin array d,8;

(5.4.7¢} f:= { (g+Kpxf); (Picard-Iteration)

(5.4.7d) dizrx(Af-g-Kpxf); (Defektberechnung)

(5.4.7¢) §:=(A-Ko_;)"'d; (LE5Eo8 Eiteen

(5.4.79) fi=f-pxd {Grobgitterkorrektur)
end;

Anders als in (6) ist in (7) der Fall §=0 zugelassen. In diesem Falle gibt
es keinen Vorginger in der Hierarchie, so daB eine Grobgitterkorrektur
nicht mdglich ist. Deshalb wird das Gleichungssystem auf der Stufe 0
exakt gelsst (vgl. (7b)). Da hy die grobste Schrittweite ist, entspricht
ihr die kleinste Dimension ny des Gleichungssystems. Die exakte
Auflésung durch direkte Verfahren stellt somit keine Schwierigkeit dar.

Ein vergleichbares Verfahren wurde zuerst 1960 von Brakhage [1]
vorgestellt. Es wurde aber keine Auswejtung zu einem Mehrgitter-
algorithmus in Betracht gezogen worden.

5.4.2 Konvergenzanalyse

Da die Abbildung f§ > fi{*' des Zweigitteralgorithmus (6) affin ist.
hat es die Darstellung

(5.4.8) it =MEMf} vc,, (MFM: Zweigitteriterationsmatrix)

die dem Satz 1.3 zugrunde liegt. Anstelle der scharfen Konvergenzbe-
dingung p(M§EM) < 1 werden wir versuchen. die hinreichende Bedingung
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‘MfCM 1x, < x, <! nachzuweisen. Einsetzen von (6a} in (6b) beweist

temma 5.4.2 Die Zweigitteriterationsmatrix MFSM hat die Form
5.4.9 MPECM = [1-p(AI-K_ )" r(X-Ky) 1K, firalle 131,

Satz 5.4.3 Es seien die Stabilitdt (2.14), die Regularitit (2.11c), die
gleichmiBige Beschrinktheit (3.4a) der Prolongation p, die relative
Konsistenz (3.9) und die Interpolationsfehlerabschitzung (3.8) mit
einem B> 0 vorausgesetzt. Dann gilt die Abschiitzung der Zweigitter-
iterationsmatrix durch

Dabei ergibt sich die Konstante Cgzgyy aus den Konstanten der
vorgesetzten Abschitzungen als

(5.4.10b)  Czgpg +=1o7 (Cr+CpCsCo )Cx .

fiir alle #21.

Beweis. Wir spalten die Iterationsmatrix MfGM aus (9) geeignet auf:
MFEM =4 {(1-pr) + p(XI-Ky_ )7 ' LA=Ky_r=-r(XI-K)1} Ky =

=4{(I-pr) + p(AI-Kp_ )7 UrKy-K,_;r1) Ky,
so daB

IMFCMIy y, < il -prix, oy, +
Uy, < x, WI-Kp )7y, o x, ¥rKp-Kyp_,rlx, <y, WKy, < x,-
Einsetzen der vorausgesetzten Abschidtzungen liefert (10a,b). m
Die Abschitzung (10a) kann wie folgt interpretiert werden.

Bemerkung 5.4.4 (a) Es gibt ein {,, so daB die Zweigitteriteration fiir
alle Stufen 221, konvergiert.

(b) Streicht man die Stufen £=0,1,....8,-1 aus der Hierarchie der
Diskretisierungen, erreicht man Konvergenz auf allen Stufen.
{c) Je kleiner die Schrittweite, d.h. je héher die Dimension des Glei-
chungssystems, desto schneller konvergiert das Zweigitterverfahren.
(d) Fiir den Standardfall h,_,=2h, lautet die Konvergenzabschitzung
IM,ZGMlx,bx,Sconstz"'s.

5.45 Man kann die Zweigitteriteration mit zwei
Schrittweiten hy und h,_, anwenden, deren Verhiltnis stark von
abweicht. In diesem Falle sind die Annahmen (3.8-9) unrealistisch.
An die Stelle des Faktors h§ muB h§_, treten (Nur wenn der Quotient
h,_ ;/h, gleichmiBig beschrinkt ist, 4Bt sich hf_, durch const-hf
ersetzen). Die Konvergenzgeschwindigkeit ist demnach durch
IMFCMy, < x, < C hf_; gegeben.
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5.4.3 Rechenaufwand

Im folgenden wird davon ausgegangen, daB die Matrix Ky explizit
gegeben ist. Der Fall, daB K,=Aj'B, nur implizit durch Ay und B,
beschrieben ist, wird im folgenden Abschnitt §5.4.4 diskutiert werdep.
Die aufwendigen Teile des Zweigitterverfahrens sind:

(5.4.11a) Matrixmultiplikation f, +> Kf,:

2nf-n, Operationen,

(5.4.11b)  Grobgitterlosung gy > (A-Ky_; )7 1g,;:
<§nj_;+0(ny_y} Operationen.

Mit «Operationen» sind alle arithmetischen Operationen +,~3/
gemeint. n, ist dabel als Dimension des Gleichungssystems definiert,
Die Vektoraddition und -subtraktion ist wegen ihres Aufwandes von
O(n,) gegen (11a) vernachliBigbar. Gleiches gilt fiir die Auswertung
der Prolongation p und der Restriktion r (bzw. 7, vgi. §5.4.4), wenn nicht
exotisch definierte p oder r verwandt werden. Wenn r die Restriktion
aus (3.6c) ist, benstigt sie keinen Rechenaufwand. Im Gegenteil, man
kann in der Auswertung des restringierten Defektes r{ F 2= ,-K,f 1)
dadurch Rechenarbeit sparen, daB man im Vektor f;-g,-K,f; nur die
den Stiitzstellen aus Z,_; entsprechenden Komponenten auswerten
muB. Dies fiihrt zu

(5.4.11¢) fi = rKyf; imFall von(3.6c):  <2nyn,_; Operationen,

Bemerkung 5.4.6 (a) Der Zweigitteralgorithmus benétigt pro Iteration
(5.4.12a)  4nj_;+4n{ +0O(n,_,) Operationen.

{b) Fiir den Standardfall ny=2n,_,+O(1) lautet die Zahl aus (12a)
(5.4.126) <5 nj+4nf +O(n}).

{c) Im Falle von (11c¢) reduzieren sich die Operationszahlen auf
(5.4.12a)  Znji_;+2nf + Zngnp; + Ong_y),

(5.4.126) 5 ni+3nf+ O(n).

(d) Startet man die Iteration mit f:=0, eriibrigt sich die erste Matrix-
multiplikation in (6a) bzw. (7c). Die Berechnung von f} kostet daher

(5.4.12c)  §nj_+2Znf+O0(ny_y) (=—11? n§ + Znf +0(ny) fiir np=2n,._,)
bzw.
(5.4.12¢)  4ni_+2nyny_ +O0(ny_) (=55 nf+nf+O(ny) fiir ny=2n,_,)

Operationen. (12¢') betrifft den Fall (11¢).
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tIm abzuschitzen, wieviele [terationsschritte ausgeflihrt werden
miissen, braucht man ein geeignetes Abbruchkriterium. Nach (2.15)
haben die diskreten Lésungen fy und f,_; einen Diskretisierungfehler
der GroBenordnung O (hf§) bzw. O(h§_,). Bis auf wenige Ausnahmefille
{wie z.B. Extrapolationstechniken, vgl. §4.8.3) hat es keinen Sinn,
Niherungen f, mit einem Iterationsfehler f,- T t¥x, zu berechnen,
der wesentlich kleiner als der Diskretisierungfehler O(h§) ist.

5.4.7 (a) Startet man mit f§:=0, was sich wegen Bemerkung
6d empfiehlt, so fiihrt eine _eggggf Zweigitteriteration zu £} mit einem
tterationsfehler 8, — f} Ux,, = O(h%), der die gleiche GréBenordnung wie
der Diskretisierungsfehler besitzt.

{b) Die Gleichheit von Iterations- und Diskretisierungsfehler in Teil (a)
bezieht sich nur auf das asymptotische Verhalten beziiglich h;> 0; die
Konstanten in O(hf§) konnen sehr unterschiedlich sein. Um den
[terationsfehler deutlich kleiner als den Diskretisierungsfehler zu
machen, sollte man zwej Iterationsschritte durchfiihren. Der Iterations-
fehler betrigt dann 1f,-ffhx,,=O(h§®) und unterschreitet den
Diskretisierungsfehler fiir hinreichend kleines h,.

{c¢) Der Rechenaufwand im Falle (a) ist in (12c) bzw. (12¢') angegeben.
im Falle (b) betrigt die Anzahl von Operationen

.412d)  4ni_j+6nf+0(n,_y) {=4ni+6nf+0(ny) fiir ny=2n,_,)
bzw. - falls (11c) anwendbar -

(5.4.12d) §n§d1+2nf+4n,np_,+ Olny_y) (=%nf+4nf+0(n,) IR

Da die direkte Losung des Systems auf der Stufe # 4nj Operationen
benétigt (vgl. Bemerkung 1.1), fiihrt die iterative Ldsung gemiB
Bemerkung 7a/b zu einer Reduktion des Aufwandes um 87.5% bzw. 75%,
wenn np=2n;_;.

Die Verwendung der Zweigitteriteration mit npy=2n,._, wurde in der
erwahnten Arbeit von Brakhage [1] vorgeschlagen. Atkinson [11]
empfiehlt die Wahl n,_,=0(n#”%), da dann nj_,=0(nf). Der
Aufwand der Zweigitteriteration reduziert sich insgesamt auf O{nf)
statt O(njf). Diese Variante besitzt allerdings zwei Nachteile.
Die Prolongation zwischen den Schrittweiten h, und hp_,=O(h#")
ist programmtechnisch aufwendiger, als wenn hy=2h;_;. Zum
zweiten ist dle Konvergenzgeschwindigkeit geringer. GemiB
Bemerkung S5 betrigt diese O(h,'s_,)=0( h#87%). Trotzdem wiirden
zwei Iterationsschritt ~ wie in Bemerkung 7b empfohlen - zu einem
Iterationsfehler O(h##7%) fiihren, der ebenfalls asymptotisch
kleiner als der Diskretisierungsfehler ist. Wir werden in §5.5.2 sehen,
daB auch das Mehrgitterverfahren mit einem Aufwand von O(nj)
auskommt, wobei die Vorteile der regelméBigen Verfeinerung hy=2h,_,
und die schnelle Konvergenz beibehalten werden.
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5.4.4 Variante fUr A,+1

In dem Zweigitteralgorithmus (6) bzw. in der Prozedur (7) wurde
stets die Matrix K, verwendet, obwohl diese nicht immer direke
zugiénglich ist. Definitionsgem#B sind die GréBen g, und K, durch

(5.4.13a)  gp:=A7'b,, Ky:=A7'By

gegeben (vgl. (1.4)). Beim Kollokationsverfahren l#Bt sich stets A,=]
erreichen, indem man die Lagrange-Funktionen als Basis wihlt
{vgl. Bemerkung 4.4.3). Dagegen 14t sich beim Galerkin-Verfahren der
Fall Ap# I selten vermeiden. In diesem Falle solite keinesfalls die
Matrix K,=Aj!B, berechnet werden. Vielmehr sind die L&sungs-
verfahren so zu modifizieren, daB nur gelegentlich Gleichungssysteme
der Form A,x,=y, nach x, aufzuldsen sind. Die Notation x,=A7'y,
ist stets in diesem Sinne zu verstehen. Die explizite Berechnung von
Ay! ist v6llig unnétig! Die diskrete Integralgleichung wird wieder in
der Form (1.2b) mit a,=f; geschrieben:

(5.4.13b) (XAp-By) fy=b,.

Man beachte, daB im folgenden b, anstelle von g,= A7’ b, benétigt wird.
Fiir den oben genannten Fall des Galerkin-Verfahrens lautet die

kanonische Restriktion

(5.4.13¢0) r=A7L T Ay

{vgl. (3.6h)), wobei T : =pT (transponierte Matrix von p) im Gegensatz zu

r eine einfach ausfiihrbare Abbildung ist (vgl. (3.6i)). Im Zweigitter-

algorithmus (7) ersetze man d durch die transformierte GréBe d:=A,_,d

{in (14) wieder mit d bezeichnet) und verwende

8:=(A-K,_,)7'd=(AAp_;~Bpy ) 1Ap_yd = (AA;_;-By_,)7'd.

Damit erhalten wir die folgende &guivalente Formulierung des
Zweigitterverfahrens (7), die zum einen keine explizite Kenntnis von
K, oder K;_, voraussetzt und zum anderen die einfach ausfiihrbare
Restriktion 7 =p7 benutzt.

5.4.14) Zweigitterprozedur ZGM’ zur Losung von (AA,-By) fy=b,

(5.4.14a)  procedure ZGM' (L, f, b): integer ¥; array f.b;
(5.4.14b) if #=0 then f:=(XAq-By) 'b else
begin array d,$§;

(5.4.14c) f:=41A7"(b+Byxf); (Picard-Iteration)

(5.4.14d) di=Te(AAf-b-Byxf); (Defektberechnung)

(5.4.14e) §:= (AA,_,-By_ )71d; Lospune I er)

(5.4.14f) fi=f-px8 (Grobgitterkorrektur)
end;
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5.4.5 Numerische Beispiele
Als Beispiel sei die Integralgleichung (4.2.1%9a) mit A=1 gewidhit:
5415 Af(x)=g(x)+ [ coslnxy) fly)dy

Als Diskretisierung verwenden wir die Nystrom-Methode mit der
summierten Trapezformel der Schrittweite

(5.4.16) ho=1. hy=4. ..., hy=2""

(g: {4.2.21b)).

Die Resultate dieser Diskretisierung wurden bereits in §4.7.7 pridsen-
tiert. Da das Quadraturverfahren von zweiter Ordnung ist, kann eine
Interpolation zweiter Ordnung - z.B. die stiickweise lineare Inter-
polation - als Prolongation P, gewihit werden (vgl. Definition 2.1b),
wiihrend die Beschriinkung auf die Stiitzstellen {0,hy,2h,,...,1-h,, 1}
die Restriktion R, definiert. Die kanonische Prolongation p ist damit
die in {3.6b) angegebene stlickweise lineare Interpolation. Die
kanonische Restriktion r ist die triviale Abbildung aus (3.6c).

Bemerkung 5.4.8 Der Kern k, die Diskretisierung und p und r seien wie
oben gewidhlt. Dann sind die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes 3
sind mit der Ordnung 8= 2 erfiillt.

Die folgende Tabelle | enthilt die Iterationsfehler
55 t= lfﬂl—'fllw

der mit dem Zweigitteralgorithmus (7) berechneten Iterierten fyf (iz1),
wobei mit dem Startwert f = 0 begonnen wird. f, ist die exakte diskrete
Lésung des Nystrém-Verfahrens zur Schrittweite h, aus {16). Man be-
achte, daB der Iterationsfehler $} vom Diskretisierungsfehler N fy-Ryfl,,
der in Tabelle 4.7.1 zu finden ist, genau zu unterscheiden ist.

i | hy=1/2 hy=1/4 hy=1/8

0] 2.21 . 2.04 . 2.37 .

i o B i B o
2§ 4.279-2 172001 3.264-3 1.98p-2 2.674-6 8.0810-3
3] 7.350-3 1.34101 6.4445-5 5.169-2 2.161-6 1.100-2
‘f 9.81p-4 1.38001 3.335-6 1.8600-2 2.384-8 8.390~3
51 1.36p-4 6.18p-8 2.00p-10

i | hye=1/16 hg=1/32 he=1/64

01 2.46 3.0910—3 2.47 781504 2.48 1.9510—4
11 7.59%-3 2.400-3 7 1.9340-3 6.02i04 4.841-4 151504
21 1.824-5 2.19;9-3 1.164-6 5.601—4 7.30p-8

31 3.99,4-8 2.719-3 6.514p-10 *

41 1.08y5-10 * *

Tabelle 5.4.1 Iterationsfehler §§ der Zweigitteriteration (7) fiir A=1
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Um die aus Satz 3 folgende Konvergenzgeschwindigkeit zy
iiberpriifen, sind in Tabeile 1 neben den Fehlern auch die Quotienten
edr=5//8§"" angegeben. Asymptotisch konvergiert e gegen die
Konvergenzrate ¢, des Zweigitterverfahrens. GemiB Satz 3 sollen sich
die Quotienten ¢} wie O(h7)=0O(hj) verhalten. Fiir die Quotienten
Nyt =€p-/ €y ergibt sich aus der Annahme s,:Ch?‘ro(h,‘?) die Aussage

20 =[ChE  +o(hf , N1/1ChE +o(hf)1= hE 7k} +o(hf)=28+o(hf).

Die Tabelle 2 enthilt die gemittelten
€y, die man 2.B. als geometrisches
Mittel der ¢} (1<i<5) erhalten kann:
€y:=(ef/ef)173.  Die  Quotienten rate  &p
Fpi=€)_,/ €, stimmen offenbar sehr S

g:lt mit de'm Faktor 4=2% iiberein, i;i ;'?w é
was die in Satz 3 behauptete 1/8 9: 6?3
Ordnung =2 bestatigt. 1716 2.50-3

1/32 6.350~4

1/764 1.6p-4
17128 4.0p-5

Tabelle 5,4,2 Konvergenz-
geschwindigkeiten (A=1)

Stufe gemittelte

Fiir den hier verwendeten Wert von
A=1 erhilt man insbesondere
Konvergenz des Zweigitterverfahrens
auf allen Stufen (vgl. Bemerkung 4a).

~SEON oA W R -

Um das spezielle Konvergenz-
verhalten des Zweigitterverfahrens
deutlich zu machen, es noch erwihnt, daB das im Algorithmus als
«Glattung» enthaltene Picard-Verfahren zwar konvergiert, daf aber
seine Konvergenzgeschwindigkeit oberhalb von 0.5 liegt. Als gemittelte
Raten erhilt man 0.69 (h,=é), 0.72 (hy,=1/4), 0.51 (hy=1/16), 0.60
(hg=1/64). Aus Satz 1.4 folgert man damit insbesondere, daB das
Picard-Verfahren flir |A1<0.5 divergiert. Dies bedeutet, da8 der
Glattungsschritt (7c) fiir derartige A den Fehler durchaus vergréBern
kann. Tatsichlich konstatiert man fiir fallendes |Al eine sich
verschlechternde Zweigitterkonvergenzgeschwindigkeit (vgl. Tabelle 3).
Flir A= 0.1 beobachtet man noch

' hy, Konvergenz-|

Konvergenz auf allen Stufen. Stufe h Konvgx?gl?t:;?;izn fiir
Dagegen liegen die Werte fiir £ 2 2=0.1 1= 0.01
A=0.01 und 1<#<3 oberhalb - -

von 1 und zeigen damit 1 1/2 072 9.3
Divergenz des Zweigitterver- 2 1/4 4.50~1 5.0
fahrens an. Nichtsdestoweniger 3 1/8 1.20-1 1.3
verhalten sich die Werte in 4 1/16 3.30-2 4.1p0-1
{ibereinstimmung mit Satz 3 5 1/32 8.3p-3 1.2p-1
und Bemerkung 8 wie O(hf). 6 1/64 3.6p~3 3.2p-2
Die kritische Stufenzahl £, aus 7  1/128  5.6xp-4 2.0p-2
Bemerkung 4a ist lp=4 fiir  Tabelle 5.4.3 Zweigitterkonvergenz-
A=0.01. geschwindigkeiten fiir A=0.1, 0.01
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5.5 Mehrgitterverfahren
5.5.1 Algorithmus (Grundversion)

Wenn auch die Zweigitteriteration den Rechenaufwand gegeniiber der
exakten Auflésung deutlich reduziert (vgl. §5.4.3), so nimmt die
Gleichungsauflésung der Grobgittergleichung in (4.7¢) noch den
groBten Anteil der Rechenarbeit in Anspruch. Das in (4.7¢}) zu lbsende
Problem lautet

(5.5.1) (AI~K'_1)8'_,=dg_1 bzw. AS,_,:d,_,#K,_, 8,_1.

Offenbar hat die Gleichung (1) die gleiche Gestalt wie die Original-
gleichung Afy=g,+K,f,. die durch das Zweigitterverfahren geldst
werden soll. Es liegt daher nahe, das Problem (1) nicht exakt, sondern
niherungsweise durch die Zweigittermethode auf den Stufen £-1 und
t-2 zu lésen. Es ergibt sich dann die Notwendigkeit, eine Hilfs-
gleichung der Form (AI1-K,_, }&,_, =d,_, auf der Stufe I- 2 zu I5sen.
Auch hierfiir 148t sich wieder der Zweigitteralgorithmus der Stufen -2
und f- 3 anwenden. U.s.w. Der entstehende Algorithmus - die Mehr-
gitteriteration - verwendet dann alle Diskretisierungsstufen 0, 1, ...,
§-1, b. Zur exakten Definition muB man das Verfahren rekursiv erkldren.

5.5.2) Mehrgitteralgorithmus zur Lésung von A f,=g,+ K,f,. 220.

(5.5.2a) i=1; der Mehrgitteralgorithmus MGM; der Stufe 1 ist mit
dem Zweigitteralgorithmus (4.6) identisch.

#1: der Mehrgitteralgorithmus MGM, der Stufe ! lautet:
Start: fleX, beliebig.
Iterationsvorschrift ff — f{*!:

(5.5.2b) fo:=1(gp+ Kof) (Glsttung)

(5.5.2¢) d,= = A r' ~-gp— K; rp (Defektberechnung)
(5.5.2d) d9_1 =T d, (Restriktion des Defektes)
(5.5.2e) Losung der Grobgittergleichung (AI-Ky_;)&,_;=dp_,;

durch 2 [Iterationen des Mehrgitteralgorithmus
MGM,_,, wobei mit §f_,:=0 gestartet wird.
Resultat ist die Niherung 8§, von §,_;.

(5.5.2) Fitt:=Fy-p8f,

Bemerkung 5.5.1 Eine weitere Méglichkeit der rekursiven Definition der
Mehrgitteralgorithmen MGM, (1> 0) besteht darin, zundchst MGM, auf
der Stufe #=0 als exakte Auflésung der Gleichung Afg=gy+Kof,
zu erkldren und MGM, (#>1) rekursiv durch (2b-f) zu definieren.
Da (2) fiir f=1 dann die exakte Losung 87 ,=§, ; liefert,
stimmt (2b-f) fiir =1 mit dem Zweigitterverfahren iiberein (vgl. (2a)).
Somit sind beide Definitionsmoglichkeiten dquivalent.

(Grobgitterkorrektur)
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Die Konvergenzanalyse wird erkliren, warum im Schritt (2e)
genau zwei Iterationsschritte MGM,_; durchgefiihrt werden sollen
{vgl. Zusatz 8).

Die folgende ALGOL-#hnliche Beschreibung des Mehrgitter-
algorithmus (2} ist der des Zweigitterverfahrens in (4.7) sehr &hnlich,
An die Stelle der exakten Auflosung (4.7e} treten die beiden Zeilen (3e))
und (3e;), die dem Teilschritt (2e) entsprechen. Das entstehende
Programm ist rekursiv. Ein Aufruf von MGM(!,.,-) erzeugt zwei Aufrufe
von MGM(1-1,-.-), diese weitere von MGM(1-2.--), usw., bis die Stufe
#=0 erreicht ist (vgl. (3b)). Die rekursive Struktur kann, falls notig,

ohne Schwierigkeiten aufgelost werden (vgl. Hackbusch [1,5.821).

{5.5.3) Mehrgitterprozedur MGM zur Losung von Afy=g4+K fy, l:(?

(5.5.3a)  procedure MGM(L. f, g); integer b; array f, ¢;
{5.5.3b) if #=0 then f:=(AI-Kg)~'g else
begin array d,§; integeri;

(5.5.30) [:= 3‘: (g+ K,!f) H (Picard-Iteration)

{5.5.3d) di=re(Af-g-Ky«f); (Defektberechnung)

(5.5.36‘1) §:=0; (Startwert setzen)

(5.5.3e,) for i=1,2 do MGM(#-1.8.d): (2 Mehrgitteraufrufe)

{5.5.3f) fi=f-pxd (Grobgitterkorrektur)
end;

Wie in (4.7) stellt der zweite Parameter f als Eingabe f{ und
als Ausgabe f}*! dar. g steht fiir die Inhomogenitit g,. Ein Aufruf
von MGM fiihrt einen Mehrgitteriterationsschritt aus.

Bemerkung 5.5.2 Ohne Anderung des Resultates lassen sich fiir =1 die
in (3e,) geforderten zwei Mehrgitteraufrufe MGM(0,-,-} durch einen
einzigen ersetzen, da in beiden Fillen die exakte Grobgitterlosung 5
geliefert wird.

Das Mehrgitterverfahren fiir Integralgleichungen wurde 1978 vom
Autor vorgestellt (vgl. Hackbusch [51). Unabhingig wurde der
Algorithmus 1979 von Hemker und Schippers verwendet (vgl. Hemker -
Schippers [11). Das Verfahren ist eine ﬁbertragung des fiir elliptische
Randwertaufgaben entwickelten Mehrgitteralgorithmus (Hackbusch
[11). Man beachte aber die unterschiedlichen Konvergenzeigenschaften.

Der Algorithmus ist nicht nur auf nichtlineare Integralgleichungen
verallgemeinerbar (vgl. Hackbusch [1,§16.71). Er l48t sich auch fiir
Diskretisierungen von Gleichungen f=g+K{ zweiter Art anwenden,
bei denen K nicht explizit als Integraloperator vorliegt. Wesentlich ist
nur die Eigenschaft KeL(C(D),CP(D)) oder KeL(LZ(D),HB(D)).
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5.5.2 Rechenaufwand

Da ein Mehrgitterschritt aufgrund seiner rekursiven Struktur eine
Lawine weiterer Aufrufe erzeugt, ist es nicht trivial, daB der Gesamt-
aufwand proportional zu nf bleibt. Die dominierende Operation ist
die Matrix-Vektor-Multiplikation f; +> Kgf;. Wenn die Dimension
des Problems n,tO(1) betrigt, gilt (3a):

{5.5.3a) fi = K, f; benétigt 2nf + O(n,) arithmetische Operationen.
Beziiglich der Prolongation und Restriktion machen wir die Annahme:
{5.5.3b) v pv und w> rw bendtigen O(ny) Operationen.

Stellt r eine Beschrinkung auf n,_, Komponenten dar (vgl. (3.6¢)},
gilt wie in {4.11c):

{5.5.3c) fyv> 1K, f; bendtigt 2nyn,_,+O(n,) Operationen.

Die Dimension auf der Stufe ! ist als np* O (1) angenommen. Die Zahlen
ny sollen linear fallen:

(5.53d) nl_,$ CNn,.

Bemerkung 5.5.3 (a) Der Standardfall verwendet eine Halbierung der
Schrittweiten: hy=h;_,/2. Flir Integralgleichungen auf einem
(eindimensionalen) Intervall ergibt sich hieraus Forderung (3d) mit

(5.5.3¢} Cn =§ .
(b) Ist der Integrationsbereich dagegen d- dimensional, so entspricht
der Halbierungsfolge hy=h,_;/ 2 eine Bedingung (3d) mit

{5.5.30) Cn=2"9,

(c) Aus (3c) und (3d) erhdlt man als Aufwand fiir f; — rKfy
2Cynf +O(ny) Operationen.

Satz 5.5.4 Unter den Voraussetzungen (3a-d) und

(5.5.38) Cn<1/92 {folgt aus (3e) oder (3f))
benétigt eine Mehrgitteriteration ff +> f§*! auf der Stufe P, d.h. ein
Aufruf MGM(1,.,.)

2 1+Cn-CR
(5.5.4a) C,nj+0O(n;) Operationenmit C;=2 PRy
-ZCN

Fir den Sonderfall ff=0 kostet ein Mehrgitterschritt ff +> f}
(5.5.4b)  Conf+O(ny) Operationen mit Cy=2Cpy %%%—

-2CN
Gilt (3c) nicht, erhhen sich die Zahlen auf Cg=2(1+C&}/(1-2Cg&)

bzw. C,=2(2-CZ)/(1-2CF) Operationen. Fiir den
Standardfall (3e): Cy=4 lauten die Zahlen aus (4a,b):

(5.5.4c) C,=5, Co=3.

i et 1 Yl |
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Beweis. Wir wollen Konstanten C,, C; und C bestimmen, so daB eine
Mehrgitteriteration mit allgemeinem fi bzw.. mit ff=0 nicht
mehr als C,;nf+Cn, bzw. Conf+Cny Operationen bendtigt. Durch
geeignete Wahl von C ist diese Abschitzung auf der Stufe #=0 richtig,
Der Aufwand eines Aufrufes MGM(E,-,-) fir I>1 setzt sich
zusammen aus 2 nf +O(ny) Operationen fiir die Picard-Iteration (3c),
2Cynf+0(n,) Operationen fiir die Defektberechnung (3d) (vgl.
Bemerkung 3c), O(n,) Operationen fiir die Grobgitterkorrektur (3f).
Da der erste der beiden Aufrufe in (3e;) mit null als zweitem
Parameter verwendet wird, ergibt sich fiir (3e,) ein Aufwand von

(Co+ CyInfy+Cny_y € (Co+CICENf+CCxy.

Die Anzahl der Operationen ist daher im allgemeinen Fall durch
2nf +2Cnnf +(Cy+ C)CEN + CCyny+ Olny) €
<S[2+2CN+(Co+CyCEINF+(C'+CCx Iy

beschrinkt. Hierbei ist C’'n, als Schranke des O(ny)-Terms definiert.

Damit (4a,b) auch fiir die Stufe ! gelten, miissen die Ungleichungen
(5544 2+2CN+(CO+C1)C,%<C,. CsC'+CCx

erfiillt sein. Die entsprechenden {iberlegungen fiir den Sonderfall =0
fithren auf die Bedingungen

(5.5.4e)  2Cpn+(Co+Cy)CR <Co,

Man priift nach, daB C, aus (4b) und C, aus (4a) sowie C>C"/(1 -Cy)
fiir Cpy < 1 /Y2 wohldefiniert sind und (4d,e) erfiillen. m

C<C'+CCyp.

Der Wert C,=5 in (4c) bedeutet, daB eine Mehrgitteriteration den
gleichen Aufwand erfordert, wie 2% Picard-Iterationen auf der gleichen
Stufe bendtigen wiirden. Wie wir spiter (in §5.6.1) sehen werden,
geniigen je eine Mehrgitteriteration pro Stufe, so daB der
Gesamtaufwand sehr gering bleibt.

5.5.3 Konvergenz

In Analogie zu (4.8) schreiben wir eine Iteration f} > f{*! des
Mehrgitteralgorithmus (3) in der Form

(5.5.5) fit1=MMCM fl L cp (MYICM: Mehrgitteriterationsmatrix).

Wie der Mehrgitteralgorithmus ist auch die Matrix M}CM rekursiv
definiert. Das folgende Lemma zeigt, daB die Iterationsmatrix MMCM
als eine Storung der Zweigitteriterationsmatrix MfGM aufgefaBBt
werden kann.
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Lemma 5.5.5 Die Mehrgitteriteration (3) wird durch (5) dargestellt.
pabei ist MMM rekursiv durch (6a) fiir #=1 und (6b) fiir #> 1 definiert:

(5.5.6a) MMCM - YZCM
{5.5.6b) MYCM = MFCM 4 L p (MYSM)Z(X1-Kp_ )~ 'r(X1-Kp) Ky .
Eine alternative Darstellung zu (6b) ist
{5.5.6b") MYGM - pMZGM

+4 p(MYGM)2Lr—(AT-Ky_y) "1 (rKg- Kp_yr)1K,.
Falls rp=1I gilt (vgl. (3.7a)), vereinfacht sich (6b} zu
{5.5.6¢) MYIGM = MECM , L o (MMGM)2 ¢+ (MFCM - 1K) K.

Bevor wir dieses Lemma beweisen kdnnen, brauchen wir noch einen
Hilfssatz, der es gestattet, die GroBe ¢; aus (5) explizit anzugeben.

Lemma 5.5.6 Die Iteration f§ > f{*! zur Losung von Afy =g¢+Kfs habe
fiir alte g, die Losungen f; als Fixpunkte. d.h. ff=f; liefert f{*!=f,.
Dann gilt in der Iterationsdarstellung {5):

{5.5.7) cp=Npgy mit Ny=(I-MMEM)(31-K,)" 1.

Beweis. Setzt man den Fixpunkt fp=(AI-K,) 'g, in (5) ein, erhilt man
fr=MYICMf s cp dh cp=(1-MYCM)f,= (1-MMCM)(AI-K;) g, @

Bewels zu Lemma 5. (i) Im Falle f{ =f, reproduziert die Picard-Iteration
(3¢) die Lésung f,. Da in diesem Falle d=0 in (3d), so daB §=0
resultiert und f§*=f, beweist. Also ist die Darstellung {7) anwendbar.

(ii} (6a) ist Folge der Definition (2a), die durch (3) realisiert wird.

(iti) Da die GroBe g (3. Parameter in MGM) nur in ¢, aus (5) eingeht,
aber nicht in die Definition von M}®M_ dlirfen wir 0.B.d.A. g=0 setzen.
Fiir f} schreiben wir kiirzer f. Resultat von (3c) ist f = 1K,f.
(3d) liefert d=r(AI —K,)T. Nach Induktionsannahme gelten (5) und (7)
fir die Stufe #-1. Der Startwert §%=0 aus (3e,) fiihrt zu

S§1=MYICGM g0, 0, ' =cyp_y=Np_yd=Np_; r(AI-Kp) f.
Die zweite Mehrgitteriteration in (3e,) liefert

$2=MYGM §l oy = (T+MYISM) N,  r(XI-K}) f.
Aus (7) erhalten wir die Darstellung

82 =(1-(MYISM)2) (A1-K,_ )7 r (AI-Kp) f.
Das schlieBliche Resultat der Korrektur (3f) lautet daher

Fi = -p(1-(MYISM)2) (A1-Kp_ )71 r (A1-Ky) f =
=[I1-p (I1-(MYSM)Z) (AI-K, )"t r (A]-K¢) ) $Ky f =
={E1-p(M-Ko_ )7 r (AI-K}) 1K, +
+ 4 p(MYIGM)Z (X 1-Ky_ )" (M=K 1 K} S

-i
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Da f/ =f beliebig ist, muB die geschweifte Klammer die Matrix M}CM
aus (5) darstellen. Der erste Summand darin ist MFCM (vgl. (4.9)),
so daB (6b) beweisen ist. Offenbar sind (6b) und (6b") &dquivalent.

(iv) (6¢) ergibt sich unmittelbar aus (6b), (4.9 und rp=1.- m

Aus der Matrixdarstellung (6b) erhdit man die Abschétzung

EMYICMEy o, <UMFCMEy  «,+ 7 Ve Wxpexp AMEITMIE, < X @
x[rix, e x, 1 Kilx,ex, +

+l(u-x,_,)-’lx,_,(_x,_j|rx,-K,_,rlxt_‘q,IK,IYﬁ_XQ}.

Mit den Schranken Kply,cx,_ ,<Cp Friy,  «x,< C, (vgl. (3.4a,b)),

WrKe-Kp_irlx, <y, < Cohf (vgl. (3.9, I(AI-K,-,)"Ix’_}éx'_IsCs

(vgl. (2.14)), 1Kphy, o x,<Cx und BKybx, o x,<Cxx (vgl. 2.11c/P)

sowie der Zweigitterkonvergenzaussage 1! M,ZGMIX'(_ x5 < Cronmhf
{vgl. (4.10a)) wird die Ungleichung zu

{5.5.8) IMMCMIy  x, <
Cromhf + 137 CoIMMGMIE, (v, [C,Cxx+CsCehf Ckl.

“Satz 5.5.7 (Konvergenz des Mehrgitterverfahrens) Es seien die
Stabilitit (2.14), die Regularitat (2.11c) und (2.11f), die gleichmiBige
Beschrinktheit (3.4a,b) von p und r, die relative Konsistenz (3.9) und
die Interpolationsfehlerabschitzung (3.8) mit B>0 vorausgesetzt.
Die Schrittweite h, sei hinreichend klein: h,<h,, und es gelte
hey<Cphp_;. Dann existiert eine Konstante C,, so daB die
Mehrgitterkonvergenz mit Cyqpy aus (4.10a) durch

(5.5.9 IMMCMYy  x, € Czam (1+C b)) hE < 1

abgeschdtzt werden kann. Damit haben die Zwei- und Mehrgitter-
iterationen asymptotisch die gleiche Geschwindigkeit.

Beweis. Fiir hinreichend kleines hy<h,_;<h;<h, existiert ein C, mit
(3.5.10) ,—‘A—lcpcsz(uc*h?_,)z[c,cxx+csccc,<h?]ci,ﬁ < C,.

Die Behauptung {9) wird durch Induktion nach der Stufenzahl !
bewiesen. Die Voraussetzungen des Zweigitterkonvergenzsatzes 4.3
sind erfiillt, so daB IMFCMIx,«x,<Czomhf gilt (vgl. (4.10a).
Fiir #=1 ist die Ungleichung (9) wegen (6a) trivial. Ist (9) fiir }-1 richtig,
setzt man diese Ungleichung in (8) ein und erhilt

IMYPGMEy  , <
Czanhf + 15 Co(Czana (1+Cohf ) hE ;) [C, Cxx + CsCehf Ck].

Indem man den zweiten Summanden als Produkt von Czgpghf® mit der
linken Seite von (10) schreibt, ergibt sich die Behauptung (9) fiir £. m
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Zusatz 5.5.8 Fithrt man im Teilschritt (3e,) nur eine Mehrgitteriteration
auf der Stufe !-1 aus, ist die Iterationsmatrix durch (6b) oder (6b’) mit
MMM anstelle von (MY$M)Z reprasentiert. In der rekursiven
Ungleichung (8) entfillt das Quadrat beim Faktor IMMSMEL .\ .
Unter der Voraussetzung, daB R

55118 75 CoCH [C,Cxx + CsCohf Cxl <Cy<t fiir alle #> 2,
gilt die Konvergenzabschitzung
(5.5.11b)  AMMOMuy, . < Czgpmhf /(1-C,) fiir alle 1> 2.

Mit C = ﬁ; C,C,Cxx erhilt man aus (8) keine bessere Abschétzung als
-1

6.5.11c)  IMPOMIy (. < Cp mit Cp> Czam éohf_kc.'f, ,

so daB im allgemeinen keine Konvergenzgeschwindigkeit besser als

O(h|) erwartet werden kann.

Beweis. Induktion nach ? zeigt die Behauptungen. o}

tlbungsaufgabe 5.5.9 (a) Wie lauten die Kosten (in arithmetischen
Operationen), wenn nur eine statt zwei Mehrgitteriterationen im
Schritt (3e,) durchgefithrt werden? (b) Will man weniger
Aufwand bei dhnlichem Konvergenzverhalten wie in Satz 7 erzielen.
filhre man in (3e,) einen lterationsschritt fiir gerades P und zwei
[terationsschritte fiir ungerades ! durch. Wie groB ist der Aufwand?
(c) Fiir die Variante aus Teil (b) zeige man 'M‘?‘GM|XIQ—XI=O(’I?),

Ubungsauf; 5.5.10 Die Zahlen «, (#21) mégen a,<{<{ und
ap$xp+ Aoy fiir £22 mit 40A<! und xp<{ erfiillen. Man zeige:
(a) 2y<2 <1 fiir alle 1>1. (b) Wenn auBerdem x,- 0, folgt auch o, 0.
(c) Wenn xp<xhf und hy<Cph,_, (£21) mit x>0 und Cp <1, gibt es eine
Konstante C. 50 daB ap<min{Cxh§,20)<1.

Eine konkrete Angabe iiber die «hinreichend kleine» Schrittweite h,
enthilt der folgende Zusatz, der diese Schrittweite mit der Zweigitter—
konvergenz in Beziehung setzt. Dabei werden die Standardbedingungen
rp=I, C,=C,=1 zugrunde gelegt. Der Wert Cyy stammt aus (2.11f).

Zusatz 5.5.11 Neben den Voraussetzung des Satzes 7 gelte rp=1,
C,=C,=1. h;<h, sei so klein gewshlt, daB die Abschitzungen

(5.5.12) EMFOMIy _ ,<C<4 fiiralle 121, 4537(C+3pCxx) <t

zutreffen. Dann gilt die Konvergenzaussage (9) fiir ein geeignetes C,.

Beweis, Der Darstellung (6¢) fiir MMGM entnimmt man die Abschitzung
(5.5.13) IMYOM Uy, x, SEMPOMIy  x, +
1
+ o IMYEMIS, e x,_, (1 MFMEy, o x,* T Cxx)-

Mit ap =EMMOMIx,  x,, %y =IMFCMix e x, und A:= 570+ 57Cxx)
sowie x:=Ccpg ist Ubungsaufgabe 10 anwendbar. w
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Die Konvergenzaussage (4.10a) fiir das Zweigitterverfahren gilt
{asymptotisch) flir alle Stufen ! unabhéngig davon, ob Konvergenz oder
Divergenz vorliegt. Dies trifft fiir den Mehrgitteralgorithmus nicht zu,
Wenn Divergenz wegen eines nicht geniigend kleinen h; vorliegt,
divergiert der Algorithmus auf allen Stufen, wobei  die
Divergenzgeschwindigkeit explosionsartig zunimmt.

Bemerkung 5.5.12 Divergiert das Zweigitterverfahren auf der Stufe I=1
(oder das Mehrgitterverfahren auf einer Stufe P=f), so gilt nach (8)

niaherungsweise IM?‘GMIx,e Xp ™ T';ﬁ CPC,CXXIMI,‘E?M@Q__I(_X,_I fiir
1>1 (§21,), wenn man die hf-Terme vernachlassigt. Dann wichst die
Divergenzgeschwindigkeit wie

[ . .
(5.5.14) IMMCMyy,  x, ¥ O(CZ 1) mit C =75 C,C Cxx

Bemerkung 5.5.13 Je kleiner der Wert von |l ist, desto kleiner wird
die Schrittweitenschranke h,. Die Konvergenzvoraussetzung h;<h,
ist daher um so restriktiver, je kleiner 111 ist.

Beweis. Ergibt sich aus der Definition (10) von C« und aus {12). m

In den numerischen Beispielen der Tabellen 1 und 2 werden wir diese
Aussage bewahrheitet finden. Man beachte, daB sich eine sehr ein-
schrankende Schrittweitenbedingung h,<h, in der Praxis nicht erfiillen
1a8t, wenn h, kleiner wird als die Schrittweite h des Ausgangsproblems.
In jedem Falle wire auf der Stufe =0 - im Teilschritt (3b) - ein noch
immer relativ groBes Gleichungssystem zu l6sen. Wir werden daher
in §5.5.5 Varianten des Mehrgitterverfahrens beschreiben, die sich
fiir kleine | Al robuster zeigen.

5.5.4 Numerische Beispiele

Wir verwenden wiederum das Beispiel {(4.15-16), das in §5.4.5 bereits
als Testbeispiel fiir das Zweigitterverfahren diente. Die Unterschiede
zwischen der Zweigitter- und Mehrgitterkonvergenz sind im Falle A=1
so minimal, daB man die in Tabeile 5.4.2 angegebenen Konvergenz-
geschwindigkeiten fiir das Mehrgitterverfahren (3) iibernehmen kann.
Erst fiir A=0.1 und 0.01 treten Abweichungen von den in Tabelle 5.4.3
wiedergegebenen Zweigitterraten auf.

Die folgende Tabelle 1 enthilt die gemittelten Konvergenz-
geschwindigkeiten fiir die Schrittweiten

hp:=1/ny mit ny=2%n, (220).

Die Zahl n=n, bezeichnet den Parameter des zu l8senden Problems,
wihrend n, die Schrittweite des grobsten Gitters charakterisiert.
Ein Mehrgitterverfahren mit n=2n, entspricht der Stufe ¥=1 und
ist daher ein Zweigitterverfahren. LiBt man n fest und wihit
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,,o:z*’n, so erhdlt man ein Mehrgitterverfahren mit ? Hilfsgittern,
also ein (0+1)-Gitterverfahren. In (3b) sind Gleichungssysteme der
Dimension ng zu lésen. Die Konvergenzbedingung h;<h, wird zu

5515 ng21/(2h,).

s |

ng=1 ng=2 ng=4 ng=8 ng=16 ng=32 nyg=64

2 7.20-1 - - - - - -
4 67040  45p-1 -

8 680+ 1.2040 1.20-1 -
16 7.30+4  4.4040  1.20-1 3.39-2 -
32 470410 16042 2592 1.49-2 8.3p-3 - -
64 200422 1.70+5 9.20-3 2.79-3 2.40-3 3.65-3
128 250445 4.0p+11 5.190-4 5794 550-4 5509-4 5.60-4

i

Tabelle 5.5.1 Gemittelte Konvergenzgeschwindigkeit fiir A=0.1

Fiir ny=1 und ny=2 ergibt sich auBer fiir den Zweigitterfall n=2n,
Divergenz. Die GrtBen der Divergenzraten entsprechen dem in (14)
beschriebenen Verhalten. Fiir ng>4 ist offenbar die Konvergenz-
bedingung (15) befriedigt: Man erhilt fiir alle n=n, Konvergenz. Da die
Diagonale der Tabelle 1 die Zweigitterraten enthilt, hat man die Werte
einer Zeile zu vergleichen. In Ubereinstimmung mit Satz 7 strebt die
Mehrgittergeschwindigkeit fiir wachsendes n gegen die Zweigitter-
geschwindigkeit.

Fiir A= 0.01 verstédrken sich die von 1&j herriihrenden Schwierigkeiten
in (10), (12) und (14). Die fiir die Mehrgitterkonvergenz notwendige
Bedingung (i5) lautet fiir dieses Beispiel n,> 16, wie man den Zahlen
aus Tabelle 2 entnimmt. Der Faktor &;:1 00 sorgt fiir eine
vergroBerte Konstante Czgpg in (4.10b), so daB die Zweigitter-
konvergenz ebenfalls spiter einsetzt (n,> 8).

Zum Vergleich sei angemerkt, daB die Picard-Iteration (1.5) fiir die
Werte A=0.1 oder 0.01 mit Raten bei 5 bzw. 50 divergiert. Auch die

n n0=1 n0'=2 n0=4 n0=8 n0=16 n0=32 n0=64
2 93540 - - - - _ N
4 7.7m+3 5,0,04-0 - - - - =
8 1.5104'7 1.1;0'0'3 1.3;o+0 - - =

16  1.70+17 1.00047 8.5p+1 4.1p-1 -
32 10m+36 1710'!'16 1.7104'4 5.710+0 1.2;0—1 = =
64 1.0p+74 8.2,p433 4.60+10 2.449+2 3.8p-1 3.24-2
128 - 8.0p469 8.60+22 9.1;0+6 7.3p-1 2.99-2 2.0p-2

Tabelle §.5.2 Gemittelte Konvergenzgeschwindigkeit fiir A=0.01

o i o 4o b % g b T}

gkl




206 5. Mehrgitterverfahren

das Konvergenzverhalten des cg-Verfahrens (§5.1.4) bestimmende
Konditionszahl steigt mit fallendem 1Al

Fine Moglichkeit, den stérenden Faktor 7%7»1 zu kompensieren,
besteht darin, Quadraturverfahren hdherer Ordnung zu verwenden, so
daB die eventuell groBen Konstanten durch kleine Faktoren h?
gemildert werden. Fiir das Beispiel {4.15/16) mit A=-0.001 kann z.B.
die summierte Simpson-Formel als Quadraturverfahren in der Nystrom-
Methode eingesetzt werden. Das Verfahren ist von vierter Ordnung. Um
8=4 zu erreichen, hat man Y=C#([0,11) zu wihlen. GemiB Forderung
(3.8) muB auch der Interpolationsfehler von vierter Ordnung sein. Dies
erreicht man mit der stiickweise kubischen Interpolation, d.h.
(ppg_g}(vhy }=¢p_y(vhy_;) in den Grobgitterpunkten (veZ)} und
(pop_y)(vhy_+hg)=ml{vhy_s+hy), wobeir das kubische Interpolations-
polynom in den Stiitzstellen (v-1)hy_y, vhy_; (vel)hyy, (v+2 ) hy,
ist. r ist weiterhin die triviale Beschrinkung auf das grobe Gitter. Das
Mehrgitterverfahren (3) konvergiert bis n=128 bei einem gribstem
Gitter mit ny>16, divergiert aber fiir no=16 und n>256. Die
Konvergenzbedingung (15) lautet ng232. Man beachte, daB das
Picard-Verfahren eine Divergenzrate von etwa 500 besitzt. Bei den mit
«+» gekennzeichneten
Stellen in Tabelle 3 ist
die Konvergenz so n  ne=8 ng=16 ng=32 ny=64
schnell, daB die Maschi-
nengenauigkeit erreicht 64 1244 2.4p-2 2.80-3 -

E 128 3.5w+10 1.3;0—1 1.110—4 3.010—4-
ist, bevor die in §5.4.5 056 180424 1.00+1

eriiuterten Konvergenz-  ~ O+ Vot * *
faktoren ej berechnet
werden  kénnen, aus 553 Gemittelte Konvergenz-
denen sich die gemittelte  geschwindigkeit fiir A=-0.001 mit der
Konvergenzgeschwindig-  Simpson-Quadratur im Nystrom-Verfahren
keit ergibt.

Eine weitere MaBnahme, um Mehrgitterkonvergenz auch fiir kleine
Betrige von A zu sichern, besteht in der Modifikation des Algorithmus.
Hierauf wird im folgenden Unterkapitel eingegangen.

5.5.5 Varianten des Mehrgitterverfahrens

In Analogie zu §5.4.4 behandeln wir zundchst die Mehrgittervariante
fiir den Fall Ay# [, in dem die Gleichung (4.13b}):

(XA;-By) fy=b,

zu lsen ist. Es sei daran erinnert, daB die kanonische Restriktion
r=Apd T Ay (vgl. (4.13c))

lautet und die Multiplikation mit := p” einfach ausfiihrbar ist (vgl. (3.61)).
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Die dquivalente Umformulierung des Mehrgitteralgorithmus (3)
ergibt sich unmittelbar aus der Zweigittervariante (4.14}. Lediglich die
Grobgitterlosung (4.14e) ist durch den (3e; ;) entsprechenden Aufruf
von zwei Mehrgitterschritten der Stufe 21 zu ersetzen.

(5.5.16) Mehrgitterprozedur MGM’ zur Losung von (AAy-By) fy=b,

(5.5.16a)  procedure MGM (L, f, b); integer }; array f. b:
(5.5.16b) if P=0 then f:=(AAg-By) 'b else
begin array d,8§; integeri;

(5.5.16¢) f:= : A;’ (b+ B'ﬂf) 5 (Picard-Iteration)

(5.5.16d) d==?*(AA,f—b—B'~f); (Defektberechnung)

(5.5.16e) §:=0; (Startwert setzen)

(5.5.16e5) fori=1.2 do MGM’'(k-1.8,d): (2 Mehrgitteraufrufe)

(5.5.16f) f:=f- pxé (Grobgitterkorrektur)
end:

Da es sich bei der Variante (16) um ein &aquivalentes Verfahren
handelt, ist eine erneute Konvergenzanalyse nicht erforderlich. Anders
ist es bei den folgenden Madifikationen (17) und (24}, die speziell fiir
Probleme mit kleinen Betrigen von X entworfen sind.

Der Faktor { tritt besonders stérend im Picard-Schritt (3c) bzw. (16c)
auf. Es wird sich herausstellen, daB im ersten der zwei
Mehrgitteraufrufe (3e;) der dadurch induzierte Picard-Schritt auf
der Stufe P-1 entbehrlich ist. Wir fiihren deshalb in der Mehrgitter-
variante MGV einen vierten Parameter s ein. Fiir s=true wird wie bisher
die Picard-Iteration als «Gldttung» durchgefiihrt; im Falle von s=false
wird hierauf verzichtet. Der Algorithmus lautet damit wie folgt:

(5.5.17) Mehrgitterprozedur MGV zur Lésung von Afy=g,+K,fy, 120

(5.5.17a)  procedure MGV(L, f,g,s); integer }; array f, g; Boolean s;
(5.5.17b) if #=0 then f:=()xI-K,)-1g else

begin array d,§;

(5.5.17¢) if sthen f:= i (g+Kyxf); (Picard-Iteration)

(5.5.17d) di=re(Af-g-Kyxf); (Defektberechnung)

(5.5.1 7el) =0, (Startwert setzen)

(5.5.1 762) MGV(1-1,8,d, false); (1. Mehrgitteraufruf)

(5.5.1 783) MGV(E-1,8,d,true); (2. Mehrgitteraufruf)

(5.5.17f) f! = f— pxé (Grobgitterkorrektur)
end;




208 5. Mehrgitterverfahrep

Diese von Autor 1983 vorgeschlagene Variante MGV aus {17)
(in Hackbusch [11 MGM’*’ genannt) vereinigt zwei Vorteile: der Rechen-
aufwand ist geringer, da einige der Picard-Schritte wegfallen, und die
Mehrgitterkonvergenz verhiit sich fiir kleine 11 nicht schlechter als die
Zweigittermethode. Eine Abschitzung des Rechenaufwandes enthilt die

{Ibungsaufgabe 5.5.14 Man beweise: Unter den Voraussetzungen (3a-d)

und (3g) bendtigt ein Aufruf MGV(P,., ,true) der Prozedur (17)

(5.5.18a) o (I CNI(1-CR)
1-z2ck

Fiir den Sonderfall f=ff=0 kostet eine Iteration MGV(L. f,- true)

e~z
{5.5.18b) Co ny+O(n,) Operationen mit C3=2Cp —_“N:Czcz 3 .
-2CxN

Die entsprechenden Zahlen fiir den Aufruf MGV({,-,- false) lauten:

C,nf+0(ny) Operationen mit C,=2

(5.5.18¢c)  Ci=C,, co_ch—’%‘zg—.

N
Fiir den Standardfall (3e): Cy = § ergeben sich die Werte
(5.5.18d C,=4.5. Cy=C;=25, Cp=1.5.

Obwohl die Prozedur MGV nicht mit der Mehrgitterprozedur (3)
dquivalent ist und deshalb im allgemeinen unterschiedliche Resultate
liefert, reproduziert MGV fiir #=1 ebenso wie MGM aus (3) das Zwei-
gitterverfahren (4.7), da fiir jeden Wert von s sowohl (17e;) als auch
(17e,) die exakte Grobgitterlosung & berechnen. Dies beweist die

Bemerkung 5.5.15 Auch fiir die Variante (17) ist der Algorithmus auf der
Stufe #=1 mit der Zweigittermethode (4.7) identisch.

Zur Konvergenzanalyse 1st zunachst die Iterationsmatrix des Ver-
fahrens zu bestimmen. Ist G V die Iterationsmatrix des nur aus der
Grobgitterkorrektur (17d-f) bestehenden Verfahrens MGV (!, -, false),
so lautet die Iterationsmatrix der Prozedur MGV(},.,-, true)

(55.19a) MMCGV=1GMGVK, .

Im Zweigitterfall gilt MFEM =1 GFSMK, mit

(5.5.19b)  GFM=I-pr+ p(AI-Kp_ )7 0rKp-Kp_yrd  (vgl. (4.9).
Wiederholt man die Beweisidee zu Lemma 5 fiir das Verfahren (17),
ergibt sich die folgende Darstellung fiir G’}"GV

Lemma 5.5.16 Die Iterationsmatrix der Prozedur MGV ist GMGV
(s=false) bzw. MYGY aus (19a) (s=true), wobei GMSVY rekursiv durch

(55.19¢c) GMCV= gFCM (fiir £=1, vgl. (19b)).
(5.5.19d)  GMGV= GFM 4+ { pGMGVK,_ GYSY (AI-Ky_ )7 r (AI-KY)
(12 2) definiert ist. (19d) ist dquivalent zur Darstellung

GI'\IGV= G%GM

(5.5.19d")
+3 pGMSVK, ,GMGY Lr—(AI-Ky_ ) HrKp-Ky_yr)].
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Beim Beweis von {(4.10ab) wurde G‘}'GM bereits abgeschitzt:
(5.5.20a)  RGF My, oy, <(Cr+C,CsCe)hf.

Auch der zweite Summand der rechten Seite von (19d’) muB in der Norm
; Exp«Yp abgeschitzt werden. Die Bedingung (20b) ist z.B. durch
die tnviale Restriktion (2.4e) leicht erfiillbar:

(5.5.20b) ] rly,_xﬁ_y' <C;.
Weiter wird die Stabilitst in der Form
(5.5.20c)  N(X-Kp) ypey, < C3
penotigt. Diese Bedingung folgt aber aus der iiblichen Stabilitit (2.14):

Ubungsanfgabe 5.5.17 Man folgere (20c) aus (2.14) und (2.11c), (2.11e)
mit C3 = 1;\! (1+CCgCg ). Hinweis: Der Beweis ist analog zu Satz 3.5.1.

Mit {20b,c) und der Regularitit (2.11¢) beweist man die Ungleichung

(55.20d) 'r—(AI—-KQ_,)—I(YKQ‘Kp_jf)‘Yr(—Y' @C(;:: C:(li'ZC; CI()
Man setze
ZGM , _
(55.20e)  afOM:=UGFMIy _y,. ap:=0GHMViy, v, By=157 Ckar

GemdB (19a) ist B, eine Schranke von #MMC Ix‘,(—x, Mit der
gleichmaBigen Beschrinktheit (3.4a) von p, der Regularitat (2.11c¢) und
(20d) erhilt man aus (19d'):

{5.5.20f) ap < a,ZGM+I—;—JCp<x§_1 CxCq.
Die Konstante Czgn:=Cx (Cp+C,C5Ce ) /12 aus (4.10b) ist eine obere

Schranke von T;\T CxafCM/hf (vgl. (20a/e)). Multiplikation von (20f)
mit Cg /1Al liefert

(5.5.208)  WMYCVUy _ x, <B)<Czam hf + C,Bf-,Co

wobei formal B, =0 gesetzt ist.

fiirt=1,

Bemerkung 5.5.18 (20g) stelit eine rekursive Ungleichung fiir die
obere Schranke der Norm lM?‘lex‘,(_ xp der Iterationsmatrix des
Verfahrens (17) dar. Sie benétigt die Voraussetzungen (2.11¢,e), (2.14),
(3.4a), (3.8), (3.9) und (20b). Die Ungleichung (20g) sieht der analogen
Abschitzung (8) fiir das Standardmehrgitterverfahren sehr dhnlich.
Der wesentliche Unterschied ist der fehlende Faktor TiT vor dem
zweiten Summanden C, Bi_,Cc aus (20g). Die gleiche Argumentation
wie in Satz 7 liefert das Konvergenzresultat

(5.5.21) IMMSVIy, x, < Czam (1+C hPIRE < 1,
falls hy<hy. Die Konstante C, ergibt sich indirekt aus der Bedingung
(5.5.22) CoCzam (1+Cuhf_1)? CoCEP < C,




210 5. Mehrgitterverfahrep

wenn h,;<hs hinreichend klein ist. Dabei héngt hs nur von
C,C2emCCHP ab. Im Falle des Standardmehrgitterverfahrens (3)
enthielt die entsprechende quadratische Ungleichung (10} einen
weiteren Faktor "ITI\T' der die Schrittweitenschranke hy um die
GréBenordnung | A1 verkleinert.

Es sel betont, daB der Faktor C,CzgpCoC3 keineswegs von A
unabhéngig ist. Die Zweigitterkonstante C zgas enthilt einen Faktor 3.
AuBerdem erscheint der gleiche Faktor in C¢ (vgl. tibungsaufgabe 17)
und damit iiber (20d) in C . Hierzu ist allerdings anzumerken, daB die
Abschiatzung aus ({bungsaufgabe 17 fiir Cg sehr pessimistisch ist und
verbessert werden kénnte. Es 14Bt sich sogar zeigen, daB eine Schranke
Cc der linken Seite in (20d) existiert, die sich wie C.*+ O(h§) verhilt.
Dazu benétigt man die verschiirfte Konsistenzbedingung in der
Operatornorm I-ly,pevy:

(5.5.23) KrKy-Kyyrhy,_j<v, < CFh,

wie sie in Bemerkung 3.12 fiir die Nystrém-Methode erwdhnt wurde.
Zusammen mit (20c) erhilt man die Schranke Cg:= C*+ C$CZhf fiir
die linke Seite in (20d).

n ng=1 ng=2 ng=4 ng=8 ng=16 ng=32 ng=64
2 7.2p-1 - - - - - -
4 4.2p-1 4.55-1 - - - - -
8 1.9p-1 15p-1 12p-1 - - - -
16 6.2;p-2  3.640-2 2.19p-2 3.3p-2 - - -
32 5.84p-3 8.8p-3 7.99-3 7.59-3 83p-3 ~ -
64 2.19~3  2.00~3 2.090~3 2.0p-3 2.1p-3 3.6p-3 -~
128 53p~4 53p-4 5304 53w-4 53p-4 53p-4 5.6p-4

Tabelle 5.5.4 Gemittelte Konvergenzgeschwindigkeit des modifizierten
Mehrgitterverfahrens MGV aus (17} fiir A=0.1

n  ng=1 ng=2 ng=4 ng=8 ng=16 ng=32 ng=64
2 9.3,0+0 - - - - - -
4 1.2p42  5.0p+0 - - - - -
8 1.5p+4 1.99+1 1.3p040 - - - -
16 2.1m+8 3.1m+2 1.1104'0 4.16-1 = - =
32 4.5104'16 8.5104'4 8.110—1 23,0-1 1.210—1 = =
64 1.99+33 6.20+9 8.0p-1 7992 4.30-2 3.29-2 -
128 38466 3.7p+19 5.79-1 1.49~2 9.6p-3 89p-3 2.0p-2

Tabelle 5.5.5 Gemittelte Konvergenzgeschwindigkeit des modifizierten
Mehrgitterverfahrens MGV aus (17) fiir 2=0.01
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pDie numerischen Ergebnisse, die in den Tabellen 4 und § wieder-
gegeben sind, bestitigen, daB die Mehrgitterkonvergenz des
Algorithmus MGV aus (17) keiner stdrkeren Bedingung unterliegt als
das Zweigitterverfahren. So konvergiert MGV fiir A=0.1 ohne
Einschrinkung. Fiir A=0.001 beobachtet man sogar, daB die Variante
MGV mit ng=4 fiir n> 32 konvergiert, obwohl das Zweigitterverfahren
auf der Stufe t=1 (n;=8) divergiert.

Eine andere Mehrgittervariante wurde von Hemker - Schippers [1]
vorgeschlagen. Sie wird hier als Prozedur MGV’ formuliert.

?{;—,;24-) Mehrgitterprozedur MGV’ zur Lsung von AMy=gp+Kfy, 120
(5.5.24a)  procedure MGV'(l, f, g); integer §; array f. g;
(5.5.24b)  if £=0 then f:=(AI-K,) g else
begin array d,8; integeri;
{5.5.24¢) dizAf-g-Kf: (Defektberechnung)
(5.5.24d) fi=f~4(1-prid;
5.5.24¢) d:=[(AX]-Kp_)xr-rxK;,)ed; (Glittung)
(5.5.24f,) 8§:=0: (Startwert setzen)
(5.5,24f2) for i=1,2 do MGV'(1-1,8,d); (2 Mehrgitteraufrufe)
(5.5.24g) ft = f— p* § (Grobgitterkorrektur)
end;

Zunidchst scheint es. als fehle die Picard-Iteration. Sie wird aber
indirekt in (24e) nachgeholt. Diese Behauptung ist zu beweisen in

tlbungsaufgabe 5.5.19 Fiir /= 1 reproduziert die Mehrgittervariante (24)
das Zweigitterverfahren (4.7), d.h. MGV’(1,-,-) und ZGM(1,.,-} ergeben
identische Resultate.

Zur allgemeinen Konvergenzanalyse der Iteration (24) sei auf
Hemker - Schippers [1] oder Hackbusch (1,8§16.2.2.3]1 verwiesen. Hier
wird nur auf ein spezielles Resultat hingewiesen {vgl. {6c)).

Satz 5.5.20 Ist rp=I, so besitzt die Iterationsmatrix MMSY" des
Verfahrens (24) die rekursive Darstellung MMCV = M7SM fijir 1=1 und

(5.5.25) MMGVY" = MECM 5 (MMGY' )21 (MFCM - ]).
Falls zudem C,=C,=1 gilt, konvergiert das Verfahren MGV’, wenn
(5.5.26) IMFMix, o x,<1/02(1++2)1~0.207 fiiralle £>1.

Im Gegensatz zur lteration MGV aus (17) ben&tigt das Verfahren
MGV’ mehr Rechenaufwand als die Standardmehrgitteriteration (3).
Die numerischen Resultat von MGV’ sind denen von MGV sehr dhnlich
{vgl. Hackbusch [1,5.3181). Sie sind aber nie besser als jene von MGV.
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5.6 Geschachtelte Iteration
5.6.1 Algorithmus

Will man eine diskrete Integralgleichung Afy=g,+K,f; auf einer
bestimmten Stufe f lésen, kann man so vorgehen, wie es mit der
Zweigittermethode in Tabelle 4.1 vorgefiihrt wurde: Man startet mit
elnem Anfangswert f, z.B. mit f7=0, und iteriert mehrere Male mit
der Mehrgitterprozedur (5.3) oder (5.17). Zur Anzahl der notwendigen
Schritte gibt die Bemerkung 4.7 Auskunft. Sie bezieht sich zwar auf das
Zweigitterverfahren, da aber die Mehrgitterkonvergenz asymptotisch
die gleiche ist, ilbertragt sich die tiberlegung sofort auf das
Mehrgitterverfahren. Danach sollte man zwei Iterationen durchfiihren:

(5.6.1) =0 + ff
mittels (5.3) oder (5.17), d.h. mittels (1a) bzw. (1b):

(5.6.1a) f:=0. MGM(t.f.gy); MGM(t.f.gy): ff:=1:
(5.6.1b) f:=0; MGV(?.f,gp.true); MGM(E,f gy true); fé:=f;

Bemerkung 5.6.1 f# sei gemiB (1) berechnet. (a) Der Fehler von f# lautet
(5.6.2) iy ff 1, <ECram (1+Cx h§)12 h§P A fyix,.

wobei Crop(1+C«hf) aus (59) bzw. (5.21) stammt. Damit
ist der relative Fehler von f# von der Ordnung O(h§f).
{b) Der Aufwand zur Berechnung von (1) betrigt gemaB Satz 5.4 (fiir
{1a)) bzw. gemiaB Ubungsaufgabe 5.14 (fiir (1b)) (C +C)nf arithme-
tische Operationen. Fiir den Standardfall (5.3¢): Cy =% lauten die Zahlen

(5.6.3) Co+C, =8 fiir (1a), Co+Cy =7 fiir (1b).

Es wird sich jedoch zeigen, daB man mit weniger Aufwand mehr
erhilt, wenn man die sogenannte «geschachtelte Iteration» verwendet.
Der Kern der Methode ist eine billige Berechnung eines guten
Startwertes. Je besser der Startwert ist, desto weniger Iterationen
werden zur Verbesserung benétigt. Im nachfolgenden Algorithmus wird
der Startwert als Interpolation ff:=pf}_, des zuvor auf der Stufe #-1
erzielten Naherungswertes gewonnen. Die Interpolation p kann mit der
Interpolation p aus dem Grobgitterkorrekturschritt (5.3f) iiberein-
stimmen, braucht es aber nicht.

(5.6.4) Geschachtelte Iteration zur Ldsung der Gleichungen
Mp=9,+Kpfy auf allen Stufen £=0.1,....,0max

(5.6.4a) rO s=(A]- KO)"go B (Start auf Stufe 0)
for 1:=1 step 1 until #max do
(5.6.4b)  begin fr:=pfy_;; MGM(H, fp, gy) end;
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per Name «geschachtelte Iteration» bezieht sich eigentlich auf eine
yariante von (4), die in (4b) statt eines einzigen Schrittes eine innere
fteration “for i:=1 step 1 until iy do MGM(!, fy, g;)" besitzt,
die mit der #-Schleife verschachtelt ist. Wesentlich fiir die Effizienz
der geschachtelte Iteration (4) wird die Tatsache sein, daB man mit
einer Mehrgitteriteration pro Stufe auskommt.

Bemerkung 5.6.2 (a) Im Gegensatz zum Vorgehen (1) produziert die
geschachtelte Iteration (4) die Ndherungen for v oo0s Pmax—1" fhma
auf allen Stufen O<l<hnax. Diese Tatsache hat zwei Vorteilex:
() Fiir Extrapolationstechniken benédtigt man Approximationen f,
yon verschiedenen Stufen (vgl. §4.8.3). (i) Haufig weiB man a priori
nicht, welche feinste Schrittweite h, man zu wihlen hat. In diesem
Falle durchlduft man die Schleife in (4b} nicht bis zu einer festen
Stufenzahl Imax, sondern bis ein geeignetes Abbruchkriterium
(z.B. 0y~ 5fo— V<€) erfiillt ist.

(b) In (4b) kann man anstelle des Standardmehrgitterverfahrens (5.3)
auch die Variante (5.17}) einsetzen. (4b) ist dann zu &ndern in

(5.6.4b")  begin fo:=pfi_;; MGV(L, Ty, gy.true) end;

{c) Will man nur ein Gleichungssystem Afy=g,+K,f; auf der hochsten
Stufe ! =max 16sen, braucht man neben den Matrizen K, {f<lmax), die
ohnehin im Mehrgitterverfahren auftreten, noch die Vektoren g,
filr !<Pnax. Diese lassen sich aus dem gegebenen Vektor g,

gemiB (5) mit wenig Aufwand ausrechnen: e

{5.6.5) for #: =hnax step -1 until 1 do g, =rgs;

Der Zusammenhang g,.,:=rg, besteht gemdB (3.10) fiir Projektions-
verfahren. Er gilt fiir Nystrém-Verfahren, wenn 5;_,c5, (vgl. (3.6¢)).

5.6.2 Rechenaufwand

Der Aufwand fiir die Prolongation fp:=5f,_, in (4b) kann
vernachlassigt werden gegeniiber dem Aufruf MGM(!, f;, gy). der
Cnj+ O(n,) Operationen benstigt (vgl. Satz 5.4 bzw. Uibungsaufgabe
5.14 fiir MGV anstelle von MGM). Die genannten Aussagen erfordern die
Voraussetzung (5.3d):

np_1<Cnmy
mit Cy < 1/72. Summation von Cnj+O{n,) iiber 1<F<bmax liefert
Cinfl(1+CE+Ch+...) +0(ny) < Cynf /(1-CF) +0(n,) und beweist den

Satz 5.6.3 Es gelte (5.3d) mit Cp < 1. Der Mehrgitterrechenaufwand
sei durch C, gemiB Satz 5.4 oder Ubungsaufgabe 5.14 gegeben.
Dann benétigt die geschachtelte Iteration (4) einen Aufwand von

(5.6.6) Cgnj +O(ny) Operationenmit Cg:=C,/(1-C§).
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Die Werte von C, und Cg sind nachfolgend fiir die wichtigsten
Fille Cy=4 (entspricht hy_,=2h, im eindimensionalen Fall) und
Cn =4 (entspricht hy_,=2hy im zweidimensionalen Fall) ausgerechnet:

——t
CN‘-‘--é CN=-£
C, Cg of Ce
MGM 5 22 6.666 Lo2714.. 334=2895..
MGV 4.5 6 15-2.678... 2 =2857...

die geschachtelte Iteration

Tabelle 5.6.1 Operationszahlen fiir

Der Vergleich der Zahlen fiir Cg (6.6 bzw. 6) mit den Werten 8 bzw,
7 aus (3) verdeutlicht, daf die geschachtelte Iteration sparsamer als die
Methode (1) ist, obwohl sie nicht nur eine Lésung, sondern Approxi-
mationen auf allen Stufen liefert. Der Wert Cg=6 besagt, daB die ge-
samte geschachtelte Iteration (4) mit (4b") ebensoviel Rechenaufwand
bendtigt. wie drei Picard-Iterationen auf der Stufe bmax. Der Effekt ver-
starkt sich fiir mehrdimensionale Probleme mit kleinerem Faktor Cn<4.

In einer Modifikation des Verfahrens in §5.6.5 werden die Zahlen aus
Tabelle 1 sogar noch verkleinern kénnen.

5.6.3 Konvergenz

Es bleibt zu kldren, wie groB die Fehler der Naherungen fo. 1
oo Fbmax Sind, die die geschachtelte Iteration (4) produziert. Hierzu

brauchen wir die Abschitzung des relativen Diskretisierungsfehlers:
(5.6.7) 01fe-Pfo-itx,<Cphf

Die in (7) verwendete Prolongation p ist diejenige aus (4b) bzw. (4b').
Eine Aussage der Art (7) wurde schon in (3.13) bewiesen.
Die Voraussetzungen waren im wesentlichen die Stabilitét und die
relative Konsistenz. Der in (3.13) auftretende Term gy_;~rgy entfdllt
fiir die Projektions- oder Nystrom-Methode bei kanonischem r oder
aber, wenn g, durch (5) gewihlt ist {vgl. Bemerkung 2ch).

fiir 1 <F<¥max-

Die Beschrinktheit der Prolongationen p (vgl. (3.4a)) zusammen mit
der der Quotienten h,_,/h, wird in der Bedingung (8) formuliert:

(5.6.8) 1lyx, x, b-1/hf <const fiir 1 <0< max -
M, sei die Iterationsmatrix M}*SM des Mehrgitterverfahrens (5.3)
oder die Matrix M}V der Varjante (5.17). In {ibereinstimmung mit den

Konvergenzergebnisse aus §5.5.3 nehmen wir (9) an:

(5.6.9) IMghy, . x, < Crac hf fiir 1 <0< bmax -
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Satz 5.6.4 Es gelte (7), (8) und (9). Dann erfiillen die Naherungen [,
fiir alle Stufen 0<#< hyax die Fehlerabschidtzungen

5.6.100 4y -filx, < CocCphiP+O(h{?)  (f,: exakte Losung).

Beweis. Fiir den Fehler e,::f;—f, ist eine Schranke FE, mit
.6.11a0  leylx, <E hi?
zu finden. Da fy=f, nach (4a), ist (11a) fiir #=0 erfillt mit
{5.6.11b) Ey:i=0.
Mit f@:=5fy_; und ff:=f, ldBt sich Korollar 1.3 anwenden:
Veghy, = My -fillx, =1} - fylx, < IMplx, < x, P - fil, <
< Cag hf M- fily, < Cpqc b 15f1-s-filx,
Zusammen mit
V5fy_s-Filx, =UB(fyos=Fo )+ (Bfy_y-Fylx, <
Nl e Xy Ao~ Fo-glxy_ + VB Sy - Tylx, <
<BPly, o x,_ Hepylx,_, + Cphf <
€Uy, < x,_, Er-1 hf®, + Cphf <
%c:onstE,__,h,B__,h,ﬁ +Cth
erhalten wir keply, < Cpgq [ Cp +const E,_,hf_,] hZ®, so daB (11a) mit
(5.6.11c)

erfiillt ist. Die Gleichungen (11b,c) definieren eine Rekursionsformel,
die zu Ey=CphgCp+O(h§) filhrt. Einsetzen in (11a) beweist (10).  m

Epy:=Cpyc [ Cp+const E,_,hf_,]

Bemerkung 5.6.5 (a) Da Cps=Carapg +O(h,‘s) (vgl. (5.9)), 148t sich (10)
auch in der folgenden Form schreiben:

1y -fidx, < CzamCphiP+0(n®).
{b) Der fiihrende Fehlerterm C Cphi® = I(C 4 o
| > zemCphy” = [Czgahy 1LCphy']
1Bt sich als [Czgpg h? 1 x lokaler Diskretisierungsfehler igtefr—
pretieren. Das gxeiBt, der lterationsfehler fy-f, ist stets um den
Faktor Czgpghy kleiner als der lokale Diskretisierungsfehler (7).

(¢c) Der Iterationsfehler fy—f; ist klein genug, um einen
Extrapolationsschritt durchfiihren zu kénnen.

§.6.4 Numerische Beispiele

Wendet man die geschachtelte Iteration (4} mit dem Mehr
gitterver-
fahsen MGV (d.h. (4b") auf die Testgleichung (4.15-16) mit A=0.1 an,
erhal.t man die in Tabelle 2 wiedergegebenen Resultate. Fiir j wurde
dabei die auch in MGV verwendete stiickweise lineare Interpolation p
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eingesetzt. Da fiir A=0.1 und h>1/4 die Konvergenzgeschwindigkeit
nicht sehr groB ist (vgl. Tabelle 5.4. Spalte ng=1), ist der Iterations-
fehler f,~f, zunidchst gré&Ber als der Diskretisierungsfehler TP-RJ,
Mit steigender Dimension ist der Iterationsfehler jedoch, wie in
Satz 4 beschrieben, wesentlich kleiner als der Diskretisierungsfehler,

Iterations- Gesamt- Diskretisierungsfehler
he Hi-fite Afi-Refle 1fe-Ref Voo

1 0.0 1.423 1.423
1/2 2.261 9.240p~-1 1.659
174 4.1164-~1 6.7464-1 2.63140~1
1/8 8.870p-3 6.0814~2 5.1944-2
1/16  2.7564~3 1.3254-2 1.2244-2
1732  8.173p-5 2.9764-3 3.0164-3

Tabelle 5.6.2 Fehler der geschachtelte Iteration fiir 1=0.1

Der eigentlich interessierende Fehler ist im allgemeinen der
Gesamtfehler f - Rpf zwischen der Naherung fs und der kontinuier-
lichen Losung f. Sobald Afy-fol_<«<ify-Ryf b, unterscheidet sich
dieser Fehler kaum vom Diskretisierungsfehler §f,-Rfi .
Die Restriktion R,f ist gemdB Definition 2.1b die Beschrinkung
der Funktion f auf die Stiitzstellen Zp={vhy,: O<v<ny=1/h,}L

5.6.5 Geschachtelte Iteration mit Nystrém-Interpolation

Wenn ein Startwert f gegeben ist, dessen Fehler 1f)-fyly,
in der Y,-Norm klein Ist, kann auf die Picard-Iteration als Glittung
im MehrgitterprozeB verzichtet werden. Die verbleibende Grobgitter-
korrektur produziert fj mit

L=y, <1GY Y b ey M P - i by,

(vgl. (20e); die in Bemerkxln 5.18 bewiesene Abschitzung

fiir B, libertragt sich wegen IGYCVIx, <y, = oy = BplAl/ Ck auf ay).

Die Startniherung f:=p fi-, enthilt u.a. den Interpolationsfehler
Pfr_y-Fo=(pr-D) fy+5(fo_y-rfy). Der Term (pr-1) f, 1aBt sich zwar
in X, durch I(ﬁr—l)f,lx'=0(hf) abschitzen, liefert aber nur
V(pr-1) fyly,=0(1) in der Y,-Norm. Somit kann auf die Glittung
durch den Picard-Schritt nicht verzichtet werden.

Im Falle des Nystrom-Verfahrens kann man die Interpolation
fy :=pfy_, in (4b) bzw. (4b) durch die Nystrém-Interpolation (4.7.8)
ersetzen. Setzt man (4.7.8) fiir n=n,_, ein und interpoliert nur in den
Stiitzstellen E,={vhy: O<v<my=1/h,}), so erhdlt man eine Gleichung
der Form

(5.6.12) fp= i(yl"'Kl,l—!fl—I)’
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wobei Ky g_; eine ny_;xn)-Rechtecksmatrix ist. Ist fy_, die diskrete
Losung der Stufe I-1, gilt rf, = fy_; fiir die Beschrinkung r auf die
stiitzpunkte Z_;. Interpoliert man die Naherung fy_, = fy_, + &, mit
dem Fehler 8,_1, so lautet das Resultat r'= ;l + 8’ mit 85= iK, b1 5,_‘.
Ebenso, wie man (Ii.llc): P Kgly,~x, <Cg herleitet, findet man auch
1K p-1typexp_ € Cx . Diese FEigenschaft beweist die Abschitzung

1 8ghy, <CR U8, 4Bx, /1AL

wie die Picard-iteration sorgt die Nystrém-Interpolation fiir eine
Glittung des Iterationsfehlers &;_,;. Da man auch von 1 fy-flly,= O(h§ )
ausgehen kann, ist f8:=f, ein Startwert, der in der nachfolgenden Mehr-
gitteriteration kelne Glattung durch den Picard-Schritt benstigt. Fir
das Mehrgitterverfahren MGV beschreibt man das Fortlassen der
Glattung durch MGV (#,-,-, false). Das resultierende Verfahren ist die

(5.6.13) Geschachtelte Iteration mit NystrSm-Interpolation

(5.6.132)  for=(AI-Ky) g,; (Start auf Stufe 0)
for 1:=1 step I until fmax do
(5.6.13b) begin fo:=4(gy+Ky gy fo—1): MGV(L,fy, gg.false) end;

Da der Aufruf MGV(!,}',, g;. false) anstelle von MGV(!,f,, g .true)
aus (4b) nur C; nf + O(n,) Operationen mit C; < C, aus (5.18c) benétigt,
verringert sich der Mehrgitteraufwand. Allerdings ist die Nystrom-
Interpolation wesentlich kostspieliger als fp =5fp_;. Kp,_y ist
eine voll besetzte nyxn,_,~Matrix, so daB die Nystrom-Interpolation
2nyny-1+0(n,) Operationen bendtigt. Anstelle des Satzes 3 erhilt man

Bemerkung 5.6.6 Es gelte (5.3d) mit Cy<1. Die geschachtelte [teration
(13} mit Nystrom-Interpolation bendtigt einen Aufwand von

(5.6.14) C4nf +O(ny) Operationen mit Cg:=Cj/(1-C§).
Die Werte von Cg sind 4 =3.3 fiir Cy =4 und 19/21=0.9047... fiir Cy=4.

Das Beispiel aus Tabelle 2 ergibt mit der Nystrom-Interpolation die
in Tabelle 3
wiedergegebe- he
nen Resultate.

Iterations- Gesamt-  Fopjoctisierungs-

i-fidle 1fo-Rafle Ufi-Refle,

Sie belegen, daB 1 0.0 1.423 1.423
cgem. Cab g0 1476 4.2910-1 1.659
trotz des gerin
eren Rechen- o 5S.014p-1  7.6450-1 2.6315-1
s 80 1/8  2.0789p-1 1.5599-1 5.194y-2

bgdarfs die 1716  3.9561~3 1.404-2 1.2244-2
Niherungen die 1/32  2.513p-5 3.0250-3 3.0164-3

ewii t =
ﬁu‘ rl:s;:thhe: € Tabelle 5.6.3 Fehler der geschachtelte Iteration
auigxkeit naben. mit Nystrém-Interpolation fiir (4.15) mit A=0.1




6. Die Abelsche Integralgleichung

6.1 Notation und Anwendungsbeispiele

6.1.1 Die Abelsche Integralgleichung und ihre Verallgemeinerung

Von Abel (1823) stammt die Volterra-Integralgleichung (1) 1. Art:

«
= ‘M-d fir x2>a.
6.1.1) gix) gyry y

Da der Nenner y/x~y bei y=x eine Nullstelle besitzt und das Integral in
(1) als uneigentliches zu verstehen ist (vgl. §6.1.3). ist die Abelsche
Integralgleichung ein Beispiel fiir eine schwach singuliare Gleichung.

Eine Verallgemeinerung von Gleichung (1) erhilt man, indem man
yX=y durch (x-y)* mit einem X aus dem Intervall O<i<1 ersetzt:

X

6.1.2) gix) = J?ﬂﬁ}-dy fir x2a.
a

x=-y)

In diesem Kapitel wird die Numerik zugunsten der Analyse in den
Hintergrund treten. Man kann die Lésungen der Gleichungen (1) und (2)
explizit darstellen. Damit kann man genau studieren, welche Konse-
quenzen die schwache Singularitiat und genauer die Ordnung A .der Sin-~
gularitit mit sich bringt. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist die Integration die Umkehrung der Differentiation.
Es wird deutlich werden. daB die Integration in (2) in gewissem Sinne die
Umkehrung einer Ableitung von nicht-ganzzahliger Ordnung darstellt.

6.1.2 Anwendungsbelspiele

Die folgende Aufgabenstellung geht auf Abel zuriick. y=¢( x) sei eine
monoton steigende Funktion, die im Ursprung beginnt (d.h. »(0)=0)
und eine H6he H >0 erreicht. Der Graph der Funktion ¢ beschreibe eine
Bahn, an der ein Massenpunkt
"herabgleitet”. Startet der
Massenpunkt auf der Hohe
yel0,H] {(d.h. im Kurvenpunkt
{(x,y) mit p{x)=y) mit der An-
fangsgeschwindigkeit nuil, be-

nétigt er eine Zeitspanne t=t(y),
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um im Koordinatenursprung (0,0} einzutreffen. Vorgegeben sei nun
eine Funktion 7: [0,H1->R. Gesucht ist die oben verwendete Funktion

¢, so daB die Verweilzeit t(y) mit der gegebenen Funktion 7(y)
iibereinstimmt.

Anstelle der Kurve ¢ oder seiner Umkehrfunktion ¢~ ! werden wir thre
Bogenlinge o(y) zwischen den Kurvenpunkten (0,0) und (p~(y),y)
bestimmen. Wegen ¢'(x)?+ 1=0"(¢~!(y}) 148t sich 9 durch Integration
aus ¢ berechnen. Den notwendigen Zusammenhang zwischen ¢ und der
gegebenen Funktion 7 erhélt man wie folgt. y(t) sei die Héhe zur Zeit t,
wenn fiir t=0 bei y=y, gestartet wird. o(y(t)) ist die Bogenlinge des
verbleibenden Kurvenstiickes. Der Betrag der Geschwindigkeit des
Massepunktes ist v=-do/dt, so daB mv?/ 2 die kinetische Energie ist
{m: Masse). Die potentielle Energie betrigt mg(y-ys) (g: Erdbe-
schleunigung, y,: Starthéhe, y: aktuelle Hohe). Die Gesamtenergie

E={mv?+mg(y-ygy)

ist konstant. Die Konstante ergibt sich zu E=0, da v=0 im Startpunkt
(97 (yy).y5). Auflésen nach v liefert do/dt=-p=- [2g(yp-y )12,
Die Umkehrfunktion t=¢(¢) hat die Ableitung

Gt e 1/ (2g(yp=y 012,

sodaB 3t =9L 99 o(y)/(2g(yy~y )17 die Fallzeit in Abhangigkeit

von y beschreibt. Die Gesamtfalizeit soll mit r iibereinstimmen:

- S_fedt Yo o'y)
T(yo)— t(o)-t(yo)—-()‘ Hydy—éf md)’,

Setzt man f:=¢'/¥Zg, E=y. x=y, und a=H. so erhidlt man die
Abelsche Integralgleichung (1).

Abel fragte spezieller nach der Taytochronen, d.h. nach der Kurve ®
mit konstanter Fallzeit: 7(y)=1.

Das folgende zweite Beispiel ergibt sich bei der Bildrekonstruktion
an einer Zentrifuge. Wenn sich ein stationdrer Zustand eingestellt hat,
hingen die Konzentrationen eines Gemisches nur vom Radius re(0,1] ab.
Damit ist auch der optische Absorptionskoeffizient eine Funktion
a=u(r) des Radius. Ein Licht- x :
strahl der Intensitit I, der in
der Hohe x, durch das Gemisch L / \1 (x4)
geschickt wird, habe nach dem "¢ L
Durchgan; die Stirke I(x,)=
Iye~8'%0) wobei B=f o das
Integral iiber die Absorptions- 3
stdrke ldngs der Sekante L ist: §=0
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vl—x! vl—x!
Bl{x) = f al(y x"+E?)dE =2f aly xZ+E7)dE.
S 0

8{x)=-log{I(x}/1,) kann gemessen werden, ist also als bekannt
anzusehen. Gesucht ist die Funktion «, von der man auf die
Konzentration der Gemischanteile schlieBen méchte. Die Substitution
p=1-r7=1-x%-£7 liefert

yl—-x! 0
8(x) =2 [ alyxT+&0)dE =~ [ aly1-9)/y1-x"~p dg.
0 1-x2

Setzt man g(x):=B(/T~x) und f(p):= a(y/1-¢ ). ergibt sich die
Abelsche Integralgleichung (1).

6.1.3 Uneigentliche Integrale

Der Integrand in (1) hat eine Singularitit bei £=x, so daB z.B. das
Riemann-Integral iiber [ 0, x1 nicht existiert. Die rechte Seite in (1) ist
als uneigentliches Integral definiert:

Im allgemeinen Falle sei Sc D die Menge der singulédren Stellen des
Integrals fp f(x)dx. Ist Uc D eine beliebige Umgebung von § (relativ zu
D). sei fp\y f{x)dx definiert. Eine Singularitit kann auch darin be-
stehen. daB der Integrationsbereich D unbeschrinkt ist. In diesem Falle
gehért o zu S. U ist eine Umgebung von «, wenn D\U beschrénkt ist.
Grundsitzlich ist g(5)=0 vorausgesetzt, d.h. S hat das MaB nuil. Dies
gilt insbesondere, wenn $ aus endlich vielen Punkten besteht.

U, sei eine beliebige Folge von S-Umgebungen, die sich auf §
zusammenziehen: QUk=S. Wir schreiben hierfiir: U, =~ S. Falls

IE-‘-POIO J‘D\\ukf(x )dx

fiir jede Umgebungsfolge Uy = S existiert, ist der Grenzwert von der
speziellen Folge U, unabhingig und definiert das uneigentliche
Integral fpfix}dx.

Die hier gegebene Definition ist auf die Bediirfnisse dieses Buches
zugeschnitten und impliziert die absolute Integrierbarkeit, d.h. auch das
Integral [p!f(x)1dx existiert und ist endlich. {iblicherweise wird auch
ein Integral wie z.B. f5 8ipxdx=r/2 als uneigentliches Integral be-
zeichnet, weil Jip o ppyB%dx = 1/2 (R—»=) fir die Umgebung
U=(R,x ) von = konvergiert. Weil aber andere (nicht zusammenhéngen-
de) Umgebungen U, von « existieren, fiir die I[o,m)\uk...dx divergiert .
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jst S4gX im Sinne der oben gegebenen Definition nicht uneigentlich
integrierbar. Die hier als «liber D uneigentlich integrierbar» bezeichne-
ten Funktionen sind Lebesgue-integrierbar und gehéren damit zu L1(D).

tibungsaufgabe 6.1.1 Sei D=[={a.bIcR und f auf D uneigentlich inte-
grierbar. Man zeige: (8) Sei a<c<b. Auch wenn f bei x=¢ singulir ist, gilt

f:f(x)dx = [Of(x)dx + f:f(x)dx.
{b) Die Stammfunktion [*f(E}dE ist auf I stetig, insbesondere gilt
lim [7*€ f(x)dx =0.

{c) Es gilt das folgende Majorantenkriterium: Ist g auf D\U Ffiir jede
Singularititenumgebung U integrierbar und erfiillt g die Abschitzung
lg(x<f{x), so ist mit f auch g uneigentlich integrierbar. Eine
spezielle Anwendung dieses Kriteriums lautet: Sei f auf D uneigentlich
integrierbar und gel*(D). Dann ist auch das Produkt fg auf D
uneigentlich integrierbar.

(d) Die Substitutionsregel ist auch fiir uneigentliche Integrale giiltig.
(e) Die partielle Integration ist giiltig.

Bemerkung 6.1.2 (a) In [- 1,11 ist f(x)=x"? genau dann uneigentlich
integrierbar, wenn A<1. (b) In D=Kg(0)cR? ist f(x,,...,xg)=r">
mit r%= Y, xf genau dann uneigentlich integrierbar, wenn A<d.

Beweis. (@) [If(x)dx = x!=*/(1-2)]} = 1/(1-2) fir e-0.
(b) Sei U eine Umgebung der Singularitit x=0. Es gibt O<e<y<R, so
daB K¢(0)cUcK,(0). Da f>0. gilt J'D\KE(O, fdx >y g fdx >
Ip\keco) fdx. Fir U=(0) folgt e,7=~0. Es reicht daher, die
Konvergenz von Jp\ x (o)f(x)dx zu zeigen. Substitution von x durch
Polarkoordinaten ergibt wegen dx=r9"1drdQ

I (x)dx= d-1-24,dQ = [R,d-1-2

D\KE(Of,; 1{\1(;(0) r er dr afx,m)dn'
wobei das zweite Integral die Oberfliche der d-dimensionalen
Einheitskugel ist. Die Behauptung folgt somit aus (a). 2]

{lbungsaufgabe 6.1.3 Man zeige: Die Funktion f(x)=1/{x logx] ist bei
x =0 nicht uneigentlich integrierbar.

Integraloperatoren sind (eventuell uneigentliche) Integrale mit
einem Parameter. Hierzu untersuchen wir das (uneigentliche) Integral

(6.1.3) Flph:=[,f(p.x)dx fiir peP,
wobei P das Definitionsgebiet des Parameters p sei. Fiir UcD setze man
(6.1.4) §(U):= sup{l Jy flp,x)dx!: peP}.

Wenn §(U; )0 fiir jede Folge U, mit p(U )~ 0, so «existieren
die Integrale fD flp,x)dx gleichmidBigs. Man beachte, daB die
MaBe p(U;) gegen null konvergieren, wenn sich die Umgebungen
Ux= S auf die Singularititenmenge S zusammenziehen.

SRR

SRR RS SRR AR
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Eine haufig vorkommende Situation enthilt Teil (a) der

tibungsaufgebe 6.1.4 (a) Sei f(p.x)=gp(x-p) fir x,peD. Der
Definitionsbereich von ¢ ist E:={t=x-p: x,peD}). Wenn p liber E
uneigentlich integrierbar ist, existieren die uneigentlichen Integrale
Ipf(p,x)dx  gleichmiBig. (b) Fir flp.x)=x"1"1P ~mjt
p.xeD:=[1,0) existiert [,f(p,x)dx, aber nicht gleichmiBig,
(c) Ist F(x) eine uneigentlich integrierbare Majorante von f(p,x),
dh. tf(p,x)I<F(x), so ist f gleichmdBig uneigentlich integrierbar.

Die stetige Abhingigkeit des Integrals vom Parameter p behandelt
das folgende Lemma. Man beachte, daB die Menge S der singuldren
Stellen i.a. vom Parameter p abhingen kann. Sie wird daher S, genannt.

Lemma 6.1.5 f(p.x) sei in PxD bis auf die Singularititen in
{{p,x}: peP, xeS,] stetig. Die Integrale F(p) aus (3) mdgen
gleichmiBig existieren. Dann ist F(p) eine stetige Funktion von peP.

Beweis. € >0 und peP seien gegeben. Man wihle eine Umgebung U :Sp
mit §(U)<e/3. Nach Definition (4) gilt filr Fyy(p) := 5y f(p.x}dx
IF(p)-Fy(phsslU)<e/3.

Aufgrund der Kompaktheit von D\U und der Stetigkeit von f gibt es
ein é, so daB

iftp,x)-flq,x)N<8(U)/p(D\U) fiiralle xeD\U, Ip~-ql<s.
Integration iiber xeD\U liefert |Fy{(p}-Fy(q)l<é(U). Da auch

IF(q)-Fy(g)i<s(U), ergibt sich IF(p)-Flg)<38(U)<e fiir
alle geP mit |p-ql<é. =

Ebenso wie die Funktionen f(p,x) diirfen auch die Ableitungen
Singularititen enthalten. Von einer «uneigentlich integrierbaren
Ableitung» verlangen wir

6.1.5) o3 fo(p.x)dp =f(py,x)=f(pg,x)  Fir py,poeP, xeD.

Die Differentiation unter dem Integralzeichen wird erlaubt durch

Lemma 6.1.6 Sei PcR ein zusammenhingendes Intervall. Die
uneigentlich integrierbare Ableitung fp(p,x) sei in PxD bis auf ihre
Singularititen stetig. Die Integrale fD folp.x)dx mobgen gleichmdBig
existieren. Fiir ein pgeP existiere [,f(py,x)dx. Dann gilt

d -
{6.1.6) HFfo(p,x)dx-fop(p,x)dx fiir alle peP.
Beweis. Sei p gegeben. O.B.d.A. sei p>p, und P=[p,,pl. Nach Lemma
5 ist F(p):=lpfpl(p,x)dx stetig. Daher existiert das Integral

J& Ipfplp.x)dxdp. Die Stetigkeit von F(p) impliziert fpel!(PxD).
Der Satz von Fubini erlaubt die Vertauschung der Integrationen:

6.1.7) Jolp fotp x2dxdp = [ [, fplp.x) dp dx.
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pa das Doppelintegral auf der linken Seite existiert, existiert auch
fp folp.x)dp fast iiberall und ist iiber D integrierbar. Das letzt-
genannte Integral schreibt sich wegen (5) als f(p,x)-f{(py,x)
pie rechte Seite in (7) lautet damit fD [flp,x)=f{pg,x}1dx.
pa J pf(pPo.x }dx nach Voraussetzung existiert. folgt die Existenz von
fo( p.x}dx. Somit nimmt (7) die Gestalt

o Foadp = [ fp.xddx = [, f(pg.x)dx

an. Da F stetig ist, hat die linke Seite die Ableitung F(p). wahrend
g—ﬁ J‘D f{p,x)dx die Ableitung der rechten Seite ist. 1]

6.2 Eine notwendige Bedingung fiir eine beschrinkte L8sung

Die verallgemeinerte Abelsche Integralgleichung (1.2) kann. wie wir
im nichsten Satz sehen werden, keine beschrinkte Losung haben, wenn
die Inhomogenitit g nicht geeignete Glattheits- und Anfangs-
bedingungen erfiillt.

Satz 6.2.1 Seien O<A<1, a<b und felL*(la.bl). Dann existiert das
Integral

621 glx)= A ay
&(X—)’)

und erfiillt geC!~*(La,bl) und die Anfangsbedingung
(6.2.2) glal=0.

fiir a<x<b

Beweis. (i} Die Existenz des Inte%rals (1) folgt aus der uneigentlichen
Integrierbarkeit von f(y)/(x~y)*. Damit ist auch die Voraussetzung
(3.4.2a) des Satzes 3.4.2 erfiillt, wenn wir formal die Abelsche als
Fredholmsche Integralgleichung mit dem Kern k(x,y)=(x-y)~> fiir
a<ysx<b und k(x.y)=0 sonst auffassen. Es bleibt die Bedingung
{3.4.2b) nachzupriifen. Fiir die linke Seite [BIk(E,y)-k{x.y)ldy
in (3.4.2b) kdnnen wir 0.B.d.A. a<x<f<b annehmen und erhaiten

b X - xX - -
fuIk(E,y)-—k(x,y)ldy=fa(x-y) "dy-fa(é,‘—y) ldy+f;:’:(.!';'-y) Ay =
={{x=a)™r (E-a)"2 4 2(E- )12 /(1-2) € il E- 17>

{(vgl. Lemma 2). Damit beweist Satz 3.4.2 g=KfeC!"*[a.bl). m

Lemma 6.2.2 o(t)=t* mit O<a< 1 ist global Hélder-stetig auf [0, ):
(6.2.3) IE*-C* I<IE-C1* fiiralle £,020.

Beweis. O.B.d.A. sei 0<{<&. Der Fall £=0 ist trivial; sei deshalb §>0.
Nach Division durch £* sieht man, daB man sich auf den Fall 0<{<{=1
beschrinken kann. (3) ist zu ¢ (L)< 1 mit (L ):=(1-L*)/(1-7)* dqui-
valent. Aus 9'({)<0 schlieBt auf p(L)<p(0)=1 fiiralle Jel0.1]. @
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Satz 1 zeigt, daB u.a. g{a)=0 eine notwendige Bedingung fiir eine
beschrinkte Losung der Abelschen Integralgleichung ist. Beim
Abelschen Tautochronenproblem aus 86.1.2 tritt die konstante
Funktion t{x}=1 an die Stelle von g. Offenbar ist die Bedingung {2)
nicht erfiillt! Am Ende des §6.4 werden wir daher noch untersuchen
miissen, ob auch ohne Bedingung (2) Losungen existieren, die aufgrund
von Satz | allerdings unbeschrinkt sein miissen.

6.3 Eulerache Integrale

Als Riistzeug fiir die weiteren Umformungen bendtigen wir die
Fulerschen Integrale. Da hiaufig auf spezielle Funktionen zu wenig
eingegangen wird, werden die folgenden Rechnungen ausfiihrlicher
wiedergegeben.

Deflnition 6.3.1 Sei p>0, ¢>0. Das Fulersche B-Integral (oder
Beta-Integral oder Eulersches Integral 1. Gattung) lautet

1
631 Blp.g)= [xP71(1-x)7"tdx.
0

Das zweite Eulersche Integral (oder Eulersches Integral 2. Gattung)
ist die Gammafunktion
[e=]

632 Tip)=[e *tF 'dt.
0

Die Integrale sind beziiglich beider Intervallenden uneigentlich inte-
grierbar, solange die Voraussetzungen p>0, q>0 gelten. Die Gamma-
funktion ist wegen ihres Zusammenhanges mit der Fakultit bekannt:

{tbungsaufgabe 6.3.2 Man beweise I'(p)=(p-1)! fiir peN.
In der Darstellung (2) fiihrt die Substitution t= xZ zu
6.3.2)  TI(p)= zfe-xz x?Pldx fiir p>0.
Fiir p>0 und ¢>0 ber;)utze man (2 zur Darstellung von I'(p)I'(q):

@ [oe]
I(p)l(q)=4 J =% xTPldx fe'yz yZa-l4y =
] o

=4 fjpe"("z*’ y3 Zpty2a=l gy dy.
00
Das letzte Doppelintegral erstreckt sich iiber die Viertelebene
x> 0,y> 0. Dieser Bereich wird in den Polarkoordinaten
X=r coso, y=r sing

durch den Radius re[ 0, ) und den Winkelbereich 0<p< g beschrieben.
Beriicksichtigt man dxdy=rdrdg bei der Substitution, erhdlt man
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8

/2

I(p)l(q)=4 o7’ pPPHIATE o5lP”

Cos

Sy

To sin®97 ' rdrde.
0
Der Integrand [&Bt sich in einen r- und einen p-abhingigen Faktor
zerlegen, so daB sich das Doppelintegral als Produkt darstellen 14Bt:
744 Lo
pirig)=12 fcos“" e sin 971y dw][zfe“’zrz"*zq‘zdr].
0

=1] =I'(p+q)
Das zweite Integral erkennt man als Gammafunktion zum Argument p+q

wieder. Zur welteren Verarbeitung des ersten Integrals I substntulere
man x=cos?y., dx=2 sing cospde und verwende sin‘p=1-cos?p:

/2

I= | cos
o
/2

(cos®p)P™! (1-cos?¢)9™! 2 sinpcospde=
5 L Smecusyay

2g-

o M4
L T sin

z(p 2 sinpcospdp=

x 1-x dx

i
= fxp"(l—x)q"dx =B(p,q)
)

Dies beweist den folgenden Zusammenhang zwischen den Eulerschen
Integralen erster und zweiter Gattung:

_I{pir(q) ..
(6.3.3) Blp,q)= “Tlpra) fiir p>0, ¢>0.
Eine lingere Rechnung ergibt den Integralwert
T xp-t T
(6.3.4) Of e dx = smgy  fur O<p<t.

Filr ¢ =1-p ist I'(p+q}=I(1)=0!=1. Aus (3) schlieBen wir deshalb
1
F(p)F(I—p)=B(p.1—p)=fx”"(l-x)'pdx.

0
Substitution y= 1 ,d.h. x-1+y 1-x= Iiy dx=(1+y) ?dy, liefert
[(p)T(1-p)= f(“y 2dy = f“y
Gleichung (4) beweist die Beziehung
(6.3.5) Bi(p,1-p)=TI(p)l(1-p)= smrrp fir peZ
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flir O<p<1. Die Gleichheit fiir die iibrigen p&Z erhilt man durch
analytische Fortsetzung. Man kann (5) auch direkt beweisen, wenn man
die alternative Darstellung I'(z):=limz(z+1)(z+2)-.. A{z+n)/(ntn®)

der Gammafunktion und die Produktdarstellung sinx =xﬁ;1( 1-( Tﬁr)g)

als bekannt voraussetzt. In diesem Falle ergibt sich das Integral (4) aus
der Gleichung (5).

Ubungsaufgabe 6.3.3 Seien p>0 und q>0. Fiir alle a<beR zeige man

b
(6.3.6) ftx-a)p=!(b-x)9""dx = (b-a)?*7~!B(p,q).
a

6.4 Umkehrung der Abelschen Integraigleichung

Die Findeutigkeit der verallgemeinerten Abelschen Integralgleichung
kann konstruktiv gezeigt werden, indem wir eine eindeutige Darstellung
einer Lésung angeben, wenn sie existiert.

Lemma 6.4.1 Sei O<i<!. Wenn die verallgemeinerte Abelsche
Integralgleichung (1.2) eine Losung feC(la,bl) besitzt, so lautet diese

t
g{x)dx e
dt J _(t__—x)i—)‘ fiir C[\t\b.

6.4.1)  f(t)=Swrd 4

Allgemeiner gilt: Existieren fiir die Losung f das uneigentliche Integral
in (1.2) fiir fast alle a<x<b und fiir g das uneigentliche Integral in (1)
fiir fast alle a<t<b. so stellt (1) in allen Stetigkeitspunkten ¢t von f die
Lésung dar. Fiir alle a<t<b gilt die Gleichheit der Stammfunktionen:

d g(x)dx £
. ) (Jdx T
©41) [ L0 = !f(y)dy

Beweis. Als stetige Losung gehort f zu L=([a,bl). Nach Satz 2.1
muB g Hélder-stetig sein. Die Funktion

g(x) - 1 "f(y) exct
(t-x)1=* 7 (t-x)1=* .,f(x—y)’Ldy (asxst)

ist demnach beziiglich x in [a,t] uneigentlich integrierbar. Im allge-
meinen Falle ist die uneigentliche Integrierbarkeit direkt vorausgesetzt:

t t x t x
glx)dx _ fly) dx - fly) dy dx
! (t-x)i=2 ‘![af(x-y)* ] (t-x)1=> a[a (x-y)t-x)1"*"

Das letzte Doppelintegral erstreckt sich iiber das Dreieck
D:={(x,y): 0<y<x<t). Die Vertauschung der Integrationen {Satz von
Fubini) fiihrt zusammen mit (3.6) fiir p=1-X, g=1-p=21, p+g-1=0 auf
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t

t t t
g(x)dx - dx B _
af(t—x)’"" ![y (x-y)*(t-x)"*]f(’)dy‘B” l'”!””dy'

=B(1~X,A) nach (3.6)

Mit Gleichung (3.5) gelangt man zu (1'). In jedem Stetigkeitspunkt von f
ist die rechte Seite eine nach t stetig differenzierbare Funktion. Folglich
ist auch die linke Seite dort nach t differenzierbar. Die Differentiation
liefert die gewlinschte Darstellung (1). Ist feC([a,bl), gilt (1) fiir alle
a<tsh. [2:¢]

Die Frage, die sich zur Darstellung (1) stellt, lautet: Wie kann die
Ableitung des Integrals nach t durchgefiihrt werden? Die Vertauschung
der Differentiation d/dt und der Integration f...dx ist nicht zuldssig,
da dann unter dem Integral die nicht (uneigentlich) integrierbare
Funktion g(xJ{A-1)/(1-x)?=> stinde. Eine Antwort gibt das

Lemma 6.4.2 Sei 0<A<1 und geC !([a,bl). Dann existiert die Ableitung

[ 4 t .
(6.4.2) —d—f gl = gla) + f glledlidoc fiir a<t<bh.
a

dt § (t-x)"* " (t-g )™ (t-x)1=>

Ist auBerdem g(a)=0, verschwindet der erste Summand, und die
Ableitung existiert auch fiir t=a.

Beweis. Partielle Integration liefert
f g{x)dx - —g(x) (t—x)"!"'=
a (t-x)1™2 A

Der ausintegrierten Teil verschwindet an der oberen Grenze x=t, so daB
hiervon nur g(a){t-aj*/X bleibt. Dieser Term nach t abgeleitet ergibt
den ersten Summanden in (2). Zur Ableitung des verbleibenden
Integrals hat man nach der oberen Grenze und unter dem Integral nach ¢
zu differenzieren. Die Differentiation nach der oberen Grenze liefert
null, da der Integrand fiir x=t verschwindet. Die Ableitung unter dem

Integral fithrt auf f:(g;_(—i;cji:xx , weil der entstehende Integrand

uneigentlich integrierbar und daher die Differentiation unter dem
Integral statthaft ist (vgl. Lemma 1.6). Damit ist (2) bewiesen. m

Xex

t 3 2
7 (t-x)
a+afg(x)————-)‘ dx.

{lbungsaufgabe 6.4.3 Die Voraussetzung geC'([a,b]) in Lemma 2
ist nicht notwendig. Man beweise (2} flir g{x):=(x-a)i™2

Das folgende, erste Resultat zur Existenz einer Lésung geht von der
stetigen Differenzierbarkeit von g aus.
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Satz 6.4.4 Sei O<i<1 und geC!(la,bl) mit g{a)=0. Dann hat die
verallgemeinerte Abelsche Integralgleichung (1. 2) eine eindeutige
Lésung feC>*([a.bl). Sie lautet

inrd (g’ ()dx
Sin
6.4.3) fle)= == f (t-x)=*

a

fiir a<t<b.

Beweis. (i) Aus den Lemmata 1 und 2 wissen wir, daB eine stetige
Lésung die Darstellung (3) haben muB, wenn sie existiert.

(ii) In Satz 2.1 kann man f gegen ¢’¢C(la.b]l) und X gegen 1-1
vertauschen und erhilt die Aussage feC*([a.bl) fiir f aus (3).

{ili) Es bleibt zu zeigen, daB f aus (3) eine Ldsung darstellt. Dazu
setzen wir die Darstellung (3) in die Integralgleichung (1.2) ein und
vertauschen die Integrationen:

x x t
fty) _ osinmA [ g (x)dx dt ~
&f( Ry = J&f (t-x)"* (x-t)* ~

X

sinmh N dt 5 B
(x)}dx = (x)dx=g(x)
“ &f‘[ (t-x) P (x-t)* 7 a'g I

=B(1-X,))=mn/sintXx nach (3.6) s 2]

Aus Satz 2.1 wissen wir, daB geCI~*([a.bl) und g(al)=0 fiir
beschrinkte Lésungen notwendig sind. Die Voraussetzung geC ({a,bl)
aus Satz 4 ist jedoch stirker als notwendig. Eine Abschwichung enthilt

Satz 6.4.5 Sei O<A<1, geC(La,bl) mit g(a)=0 und differenzierbarem
¢

648 Glt).= [ LIX ciq.p).
a (t—x)

Dann hat die verallgemeinerte Abelsche Integralgieichung
{1.2) eine eindeutige stetige Ldsung, die durch (1) dargestellt ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist mit Lemma 1 bewiesen. Nachzuweisen ist
nur, daB f aus (1) auch eine Lésung ist. Einsetzen von (1) in (1.2) ergibt

X

f(y) _ sinmx [ G(y) _d singA [.G(y) . _
f( dy = T &f dy =35~ = 4 (x-y) dy=

alx-y) (x-y)
Lemma 2
d_sinx) xf g(t)dt dy d 5
podx W &[a (y-t)i=4 (x-y)* ?a;!g(t)dt:g(x
@ wie in Satz 4 fs:]

Die Voraussetzung des Satzes 5 an g ist indirekt iiber GeCl(l{a,bl)
formuliert. Eine hinreichende Bedingung fiir GeC'(La,b1) ergibt sich
aus der Holder-Stetigkeit von g zum Exponenten oa>1-2X:
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Lemma 6.4.6 Sei O<i<l, a>1-i und geC*(La,bl) mit glal)=0.
Dann gehort die in (4) definierte Funktion G(t) zu C!([a.bl).
[hre Ableitung lautet

d f glt)-g(x)
(6.4.5) —d—t—c(:h:(z-x)a{ L= dx v (t-a)2g(n).
Beweis. Sei ast'<t und §:=t-t'. Der Differenzenquotient

é[G(t)— G(t’)1 148t sich darstellen als

(6.4.6) LLG(E)-G()1 = § [1 Lg(x)= g(t)1(t-x)*1dx +
w4 [ tglx)- gt Llt-x )21 (= x)* 1T dx +
sg(0) LLJE (=) dx - [£ (r-x)*11dx ]

Dalglx)-g(t}1<Cit-x|%, ist das erste Integral in (6} von der Ordnung
0(§***~1) und verschwindet fiir 5> 0. Das zweite Integral konvergiert
gegen SE [g(x)-g(t)1L{1-1)(t-x)*"?1dx, den ersten Term in (5),
denn der Integrand ist wegen Ig(t)~g(xJl/(t=x}?">=0{It-x|***=2)
und a+A-2>~1 uneigentlich integrierbar. Der dritte Ausdruck in (6)
lautet nach Auswertung der Integrale g(t)[(t-a)*~{(t'-a)>] /(51)
und strebt gegen g(t)(t-a)*~!, den zweiten Term in (3). =

Die Voraussetzung geC%*(la,bl) mit a®>1-A ist hinreichend fiir
G(t)eC!(La,bl), aber nicht notwendig. Umgekehrt ist die Voraus-
setzung geC "~ *([a,b1) nicht hinreichend.

tibungsaufgabe 6.4.7 Man zeige: (a) Fiir g(x):=(x-a)'"*eC'"*(la,b})
erhalt man die stetig differenzierbare Funktion G(t)=(t-a)B{(2~X X).
(b) Fiir g(x):=(b-x)""*eC!"*(fa.bl) ist G(t) in [a.b) stetig
differenzierbar: die Ableitung ist aber in t=b unbeschrinkt.

Sowohl im Falle von Satz 4 wie auch von Lemma 6 lautet der
Anfangswert der Losung

6.4.7) fla)=0.

{ibungsaufgabe 7a zeigt dagegen einen Fall, wo (7) nicht zutrifft.
Man beachte, daB geC*([a,bl) mit a<1-X fiir beschrinkte
Lésungen [ nicht auftreten kann. Aus o >1- X folgt dagegen schon (7).

Fiir eine andere Darstellung der bisherigen Ergebnisse definieren wir
die Operatoren D und K, durch

X
- d - = (y)
D=L (Kye)(x):= af(f:yﬁxdy (0<r<l, a<x<b).
Die Abelsche Integralgleichung (1.2) nimmt die Gestalt (8} an:

6.4.8) g = Ky f.
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Bemerkung 6.4.8 Fiir alle 0<)<1 gilt die Identitdt

6.4.9) DK‘_AKA=—SiE7r—ﬂI auf C(la.bl).
Beweis. Sei feC({Lla.bl) und ¢g=K, f. Also ist f Lésung von (1.2) und
hat nach Lemma 1 die Darstellung (1): f:= 3I8ZA DK, _, 9. m

Der Beweis von Lemma 1 14Bt sich wortwortlich wiederholen, um
(6.4.10) KoKy=B(1-2.1-0)K in-g (o,A<1)

zu beweisen. (9) ergibt sich aus (10), da (Ko f)(¢)=[F f(E)dE. Fiir A=4
ergibt sich 28r2 -1 ynd

(6.4.11a) D KZ,=xl auf C(la.bl).

Die bei der Abelschen Integralgleichung auftretende Inverse
K/)s: g+>f laBt sich daher als «halbe Differentiation» auffassen. Wenn
man den Unterraum C}{la,b1):= {pe C'(La,b1): p{a)=0] einfiihrt,
kann man (11a} ergidnzen durch

6.4.11b) K%, D=nl auf Ch(La.bl).
Beweis. Sei geC}(La,bl) beliebig. f:= 3BZ2 K, , Dg ist nach Satz 4
die Lésung von g=K, f. Die Wahl A=4 zeigt (11b). o

Wir wenden uns nun dem Fall der unbeschrinkten Losungen zu, die
fiir g(a)# 0 auftreten miissen. Das Tautochronenproblem fiihrt auf die
Inhomogenitdt g(t)=1, die die Bedingung (2.2) nicht erfiillt. Der fol-
gende Satz beschreibt das singulire Verhalten der zugehdrigen Losung.

Satz 6.49 Sei O<i<1, geC(la,bl) mit (44): GeC!([a,bl).
Dann hat die verallgemeinerte Abelsche Integralgleichung (1.2) eine
eindeutige Losung { mit der folgenden Eigenschaft:

6.4.12) feC((a.bl), f(x)= 3ZX g(a)(x-a)*!+stetige Funktion.

Beweis. (i) Wir suchen zundchst eine Lésung zur konstanten Funktion
g(x)=1. Lemma 1 zusammen mit Gleichung (2) aus Lemma 2 liefert
flx)=23m7r2 (y_q)2~! Einsetzen der Funktion in (1.2) zeigt, daB sie
die Integralgleichung fiir alle x> a erfiillt.

(i Man zerlege g in die Summe g,+g,, wobei gg:=g(a) eine
konstante Funktion ist und folglich g,(x):=g(x)-g(a) die Bedingung
g,{a)=0 erfiillt. Die Losung f ist die Summe fotf,, wobei f; die

Losungen zu g; sind. Nach Teil (D ist fo(x)= SBTX g(a) (x-a)*"".
Auf g, ist Satz 5 anwendbar und sichert f;eC(la.bl). o

tibungsaufgabe 6.4.10 Man lése das Tautochronenproblem aus §6.1.2.
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6.5 Umformung fiir Kerne k(x,y)/(x-y)*

Eine etwas allgemeinere Volterrasche Integralgleichung 1. Art ist

X
k
6.5.1) g(x)-—-!?;(jx-;d)y))-f(y)dy flir x>a,

wobei k{ x.y) eine hinreichend glatte Funktion ist, so daB das singulire
Verhalten allein durch den Nenner (x - y)* beschrieben wird.

Wir versuchen, die Anwendung der Umkehrformel (4.1) nachzu-
ahmen. Dazu muitiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (1} mit
(t-xJ}*~! und integrieren iiber [a.t]1. Mit anschlieBender Vertauschung
der Integrationen ergibt sich

f_Mi_xr _fj"‘ k(x,y)
g (t—x)T% = 1) X% fly)dydx
6.5.2)

t t
- frf k(x,);) dx
;1' {-)J, (t-x M Mx~y) Trtyrdy.
Da wir k als glatt angenommen haben, ist

~ t
653 Reey) s [AOe O i acy<

wohldefiniert. Gleichung (2) schreibt sich mit Hilfe von § als

6.5.4) G(t)= [1 R(ty) fiy)dy mit G‘““f.:(t-(i;d"x"

Damit ist es uns gelungen, die verallgemeinerte Abelsche Integral-
gleichung (1) auf eine Volterrasche Integralgleichung erster Art
zuriickzufiihren, wie sie in §2.5 behandelt wurde. Die dort vorgestellte
Lésungsmethode beruhte auf der Differentiation der Integralgleichung
{(4) nach t, was die Differenzierbarkeit von G und Kk( t,y) nach
t voraussetzt (vgl. (2.5.2/3)). Beziiglich der Forderung GeC!(I)
verwende man die Lemmata 4.2 und 4.6. Zur Existenz von ic\t( t,y) ist die
folgende Aussage moglich:

Lemma 6.5.1 Sei keC(G) mit G aus (2.1.3). Ferner sei k beziiglich des
ersten Argumentes Holder-stetig: k(.,y)eC*(I) mit «>1-X. Dann
existiert die Ableitung von k(t.y) nach t und lautet

t
6.5.5) Relty)=(1-2) [ ALy -k(x.y)
efty 3,' (t-xF~A(x-y)* LE%

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.6. m
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6.6 Numerische Verfahren fiir die Abelsche Integralgleichung :

Die in §6.5 beschriebene Umformung der Integralgleichung (5.1}

eignet sich eher fiir theoretische Zwecke. Die praktische Durchfiihrung
scheitert im allgemeinen an der Berechnung von G und k. Im folgenden -

sollen deshalb numerische Verfahren behandelt werden, die unmittelbar
auf die Gleichung (5.1) angewendet werden kénnen.

Die Integralgleichung (5.1) soll fiir A=§; und a=0 gelést werden:

_ ™ k(x,y) "
6.6.1) g(x)-Jo ﬁf(y}dy fiir x>0.
Sei h>0 eine feste Schrittweite. Gesucht werden Naherungswerte
(6.6.2a) fi~ flik) fiir i20.

Durch lineare Interpolation aus den (unbekannten) Werte f; erhilt man
(6.6.2b) Fly) = L00y=ih) fpq+ ((i+1)h=y) £} fiir ih<y<(i+1)h.
Der Startwert f; lautet fiir ge C*(1) mit a>{; und g(0)=0 wie in (4.7):

. for=f(0})=0.
Falls leaié?iich geC!72(1) und g(0)=0 gilt, ergibt sich f; allgemein als
6.6.3) for=f(0)=Ulimg(x)/¥Vx1/02k(0,0)1.

Zur Bestimmung der f; flir i21 wird Gleichung (1) in x=ih gefordert:
oy (PP k(ihy) F G
6.6.4) glin)= [~ gt fry)dy  fur i1

Das Integral iiber [0,ih] ist die Summe der Integrale iiber
Ljh,(j+1)h]1, die alle auf [0,1] transformiert werden konnen:

(+Dh k(ih,y) 7 — 1 k{ih, (j+n)h) =, .
f]h ﬁ—f(y)dy=‘/hfoﬁ-i‘_#“f((1+q)h)drz,

so daB die Kollokationsgleichung die Form (6.6.5) annimmt:

=1 i i ~
665 otin) =R % [ SFEIR Fjeninan.

Die Integrale auf der rechten Seite miissen durch eine geeignete
Quadraturformel angenihert werden. Wegen der Singularitit des
Nehtiers ist im Falle j=i-1 eine Quadratur (1.6.16c-e) mit Gewichts-
fupktion unumginglich. Aber auch fiir j<i-2 ist der Nenner noch
$t&rénd, so daB man fiir alle j den Nenner als Gewichtsfunktion wihlen
sollte. Das einfachste Quadraturverfahren ist die GauB-Formel zur
Gewichtsfunktion 1/Yk-7 (1<k<i) mit einer Stiitzstelle wye(0.1).
Es lautet

(6.6.6a) JOI k(—; dp = ap p(wy) + Ri(e) mit

6660 ax= [yt . i fo A say.

wobei sich der Quadraturfehler aus (6.6.6¢) ergibt:
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{6.6.6¢) Ry(@l=ri o (E), Ee(0,1), ,k:%f; :tk——v;’zk)z dn.

Ersetzt man in (5) die Integrale durch die GauB-Niherungen, erhdlt man
i=1 ~
(6.6.7) g(‘h) =‘/ﬁizo a’_.j k(ih,(j+wi_1)h) f((]i—w,_i)h).

Per Induktion sei angenommen, daB die Stiitzwerte f, y fiir j<i-1 bekannt

sind. Durch (2b) ist { in [0.ih-h] definiert. d.h. alle Summanden

in {7) mit j<i-1 sind berechenbar. Fiir j=i-1 enthilt die rechte Seite
fli-14w)R)=(T-w)fi_ 4w f,.

Damit stellt (7) eine lineare Gleichung fiir den unbekannten Wert f; dar.

Da die Quadratur {6a-c) wie auch die stiickweise lineare Interpolation
(2b) von zweiter Ordnung ist, kann man bestenfalls Konvergenz
dieser Ordnung erwarten. DaB diese tatsdchlich vorliegt, besagt der

Satz 6.6.1 (Branca [11) Sei I=00.b] und G={(x.,y): xel, ye[0,x1}. Der
Kern k erfiille keC'(G), ky, k,,eC;(G) und k(x,x)2¢>0 in I.
Die Gleichung (1) habe eine Lésung feC#(1). Fiir hinreichend kleine h
definieren die Gleichungen (3) und (7) die diskrete Lésung f; fiir ihel,
und f; konvergiert von zweiter Ordnung gegen die Losung f:

{6.6.8) 1fi-f(ih)I<Ch? fiir alle 0<ih<b.

Der aus Branca [11] zitierte Satz 1 ist sogar fiir nichtlineare Probleme

X
(6.6.9) g(x):bf k(xx_y( )) dy fiir x>0.

formuliert und beweist auch hierfiir Konvergenz zweiter Ordnung.

Eine Diskussion allgemeinerer Verfahren fiir die Integralgleichung
(5.1} erster Art findet sich bei Brunner - van der Houwen [i1] im
dortigen Abschnitt 6.4.

Fiir den Spezialfall der Abelschen Integralgleichung kann die
explizite Darstellungsformel (4.3} der Losung f direkt diskretisiert
werden. Fiir (Faltungs-)Integrale der Art

6.6.10)  I(x;9,1-2) = [ (x-y)*~1p(y)dy
lassen sich diskrete Analoga
6.611) I, (¢,1-2) :=h"j§o Wi,y @ (ih) ~ I(nhsp, 1-2)

mit geeignet erzeugten Koeffizienten w,, ; definieren. Da die Ldsung
f gem#B (4.3) die Gestalt (10) mit ¢ (y):=const-g'(y) besitzt, 1dBt
sich eine Approximation mit Hilfe von (11) bestimmen. Zur Definition
und Analyse der diskreten, «gebrochenen» Quadraturformeln ({1)
set auf Lubich {11 und Brunner - van der Houwen [1,§6.1.2]) verwiesen.




7. Singuldre Integralgleichungen

7.1 Der Cauchy-Hauptwert
7.1.1 Definition und Eigenschaften

Die Funktion f sei auf I=[a,b] definiert und moglicherweise in einem
inneren Punkt ce(a,b) singuldr. Das uneigentliche Integral wurde durch

b C—‘Sj b
Jf(x}dx = lim, [ sCodx s i, [ fixrdx
€,>0 €,>0 C*€2
definiert, falls beide Limites existieren (vgl. §6.1.3}). Nach Bemerkung
6.1.2a ist das uneigentliche Integral fiir f{x):=1x-ci® mit s>-1 erklart.
Fiir f(x):=x%¢ erhalt man

c-€
! b

(7.1.1) f Y‘z—-c‘dx + fx—l'ﬁdx = log C:Z + 108%~
a ke

Wenn ¢, und ¢, in (1) unabhéngig voneinander gegen null streben, kann
log—g—;- jeden Wert annehmen, so daB der Limes und damit das
uneigentliche Integral nicht existieren. Setzt man dagegen e,=¢, und
148t beide Parameter gemeinsam gegen null streben, verschwindet der
Term log —342—, und der Limes ist durch log2=% gegeben.
Allgemein wird der Cauchy-Hauptwert eines Integrals iiber einen
in ce(a,b) singuliren Integranden durch den Limes ({2) definiert,

vorausgesetzt der Limes existiert.

b c-¢ b
@12 §fdx = lim{ [ f00dx | rixodx).
a e a

£E>0 C+e

Sollte f keine Singularitit aufweisen, wird ¢f(x)dx =J f(x)dx gesetzt.
Enthilt f mehrere Singularititen in c;e(a.b), hat man (2) sinngemiB
anzuwenden, indem um jedes ¢, eine ¢;-Umgebung ausgenommen wird.
Fiir f(x}=1/(x-c)} erhilt man nach der Voriiberlegung (1) den Hauptwert

(7.1.3) b gx - og 2zt

fiir alle a<c<b.

Ist f uneigentlich integrierbar in x=c. ergibt sich das uneigentliche
Integral auch als spezielier Limes fiir e;=¢;=¢~>0 in (2). Dies fiihrt auf

Bemerkung 7.1.1 Hat f nur uneigentlich integrierbare Singularitdten, so
stimmt der Cauchy-Hauptwert f : f{x)dx mit dem uneigentlichen
Integral f:f(x)dx iiberein.

Wenn die Singularitit von f in x=c derart ist, daB f in ¢ uneigentlich
integrierbar ist, heiBt f in x=c schwach singulér, sonst stark singuldr.
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{ibungsaufgabe 7.1.2 Man beweise fiir die Cauchy-Hauptwerte:
{a) Die Linearitit f:[af(xhﬁg(x)]dx =a §ff(x)dx + B #:g(x)dx
gilt, falls die Cauchy-Hauptwerte von f und g in [a,b] existieren.
(b) Sei a<c<b. Wenn SQ: f{x)dx existiert und f in ¢ nicht stark
singuldr ist, so gilt &ff(x)dx = f:f(x)dx + gfcb fixidx.

(¢) Wenn der Cauchy-Hauptwert von [f| existiert, besitzt f nur
schwache Singularititen.

Da stark singuldre Integranden, die einen Cauchy-Hauptwert
besitzen, im allgemeinen eine Singularitdt der Form g(x}/{(x-c) haben,
ersetzen wir im folgenden f durch f(x}/(x-c).

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Cauchy-
Hauptwertes enthalt der

Satz 7.1.3 f sei Holder-stetig: feC*(La,b1) mit «> 0. Dann existiert der

b
Cauchy-Hauptwert §af_f<i_)5§_’i fiir a<c<b und l&8¢t sich in der Form (4)
schreiben:

b b - -~
(7.1.4) 43‘ f)(()_(-)cdx =fu ”",’c_{(c’ dx +f(c) log g—_—g (a<c<b).

a

Dabei existiert das Integral auf der rechten Seite von (4) als
uneigentliches Integral.

c-¢
Beweis. Nach Definition (2) hat man §a £0)dx  ynd Sfb IRESOES

X—C C+e” X=C
zu untersuchen. Man forme den Integranden gemi8

j;,(_gcz)_ _ fix)-flc) flc)

¢ = X=C + x=e

um. Der erste Term L(X)=f(c) hat aufgrund der Holder-Stetigkeit
die Majorante const-lx-ci*~!, die uneigentlich integrierbar ist.
Nach Ubungsaufgabe 6.1.1c ist auch J£L{xJ=f(c) “yneigentlich
integrierbar. Fiir ¢-> 0 erhdlt man das Integral auf der rechten
Seite von (4). Der entsprechende Grenzwert fiir £ ist das
f(c)-fache des in (3) ausgewerteten Cauchy-Hauptwertes. m

tibungsaufgabe 7.1.4 (a) Es gelte feC*([-1.11) mit a>0. Man zeige. in
15 L gy o [T LOI=fx) gy

existiert die rechte Seite als uneigentliches Integral und stellt
den Cauchy-Hauptwert dar.

(b) Wie kann eine zu (5) analoge Umformung vorgenommen werden,
wenn die Singularitdt nicht in der Mitte des Intervalles liegt?
Die Holder-Stetigkeit von f in b fCx)dX st zwar hinreichend fiir
a X=C
die Existenz des Cauchy-Hauptwertes, aber nicht notwendig, wie die
folgenden Beispiele zeigen, deren Nachweis dem Leser iiberlassen ist.
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Beisplel 7.1.5 Man zeige: (8) f(x)=sign(x) expl-VTog (I7Tx1}} ist
stetig in [~1,1], aber nicht Holder-stetig. Trotzdem existiert der

Cauchy-Hauptwert fff: (x) 4x sogar als uneigentliches Integral.

~os N
(b) fi{x)=sint ist in x=0 nicht stetig. Dennoch existiert 4:__ Ié—m—iii"- dx.

Fiir iibliche Integrale gilt die Substitutionsformel

Jfexrdx = [, r(atx))g'ty)dy = [;£a(y))dg(y)

fiir stetige. monotone Funktionen g, die JcR eindeutig auf I abbilden.
Insbesondere gilt die Formel, wenn g stetig und stiickweise
differenzierbar mit g°'>0 in J (oder g’<0 in J) ist. Fiir den Cauchy-
Hauptwert ist diese Aussage nur mit Einschrinkungen richtig.

Lemma 7.1.6 (a) x, sei ein innerer Punkt des Intervalles I. f seiin I
héchstens schwach singuldr und in einer Umgebung von xq beschrinkt.
Der Cauchy-Hauptwert §1g—gd§ existiere. geC!(J} sei eine umkehr-
bare Abbildung eines Intervalles J auf I. ypeJ sei das Urbild von
Xg=9{yo). Dann gilt die Substitutionsregel (6a). Insbesondere existiert
der Cauchy-Hauptwert auf der rechten Seite.

f(E) _ flglyllg'(y)
(7.1.6a) f Fovo 96 = inY-

{b) Falls g stetig, aber nur stiickweise stetig differenzierbar ist, sei
susitzlich vorausgesetzt: Die links- und rechtsseitigen Ableitungen
g’ (yg-0) und g'(y,+0) seien von null verschieden, und f sei in X,
stetig. Dann gilt die modifizierte Substitutionsregel (6b). Der Cauchy-
Hauptwert auf der rechten Seite existiert.

fL&} _ flglyllg'(y) g’ (yg+0)
(7.1.6b) §l E-xo d& = S{,Wdy + flxg) log—g,—(;g—_m,

Beweis. Zu (b): Die Intervalle seien J={a.b]l und I=[a,8]. 0.d.B.A. sei
g'20,sodaB a=g(al). B=g(b). Seie>0 hinreichend klein. In [a,xy-¢€1
und [xg+e, 8] liegt keine Singularitit, so daB die Substitution E=g(y) zu

xo:-S 'r(xo—E) .
T | fE) g - floyDgly) 4
a4 &0 2 g(yl=xg

wobei y: [ -] die Umkehrfunktion zu g sei. Die obere Grenze ist yy-n mit
n:= Yp-7(xg-¢). Das Integral iiber das zweite Intervall schreiben wir als

P  rlgtyNg'y) . ¢ Yot
IF:= ~al dE = —g——l—_———y—dy = |..dy +]..dy.
¢ xJ0+E E-xo Y(x;',+e) g(y}-xo _;'[;4-71 3’[(.'604-5)

Auf das letzte Integral wenden wir die folgende Variante des
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P4

Mittelwertsatzes an: f; o(y)yp(y)dy=¢f; ¢(y)dy mit ¢ ¢ [inf ¢, sup ¢l.
wenn ¢ das Vorzeichen nicht wechselt (¢ darf unstetig sein!}). Daher ist

Yotn Yotn g'(y)dy 9lyo+n)
5. - B
Fe=fidy=g | e =e | HE - pelogottzXe

Txgt€)  Y(xp+E) Xo+E §%o ¢

mit ggeZe:=Linf f{g(y}). sup f(g(y))1=Linf f(E),sup f(E)], wobei in
«inf» und «sup» y zwischen y{xg+¢) und yo+7 bzw. £ zwischen x,+¢ und
glyg+n) varilert. Mit g ist auch die Umkehrfunktion y stetig. Daher
streben p=y,~yv{xg-¢) und yixy+e} fiir e—+0 gegen y, Aus der
Stetigkeit von f in x, schlieBt man ¢~ f(x,). Die rechtsseitige
Differenzierbarkeit von g beweist g{yy+7n)-xg=9"(yp+0)n+o0(n). Aus
der Aufldsung von n=yg-v(xg-¢) nach e=xy-g{yy~n) ersicht man
e=g'(ys-0Jy+oly). Damit ist I§-f(xy)loglg'(y,+0)/g (yy-0)1
fiir ¢ > 0 gezeigt. Der Limes von I+ I fiir ¢ > 0 ergibt (bb).

Im Falle (a) ist ¢ fiir € = 0 beschrdnkt, wahrend der log-Term gegen
null konvergiert. Also ergibt sich Iés—> 0. L)

Satz 6 ist fiir den Integranden f(£)/(E-x4) mit in x, stetigem f
formuliert worden. DaB eine entsprechende Substitutionsformel {auch
unter der Voraussetzung geC!(J)) fiir allgemeine Integranden f nicht
gelten kann, zeigt Teil {b) der

tlbungsaufgabe 7.1.7 (a) Man zeige, daB die partielle Integrationsregel

b
fa f(x)loglix—xgldx =-—§abl>;—£—§5)dx + [f(x)loglx—-xol]:
auch dann noch richtig ist, wenn f’ in x=x, eine schwache
Singularitdt der Art 1f(x)I=O0(lx-x417%) mit a<l Dbesitzt.
(b) Es sei a<0<b. Man berechne den Cauchy-Hauptwert Ef: x3dx und

gebe eine Transformation geC!(J) an, so daB der Cauchy-Hauptwert
auf der rechten Seite von (6a) nicht existiert.

Definition (2) setzt voraus, daB die Singularitit x=c im Inneren des

Intervalles [a,b] liegt. Der Cauchy-Hauptwert bé—r(")d
nicht aus ¢ 2L dx durch d d ii d 4:\“ o .
o “c=¢ dx durch den Grenziibergang c¢-a gewonnen werden,

wie Beispiel (3) fiir f=1 zeigt. Allgemeiner beweist man mit der
Darstellung (4) die

{lbungsaufgabe 7.1.8 Sei feC*([a.b]) mit «>0. Dann hat der
Cauchy-Hauptwert F(c):=¢§2£8 i i
y p c .=z dx fir a<c<b die gleiche

Singularitit fiir c>a und ¢ b wie die Funktion

(7.1.7) ol{c):=log(b-a)lf(b)log(b-c)-f(al)logl(c-a)l.

Die‘ Differenz des Cauchy-Hauptwertes F{c) und der Funktion ¢(c)
bleibt beschréankt: NF-ol <Ci flcacra.b1)-
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Im Zusammenhang mit periodischen Integranden ist es sinnvoll, -

die Definition des Cauchy-Hauptwertes auf den Fall auszudehnen,
daB f in beiden Intervallenden zugleich singuldr ist:

bze
Hm f fix)dx
£33 ae

(7.1.8) ¢2fix)dx :=

Den Zusammenhang von (8) mit (2} beleuchtet die

Bemerkung 7.1.9 Sei cel=(a,bl, L:=b-a. Die auf I\{c} definierte
Funktion mit Singularitdt in x=c sei L-periodisch auf R fortgesetzt:
fix)=f{x+vL)} fiir alle veZ. Die zusitzliche Definition (8) erlaubt die
beliebige Verschiebung des Integrationsbereiches:

719 §2rixrdax= 507 fixddx fiir alle §¢R.

Ist umgekehrt f in c*a singuldr und bestimmt man § aus a+é=c, so
definiert Gleichung (9) den Hauptwert auf der rechten Seite, und dieser
stimmt mit Definition (8) iiberein.

7.1.2 Kurvenintegrale

In den Anwendungen des Kapitels 8 werden nicht unmittelbar
Integrale iiber einem Intervall I, sondern iiber einer Kurve I' auftreten.

Definition 7.1.10 (a) I'c R? heiBt C%-Kurve (C%-, C}-Kurve), wenn es
eine auf £0,L] definierte und auf [0,L) eindeutig umkehrbare Abbildung
v: [0, L1=T mit y=()eC*(10,L1) {bzw.yeC*([0.L1), yeC{(LO,L1)]
gibt, wobei der Endpunkt y(L) mit dem Anfangspunkt y(0), aber
mit keinem inneren Kurvenpunkt {y(7): O<1<AL) zusammenfallen darf.
(b) I heiBt geschlossene C%*-Kurve (C%*-, CP-Kurve}, wenn
auBerdem die L-periodische Fortsetzung von vy auf R zu v=(3)eC*(R)
{bzw. yeC*(R), ye C}(R)) fiihrt.

{c) Sei w21. I' heiBt stiickweise C*-Kurve, wenn I' eine C;-Kurve ist
und eine Intervallzerlegung O=15<Ty<...<To=L existiert,
so daB yeC*([7,_,,1,1) fiir v=1,...,e. Analog wird die
geschlossene, stiickweise C%-Kurve definiert.

Zur Abkiirzung verwenden wir folgende Symbole:
[eC* TIeC* reCy fiir C*-, C*-, CY-Kurven,
TeC§, reé‘g, FeCy, fiir geschlossene C*-, 6“-,/\C}~‘-Kurven,
reCZ%,  fiir stiickweise C*-Kurven, analog CHwr CF stw»
IeCfr fiir geschlossene, stiickweise C*-Kurven, etc.

Mit einer Parametrisierung von I'eC* (Te C* etc) sei stets eine
Abbildung v mit den in Definition 10 genannten Eigenschaften gemeint.

Bemerkung 7.1.11 (a) Da v in [0.L) als eindeutig umkehrbar voraus-
gesetzt ist, werden nur doppelpunktfreie Kurven zugelassen,
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d.h. Kurven. die sich nicht selbst iiberschneiden oder beriihren.
Die Kurvenendpunkte diirfen dagegen zusammenfallen: y(0)=vy(L).
{b) Die Bilder y(r,) der Teilpunkte r,, aus Definition 10c stellen even-
tuelle Eckpunkte der Kurve I' dar. In 7, kfnnen verschiedene einseitige
Ableitungen x'(1,t 0}, y’(1,+0) der Koeffizienten x, y von v auftreten.
{c} Die Parametrisierungen y(7} und ¥(7}:=y(L-1) beschreiben die
rwei moglichen Qrientierungen der Kurve I. Im Falle einer ge-
schlossenen Kurve spricht man von positiver (negativer) Orientierung,
wenn v {7) die Kurve im Gegenuhrzeigersinn {Uhrzeigersinn) durchijuft.
{d} Jede stetige. geschlossene Kurve IeC§ 1aBt RZ\T in zwei
disjunkte Menge zerfallen: das beschriankte Innengebiet 0=Q_, das I'
als Rand besitzt: 3Q=T", und das unbeschrinkte Auflengebiet 02,= R*\ [},

Um das Integral einer Funktion f:I'+R iiber I' definieren zu kénnen,
muB mindestens vorausgesetzt werden. daB y eine stetige Funktion von
beschrédnkter Variation ist (hinreichend: ye Cy). In diesem Fall 148t sich
Ir-fdI' als Stieltjes-Integral erkldren. Wir wollen im folgenden aber stets

(7.1.10a)  T'eCl (bzw. T'eCd o)

voraussetzen. Das Integral einer Funktion f: =R wird definiert durch
71.100) [ fdr s= [Lf(r(e))y ¥ (074 y(2)? de

wobei y=(%): [0,L1=T eine stiickweise differenzierbare Parametri-
sierung von I' und x’, y’ die Ableitungen der Komponenten von v seien.

Sollte f=f(x) nicht nur von xeI', sondern aﬁch von einem weiteren
Parameter {, so wird durch die Schreibweise J f{x,0}dI, angedeutet,
daB x die durch die Integration gebundene Variable ist.

Bemerkung 7.1.12 (a) liber die Substitutionsformel beweist man, daB
IrfdI' weder von der Wahl der Parametrisierung y noch von der Orien-
tierung von I abhingt. (b) y kann so gewihlt werden, daB
X' (1) +y(1)2=1 fiir alle 7el0,L] gilt (Parametrisierung durch die
Bogenldnge). Dann ist L die Bogenlinge der Kurve I', und es gilt

(7.0100) | [ fdr|<Lufi,.

SchlieBlich sei an einige geometrische Begriffe erinnert. Die Tangente
an die Kurve I' im Punkt xeI’ wird durch den normierten Vektor t(x)
beschrieben. Senkrecht zu t steht die Normalenrichtung n(x).
Beide sind nur definiert, wenn I" eine in x differenzierbare Parameter—
darstellung y besitzt. Dann gilt

(7.1.11a) t(X)=(x’(1)2+y'(1)2)‘1/2(’;:5:;),

: wobeix:(’;g)))el".
(71410 nx) = (x"(@2+y(@2) 72 (L 16)),
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Bemerkung 7.1.13 (a) Wechselt man die Orientierung von I', gehen ¢t und
nin -t und -n iiber. (b) Ist eine geschlossene Kurve positiv
orientiert, weist die Normale in das AuBengebiet (vgl. Bemerkung 11d).

Ist y zweimal differenzierbar, definiert (11c) die Kriimmung der Kurve:
(71110 wlx) = (y'x -x"y )/ (x 24y 2)372

ttbungsaufgabe 7.1.14 Fiir den Kreis I'={x=(})eF: x’+ y?=r?) verwende
man die Parametrisierung x=rcos 7, y=r sin7 iiber [0,27] und beweise

tix)= (20T nix) = (S927), wlx)=1/r fiir x=v(1).

Da der R? iiber (x.y) <> z=x+iy mit den komplexen Zahlen C
identifiziert werden kann, 1aBt sich I'c R? auch als eine komplexe Kurve
FcC verstehen. Die Parametrisierung wird dann durch eine skalare,
komplexwertige Funktion : {0,L1=T beschrieben.

Anders als in (10b) wird das komplexe Kurvenintegral durch
L
(7.1.12) lf(i;)dl; = [ fge) Ty de
0

definiert. Die rechte Seite von (10b) wird mit fr f(T)dC| bezeichnet.
Bemerkung 12a bleibt bis auf eine Ausnahme fiir (12} giiltig: Jrf(g)dg
wechselt das Vorzeichen bei Umkehr der Orientierung von T.
Die Parametrisierung durch die Bogenlinge ist durch die Bedingung
1L’ (t)i=1 beschrieben.

7.1.3 Cauchy-Hauptwert flir Kurvenintegrale

Wenn der Integrand f im Kurvenintegral [-fdI" aus (10b) oder im
komplexen Integral fi-f(Z)dT aus (12) Singularititen besitzt, stellt die
rechte Seite in (10b) bzw. (12) ein Integral iiber [0,L1 mit singularem
Integranden dar. Wenn f(y(7)}/x' (z)? +y (1)* bzw. f({(7]}) C'{r)
fiir eine Parameterdarstellung uneigentlich integrierbar ist, so wegen
der Substitutionsregel auch fiir jede andere Parametrisierung von
recCl., (vgl {ibungsaufgabe 6.1.1d). Dies ermdglicht die folgende
Definition: f ist iiber I'eCl., uneigentlich integrierbar. wenn die
Integrale der rechten Seite in (10b) bzw. (12) fiir eine beliebige
Parametrisierung der Klasse Cl,, als uneigentliche Integrale existieren.

Auch der Cauchy-Hauptwert von [i-fdI’ bzw. fpf({}dT wird auf die
Definition in §7.1.1 zuriickgefiihrt, nur muB man bei Cly,-Kurven
darauf achten, daB die Parametrisierung durch y=(3¥) bzw. { so
vorgenommen wird, daB

(7.1.13a) x'(1)2+y (7}2eC(LO.L1) bzw. 1T 1eC(LO.L]).

da die Substitutionsregel in Lemma 6a modifiziert werden muBte. Die
Bedingung (13a) ist trivialerweise erfiillt, wenn I'eC ! gder wenn die
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Bogenlinge als Parameter gewihit wird. Im letzten Falle haben die
Funktionen in {13a) den konstanten Wert 1.

Definition 7.1.15 [ besitze in xyzel” {(und evtl. weiteren Punkten) eine
Singularititen erster Ordnung, dh. [f(x)iix-xpl, sei in einer
Umgebung von x; beschrankt. Der Cauchy-Hauptwert wird dann durch

(711300 §.rdr = §E v/ Xy (07 da,

(701300 §0(0dC = §F F000)) Tx) de _
definiert, wobei die Parametrisierung die Bedingung (13a) erfiille.

Nach Lemma 6a macht die Definition 15 Sinn: Jede Parametrisierung
mit (13a) fiihrt auf den gleichen Wert in (13b,c).

Bemerkung 7.1.16 Dank der Definition (8) und der Eigenschaft (9)
darf der Anfangspunkt Y(0)=v(L} der Parametrisierung einer
geschlossenen Kurve TI'eC}.., Dbeliebig gewshlt werden und
darf auch mit einer starken Singularitit von [ zusammenfallen.

Die folgende Darstellung erklirt den Cauchy-Hauptwert unmittelbar
iiber Kurvenintegrale, ohne auf eine Parametrisierung zuriickzugreifen.

Satz 7.1.17 (a) Sei I'eCl.,cR? oder I'eC} . <R, Im ersten Fall sei
xgel” kein Endpunkt von I', im zweiten Fall kann xgel’ beliebig sein.
Die auf I' definierte Funktion f habe nur in x, eine Singularitit. Es gilt
71130 §.fdl = lim fdr.

€30 T\Kelxp)
(b} Die analoge Aussage gilt fiir Skrf(C) d{ iiber I'cC mit einer
Singularitit in {yel. wobei I's Kg(x,) durch '\ K¢(Gy) zu ersetzen ist.

Beweis. (i} Sei xg=71(73). Im Falle einer geschlossenen Kurve kann
0.B.d.A. 0<1p<L angenommen werden (vgl. Bemerkung 16).

(i) Da [0.L] kompakt und y stetig, ist auch das Bild I' kompakt.
Hieraus und aus yeC;({0,L1) und der Doppelpunktfreiheit folgert man:
Fiir hinreichend kleines ee(0.54] enthdlt der Schnitt des Kreises
K¢(x4y) mit T ein zusammenhingendes Kurvenstiick, das das Bild des
Intervalles {15+ n(-¢), 1o+ n(e)) unter y ist. Dabei ist » monoton mit
n(-e)<n(0)=0<nl(¢}. Die Funktion 5 gewinnt man aus der Bedingung

Byl(rg+nle))-xply = lel fiir —gg<e<e,.
Differentiation liefert die gewdhnliche Differentialgleichung
dnp(e)/de = e /U{x-xg)x" +{y-yp)y I+ 7))

mit dem Anfangswert 7(0)=0, wobei v=(3¥), X,=(38). 1q+5(c) ist
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der Argumentwert von x und y. Ist g, hinreichend klein, so ist 7, die

einzige Stelle in [rg+n{~¢g). 7o+ n{gg) ], in der v eine Unstetigkeit in der

Ableitung besitzen kann. Aus {13a) erhdlt man aber 7'(0+0)=n"(0-0),
sodaB 5 in {-€g,84) stetig differenzierbar ist. Wir setzen

15+ n(c) fiir —e,<0 <8,
¢(o)==[ n'(-ggl(o+eg)+1or gl ~e5) fiiraso<-egg,
n'(sghlo-eg)+ 19+ nleg)  fiireg<osh

mit ar=—eg-(1o-n{-eg)) /n' (-}, br=(L-15-n(eg))/n'(gg) +&y.

Offenbar ist ¢ eine stetig differenzierbare Funktion (auch in o =*¢,), die
{a,bl eindeutig auf { 0,L1 abbildet. AuBerdem wird [-e,e] fiir lel<g,
auf [rg+n(~e),79+n(e)] abgebildet. Mit v ist auch §(o):=y(®(c))
eine Parametrisierung der Klasse CJ,.,. X und § seien die Komponenten
von 7. Die Kettenregel liefert

RUo)24+5(0)2 = [IX(Plc))2+y (P(c))2] &(o)?.

Da y die Bedingung (13a) erfiillt, ist sie auch fiir ¥ richtig. Dank unserer
Konstruktion von  und & schreibt sich das Integral iiber '\ K¢(x,) als

n&j(;yfdrzf;e...do +f:.4.do mit .= f(F(0)){ %' (6)2+3'(0)?
fiir el <ep. Der Grenzwert e 0 fiihrt auf der rechten Seite zum Cauchy-
Hauptwert o+ do, der nach Definition (13b) den Cauchy-Hauptwert
Sfr fdI definiert.

{iii) Der Beweis zu Teil (a) iibertragt sich auf den komplexen Fall (b),
da man den Real- und Imagindrteil von { mit den Komponenten x, y
von v identifizieren kann. o]

7.1.4 Das Belspiel f({)=1/({-2z)

In Analogie zum Beispiel (3) untersuchen wir, ob der Cauchy-Haupt-
wert von f({)=1/({C~-z) iiber einer komplexen cliwKurve existiert.

Als Vorbereitung ist die Argumentfunktion Arg(Q) auf I' zu definieren.

Sei age(0,2n] fest gewihit. Mit S(ap) bezeichnen wir den Strahl
{pel%: p>0}, der vom Ursprung in die komplexe Richtung e!%o
verlduft. Fir z=re ® (r>0, aeR) ist der «lings S(ay) aufgeschnittene,
komplexe Logarithmus» durch (14a) definiert:

logz=logr + i (a+2vr} fiir z=re!®

(7.1.14a)
mit veZ so, daB a+2vmelay-2m,a,).

Die Funktion logz ist auf C\S(agy) holomorph. Die Argumentfunktion

(7.1.14b) arg(z)=Imlogz= a+2vr {a,v aus (14a))

ist auf C\ (0} definiert. Sie springt um -2x {+Zr}, wenn das Argument
den Strahl S(ap)}\{0} in positiver {negativer]) Richtung iiberquert.
Wegen dieser Unstetigkeit fijhrt man die Funktion Arg auf der
Riemannschen Ebene ein.
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Bemerkung 7.1.18 I'eC? sei eine stetige, doppelpunktfreie Kurve, die
den Ursprung nicht trifft: O¢I'. (a) Arg(L) ist fiir (eI’ bis auf
ein Vielfaches von Zn eindeutig definiert durch die Forderungen:
) (Arg()-arg({)1/2nek,
(i} Arg(T(7)) ist stetig fiir O<r<L, wenn {(t) eine (stetige)
Parametrisierung von I ist.
(b) Eine Parametrisierung {: [0.L1+ I definiert einen «Anfangspunkt»
Z_=C{0) und einen «Endpunkt» {,={ (L) von I'. O.B.d.A. kann die freie
Konstante in Arg durch Arg({_)=arg({_) festgelegt werden. Dann gilt

(7.1.14c) Arg(Z,) = arg{l )+ (vy~-v_)2n

fiir Arg({,):=Arg({(L-0}), wenn I' den Strahl S(ay) v, -fach im
Gegenuhrzeigersinn und v_-fach im Uhrzeigersinn tiberquert.

(c) Die geschlossene Kurve I'eC§ definiere das Innengebiet (). Folgende
Fille kdnnen unterschieden werden:

(i) Falls 04}, giit v,=v_, so daB sich Arg({ (7)) L-periodisch zu
einer stetigen Funktion auf R fortsetzen l48t.

(ii} Falls Oe(l, gilt vo~v_=+1 {bzw. v ,-v_=-1) bei positiver (bzw.
negativer) Orientierung von I'. In { _ =¥ eI hat Arg({) unterschiedliche,
einseitige Grenzwerte:

(7.1.14c")  Arg{T(L-0))-Arg(L(0+0)) = £ 27,

wobei das obere (untere) Vorzeichen bei positiver (negativer) Kurven-
orientierung gilt.

Die Tatsache, daB Arg lediglich bis auf eine beliebige Konstante 2vr
festgelegt werden kann, verursacht keine Probleme, da im weiteren nur
Differenzen von Arg auftreten werden. Die Funktion arg(z) ist fiir z=0
nicht definiert; der Grenzwert von arg(z) existiert jedoch, wenn man
sich entlang einer festen Richtung auf z=0 zubewegt.

Lemma 7.1.19 (a) I'eC? habe 0 als Anfangspunkt: J: [0,L1-T,
L(0)=0, T(r)+ 0 fiir 1>0. § sei in O einseitig differenzierbar mit
L(0)s=0"(0+0)¢S(ay) (ayaus (14a)). Dann gilt

(7.1.14d) arg(L(7)) = arg(L'(0)) fiirr=0, L(r}-0.

{b) Die Bedingung {'(0)&S(ay) 148t sich durch geeignete Wahl des
Winkels ay erfiillen. Die Bedingung entfillt, wenn man zu Arg iibergeht:

(7.1.14d")  Arg(Z(z)) - Arg(T'(0)) flirt=0, J(7)=0.

(c) Ist 0 nicht Anfangs-. sondern Endpunkt: {(L)=0 mit -C'(L-0) &S{ay),
so gilt

(7.1.14d")  arg(Z(7)) = arg(-L°(L)) flirt=L, [(7)=0.

Beweis. Aus C(1)/t={8{(7)-2(0)1/1+C'(0+0) und arg({(z))=
arg({(7) /1) fiir 7>0 folgt (14d). Analog erhdit man (14d'.d"). m
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Eine CJi.-Kurve {{(7): O<r<L}, die im Gegensatz zur Voraus-
setzung O«¢l der Bemerkung 18 den Nullpunkt durchliuft: {(r,)=0, kann
dort méglicherweise eine Sprungstelle der Ableitung besitzen. in diesem
Falle bezeichnet {'(1,t0) die beiden einseitigen Tangentenrichtungen.
Falls ['(15+0)%5'(75-0), wird {=3(r,} Ecke genannt. Bei einer
geschlossenen Kurve ist {(0)={ (L)} eine Ecke, wenn [ (0+0)x L (L~0).

Folgerung 7.1.20 I'e¢Cl,, mit der Parametrisierung {: [0,L1=T
sei eine Kurve, die bel 7=7; den Ursprung trifft: [(r5)=0.
(a) Dann springt arg(Z (7)) beim Durchgang durch =1, um den Winkel

(7.1.14¢)

(b) Geometrisch interpretiert ist w der Winkel von der Tangenten
des einfallenden zu der Tangente des ausfallenden Kurvenstlickes,
wobei der Winkel den Strah! S(o,) nicht schneiden darf. Je nach
Winkelrichtung ist @20 (vgl. Abb. la) oder ws0 (vgl. Abb. 1b).

w = arg{{ (15+0)) - arg(~ L (14-0)).

Beweis. () {14d) beweist arg({ (7)) = arg({ (15+0)}) fiir 7> 15 mit 7>7,,
wihrend (144" zu arg({ (7)) > arg( - {'(15-0}) fiir 1= 1, mit 7<7p fiihrt.
Da der Sprung durch lim [arg(l(7,))-arg{T(t,))] mit 7,,7,%7,,
1,<1<7; gegeben ist, ist (14e) gezeigt. o

Fiir den Fall Oel’ kann auch die Argumentfunktion Arg nicht stetig
auf I" definiert werden. Der Sprung in {(7,}=0 soll aber im Gegensatz
zu @ in (14e) nicht von der willkiirlichen Wahl von «, abhingen.
Deshalb wird per definitionem ein Sprung um w, (s. Abb. 1a-c) verlangt:

Arg (Cl1+0)) := Arg(L(1-0)) + 0y, wy={% falls w5

(7.1.140) @+271 falls w<0

mit w aus (14e). @, ist der in positive Richtung zeigende Winkel von der
Einfallstangente zur Ausfallstangente (vgl. Abb. 1a). Fiir den Sonder-
fall w=0 (dh. #:=0(19+0)=-L"(7p-0)) wird @,=0 gewihlt, wenn
Re{lT(ry+e)-Cl1y-€)17 8)>0 fiir O<e<eqy (eo hinreichend klein) und
®,=27m sonst.

r}
V%
Slay) 3
=W,
y
r

Abb. 7.1.18 »>0

/ 5

Abb. 7.1.1b w<0 Abb, 7.1.1c w=r7

{bungsaufgabe 7.1.21 (a) Es gilt w, = 7 + Im log (L' (75+0) / §'(15-0)),
wenn der Logarithmus bei den negativen Zahlen S(r) aufgeschnitten ist.
{b) Wechselt man die Orientierung von I', geht w, in 2r-w, diiber.
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GemiB Bemerkung 18a kann Arg bis auf eine Konstante 2vr eindeutig
auf 'eCY definiert werden. wenn O&I'. Den Fall Oel’ behandelt die

Bemerkung 7.1.22 (a) Durchlauft I'eC? den Ursprung in 74: 5(7,)=0
und existieren die einseitigen Ableitungen ['(7,*0), so bestimmen die
Bedingungen (i)-(iii) die Funktion Arg bis auf eine Konstante 2vr (veZ)
eindeutig: (i} [Arg({)-arg(C)1/2reZ. () Arg({(1}) ist stilckweise
stetig fiir O<r<ry und rg<r<L, (iii} Sprungbedingung (14f) gelte.
{b) Ist L (1) differenzierbar in r=14 (d.h. {'(15+0)) =L (15-0)), so gilt

(7.1.14g) in (14f).

W=7
Es sei nun eine CJ..~Kurve I' und ein zeC gegeben. Unter I'-z sei die
um z verschobene Kurve {{(7)-2z: 0<7r<L} verstanden. Mit Arg({-z)
wird die Argumentfunktion Arg angewandt auf I'-z statt I' bezeichnet,
Wwir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

(i} Nach Bemerkung 18a ist die Funktion Arg(Z(-)-z): [0.L1>R
stetig, wenn z¢ ' (dh. 0& '~ 2).

(i} Wenn dagegen z ein Kurvenpunkt ist: [(73)=z, springt
Arg(C(-)-z) in 15 um o, (w, aus (14f); vgl. Bemerkung 22).

(iii) Der fiir w, bendtigte Winkel w hat weiterhin die Darstellung
(14e): w=arg{{ (1p+0)) —arg(-L'(15-0)), da (L{r}-2z)' =0 (7).

Lemma 7.1.23 (a) I' sei eine nichtgeschlossene Cli.-Kurve mit der
Parametrisierung {: [a,bl > T zeC sei kein Kurvenpunkt: z¢ I Dann gilt

(7.1.15a) ){—C{iz- = Log(T(b)-2) - Log(Z(a)-z)
mit
(7.1.15b) Log(Q(t}~2) := logiZl(r)-zl + i Arg(Q(r)-2).

(b} Wenn dagegen I'e¢C{ .. geschlossen ist (dh. {(b)=[(a)),
ist die Differenz Arg({(h)-z)-Arg(C(a)-z) in (15a,b) mit ein-
seitigen Grenzwerten zu formulieren: Arg ({(b-0)~2z)-Arg(l(a+0)-z).
Wenn (Q=0_ das Innengebiet der geschlossenen Kurve ist, gilt

0 falls zeQ,:= C\Q (z im AuBenraum),
(7.1.15¢) J‘r__d_c—l;—z =1 2ni falls zeQ und I positive Orientierung hat,
-2nxi falls zeQ und I'negative Orientierung hat.

Beweis. (i) Da sich die Funktionen log und Log nur um eine Konstante
2yr unterscheiden, haben sie in C\S(o,) die gleiche Ableitung
flog(T(r)-2) = +552-. Da «p beliebig wahlbar ist, gilt die

Ableitungsdarstellung iiberall. (15a) folgt aus

b .
fr—g:i = a-;Y(TT))fi—Z'[:f:adt—Log(C{r)—z)dr = [Log(C(r)—z)]g A

(i) Zu Teil (b) vergleiche man Bemerkung 18c und beachte,
daB log!Z(b)-zl=logil{a)-z| wegen L{a)=L(b). Im iibrigen folgt
(15¢) auch aus dem Residuensatz der Funktionentheorie. =
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Eine starke Singularitit tritt auf, sobald z auf I liegt. In diesem Falle
ist das Integral iiber 1/(Z-z) nur als Cauchy-Hauptwert zu erkliren,
Mit 3I' seien die Randpunkte von I' bezeichnet:

Ar=1{7,.5.) mitl_=3(0), L ,=5(L), falls{_#5,,

W p ar ist leer fiir eine geschlossene Kurve.

Satz 7.1.24 (&) Sei I'eCl.,,. Im Kurvenpunkt zeI'\3I habe I' den
Winkel w, aus (14f). Dann existiert der Cauchy-Hauptwert und lautet

(7.1.17a) cfr?%ﬁz— =Log(Z(L)-2)-Log (L(0)-2) ~i v, .

{(b) Ist I'eC{ .. eine geschlossene Kurve, vereinfacht sich (17a) zu
(7.1.17b) - ‘Er“cd-% = {1 (‘.zw’: - w4 )) bei {R2SIANer ) Orientierung.
{c) Ist T'eC{, sogilt

(7.1.17¢) §F—Cd_f-5 = xix bei {B2SIIVer ) Orientierung.

Beweis. (i} Wir nehmen z={(73) mit 0<7y<L an. Dies ist fiir eine nicht
geschlossene Kurve wegen zel'\3I' moglich. Andernfalls kann die
Parametrisierung entsprechend gewihit werden. Nach Satz 17b ist der
Limes des Integrals iiber '\ K¢(z) zu bestimmen. Diese Teilmenge ist
fiir hinreichend kleines ¢ die Vereinigung der zwei Kurvenstiicke Ig ;=
{(1): O<s1<15), I p={L(r): t§<1<L), wobei die Parameterwerte 13
so bestimmt sind, daB 1Z(7i)-zl=¢ (vgl. Beweis zu Satz 17). t§ ist
stetig in ¢ mit 7> 1y fiir e~ 0. Da z weder zu Ig; noch Iy ; gehort
(vgl. Abb. 2a), 148t sich Lemma 23 anwenden und liefert

I 25 =108 52 1+ TArg (Sl2)-2) ~Arg (5(0)-2)1,
st,z_Cd:Lz = 1og1-_;5{;%’7“_iz| + i CArg(T(L)-2)-Arg(C{r})-2)1.
Da 1{(7g)~zl=¢, 148t sich dieser Faktor in der Summe kiirzen:
L(tg)-z (L)-z | _ (L)-z
logi%mﬁjhlog&%ml = 108|—%T0—}:7|-
7¢ und 1¢ streben von unten bzw. oben gegen 7, so daf8
Arg{l(rg)-z) = Arg(llry:0)-z).
Die Sprungrelation (14f) fiihrt auf
Arg(Q{rg)-z) -Arg(T(0)~z)+Arg(L(L)-z) -Arg(L(rt)-z) >
- Arg(C(L)-2) -Arg(T(0)-2z) +Arg(Q(1y-0)~2) - Arg(L(1y+0)-2) =
= Arg({(L)-2z)-Arg({(0)-2) -w, flire~>0.
Zusammengenommen hat fl; ,;C-d-% +fre ZT:d—Iz’ die rechte Seite von (17a)

als Grenzwert. Dieser ist nach Satz 17b der Cauchy-Hauptwert.
. (L)~zy
(i) Fiir eine geschlossene Kurve ist {(0)={(L), also log |§7=g;~:;|— 0.
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pie Werte von Arg({(0)-z) und Arg(G{(L)-z) erhidlt man aus der
{{berlegung von Ubung 25. Danach ist Arg(J{(L)}-2z)-Arg(5(0)-2z)
gleich null bei negativer und gleich 2 bei positiver Kurvenorientierung.
Dies beweist den Teil (b). Teil (¢} folgt wegen w,=%, wenn I in

differenzierbar ist (vgl. Abb. 1¢). m
Iz
{ <2Be I B z-
It
Abb. 7.1.2a Abb. 7.1.2b Abb. 7.1.2¢

tlbungsaufgabe 7.1.25 Sei zel. If:=I.+B¢ sei zusammengesetzt
aus '\ K¢ (z) und dem Kreisbogenstiick B¢ um z mit Radius ¢ orientiert
in positiver Richtung vom einfallenden zum ausgehenden [I;-Teil
(vgl. Abb. 2a). Die Argumentfunktion Arg({-z) auf I' sei gemiB (14f)
definiert. Da z kein Kurvenpunkt von [} ist, kann man Arg({*-z)
auf I'Y gemaB Bemerkung 18 definieren. Man zeige:

(a) Auf dem Schnitt I;=[FnTI stimmen beide Argumentfunktionen bis auf
eine globale Konstante 2vr iiberein. (b) Mit I ist auch I'} geschlossen.
(c) Hat die geschlossene Kurve I' eine positive (negative) Orientierung,
so liegt z im Innengebiet (AuBengebiet) von I'¢ (vgl. Abb. 2b bzw. 2¢).

Die bisherigen {Iberlegungen erlauben es,

fiir alle zeC\ 31

(7.1.18a) I(z) = §A4%

zu definieren, wobei €C\3I'=C fiir eine geschlossene Kurve gilt.
Im folgenden wollen wir untersuchen., wie sich I{z) als Funktion
von z verhilt. Zunichst beschrinken wir uns auf Kurvenpunkte zeI'\ 3I'.

Bemerkung 7.1.26 (a) In zeI"\3I" habe I'eCl,., den Eckenwinkel w,=w (z)},
wie in (14f) definiert. Es gilt I{z)=Log({(L)-z) -Log(L(0}-2z)-iw,
gemdB (17a). Wihrend loglﬁ-%%%l stetig ist (solange z «3I'), springt
w4{z) in allen Ecken von I'; sonst ist w,(z) die konstante Funktion
wy=7m. Damit hat I(z) nur hebbare Unstetigkeiten. Die Definition

(7.1.180)  T(L(t)):=HZ(1=0))
behebt die Unstetigkeiten und fiihrt auf
(7.1.18¢c)  T(z) = Log(Zg(L)-z) -Log{L(0)-2)-in fiir alle ze '\ 3T.

{(b) T(z)=1(z) gilt fast iiberall auf I'\3I", im Falle von I'eC! sogar iiberall.
(c) Fiir eine geschlossene Kurve I'e C{ ., ist T(z) konstant (vgl. (17b)):

(7.1.18d)  T(z)==in  fiir ze'e Cf 4., bei {BOSIEEr } Orientierung.

negativer.
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Wir wenden uns jetzt dem Fall z ¢ I’ zu und nehmen zunéchst an, daB
die Kurve geschlossen ist.

Bemerkung 7.1.27 Die geschlossenen Kurve I'eC§ ., definiere das
Innengebiet (_= 0 und das AuBengebiet Q.= C\ 0 (vgl. Bemerkung 11d).
Die Abschliisse dieser (offenen) Gebiete seien (:. GemaB (15c} ist I(z)
in 0, und Q_ jeweils konstant: Es hat die Werte t2wi (bej
positiver bzw. negativer Orientierung) in (. und 0 in (,. Damit kann
1(z)in O, zu I,(z) und in Q_ zu I_(z) stetig fortgesetzt werden, Im
Schnitt I'= Q, n (2_ der Definitionsbereiche gelten die Sprungrelationen

(7.1.19a) L (z)-1_(z) = -2mi
bei positiver Orientierung (sonst I,(zJ}-1_(z)=2xi) und
(71195 LU (z)+1.(z)) = T(z).

Auch im Falle einer nichtgeschlossenen Kurve ist I{z) in C\ I nicht
nur stetig, sondern auch differenzierbar mit der Ableitung

(7.1.20) -gz-l(z)=-:—_1_—;--c;{—5 fiir ze €\ T’ mit §_=5(0), Ly=5(L),

wie man aus (17a) ersieht. Zu einem Punkt (sel'\ 3@ wiahlen wir eine
beliebige kompakte, einfach zusammenhingende Umgebung U von L,
die zu 3I' disjunkt ist: Coeﬂ, Undl=¢. Der Einfachheit halber wird U
zusitzlich als konvex angenommen. I 138t . L
U\T in zwei Zusammenhangskomponenten Uz =
zerfallen, wobei U_ links und U, rechts von F
I liege. Die Wahl von U: ist so getroffen, daB :
im Falle einer geschlossenen Kurve mit : Ke(Zp)
positiver Orientierung U_ im Innengebiet Q.
und U, im AuBengebiet Q, liegen. Ein r
Beispiel fiir U ist der Kreis Kg(Go) mit Ts
e <$:=dist(L,, ), wobei formal dist({y,9)=w

gesetzt sei (vgl. Abb. 3).

Die Ableitung (20) ist in U: beschrénkt, so daB I(z) gleichmiBig stetig
und somit stetig fortsetzbar zu I, (1.1 auf {I, [U_]} ist. Da Coel\ 3T be-
liebig, sind I, und I_ auf dem inneren Teil '\ 8I" der Kurve wohldefiniert.

Bemerkung 7.1.28 (a) Die Umgebung U von LoeleCliw sei wie oben
gewshlt (vgl. Abb. 3). U:cK¢(Gy) seien die Zusammenhangs-
komponenten von U\T'. Dann gilt I.(z)eCMU,) und I_(z)eCHMU.) fiir
0<A<1 mit der H5lder-Konstanten Cg=28"*+const mit §:=dist(U,3I).
(b) In C\T sind alle Ableitungen von I{z) definiert, und ihre stetigen
Fortsetzungen auf I'\3I" sind gleich.

(c) Fiir zeI'\ 3I" gelten die Sprungrelationen (19a,b).

Beweis zu (c). (i) Durch Zufiigen eines Kurvenstiickes I'" von I,
nach {_ gem#B Abb. 3 erhalten wir eine geschlossenen Kurve I'+I”,
die positiv orientiert ist und U_ im Innengebiet Q. enthilt. Wir setzen

7.2. Der Cauchy-Kern 249

Ir(z):-_—fr.t{%_und I"(z):=1(z)+I'tz}). Da I' in U stetig ist,
giit 1i(z) = I'(z) = I'{z) fiir zeI'\3Il. Bemerkung 27 beweist
Pi(z)-12(z)=-2xri und %[I’;(zhl'_’(z)] = I'"(z) = Tz)+P(z).
Aufiésen nach I, (z)=1{(z)-TI'(z} ergibt die Behauptung. ]
{ibungsaufgebe 7.1.29 In ze\3r habe I'eCl,., den Winkel w, . Man zeige:

(7.1.21) Hz) =L (z)+i(2n-w) =1 (z)-iw, =T(z)+viln-w,).

7.2 Der Cauchy-Kern
7.2.1 Definition und Eigenschaften

I sei eine Cli.~Kurve in C, wobei der Fall einer geschlossenen
Cg,stw-l(urve eingeschlossen ist. Als Cauchy-Kern wird d{/({-z)
bezeichnet. Der zugehorige Integraloperator K f ist durch (1) definiert:

720 (Kf)z) = 5L r{—i‘;’dc

Eine mit K verbundene, singulire Integralgleichung lautet z.B.
(7.2.2) Af=g+uKf

Wie wir in §7.3.1 sehen werden, ist in diesem Zusammenhang eine Unter-
scheidung zwischen Gleichungen erster Art {(X=0) und zweiter Art (1+0)
unwesentlich. Entscheidend ist der Zusammenhang zwischen X und p.

(X, u: Konstanten).

Fiir jedes zeI ist der Integrand in (1) im allgemeinen stark singulér.
Um die Existenz des Cauchy-Hauptwert untersuchen zu konnen,
zerlegen wir den Integranden in die Terme

f(Q) _ f(L)-f(z) 1
(7.2.3a) Tz F =z + flz) =z
Da f(z ) beziiglich der Integration eine Konstante ist, erhidlt man formal

v23  §AC ar - § LELE) g g §ES

ri-z rfg-z

(vgl. (1.4)). Gem#B Ubungsaufgabe 1.2a gilt: Wenn die Integrale auf der
rechten Seite von (3b) existieren, existiert auch das (Cauchy-}Integral
auf der linken. In §7.1.4 wurde nicht nur die Existenz von Sf d
bewiesen, sondern auch sein Wert bestimmt. Es bleibt daher afe
Existenz und das Verhalten des ersten Summanden zu untersuchen.
Wir bezeichnen ihn als den Operator M:

(7240 (Mf)(z) = § L C) (z) gr.
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T
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In Analogie zu Satz 1.3 wollen wir zeigen, daB das Integral in (4)
als uneigentliches existiert, wenn f Ho&lder-stetig ist. Dabei heifit
eine Funktion f auf I' Hélder-stetig zum Exponenten le{(0.11. wenn

(7.2.5a) LF(C)-fz) <HpI G- z1* fiir alle {.zel",

wobei man im Falle von A=1 von Lipschitz-Stetigkeit spricht. Wir
schreiben wieder feCAM)=CMT') fiir 0<A<1 und feC (T')=C1(T) fiir
A=1. Die Norm lokcd ) ist in gewohnter Weise als Maximum der
minimalen Holder-Konstanten Hy und der Maximumnorm definiert.

Die Holder-Stetigkeit iiber I' ist noch einmal definiert worden, da es
auch andere Festlegungen gibe, z.B. die Zuriickfithrung auf die
Holder-Stetigkeit von f({(7)) iiber [ 0,L] fiir eine Parametrisierung
von I'. Fiir eine Kurve I'cR? ist {5a) durch (5b) zu ersetzen:

(7.2.5b) H{x)-f(yN<Heix-yl, fiir alle x.yel'.

Lemma 7.2.1 Sei IeCl,, . K;{z) bezeichne den Kreis um z mit Radius ¢.
Dann gilt: (a) Die Summe der Lingen aller Kurvenstiicke im Schnitt
I'n K¢ (z) ist beschrinkt durch 4e+o0(¢) fiir e = 0, wobei der Term o(¢)
gleichmiBig in zeC ist.

(b} Es gibt eine von ¢>0 und zeC unabhingige Konstante C,, so da8

§ 1dCi
(7.2.6a) .JF\K,(Z) TC_—CZI_”

1dClI - .. ,
(7.2.6b) ant(z) TE:T""C’—I_E_——E‘I SCrel™  Ffiir x>1, zeC, 2 EKE/2227,
7260 [ < ¢,

< Cpel™> fiir x> 1, zeC,

TIL fiir k<1, zeC,

_J& < Cxel—x

(7.2.6d) Jrnxs(z) 10~2zi*

fiir k<1, zeC.

Beweis. (i} Die Kurve I' besteht aus endlich vielen, glatten Stiicken
Fie={0(1): 1 <1<1,) (vgl. Definition 1.10c). Fiir hinreichend kleines ¢
kann es keinen Kreis Kg(z)} geben, der mehr als zwei Teilstiicke I}
schneidet, wobei zusitzlich das Kurvenstiick yp:= I3 nK¢(z) zusammen-
hidngend ist. Fiir jedes der héchstens zwei Kurvenbogen v, ist ihre Linge
I durch 2¢+o0(e) abzuschatzen. {: [0,L1~+ T sei die Parametrisierung
durch die Bogenldnge. [’ ist auf allen Teilintervallen [7,_;,7;]
gleichmiBig stetig: 1L (7)-C' (o )I<8(l7r-01) mit §(n)= 0 fiir p=0. Das
Kurvenstiick v:=I;nKc(z) sei das Bild des Parameterintervalles
[7°.7°1. Da [{7’) und {(7"”) auf dem Rand von K.(z) liegen, ist

2e > 150 =L = | [L ¢ (n)de] =
2 s (Teo-gen)ded >
2 Ir"—t'|[|C'(1')I—m$1x|C’(r)—C’(r’N] P
>te-ril 1 - sUet-rn ],

A\
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denn 1’ (7)i=1 ist die charakteristische Figenschaft der Bogenlingen-
parametrisierung. Die Bogenldngendifferenz [7” - 1’| stellt die Lange /g
des Teilstiickes vy, dar. Das Supremum von é(I "'~ t’l) tiber alle t’,7”" mit
¢lr'), St )eKe(z), zel, strebt fiir ¢ 0 gegen null, denn andernfalls
gabe es Folgen {7/} und {7j} mit l7j’~-7jl-% 0, 1{(7§) - (7)1 >0, und
durch Teilfolgenauswahl ergibe sich ein Widerspruch zur Doppelpunkt-
freiheit. Aus §{l7"'-1’l)=0(1) erhdlt man (a): I;<2¢/(1-0(1))=2e+0(¢).

(ii) Es sei an die Definition (7a) und die Abschitzung (7b) erinnert:
278 [re(Ndtl = [To(X(INT (1)1de,
(7.2.7b) | [ @ (2)dT| <hpl, u(T), wobei p(I)=[ 14Tl = Lange von T.

Wir wihlen ¢,>0 so klein, daB o(e) aus Teil (a) durch ¢ abgeschitzt
werden kann. Weiterhin setzen wir

Epi=gg2 7, Kn!=K€n(Z). Ry:=T'\Ky, R,:=TnK,_;\K,,,
B tdgi T 1dCli .
JROIC_—QZ?' I’"_JRn[C—ZIX fiirn>1.

Fiir JeRy gilt 1{~z12e,. Unabhdngig von z ist deshalb Ig<u(I'}/ef . Nach
Teil (i) und der Wahl von ¢; haben die Kurvenstiicke in R,, (n>1) eine
Linge |R,1<5¢,_,=10¢,,. Dies fithrt auf I,<10¢,/¢). Da I'Kg(z) fiir
¢=¢, die Vereinigung Ryu...uR,, ist, schidtzt man die linke Seite in (6a)
durch

Iozz

ull)/ef + Iokﬁl ef™% =pu()/ed +10 eé‘xkfizk(x—t)=
=0(271)) =0 (el %)

ab. Also existiert eine Schranke Ce’"*. Ein allgemeines ¢ liege in einem
Intervall e,.e,-43. Das Integral in (6a) iiber 'K (z} ist abschatzbar
durch jenes iiber I'Ke,{z), so daB die Abschitzung Cel ¥ <2*~1Cegl™x
zur Behauptung (6a) mit C,:=2*"IC fiihrt.

{iii) Aus ({-zl>e und |C—z’l>|§—zl—Iz-z'lle—z!-e/Z;%lC-zl
. B 1dCl -1 1dtl
schlieBt man Jn&(z)m <% fn&(z)l—_%—l-ﬁ , so daB

die Behauptung (6b) mit vergroBertem C, aus (6a) folgt.

(iv) Teil (ii) ist auch mit x<1 anwendbar und beweist die uneigentliche
Integrierbarkeit von 1{~z1™* mit einer von z unabhdngigen Schranke.
Dies zeigt (6¢). Indem man nur die Integrale I fiir k>n aufsummiert,
erhilt man eine konvergente Summe mit dem Wert O(el™%), der (6d)
fiir ¢ =€, zeigt. Fiir allgemeines ¢ verfahre man wie in (ii. =

Das folgende Lemma besagt, daB M fiir Holder-stetige Funktionen f
definiert ist und eine stetige Funktion Mf als Bild besitzt.

Lemma 7.2.2 Sei I'eCl,.,, . Fiir alle A> 0 ist MeL(CX(T'),C(I'})). Das Integral
(Mf)(z) in (4) existiert fiir alle feC*(I'), zeC als uneigentliches Integral.

e e e

LRIy
2 N
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Beweis. (i) Der Betrag des Integranden (f(L)-f{z)}/({-z} hat fiir
FeCAT). O<Ai<1, mit der Holder-Konstanten Hy (vgl. (5a)} die Majorante
Hp/1G~211"2, die nach (6c) uneigentlich integrierbar ist. Aufgrund
des Majorantenkriteriums aus {ibungsaufgabe 6.1.1c ist auch
(F(C)-f(z))/(T~2) uneigentlich integrierbar. Ungleichung {(6c) liefert
die punktweise Beschranktheit IMflo r < Ci-aHy < Ci-akficrm.

{ii} Die Abschitzung (6d) mit »=1-3 konstatiert die gleichmiBige
Existenz der uneigentlichen Integrale (Mf)(z} fiir alle zeI'. Da der Inte-
grand (f(5)-f(z))/(G-2) auf {{L ,z)e =T [ #z]) stetig ist. hingt das Inte-
gral (Mf}(z) stetig von z ab. Dies beweist MfeC(I') (vgl. Lemma 6.1 .5).m

Wir kehren wieder zum Integraloperator K mit dem Cauchy-Kern
zuriick. Zur Stetigkeit von Kf auf I' gibt der nichste Satz Auskunft. Ein
Punkt Cel heiBt dabei eine Ecke von [I', wenn zwei verschiedene
Tangentenrichtungen (" (7,2 0) in {={{1,) existieren (vgl. Abb. 1.1a,b).

Satz 7.2.3 Zu TIeCli,, sei I wie in (1.16) definiert. Wir setzen
CH(T):={feCHMT): f(L)=0 fiir alle Tedl'}.

(a) Fiir feC3-(I'}, A>0, ist ¢ :=Kf auf I wohldefiniert. Fiir eine glatte

Kurve I'eC! ist ¢ stetig, so daB K eL(CZp(I'),C(I')). Im allgemeinen

Fall I'eCJ,, ist ¢ genau dann unstetig in {yel, wenn (, eine Ecke ist

und f(Cy) %0 gilt. Die einseitigen Grenzwerte stimmen jedoch iiberein:
e(G(15+0) )= (L (14-0)),

so daB diese Unstetigkeit hebbar ist: P(L (7)) :=p(L(7£0)) ist stetig

und stimmt fast iiberall mit ¢ iiberein. K sei durch p = Kf definiert.

Es gilt

(7.2.8a) KeL(C3(T),C(T)),

(7.2.80) K=K fiir FeCl.

(b) Fiir eine geschlossene Kurve I'eCl .. gilt KeL(CMT),C(T))

und, falls [eCJ, auch KeL(C*T ), C(I')).

(c) ycT sei eine offene Umgebung eines festen Punktes {elI'\dr,

wobei ¥ und 8I' disjunkt seien. Ist feLll(T') in y Hélder-stetig, so ist

(Kf)(z) fiir zey definiert und stetig.

Beweis. (i) Das Integral Kf sei gemaB (3b) aufgespalten. Der erste Term
ist Mf/(2ni}) und stellt nach Lemma 2 fiir feCMTI') eine stetige
Funktion dar. Der zweite Term f(z)§ 7z hat den Wert
f(z)(z)/(2ni) mit I(z) aus {1.18a):

(7280  (KfNz) = 5 UMS)N(z)+f(2)1(z)]

Die aus Bemerkung 1.26 bekannte, hebbare Unstetigkeit von I(z) in den
Ecken von I iibertragt sich auf Kf, wenn dort nicht f(z)=0 gilt.
Die stetige Erginzung in den Eckpunkten ersetzt f(z)I(z) durch
f(z)T(z) mit I(z) aus (1.18¢). Die Funktion

fiir zeT.
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7284  (Kf)z) = 55 LUMFH2) + f(2)T(2)] fiir zel

ist im Innern I'\3T& der Kurve stetig. Fiir z>{ €3I haben I{z) bzw. T(z)
eine logarithmische Singularitit (vgl. (1.17a/18c)). Da jedoch f(L+)}=0
nach Definition von C3H(I'}, strebt | f(z)1{z}1sCle~2z1* llog(Le~ 2z}
fiir z->{ + gegen null. Der Grenzwert lim (Kf)(z)=(Mf){+} stimmt
aach Definition von M mit (Kf)}(¥+) iiberein: also ist Kf auch in den
Endpunkten [.e3I stetig. Dies beweist den Teil (a) des Satzes.

(i) ol'=¢ impliziert C{-(I')=C* ), so daB Teil (b) aus (a) folgt.

(iti) Zum Beweis von (¢} zerlege man I in y und I';:= 'y Die Integra-
tion iiber v und I'y definiere die Operatoren Ky bzw. K,. Fiir zey ist der
Integrand f(Z)/({-z) fiir {eI; gleichmaBig stetig. so daB auch (K, f)(z)
stetig ist. Da vy keinen Endpunkt [:e3I enthilt, ergeben die
{iberlegungen aus () angewandt auf vy state I', daB K, f stetig in z ist. m

Bemerkung 7.2.4 Satz 3 und sein Beweis zeigen, daB Kf fiir feC*(I')
zwei verschiedene Arten von Unstetigkeiten enthalten kann:
{a) In den Ecken ([=[(7,} der Kurve I' springt p:=Kf, hat aber
iibereinstimmende links- und rechtsseitige Grenzwerte ¢({(15:0)),
die die «geglittete» Funktion 7=Kf definieren. Im Falle einer
geschlossenen Kurve mit positiver Orientierung gilt (8a), da I(z)=ri:
(728¢)  K=3z-M+ild

TR fiir MeCJ 54\ mit M aus (4}, Id=Identitit,
(b) Falls I' nicht geschlossen ist, kann ¢ =Kf an den Endpunkten
von I' logarithmische Singularititen besitzen.
(c) Fiir eine reellwertige Funktion f betrifft die Unstetigkeit aus (a)
nur den Realteil Rey, wihrend die logarithmische Singularitit aus (b)
ausschlieBlich fiir den Imaginidrteil Imy gilt.

DaB‘ die genannten Unstetigkeiten wirklich auftreten, sieht man
am Beispiel f=1, das zu der in (1.17a) angegebenen Funktion K f fiihrt.

7.2.2 Regularitiitseigenschaften

Dig‘ Aussage KeL(CMT).C(I')} aus Satz 3b l4Bt sich erheblich
v&“rstarken. Der folgende Satz von Plemelj-Privalov garantiert die
Holder-Stetigkeit zum gleichen Exponenten.

Satz 7.2.5 Sei ['eCl, und Ae(0,1). Fiir die Operatoren K und M gilt
(7.2.8f)  M.KeL(C3r(T),CMT)) (C2p-(I) wie in Satz 3).
Die Voraussetzung TI'eC! sichert

(7.2.8f)  KeL(C3r(T),CNMT))

fiir den Cauchy-Operator K aus (1). Fiir geschlossenene Kurven gilt

(7.28g) M, KelL(CMI),CMT)) fiir e Cd_gorw »

(7.2.8g) M,KeL(CMT),C*MTI)) fiir F'eC{.
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Beweis. () Wir beginnen mit der Behauptung (8g); (8f.f') werden in (v
behandelt werden. Wegen (8e) und K=K fiir glatte I' braucht man nur.
MeL(C*(T),C*TI)) zu zeigen. Fiir ein feC*(I') und z,z'el" setzen wir.

$i= ol [Lo(0at mit p(g)=LEI=LE). LSz o
Die Integration von ¢ tber I' wird aufgespalten in die Integrale liber
I'\Kg(z) und I'nK¢(z), wobei €:=21z"-z| als Kreisradius gewdhit sei.
Fiir den Nachweis der Hélder-Stetigkeit reicht es, ¢ hinreichend klein
anzunehmen. In T'aK¢(z) fiihrt die Hélder-Stetigkeit von { zu le(Clig
H,—[I{—z'l""ﬂC-zl""] mit Hy aus (Sa). Lemma 1b 148t sich mit x:=1-X
in (6d) anwenden und beweist |fr,,1<‘(z) 15-z121dg < C . Wegen
K (z)eK 3. 002" ) folgt

| igeatdtl < G- 2Pl < € Get

InKg(z)
ebenfalls aus (6d). Zusammen erhalten wir wegen e=21z"-z!
(7292 [k (zy #(5)dTC] < comstiz-zi Hy.

{ii) Zur Integration iiber ['\K(z) spalten wir ¢ auf in p=¢ ;+¢, mit
(7.296)  9,(L) = (Z)C:Z(z')'

‘ 1 (z-2z) Lf(L)-f(z')]

(7.290)  9p(Q) = (F(Q)-£(z) [hg -7ty 1 =2 é)_zf)(;:‘zf)z ‘

Das Integral iiber ¢, wird in (ii}. jenes iiber p; in {iv) abgeschitit.

{iii) Die Holder-Stetigkeit von [ fithrt zur Abschitzung
lpa(EN Iz’ =2V HA1 G-z 1271 1L -z17!. Lemma 1b ist anwendbar, da
z’¢K,-(z) nach Wah! von e. Ungleichung (6b) mit xi=2-h>1 zeigt

7290 | [,z #2080 dCI <12~ 21 B Cy s (212°-21)7" = const Hylz'-z1

(iv) Wir nehmen den Standardfall an: '\Kg{z) ist einfach zusammen-
hingend ist (Fiir geniigend kleines ¢ und alle z zerfillt I'\K¢(z) in héch~
stens zwei Zusammenhangsstiicke. Der weitere Beweis ist analog). Das -
Integral von ri iiber I'\K¢(z) hat nach Lemma 1.23 den Wert .
logHZ=z)/ (G _~z N +i [Arg (L, J-Arg(T )= [Arg(Z J)-Arg(L_)1, wobei :
¢, die Endpunkte von ' K¢(z) seien: 1{{s-z)!=¢. Die eckige Klammer -
hat die globale Schranke 2. Das Integral von ¢, =(f(z)~f(z'}))/(T~2z)
kann damit durch (9e) abgeschétzt werden: :

(7.2.90) fmiey (29 21(0) ATl =1£(2 )£ (2 [, ()78 | € comst Hptz' -z

(v) (9a,d,e) beweisen |8I=|fr¢(C)dC|/2nSconstHflz‘«zl". Wegen
Hp < f¥car) erhalten wir (96):
(7.2.9) LMz ) - (Mf)(2)t < Clz-zP B feaer,.

Die Beschrianktheit von IMfls (Satz 3b) und die Hélder-Schranke (9)
beweisen MeL(C*(I').C*(I')). Die Aussagen fiir K, K folgen hieraus.
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(vi) Wenn T'eCl., nicht geschlossen ist, erginze man I' zu einer
geschlossenen Kurve I*eC} o, feCI-(I') kann durch f({):=0 fiir
Zel™\ I zu fe CMI™®) erginzt werden. Kf 1aBt sich als Integral tiber I'*
auffassen, so daB sich die Behauptungen aus dem Bisherigen ergeben. m

Zusatz 7.2.6 {e) Im allgemeinen Fall I'e¢Cli,, gilt noch die
abgeschwichte Aussage MeL(CMT),CX(r) fiir alle 0<i'<A<I.
(b) ycT sei eine offene Teilmenge von I'eCL .. feLll(I) sei in v lokal
Hélder-stetig zum Exponenten Ae(0.1). Dann sind auch Mf und Kf in
y lokal Hélder-stetig zum Exponenten A. Wenn veC!, gilt die gleiche
Aussage flir K.

(c) Sei I'eC} ..., Fine Lipschitz-stetige Funktion feC (I') fiihrt im
allgemeinen nicht zu ¢:= % feC (I'}). Eine vorsichtige Abschidtzung der
im vorigen Beweis auftretenden GréBen ergibt als optimales Ergebnis

lplz)-p(z')t < Clz-z'l lloglz-z'I| Kflcyr).
{d) Sei yeI kompakt und disjunkt zu 8I'. Dann gilt M,K ¢ L(C*T),C*y)).

Beweis. (i) Fiir die Analyse von M bendtigt man die Abschétzungen von
¢ im Beweis zu Satz 5. Zum Beweis von {a) beachte man, da8 infolge der
Integrale L.‘ (z) tci_;; nur logarithmische Singularititen loge=log2iz’~ 2|
auftreten konnen (vgl. Lemma 1.23). Die Aussage (9e) bleibt giiltig,
wenn die letzte Ungleichung durch .. < constHflz'—zl" loglz'-zt
ersetzt wird. Da dieser Ausdruck durch C(X')Hplz'-z!¥ fiir A<
beschrinkt bleibt, ist Mf Hoélder-stetig zum Exponenten A’

_(ii} Sei zey. Man wihle offene Umgebungen U und V mit zellclcVe
cVcy. Es gibt eine «Abschneidefunktion» xeC=(F) mit y=1 in U und
x=0 in F\V. Man definiere f;:=yf, for=(1-x)f. f; erfilllt die
Voraussetzung von Satz 5 mit I' ersetzt durch U, so daB ¢,:=Kf; in U
Holder-stetig zum Exponenten A ist. Der Tridger von f, ist hichstens
'V und hat endlichen Abstand von z. In Lemma 7 werden wir
po:=Kf,eC®(U) zeigen, so daB Kf=¢,+90,eCMU). Da zey beliebig,
haben wir Kf €C{,, (v} (d.h. Behauptung (b))} nachgewiesen. |

7.2.3 Eigenschaften der erzeugten holomorphen Funktion

Bisher haben wir ¢(z):=(Kf)(z) = 5 &QdC nur fiir zel
2l I

L-z
ausgewertet und untersucht. Dabei ist es viel einfacher, die Funktion
72100 @(z) = 35 [ g(_cz)dc fiir z & T

zu definieren, denn fiir z ¢ I' besitzt der Integrand keine Singularitit.
Insbesondere ist der Integrand nach z differenzierbar mit der Ableitung
FIZ)/(T~2z)2. Da I kompakt, darf die Differentiation nach z unter das
Integral gezogen werden und beweist den ersten Teil aus
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Lemma 7.2.7 $ sei durch {10) mit fel’(I') definiert. ¢ ist auf C\[
holomorph mit den Ableitungen

’ () ;
(72112 @'(2) = zho r(Jc_%‘F dx firz¢r.

(v) - _V_-'__ __L(_;.).___
7.2116)  O™W(z) = 5 r(g-z)v¥1 @

Filr z+ o strebt ®(z) gegen null. Genauer gilt die Abschatzung
! N
7.2410) 10NNz <R Uy /(121- RV fidr 1z1>R+= maxICl.

firz&l, velN,.

Beweis. Da 1{~2121zI-R fiir alle Jel, 1zI>R, erhilt man 10 (z)1 <
<SSO/ T2 (20-R)VHY = v U f e /020 (12I-RWVHY. m

Ziel der weiteren Untersuchungen ist das Verhalten von ®(z) fiir
z-z’el’. Das Hauptresultat lautet wie folgt:

Satz 7.2.8 Sei feC*(T'), Ae(0,1). (@) Die geschlossene Kurve I'eCd ;.
sei positiv orientiert und definiere das Innengebiet Q_ und das AuBen-
gebiet Q. Die Funktion ¢ aus {10) kann in den Abschliissen Q,, Q_ zu

(7.2.12a) &, eCMA,), d_eCMA_),

(Holder-)stetig fortgesetzt werden. &, und ¢_ stimmen auf dem
gemeinsamen Definitionsbereich I' i.a. nicht iiberein und sind auch
verschieden vom Wert &:= Kf, der sich bei Auswertung von ¢ auf I'
ergibt. Zwischen diesen GriéBen besteht der folgende Zusammenhang:

(7.2.12b) @ (z)-d_(z) = -f(z} fiir zel',
(7.212¢)  $(2):=(Kf)Nz) = (D, (z)+P_(2)1 fiir zel.
(7.212d)  @,(z)=(KfNz) = Lf(z) fiir zel,
wobei

(7.2.12¢) &(z) = ®(z):=(Kf)(z), falls zeI kein Eckpunkt ist.

Wenn I' negativ orientiert ist, hat man -f(z} in (12b,d) gegen f(z)
auszutauschen.

(b) Fiir eine nichtgeschlossene Kurve I'eCl,., existieren fiir jeden
Kurvenpunkt zeI'\ 3I' die einseitigen, stetigen Fortsetzungen von @
auf I': ¢_ sei die Fortsetzung von links (aus der Umgebung U_ in
Abb. 1.3), &, jene von rechts. Fiir - gelten die Beziehungen (12b-e),
wobei z auf I'\3I' zu beschrinken ist, da ®(z) in zedI eine
Singularitdt besitzen kann. Gec € sei eine abgeschlossene Menge.
die 3I' nicht enthdlt und I' von héchstens einer Seite beriihrt.
Dann gilt &, eC*(G) bzw. _eC>*( G}, je nachdem, von welcher Seite
G die Kurve I beriihrt.

(c) Wenn feC2(I'), gelten die Aussagen von Teil (b) auch fiir

Mengen G, die 3I" enthalten.
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Beweis. () Teil (a) folgt aus (b). da G=0, und G=0. gewshlt werden
konnen. Teil (¢} erhilt man aus {a), mdem man I’ wie in Beweisschritt
(vi) des Satzes 5 zu einer geschlossenen Kurve I'*:=T+I"eC§ i\
erginzt, wobei f=0 auf I". Es bleibt daher der Teil (b} zu zeigen.

(ii) Sei Uc € eine kompakte, konvexe, mit I' disjunkte Menge. Da die
Ableitung ¢ in U gleichmiBig beschrankt ist, ist ¢ Lipschitz- und
damit auch Holder-stetig zu jedem Exponenten O<i<1.

(iii} Uy = C\Kg(0} ist eine Umgebung von z=cw. R sei so groB
gewihlt, daB IcKg(0). Mit der Ableitung &’ (vgl. (11c)) bleibt
auch die Holder-Konstante in U, gleichmiBig beschriankt, so da ¢
in Uy, global Hélder-stetig ist.

(iv} In (vii) werden wir die globale Holder-Stetigkeit von ¢ in der
linksseitigen Umgebung U_ (vgl. Abb. 1a,b} von z,el\3I herleiten.
Die exakte Wahl von U_ lautet

(7.2.126) U_=1{zeK,(z,}: z liegt links von I'}, zgel\ar.
Dabei sei  so klein gewihlt, daB (12g,h) zutreffen:

(7.2.12g) I'aK,(z,) ist zusammenhéngendes Kurvenstiick,
(7.2.12h)  3I'c I'\Ky,(z,].

Die Bedingung (12h) stellt sicher, daB der einem zel_ nichste Kurven-
punkt z’eT stets einen festen Abstand dist(z",3I) > dist(zy,30)-27>0
zu den Endpunkten [, €3I besitzt. Dabei ist «dist» die Distanzfunktion

(7.2.129) dist(z . M):= inf{lz-ZJ1: CeM} fiir McC, zeC.

Fine mogliche Definition der Bedingung «z liegt links von I'» in (12f)
lautet: Fiir eine geeignete positiv orientierte Fortsetzung von I' zu
einer geschlossenen Kurve '+’ liegt U_ im Innengebiet Q_.

(v) Aus der globalen Hélder-Stetigkeit von ¢ in einer offenen Menge
V folgt die stetige Fortsetzbarkeit von @ auf den AbschluB V. Die
fortgesetzte Abbildung ist auf V mit der gleichen Konstanten
Holder-stetig. Es geniigt daher. im folgenden nur die globale Holder-
Stetigkeit (13) in U_ zu zeigen. Die Fortsetzung von ¢ auf U: heiBt &:.

(vi) O.B.d.A. sei angenommen, daB die Menge GcC aus Behauptung (b}
die Kurve, wenn iiberhaupt, von links beriihrt. Nach (i) und (iv) ist &_
in GnKg(0] lokal Holder-stetig. Da GnKg(0) kompakt ist, folgt die
globale Holder—Stetlgkext in GaKg(0) (vgl Ubungsaufgabe 1.2.3a).
Weil &=¢_ in GnlU, gemadB (i) global Holder-stetig ist,
erhilt man die globale Holder-Stetigkeit in G=(GaKg(0) Ju(Gnly,).

(vii) Es seien z,,z,el. Punkte von U. aus (12f-h). Wir setzen
S;i=dist(z,, I} (i=1.2), &:=min{d,5,}.

Zur Abschidtzung von &(z,)-P(z,) unterscheiden wir die Fille
tz;~2,1<8/2 und 1z;-2,1>8/2, fiir die in Lemmata 10 und 12 die
Holder-Abschiatzung (13) hergeleitet wird:
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(7.2.13) 1_(z,)-D_(2,)1 < Hglz,-2z,1*.

(viii) Beziiglich der Sprungrelationen (12b-d) folgert man aus der
Darstellung von ¢ in Lemma 9. daB 2nid«(z}=(Mf)(z})+f(z}}:(2)
fir zel. 2w i{Kf)(z) = (Mf)(z)+ f(z)I(2z) aus (8d) und die Sprung-
eigenschaften (1.19a,b) von [I(z), I+(z) beweisen (12b-d). m

Lemma 7.2.9 In Analogie zu (3b) kann & aufgespaiten werden in
. N . J i o
(7_3.1%) 2ri®(z)=ulz'.2)+ f(z)1(z)  mit 1(z):= § A5
un
C oy fE)=fz)
(72040 p(z'.z) = P G
Unter der Voraussetzung feC* ) mit A>0 ist p(z’,z) aus (14b) fiir alle
z'el’, zeC bis auf die Ausnahme ze3I", z'+ 2z definiert. Fiir z=z"¢F gilt

(7.2.14¢) ul(z'.z’)=(Mf)z) fiir z’eI'. M aus (4).

flir z’el’, zeC.

Beweis. Fallunterscheidung: (i) z& . z'¢I': Der Integrand ist regulér.
(i) z=z"el: Das Integral in (14b) stimmt mit (Mf)(z} aus (4) iiberein,
so daB das Lemma 2 die uneigentliche Integrierbarkeit sichert.
(iii} zel\3I'. z'el'. z’*+z: Der Integrand ist stark singulidr. Der
Cauchy-Hauptwert existiert jedoch. o

Lemma 7.2.10 U_ sei
durch (12f-h} definiert
(vgl. Abbildung 1a).
Seien z, z; e U_. mit
lz -z,0 < Ldistlz,, I
fiir i=1,2." Dann gilt
die Holder-Abschitzung
(13) mit Hg unabhingig
von z,; und z,.

Beweis. 0.B.d.A. sei 0<§:=d:=dist(z,,IN<3,:=dist({z,,I'). Wir wihlen
z'el’ mit dist(z,,MN=1z,-z'1. Da I({z) in U_ global Holder-stetig ist
(vgl. Bemerkung 1.28), braucht lediglich

(7.214d)  lu(z'.z,)-p(z' . z21<Cplzy~2,1* fiirz'el
gezeigt zu werden. Die Differenz hat gemidB (14b) die Darstellung
izt [ LG Q)=
(7.2.14€) }IC) o )’ c
~-flz
=(zy~12,) frmdc.
Wir zerlegen I' in y4:=I'nK4(z,), Ij:= '\K4(z;), wobei d:=38=3§,<334,.
Unter Ausnutzung der Hélder-Stetigkeit (5a) von f erhalten wir

—z’ A
(7.2.14H) lu(z’,z,)—u(z',zz)ls!z,—zzlHf{J‘lelc‘_Zzﬂllcl_dz;l *frd“'}'

1dg =
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Im ersten Integral gelten die Ungleichungen 15~z >dist{z;, I =$§
und 15-2,1 2 10—z 0~ 12,- 2512 5-5/2=8/2. Fiir fy I5-2'1AId{! liefert
(6d) die Schranke Cd'** = C(3§)!**: also

A
Ve, [EoA L < 571672071 C(38) 2= 2. 3143 C 831,
1 i~ L2

Fir Zely gilt  definitionsgemaB  §<I{-z,1/3, so daB
IL-zt<iC~z d+lz~2'V=1T~2z,0+8<$I{~2z,l gefolgert werden kann.
Im zweiten Integral iiber I; schitzt man den Zihler durch [gIC—zil 1A
ab und erhilt

frd% < (§);‘frd E‘#:IWJS (g),‘CBX_IV
wenn man in {(6b) die GrioBen e:=§. z':=z,, z:=2z, wihlt. Beide
Integralabschidtzungen eingesetzt in (14f) fithren wegen lz,-2z,1<8/2 zu

Tulz' 2}~ pl2' 201 € 1z2;= 2,0 C8¥ 1 =

= C'lzy- 2,0 2= 2o/ 81172 < €1 227 T 24 2,12,
womit die Behauptung bewiesen ist. o]

Das nichste Lemma betrifft den Spezialfall z,=z'el’. wobei auch
z'€dI" und jedes zeC\I' zugelassen wird.

Lemma 7.2.11 Sei 'eCl,,. feC*TI) mit Ae(0.1) habe die Holder-
Konstante Hy. Fiir alle z'el’ und zeC\I' gilt

5 P 5 lz' -zl
(7.2.14g) Iz’ z)-p(z', 2’1 € C,H,-!z-zl"a—i—s’ﬁ’a—i-z:ﬂ.

Beweis. (i) Der Kreis K¢ (z') teilt I' in Kurvenstiicke y¢:=I'n K¢ (z') und
I'Kg(z’). ¢ seials
(7.2.15a) e:=31z-2z'1>0
gewdhlt. 1{-2z'I<I{~zl+lz-2'1 € 2e/3 < ¢ fiir 1{-zl<e/3 beweist
(7.2.15b) Ke g{z)eKelz'), TV\Kg alz)aT\Kg(z')

(ii) Die Differenz p(z',z)-u(z’.z’) lautet gemiB (14e)

(7.2.15¢) plz'z)-p(z’.z°) = (z-2") | N (2{—2))_(££zz’)) dg.

Mit der Holder-Konstanten Hy von f zum Exponenten X gilt
tu(z',z)—u(z'.z'}lslz-z’!HffrH:_lec{:l_z.| =5 .

{iii) Fiir Jeye=FnKg(z’') schitzen wir {{-z| nach unten durch
dist(z,I') ab. Fiir .l'yelciCI/lC—z'I"A beweist Lemma 1 in {(6d) die
Abschitzung durch Ce*. Mit (15a) erhalten wir (15d) mit C,;:=3*C:

. , 1dg i oA _lz'-2z1
7.2.15d) Iz—ZlefTs‘c_Z“c_z'lx-— <CyHrlz-2 g -
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(iv) Fiir (e [ (z") erhdlt man 13-z 1210~ zl-1z'~ zl =15~ 21-£2§1{~ 21
wegen [{~zI21{-2'1-1z'~zI =10~ 2" 1-§ 2 e~ §=2¢/3 oder §<4I{-zI. Damit
148t sich der Integrand fiir {e I(z’} durch 2772/1{~z1?~* abschitzen.
Wegen (15b) darf diese Schranke tiber 'K ;(z) statt I'\Kg(z’)
integriert werden. Ungleichung (6a} aus Lemma 1 liefert das Resultat

1dCi 1= X 19]
fF\K‘(z') Tozlic-z1x € 2 fF\K‘lz') t-z12-% S

1-2 1dg! -2 - v 35
<2 F\Ktls(z)rc—:;%—;xé 2! C(%)A t$C,2lZ—Z |-t
mit Cyp:=2172C,
(v) Die Resultate aus (iii) und (iv) ergeben zusammen die Abschitzung
(7.2.15¢) le(zz)-plz’, 20t < (Cyy dx'%t(_zyTT +Cyo)Hplz-2" 12,

Da die Konstanten aus Lemma 1 global gelten, sind auch C,,, C,, von
z und z’ unabhingig. Wegen lz'-zl>dist(z,I') impliziert (15e) die
Behauptung (14g) mit C;:=C;+Cy;,. m

Lemma 7.2.12 U_ sei wie in Lemma 10. z,,z,eU_ mégen lz,—zzlzfs
mit §:=min{d,,8,}, &;:=distlz,,I'), erfiillen (vgl. Abb. 1b). Fiir
feCMT) gilt die Holder-Abschitzung (13) mit Hg unabhingig von z, 2.

Beweis. O.B.d.A. sei §=§,<8,. Man bestimme z';, z,el’ mit 1z,~ 2}l=$,;.

¢_ und I_ seien die Beschrinkungen von ¢ und I auf U_:
2ui®_(z)=pul(2",z)+ f(2')I_(z).

Wir zerlegen $_(z,)-d_(z,) in
P_(z,)-d_(z,)=

(7.2.16a) =§T1;( Lulzy,z)) + flz)E(z)1-Tp(z,2)+ fz3) 1 (2501} =
=2—:r7{ Culzy,z) -plz5,2,0 )+ Uf (2 1 {20~ flz) 1 (25)1)

Da fin I' und I_(z) in U_ Holder-stetig sind (vgl. Bemerkung 1.28a), ist
die zweite Klammer beschrinkt durch C(lzj-z3l1*+1z,~z,01*)<
<(1+6*) Clz,-z,1*, denn

(7.2.16b) 148,51z~ 2z, lzj-zo1<8 +lzy- 214 8,612 - 241,
Hierbei wurde ausgenutzt, daB $,<lz,-z]1glz;-2z,1+é, und 8§;=8< 21z -2z,l.

Es reicht daher, eine Hélder-Abschiatzung fiir die erste Klammer in
(16a) herzuleiten. Wir schreiben die Differenz als

(7.2.16¢) plzy,zg) —u(z5,25) = Lplzy,zd -pu(zi,z1) 1 +
+ Lplzyzy)—pulz5,250 1 + Lulzy z5)~plz5,25) 1.
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Auf die erste und dritte Klammer in (16¢) ist Lemma 11 anwendbar:
(7.2.16d)  lulzj.z) -plzj.zp)V € CiHplzj~z/* = C, Hy 8},
da lzj-z 1/dist(z,,)=8§;/8;=1 nach Wahl von z;.

Wegen (14c) stimmt die zweite Klammer in (16c) mit
(M)} {z;})-(Mf)(z}) iberein. Nach Konstruktion (12h) liegen z; und z;
in der zu 3rI' disjunkten Menge y=TIn KZ,IZ zy). Zusatz 6d garantiert
MfeC*(y), so daB
(7.2.16e)  lplzi.zy)-p(z5,23)1<C, Hyl z;-zgx*(lib)alcz Hptz,-z,1?
folgt und den Beweis beschlieBt. on

Die Aussage des Satzes 8 stellt sicher, daB die Konvergenz
§(z)=P: (24} fiir jede Anndherung von zellx an z,e '\ 3T gleichmiBig
ist. Die von Muschelischwili [1,5.46] beschriebene Winkelbedingung ist
nur dann nétig, wenn f lediglich im Punkte zyeI" Holder-stetig ist.

{ibungsaufgabe 7.2.13 I'eC!,,, habe den Rand 3I. Sei feC*T). Man
zeige: Lokal (d.h. fiir eine hinreichend kleine Umgebung U von z,z’) gilt

lulz' z)-plz .z’ I<CHplz-2z"1*loglz-2z'l fiir z’edl’, zel,

d.h. im Falle f(C:)# 0 fiir {+ €3I wird die Singularitdt von ¢ fiir z-= (=
durch f({T+)I(z) dominiert.

Zum AbschluB dieses Unterkapitels sei an einige elementare
Eigenschaften holomorpher Funktionen erinnert.

Lemma 7.2.14 QcC sei offen und einfach zusammenhingend. f sei in
holomorph. FeC} o, mit TI'cQ sei positiv orientiert mit dem
Innengebiet Q_ und dem AuBengebiet (, . Die Integralformel und der
Integralsatz von Cauchy liefern

G217 ok § A a = o) fiir zeQr_,
a21m) o4 5w =0 fiir 20, .

ttbungsaufgabe 7.2.15 I'e C{ ..., habe das Innengebiet Q_. [}eC} < mit
IeQ_ (keN) seien Kurven beschrénkter Linge (sup[[)<w), fir die
I~ T gilt, d.h. sup{dist(z,I): zel}} =0 fiir k= . Fiir peC({)_) zeige man

frkqo(c)dc ~ [re(x)de.

In Lemma 14 verlauft I' im Inneren von . Diese Bedingung kann
abgeschwicht werden.

Korollar 7.2.16 Die positiv orientierte Kurve TeCjge. habe
(0 als Innengebiet. f sei holomorph in Q und stetig in Q.
Dann gilt (17a) fiir zeQ bzw. (17b) fiir zeC\ Q.
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Beweis. (1) Sei zeQ und I Q mit I>T wie in {ibung 15. Fiir hin-

reichend groBes k>k, liegt z im Innengebiet 0K von I, so daB -

fpk;—(;%) d{ = 27if(z) gemdB Lemma 14. k- = beweist (17a) fiir z.
(i) ze€\ {2 liegt im AuBengebiet von [y, so daB frk (&) 4g=0. m

Lemma 7.2.17 I'eC} ¢ definiere das Innengebiet Q_ und das AuBen-
gebiet Q.. ¥ sei stetlg in C und holomorph in Q, und Q_, d.h. die
stetigen Fortsetzungen ¥: existieren auf (J: und stimmen in I iiberein:

(7.2.18) ¥, = ¥ auf I’

Dann ist ¥ in der gesamten komplexen Ebene € holomorph.

Beweis. Sei zgel' beliebig. Der Kreis Q.
Ke¢l2zy)  sei so  klein  gewdhlt, )
daB ein zusammenhangendes Stiick /
v:=I'n K¢(zy) herausgeschnitten wird. 5—{
§:=3K¢(z,) sei der positiv orientierte |
Umkreis. Wir setzen \

St:=8nQ+, [:=S,-y, I_:=S_+7
(vgl. Abb. 2). I': sind die positiv
orientierten Randkurven der rechts-
seitigen und linksseitigen Kreishilften
Kel(zg) o Qs+ . Die Funktion

$(z)= g ¢ FL AU (zeKe(zo))

ist im (offenen) Kreis K¢(z,) holomorph (vgl. Lemma 7). Da v in L
verschieden orientiert ist, folgt aus frt... =fst... ¥ fy die Darstellung

plz)=55 §S+’§—‘_§zl de + 74 ¢ L2 dt =y (2) 4 py(2)
mit
(2= 5y ¢ BR AT, wol2)= o fp FSL AL fiir zeKe(zp)\ .

Im Innengebiet K (zy)nQ \y von S_ gilt ;=¥ und ¢,=0 gemiB
Korollar 16; also ¢ =g ,+¢,=¥. Entsprechend schlieBt man auf p,=0,
Yo=Y im Innengebiet von I'_, so daB auch dort =y, +y,=¥ gilt. Dies
beweist =¥ in K;(zy)\v. Die eindeutigen, stetigen Fortsetzungen ¥:
miissen daher mit der holomorphen Funktion g iibereinstimmen. o

Lemma 7.2.18 Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 17 gelte
¥()=0, d.h. ¥(z)>0 fiir z> . Dann verschwindet ¥ identisch: ¥=0in C.

Beweis. Nach Lemma 17 ist ¥ holomorph in C. Wegen ¥(w)=0ist ¥ in C
beschriankt. Der Satz von Liouville besagt, daB ¥ konstant sein mu$:
¥=c, wobei ¢c=0 aus ¥(x}=0 folgt. m
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Lemma 7.2.19 Die positiv orientierte Kurve I'eClmw definiere das
Innengebiet Q_ und das AuBengebiet (). Sei feC*(I'). Dann ist die

Funktion ¢(z):= 5,1-(—' f r—*ca_-;zi dC aus (10) die einzige Funktion mit den
Eigenschaften:

(a) & holomorphin Q. und Q. mit $(w)=0, _ _
(b) die stetigen Fortsetzungen &, &_ existieren auf Q, bzw. Q_,
(c) es gilt die Sprungbedingung

(7.219 P - b_=-f auf I.

Beweis. $ aus (10} erfiilit die Eigenschaften (a-c) gem&B Lemma 7 und
Satz 8. Sei ¥ eine weitere Funktion, die den Bedingungen (a-c) gentigt.
Die Differenz ¢:=®-¥ erfiillt (a-b) und die Sprungbedingung (18):
p4y=9_. Lemma 18 beweist p=0 und damit die Eindeutigkeit &=¥. m

Als eine Anwendung von Lemma 19 wollen wir zeigen, daB -K der
zum Cauchy-Operator K im folgenden Sinne adjungierte Operator ist.

Lemma 7.2.20 Seien 'eC{ ., und f,geC*(I'). Dann gilt
(7.2.20) )[f(c)u(g)(c)dc = —lg(C)(Kf)(C)dC.

Beweis. (i) Die zu f und g gehérenden Funktionen (10) seien mit & und ¥
bezeichnet. Die stetigen Fortsetzungen in Qs seien ¢+, ¥+. Wir wollen

Jrp®, ¥, di=0, Jro_¥_dg=0

zeigen. Die zweite Gleichung folgt aus dem Cauchy-Integralsatz. Fiir
die erste beachte man [ &, ¥, d{=f3xp(0) P+ ¥4 dT fiir alle hinreichend
groBen R, d.h. R so groB, daB I'cKg(0). (11¢) zeigt $,(z)=0(1/1z1)
und ¥,(z)=0(1/1z1), also ¢, (z)¥,(2)=0(1/1z1?). Die Abschitzung
akpeo) P+ ¥4+ dCl < O(R/R?) > 0 beweist [r&,¥,dl =0.

(i) Auf I gilt &, ¥, -P_¥_=(D,- d)_)é- ¥+ ¥ )+ (V- Y’.)%(¢++ ¢_).
Die Sprungeigenschaften (12b,c) zeigen ¢, ¥, -¢_¥_=-fKg-gKf. Die
Integration ilber I' liefert nach (i) den Wert ~ [-(fKg+gKf)d{=0;
also (20). K kann unter dem Integral durch K ersetzt werden, da die
Werte fast iiberall gleich sind. =]

7.2.4 Darstellung von K?

Die Abelsche Integralgleichung (6.4.8): ¢g=K,f konnte durch
Muitiplikation mit K,_, explizit aufgeltst werden. Die singuldre
Integralgleichung g=Kf mit dem Cauchy-Operator K aus (1) laBt sich
ebenso einfach durch Multiplikation durch K nach f auflésen.

|
L
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Satz 7.2.21 [leCj ., sei eine geschlossene Kurve. Fiir jede
Hélder-stetige Funktion geC*I'} (A>0) hat die Gleichung

(7.2.21a) g=Kf auf I’

die eindeutige Lésung (21b) in CAMT):

(7.2.21b) f=4Kg auf I’

In Abwesenheit von Ecken (T'eCJ) lassen sich (21ab} als
(7.2.21a'/b") g=Kf, f=4Kyg auf I’

schreiben. In jedem Falle gilt

(7.2.21a"/b") g=Kf, f=4Kyg fast iiberall auf I,

Lemma 7.2.22 (Poincaré-Bertrand-Formel) Fiir 'eCd g, und A>0 gilt
(7.2.22) KZ?=11 auf CMT) (I: Identitit).

Beweis. (i) Sei fe C*(I') und g = Kf. Auf €\ I sei F(z):= 5 | £82dC

definiert. Nach Satz B existieren die stetigen Fortsetzungen F: von F
auf dem Innen- und AuBengebiet (2: und erfiillen

(7.2.23a) F,+F_=2Kf =2¢g auf I,
(7.2.23b) F,-F_=-f auf I'.

Die auf C\TI definierte Funktion

~-F(z) fiir zeQ
G(z):={JF(3) firzen’

besitzt die stetigen Fortsetzungen G,=-F, und G_=F_, so daB (23a,b)
dquivalent sind zu

(7.2.23a") G,-G_=-2¢ auf I,
(722367 G.+G_=f auf I'.

Nach Lemma 7 (vgl. (11c)) gilt G(z)=-F(z)>0 fiir z> . Lemma 19
sagt aus, daB G die Darstellung (23c) besitzen muB:

(7.2.230  Glz) = 4 [ A% dg (zel).
Satz 8 angewandt auf G aus (23c) zeigt
G,+G_=2K(2g) = 4Kg auf I'
(vgl. (12c). Ein Ver&leich mit {23b") beweist f=4Kg=4K(Kf)=4K>f.

Da f beliebig aus C

Beweis zu Satz 21. Lemma 22 besagt, daB K die Inverse K ~’=4K besitzt.
g = Kf ist dquivalent zu f=K "1g=4Kg. m

(I'}), ist (22) bewiesen. o

Die Umkehrung des Cauchy-Integrals ¢g=Kf im Falle einer
nichtgeschlossenen Kurve ist komplizierter und kann z.B. bei
Muschelischwili [1,§86] nachgelesen werden.
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7.2.5 Das Cauchy-Integral auf dem Einheitskreis

Das einfachste Beispiel einer geschlossenen Kurve ist der positv
orientierte Einheitskreis

(7.2.24) M:={g: 141=1) mit lo)=e'®  fiir 0<so<2m.
tibungsaufgabe 7.2.23 (a) I' sei positiv orientiert mit z=0 im Innengebiet
{wie z.B. bei I’ aus {24)). Man beweise fiir den Speziaifall f({)={", veZ:
(7.2.25) (KT¥)(z) =z fir v20. (KQY)(z)=-}z¥ fiir v<O.
(b) Man iiberpriife K“{¥=4CV. Hinweis. (12c) und Residuensatz fiir ¢:.

Sei f{L) auf dem Einheitskreis I' durch die Parameterdarstellung
{7.2.26) f(C(c)) =F(o) filr 0<o<2n

gegeben. F kann durch F{c)=F(o+2n) zu einer Z2Zm-periodischen
Funktion auf R fortgesetzt werden. Wir wollen im folgenden die
Darstellung von F als Fourier-Reihe

(7.2.27a) F(o)=7—é;r T ol (ceR)
v

verwenden. Zunidchst sei angenommen, daB8 F eine endliche
Fourier-Reihe ist, um allen Konvergenzprobiemen aus dem Weg zu
gehen (d.h. a,, =0 fiir fast alle veZ in (27a)). Mit der Parametrisierung
L(c)=e® (vgl. (24)) und (26) erhilt man die Darstellung von f als

(7.2.276) () = 7%; T, (Cel, T wie in (24)).

Das L?(0, 27} - Skalarprodukt
(722800 <F.G> = | "F(0)G(c)do
ist fiir F(o)=f({(c)) und G(c)=¢g(l{c¢)) identisch mit dem durch
(7.2.28a)  <f.g> = [ FOFTIAT

definierten Skalarprodukt iiber I', so daB zwischen <F.G> und <f.g>
nicht unterschieden zu werden braucht. Die zugehérigen L>~Normen sind

(7.2.280)  BfWpzs=Rfloon:=8Fhzg =Y <f.f> = y<F.F>.

Aus der Theorie der Fourier-Reihen ist die Identitit
2 2 2
(7.2.280)  Bf¥pz = WFlog .y = L 1o,
wohlbekannt. Ferner erhidlt man die Fourier-Koeffizienten «, der
Funktionen f bzw. F aus

(7.2.29) a\,=7{,,=;=<f,i">= ——V,L{—_;<F,e"‘°>.

Mit JI_ und I, seien die orthogonalen Projektionen (30) bezeichnet:

R S 3 v 1 -
{7.2.30) (M_f)T):= 5= L o, ¥, (ILfNC) = 5= goawv.
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Mit Hilfe der in (25) berechneten Werte K[¥ beweist man

- 1 - v Vi o - = -
(7.2.31) Kf= g—@;( EO a, g +‘§Oa\,c y=4f-0_f=1rf g,;j
da K=K wegen I'eC}. Dies zeigt die Identitit
(7.2.32) K = %I—H_ = H.,—::;[ = %(IL—H_).

{bungsaufgabe 7.2.24 Fiir jede endliche Summe (28) zeige man
(7233 UKflge = 4Hfhg.

Da die endlichen, trigonometrischen Poléy'nome f aus (27b) dicht in
L?(I') liegen, kann man fiir jedes fel®(I') eine Folge endlicher

Fourier-Summen finden, so daB f, > f in LZ(I'). Die Folge g, =Kf, ist :
wegen kg, ~ g M2 =8Kf,~-Kf Mz =41f,-f,;2 Cauchy-konvergent; somit

existiert g:=lim g, = lim Kf,, in L?(I'). Man priift nach, daB die Definition

K f:= g unabhingig von der Wahl der Folge {f, ) ist. Hierdurch ist der -
Definitionsbereich von K erweitert worden. K bildet jedes feLZ(l)} in
Kfel?(I') ab. Die Figenschaften von K sind zusammengefaBt in

Satz 7.2.25 Der Operator K gehort zu L(LZ(T),L?(r)) mit der Norm
(7.2.33)  NKMpz. g2 = 4.
Die Aussagen (30, (31) und (33) gelten fiir alle fe L%(T).

Man beachte, daB Kf als [?-Funktion weder einen eindeuf.lgen Wert
(K f)(z) fiir ein spezielles zeI' zuldBt, noch -Q—I—J'rgﬂ;— dg fiir ein zel’
als Cauchy-Hauptwert zu existieren braucht.

Die k-fache Ableitung einer endlichen Fourier-Reihe (27) lautet
K
(7.2.34) F(k)(o)=7!=2-; T, vka,efve (ceR)

und hat die Norm ﬂF“"ELz—[ Z vZKia |2] 72 Die in Definition 4.5.23
definierte HX-Norm ist fiir periodische Funktionen &dquivalent zu

(7.2.34b)  NFlyk :=Flgke, o = [ T (14vH)Kla, 1P 1172
’ v

Fir f mit F(o)=f(T(c})) (vgl. (26)) setzen wir Efligk=0Flgk.
Die Definition {(34b) 14Bt sich auch fiir negative keZ verwenden:

tibungsaufgabe 7.2.26 (a) Fiir k=0 stimmt (34b) mit ¥F¥,> iiberein.
(b) Die Dualnorm von -4k ist 1- 8-« (d.h. k in (34b) durch -k ersetzt).

Ferner kann man per definitionem den Sobolev-Raum H*(0.2r) fiir
alle reellen keR als Banach-Raum aller f mit endlicher {figk-Norm
erkliren. Die Darstellung (31) beweist den

Satz 7.2.27 Fiir alle x¢R gilt KeL(H*(I'), H*(T')) mit §KByx_ grx=3.
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7.3 Die singuliire Integralgleichung
7.3.1 Der Fall konstanter Koeffizienten

Kf sei das Cauchy-Integral ﬂ§‘£‘§z‘d§ iiber I' {im folgenden stets
geschlossen) und Kf die stetige Fortsetzung (vgl. Satz 2.3). Die Aufgabe

(7.3.1) (x+2B8K)f =g auf T (2,8¢C)

ist eine Kurzschreibweise fiir die singuldre Integralgleichung
{7.3.19 af(z)+ _’%_§_££__Czl df = g(z) fiir zel', z kein Eckpunkt.
r

Satz 7.3.1 Sei I'eC} <rw. Die Integralgleichung (1) ist genau dann
losbar fiir alle geC;‘(F) wenn

(7.3.2) a’+ g2,
Im Falle von (2) ist die eindeutige Lésung feC*(I') explizit angebbar:
(7.3.3) f= ;;{?(Q—Zﬁf)g.

Beweis. () Wir setzen T:=a+28K. Fiir f=1 erhidlt man Tf=«+8. Fiir
f(T)=1/(3-Tp) mit Ly aus dem Innengebiet von I' ergibt sich Tf=(a-g)f
{vgl. Ubung 2.23). Dies zeigt, daB T fiir a+8=0 oder «-B=0 nicht injektiv
ist. Mit den gleichen Funktionen erhilt man aus (2.20) die Gleichung

S FR(Te)RIdT = (a78) [Lp (X)L,

die beweist, daB T fiir a+8=0 oder x-B=0 auch nicht sunektw ist.

(i) Bedingung (2) sei erfiillt. Die Poincaré-Bertrand-Formel K?=41
{vgl. (2.22)) zeigt (a-28K) (2 +2BK)=(a+28K){(a-28K)=(a®~B8?)I.
Also ist T = a+ 28K bijektiv, und f aus (3) ist die eindeutige Lésung. m

7.3.2 Der Fall variabler Koeffizienten

Im variablen Falle fautet die Gleichung wie in (1), jedoch sind « und 8
Holder-stetige Funktionen auf I': «.8e¢ CMT):

(7.3.4) alz)f(z) +28(z)(Kfi{z)=g(z) fiirallezel.
Die naheliegende Verallgemeinerung der Bedingung (2) lautet
(7.3.5) al(z)?+B(z)?

Unter der Voraussetzung (5) beschreibt #(5=8L) et eine geschlossene
Kurve, die beschriankt bleibt und nicht durth gen Ursprung verliuft.
Damit definiert sie eine Windungszahl xe¢Z. Wenn {: [0,L]1>C die
Partametrisierung ist, kann diese Zahl durch die Arg-Funktion aus
§7.1.4 definiert werden:

1 (C)-B(R) | L-0
(7.3.6) X = 7y Arg :(c)»«B(C) 040"

fiir alle zel".
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x heiBt der [ndex der Integralgleichung (4). Wie zum Beispiel bej
Muschelischwili [1,847] nachgelesen werden kann, 4Bt sich das
Lésungsverhalten der Gleichung (4) explizit angeben. Insbesondere gilt
die folgende Alternative:

(7.3.72) dim Kern{a+28K)=x. Bild(a+28K)=CMTI)  fiir x>0,
{(7.3.7b) Kern{a+28K) ={0},dim CMI)/Bild (x+28K)} = -x fiir x<0,
Aussage (7a) besagt, daB die Gleichung (4) fiir alle rechte Seiten geC(T)
lésbar ist und die Losungen einen x-dimensionalen affinen Raum bilden.
Dagegen garantiert die Aussage (7b} Eindeutigkeit. Der zweite Teil in (7b)
bedeutet. daB die rechte Seite x Nebenbedingungen der Art [p,gdl=0
(1<j<x) erfiilllen muB, damit eine Losung existiert. (7a,b) imp{izieren
(7.3.7¢) a+ 28K ist bijektiv auf CA(T) filr x=0,
(737d) ind(a+26§)== o _

dim Kern {(a+ 28K) -dim C*(IF)\Bild (2 +28K) =
Die linke Seite in (7d) heiBt der Index des Operators a+ 2 8K.

" Ubungsaufgabe 7.3.2 Fir konstante Koeffizienten o.8e¢C ist x=0.

7.3.3 Allgemeine singuliire Integralgleichungen

Anstelle des Cauchy-Kernes lassen wir jetzt k(L,z)/({-z) zu:

(7.3.8) a(z)f(z)+—f¢£§_+’fu;)dc g(z) fiir fast alle zeT.

Der Zusatz «fast iiberall» gestattet, die Eckpunkte von I' auszunehmen.
Beziiglich der Glattheit von k sei Holder-Stetigkeit vorausgesetzt:

(7.3.9) ke CMIxI) fiir ein Ae(0.,1).

Indem man k in die Summe
(7.3.10) k=ko+ky, kolQ,z):=k(z.2), k(L 2z):=k((,2)-k(z.2),

aufspaltet, kann man den Integraloperator in (8) als

B2 £(0)dT= (KpeK S  mit
Ko-"BK B(z)i=k(z,2), (K,f)(z)= —rfﬁg—_‘;;ﬂ £(Z)dT.

Da |k, (T,2z)/15-z1|<CIT-zI*! wegen (9}, ist K, in cMr) kompakt.
Nach Weglassen von K, erhdlt man den Hauptteil T:=al+28K der
linken Seite von {8). Die allgemeine Gleichung (8) stellt somit eine
kompakte Stérung der in §7.3.2 diskutierten Gleichung (4) dar. Ist
insbesondere x=0 (dh T biyektlv) lautet (8) (T+K,Jf=g und ist
squivalent zu (I+K,) f=g :=T"!g, wobel K; := T 'K, wieder kompakt ist
(vgl. Satz 1.3.23a). Auf I+K, ist die Riesz-Schauder-Theorie (Satz 1.3.28)
anwendbar.

Zum weiteren Studium der singuldren Integralgleichungen sei zum
Beispiel auf PréBdorf - Silbermann [2] verwiesen.
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7.3.4 Approximation des Cauchy-Integrals auf dem Einheitskreis

Die Analyse des Cauchy-Integrals auf dem Einheitskreis in §7.2.5 legt
die Approximation der Funktionen durch trigonometrische Polynome
nahe. Zur L&sung von

(7.3.11) (x+2B8K)f =g
sei g durch die Partialsumme

B 1 n=1 v
(7.3.12) 9n(C) = 7= L B,
angendhert (vgl. (2.27b). (2.29)}). Der Approximationsfehler betrigt
(7.3.13) Kg-g, bz <n M hghyker) fiir ge HK(TI), k>0,

wie man sofort aus (2.34b) ableitet. Die Eigenwerte von T:=a+ 28K
sind a* B, woraus man wie in (2.33') auf

(7.3.14a) fa+ 28Kz g2 <A:=max{la+8l, la-B1},
(7.3.14b)  M(a+28K) 82 ;2 $B:=max{1/la+Bl, 1/1a-Bl}
schlieBt. Die Niherungsgleichung

(7.3.15) (a+2B8K)f, =g,

liefert als Lésung die Partialsumme der exakten Losung f:

1
{(7.3.16) j‘n{c)-.-v,%;u?navgv mitav=7é=7-r_-<f.CV>=—“L5'f¢ .

{2+ 8% konstant)

mit B, = k= Cg,T">

wobei die Vorzeichen «t» fiir {23} einzusetzen sind (vgl. (2.25)).

Aus (13) und (14b) gewinnen wir die Fehlerabschitzung
(7.3.17) Wf=falpzepy SBR  Mghyker) fiir ge HX(T'), k> 0.

{Ibungsaufgabe 7.3.3 Fiir ein beliebiges gelL?(I') zeige man g,~>g in
L2(T'). Fiir die Losung f,, von (15) gilt f,,~f.

Wihrend die Berechnung von o,=8,/(xt8) in (16} leicht durch-
fiihrbar ist, kann man die Fourier-Koeffizienten 8, aus (12) i.a. nicht
exakt bestimmen. Eine Niherung ist die Trapezsummenquadratur

ool T n=t fun/ny ,~ivun/n
(7.3.18) B”.‘ﬁ;"yg— gle )e ,
die fiir Zweierpotenzen n=2¢ mit der schnellen Fourier-Transformation
(FFT, vgl. Stoer [1,§2.2.21) sehr effizient ausgewertet werden kann.

Bemerkung 7.3.4 (a) 5, ist das exakte Integral tiber das in den Stiitz-
stellen {e!#7™/™. _ng p<n} interpolierende trlgonometrische Polynom §,,.
(b) Fiir ge H*(I'). x>4%, hat man Konvergenz §,~ g in L2(T'); genauer gilt

(7.3.19) Hg- g0 Hn\c n%S %N gl fiir geH(I), x>4.
Fiir die Galerkin-Approximation wihlen wir die orthogonale Projek-

tion II,, auf den Unterraum X,,:=span{{¥: -n<p<n}. In Gleichung (15)
kann K durch K,:=II,K ersetzt werden. K, ist charakterisiert durch
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(K LPNz) =+4z¥ fiir (52,58, K,(Y=0 sonst.
Die Galerkin-Methode (15') fiir Gleichung (11) ist identisch mit (15):
(7.315)  (a+ 28K, ) fn= H.q.

Bemerkung 7.3.5 Seia*0. Das Verfahren {K,,} ist in L2(I')

- konvergent, da f,>f inL?(I'},

- konsistent, da (K,,- K}g =0 fiir alle pel(I},

. stabil. da B(x+28K, ) "1 <max{B.1/lal} fiir alle n
mit B aus (14b). Auch fiir =0 besitzt 28K,, alle genannten Eigen-
schaften auf dem Teilraum X,c L%(T').

Man beachte, daB die bisherigen Kriterien auf K nicht anwendbar
sind, da K nicht kompakt und {(K,} nicht kollektiv kompakt sind.

Wird die orthogonale Projektion IT,x durch die Projektion ffn der trigo-
nometrischen Interpolation ersetzt, ergibt sich §,, aus Bemerkung 4 als
II,.g. K,:= K1, beschreibt ein Kollokationsverfahren. Die Losung f,, von
(a+28K,) 7n=ﬁ"g konvergiert fiir ge H*(I'), x>4, gegen f (vgl. Bemer-
kung 4b). Trotzdem ist {Kn) in L2(I') weder konvergent, noch konsistent.

7.3.5 Approximation des Cauchy-Integrals auf einer beliebigen Kurve I'
Sei I' eine beliebige geschlossene Kurve aus C3 mit einer Parametri-
sierung F={{(c): 0<0<2r}. Das Cauchy-Integral Kf ausgewertet in
z={(s)el lautet
1 gem_ f(t(a)) _».
(7.3.20) (Krf)(s)=‘g;{¢o T(I;T);:—C—(-‘)‘C {(c)do

S

fiir f:=foC.

Wir zerlegen Krf in
i

7320 KeP)s) =ty [ ey Py - 1 (Sl dos
k(c,s)
+—g,’?;—§:"?if_l—:E f(Tle)do
= (K, f)s) + (Kof)(s) mit fi=fol.

{lbungsaufgabe 7.3.6 Man zeige: (a) Die in (21} definierte Kernfunktion
k ist stetig mit k(s,s)=4[{"(s)/5'(s)-i]. (b) Das zweite Integral in (21)
ist die Parametrisierung des Cauchy-Integrals Knfq tiber dem Einheits-
kreis Q mit der Funktion fo(Z)=f(z)} fiir zel, 2=eS=expli{~!(z)).

Da K, einen glatten Kern besitzt, ist K,;eK(X,XJ} kompakt in
X=L2(0,2 7). Wihlt man als Diskretisierung von K; das Galerkin-Ver-
fahren zum gleichen Unterraum X,, der trigonometrischen Polynome wie
in §7.3.4, so ergibt sich die semidiskrete, kollektiv kompakte Niherung
{K; ,} (vgl. Bemerkung 4.7.9c). Zusammen mit der Galerkin-Appro-
ximation {K; ,,} gemdB Bemerkung 5 kdnnen wir die Integralgleichung

{7.3.22) (a+2BKp)f =g in L%(0,27)
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fiir a+ 0 durch
(7.3.23) (a*ZEKO,n*'ZﬁK!,n)fn = gz Hng

diskretisieren, wobei I, die orthogonale Projektion auf X,, ist. Da
{28Kp,,} nach Bemerkung 5 konvergent und konsistent und (28K, ]
kollektiv kompakt sind, 148t sich aus Satz 4.8.28 auf die Stabilitét,
Konvergenz und Konsistenz von {28K, ,+2BK, ) beziiglich X=1%(0,2x)
schlieBen. Diese Eigenschaften gelten fiir =0 noch beziiglich X,.

Das oben beschriebene Vorgehen 1dBt als Diskretisierungsmethode
fir K; nur das auch auf den Hauptteil K, angewandte Verfahren zu.
Diese Einschrinkung ist nicht notwendig, wie im folgenden beschrieben
werden soll. Sei II;,, zum Beispiel die Projektion, die durch eine
Interpolation (etwa die stiickweise lineare) in den Stiitzstellen
{x,=mu/n: -n<p<n} definiert ist. Der semidiskrete Kollokationsopera-
tor ist IT; ,,K,. Der in Bemerkung 4.3.10a erwihnte Operator IT; K, 11, ,,
ist ebenfalls kollektiv kompakt. Diese Eigenschaft trifft auch auf

(7.3.24) K, = LK, ,

mit der trigonometrischen Interpolation ﬁn in den Stiitzstellen {x,} zu.

Als Diskretisierung der Gleichung (22) erhalten wir eine Gleichung
der Form (23), wobei dem semidiskreten Operator K, ,, jetzt eine andere
Diskretisierungsmethode als die in Kj ,, verwandte zugrunde liegt.

Kriterien zur Stabilitit der Integralgleichung (11) bzw. (22) mit
variablen Koeffizienten «, 8 und weitere Details zu diesem Problem-
bereich findet man z.B. in der Arbeit von Lamp-Schleicher-Wendland 11
Beziiglich von Kollokations- und Galerkin-Verfahren sei auf PréBdorf-
Schmidt [1] und ProBdorf-Rathsfeld [11 verwiesen.

7.3.6 Mehrgitterverfahren fiir Gleichungen spezieller Art
Eine Gleichung der Form

(7.3.25) (M +A+B)f =g

kann in ihrer diskreten Version

(7.3.26) (A +A +B I, =9,

durch das Mehrgitterverfahren aus §5 gelost werden, wenn A# 0 ist und
die diskrete Version K,,:= A,+B,, von K= A+B die diskrete Regularitdts-
bedingung (5.2.11c) erfiillt. Dies bedeutet in der Praxis, daB K=A+B
kompakt sein muB. Im Falle von §7.3.5 ist nur einer der Summanden in
A+B kompakt; auBerdem kann A=0 auftreten. Hier hilft die folgende
Umformung des Problems.

Sei AI+A bijektiv. Indem man von (25) zur #dquivalenten Gleichung
(7.3.27) (I+C)f =§ mit C:={(A[+A)"!B, g:=(Al+A)7 g,

itbergeht, gelangt man wieder zu einer «Gleichung zweiter Art». Sind
BeK{X,X) kompakt und (A[+A)~'eL(X,X) beschrinkt, ist C kompakt.
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Zur praktischen Durchfiihrung iibertragt man die Umformungen auf
die diskrete Gleichung (26): Wenn die Matrix Al +A,, stabil ist, 13Bt sie
sich fiir n> ny invertieren und fiithrt auf

(7.3.28) (I+C ) .= §,, mit C:=(A+A)7'B,,. §.:=(xI+A,)"g,.
Zum Nachweis der diskreten Regularititsbedingung (5.2.11¢)
lCnI)'n-a-xn < CK

bendtigt man diejenige von B,, und die Y,,-Stabilitit #(AI+A,) "y, <y, <
<const. Im vorliegenden Falle konnen diese Riume dxskrete Analoga
von X=LZ(0.2x) und Y=HX(0.2r) sein (vgl. Satz 2.27).

Eine Alternative zu (28} ist die rechtsseitige Transformation: Man
fithrt @, := (A[+A,)f,, als neue Variable ein. Gleichung (26) wird dann zu

(7.3.29) (1+C, ) o, = g, mit C,,:= B, (A[+A,)”".
Nach Lsung von Gleichung (29) erhilt man f,, als (A[+A,,)"p,,.

Wenn das Mehrgitterverfahren fiir Gleichung (28) oder (29) prakti-
kabel sein soll. muB die Multiplikation f,,+> C,f,, einfach durchfiihrbar
sein. da diese Operation sowohl fiir die Picard-Iteration (5.5.3¢) als auch
fiir die Defektberechnung (5.5.3d) benétigt wird. Nach Definition der hier
auftretenden C, bedeutet dies, daB f,,+= (AI1+A,,)"!f,, leicht berechen-
bar, also das Gleichungssystem (A[+A,}a=b einfach auflésbar ist.

Im Falle des Problems aus §7.3.3 seien die Werte f, (x,) in den
Stiitzstellen x,:=mu/n zum Vektor f,, zusammengefaBt. B K, sei wie
im zweiten Teil von §7.3.5 durch ein Kollokationsverfahren z.B. mit
stiickweise linearer Interpolation in den Stiitzstellen x, diskretisiert
und ergebe die Matrix B, mit 8;,=( K, }(x;) (&) Lagrange Basis}. Da
der semidiskrete Operator Kg,,, auf der orthogonalen Projektion beruht.
hat die Matrix A, die Gestalt F'D,F,, wobei F, die n-dimensionale
Fourier- Transformatmn ist: Der Stutzwertevektor {y,: ~nspsn-1} wird
durch F, in den Koeffizientenvektor {c,: ~n<p<n- 1) umgewandelt,

d.h. VC VX7 ist das mterpoherende trigonometrische Polynom.

Fiir Zweierpotenzen n=2? werden F,, wie auch F,;! durch die schnelle
Fourier- Transformatxon realisiert. Dle Matrix D, ist die Diagonalmatrix
mit den Eintrigen =4 (vgl. (2.25)). Damit ist das Mehrgitterverfahren
(5.5.3) mit Ky:=C,:= (AI+A )“Bn= F71(AI+D,)"'F,B,, (wobei n=n;) und
1 fiir X leicht durchfiihrbar. Die Konvergenzgeschwindigkeit hiangt bei
hinreichender Glattheit der K ,-Kernfunktion nur von der Ordnung des
Kollokationsverfahrens in K, , ab. Fiir stiickweise lineare Interpolation
ergibt sich wie in Tabelle 5. 4.2 die Konvergenzgeschwindigkeit O(hjf).

Die Umformung (28) in eine «Gleichung der zweiten Art» ist in
Hackbusch [1,8§161 fiir verschiedene Beispiele aus dem Bereich der par-
tiellen Differentialgleichungen, aber auch fiir eine Integrodifferential-
gleichung und eine Integralgleichungen erster Art vorgefiihrt. Zur
letztgenannten Anwendung sei insbesondere auf §9.3.2 verwiesen.
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7.4 Anwendung auf das Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung

Die hier abgeleiteten Integralgleichungen fiir die Laplace-Gleichung
werden wir in 88 unabhingig von dem Cauchy-Kern und fiir allgemeine
Dimensionen diskutieren.

7.4.1 Die Aufgabenstellung im Innenraum

Sei (1=0_c R das Innengebiet zu I'e C_A,stw. Gesucht wird eine reell-
wertige Lésung u(x,,x.) e C-(Q_)nC(Q_), die der Laplace-Gleichung

(7.4.1a) Au=0 in {1},

und zugleich der Dirichlet-Randbedingung {¢: reellwertig)

(7.4.1b) us=g auf I

geniigt. Dabei ist x=(x,,x,} der Vektor der Ortsvariablen und
(7.4.1¢) A= —5%77 30_»— der Laplace-Operator.

7.4.2 Das Doppelschichtpotential

Die Laplace-Gleichung (1a) steht in engem Zusammenhang mit der
holomorphen Funktion ¢ des Kapitels 7.2.3. wenn man die komplexe
Variable z iiber z=x,+ix, mit x identifiziert.

Bemerkung 7.4.1 (a) Die Real- und Imaginédrteile einer holomorphen
Funktion geniigen (im Holomorphiegebiet) der Laplace-Gleichung (1a).
(b} Umgekehrt existiert zu einer (reellen) Lésung u der Laplace-
Gleichung (auch harmonische Funktion genannt) eine bis auf eine
Konstante eindeutig bestimmte. weitere harmonische Funktion v,
so daB @(z):=ul(x)+iv(x) fiir z=x;+ix, holomorph ist.

Wir machen den Ansatz (2) zur Lésung der Aufgabe (la-c):
{7.4.2) ul(x)=-Re®(z) mit z=x+ix,, ®(z)= 7o 51;{‘:‘321&,

wobei [ reellwertig ist. ¢ ist die in §7.2.3 diskutierte holomorphe
Funktion. Nachdem Bemerkung 1 die Bedingung (la) garantiert, bleibt
noch (1b): u= ¢ zu erfiilien. Unter der Annahme, daB ¢ eine stetige Fort-
setzung @_ auf O_ besitzt. ist die Randbedingung (1b) identisch mit

(7.4.3) Red_(z} = ~p(x)

Den Real- und fiir spitere Verwendung auch den Imagindrteil von ¢
stellen wir im folgenden Lemma als reelle Kurvenintegrale dar.
Man beachte die unterschiedlichen Definitionen (1.10b) und (1.12).
Der Leser mige sich auch die Tangenten- und Normalenrichtungen
t(x) und n{x) aus (1.11a,b) in Erinnerung rufen.

fir z=x;+ixoel.

Lemma 7.4.2 t{y) und n(y) seien die Tangenten- und Normalen-
richtungen der Kurve I'eCd sew im Punkt yeIl feC(T) sei reellwertig.
Die Funktion <D(z)=—57‘r—;—ffr—£(—_§}d§ aus (2.10) hat fiir z=x,+ix, die

4
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Real- und Imaginirteile

(7443 Red(z) = = SBOLYXD r(yy4r

ly-x!
7440 Imb(z) = - ok § SEXLYXD royyar,

wobei I-1:=1-4, die Euklidische Norm (4c) abkiirzt:
{7.4.4¢) Ixl =+ x%+ x5 .

Beweis. Sei {(-): [0.L1=T eine zuldssige Parametrisierung der Kurve [
(gemdB (1.13a) muB 1’| stetig sein):

®(2) =iy L5522 (o) do.

Der Integrand 443522 () kann als f(L(c)15(0)-21"F (o) (TM5T=2)

geschrieben werden. Wir stellen { und z wie folgt dar:
Slol=ylel+iyqlo). z=xy+ixs. ylo)=(y{o),yalo)). x=(x,,x,).

Aus f(T(c)Iglc)-21% wird f(y(c))/1y(c)-x1%. Der komplexe Faktor
L'(c}(C{c)-2z) lautet umgeschrieben:

Dly;=x)yy #(ya=xz2dys ) + i Uly;=xy)ya~{ys-x2)y;d =
= {({t{yly-x>+i<n(yly-x>1lyl.

Damit nimmt ¢ die Gestalt

L
s 0(2) = LN, i cety)y-x> +<niy)y=-x>) 1y (o)1 do

& fly) g
=7 $. 7y i {~i<tl{y)y-x>+<{nly)y-x>}dl}

an, woraus man die Real- und Imaginirteile (4a,b) ablesen kann. o]

Die Voraussetzung 'eC{ stw sichert. daB t(y) und n(y) fast iiberall
auf I' wohldefiniert sind. Nur in den méglicherweise vorhandenen Ecken
sind t(y) und n(y) nicht definiert bzw. existieren als {unterschiedliche)}
einseitige Ableitungen.

Die Integrale in (4a,b) sind fiir xe R?\TI" offenbar ohne Singularitit.
Der Fall x eI’ ist Gegenstand der

Bemerkung 7.4.3 (a) Die Integrale (4a,b) existieren fiir feCA(I'), 3>0,
stets als Cauchy-Hauptwerte. (b) Ist I' in xeI lokal Holder-stetig
differenzierbar (zum Exponenten u>0), so existiert das Integral
(4a) in x eI fiir alle feL™=(I') als uneigentliches Integral. Genauer gilt:

(7.4 .4e) <{nly),y-x> = O(ly-x|1*#),
(c) Im Falle von T'eCo™ mit p>0 und fel™(T') existieren die
Integrale (4a) als uneigentliche gleichmaBig fiir alle xeR? (vgl. §6.1.3).

(d) Fiir nichtgeschlossene Kurven I'eCliw gelten die Aussagen (b,c)
ebenfalls, wihrend Aussage (a) auf feC3y-(I') beschrinkt werden mus.
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Beweis. () Nach der Definition des Cauchy-Hauptwertes ist
Re €...=¢Re.... Da @ fiir feCMT) als Cauchy—Haupt\ﬁ'ert existiert
(vglt Satz 1.3}, gilt dies auch fiir die Real~ und Imagindrteile (4a,b).

(i) Sei y (¢ ) eine glatte Parametrisierung und x=y{og). Nach Voraus-
setzung von Teil (b) gehort y(o) in einer Umgebung U von g zu C*#(U).
Da I' in x keine Ecke (mit dem Winkel 0 oder 2r) besitzt. gilt die Ab-~
schitzung [y (o)-xi=1y(c)~ylogH 2t6-06i/Cy. Entwicklung um o4 liefert

y(0) =y (65)+(c-0g)y (60} + O(lo-0gl1*#) = x4 ctlog)+ O(1o=apl'*#)

mit ceR. da (c-cy)y (og) bis auf einen Faktor ¢ mit der Tangenten-
richtung t iibereinstimmt. Weil diese senkrecht zum Normalenvektor
n(y(cy)) steht, gilt <n(y),y-x>=0(lc-gyl**} fiir y=y(c) und cell.
Zusammen mit der vorherigen Abschitzung erhilt man (4e) in der Form
(nly),y-x> /1y-x1?=0(lo-c4l#~!). Dies beweist den Teil (b).

(jii) Wenn x nicht auf I' liegt, ist der Integrand ohne Singularitat;
wenn xeleCA*™, laBt sich Teil (b) anwenden und beweist Teil (c}.

{iv) Wenn uneigentliche Integrale vorliegen, ist es belanglos, ob I' ge-
schlossen ist oder nicht. Wenn feC3-(I'), 18t sich I' ohne Anderung des
Integrals zu einer geschlossenen Kurve mit f=0 fiir x €I fortsetzen. @

Um die Randbedingung (1b) in der Form (3): -Re $_=¢ zu erfiillen,
sei an die Sprungeigenschaften (2.12b.c) auf I' erinnert: &,- ¢_=-f
(f reeliwertig), ${®,+®_1=Kf, die zu

o= Kf+4f aufl (vgl. (2.12d)
fiihren. In Verbindung mit ~Re $_ = ¢ erhalten wir
2ReKf+f =-2¢ auf I,

& =Kf war als stetige Fortsetzung des Cauchy-Integrals ®=Kf auf I
definiert. Fiir alle Kurvenpunkte, die keine Ecken sind. galt #=Kf=Kf.
Setzt man den in (4a) bestimmten Realteil ein, erhidlt man die
Integralgleichung

745 f(x) = -20(x) -4 § SBRLIX2 p(y)ary

fiir xeI', x kein Eckpunkt.

In §7.4.4 und 8§§8.2.6-7 werden wir die Losbarkeit der Integral-
gleichung (5) diskutieren. Unter der Voraussetzung, da (5) eine Losung
feCMI) besitzt, wird Satz 8 zeigen, daB

.46 ulx) = - [ SBRLIX2 piy)ar, (xeRZ\T)

{vgl. (4a)) die gesuchte Losung der Aufgabe (1a,b) darstellt.

Die in (6) definierte Funktion nennt man das Dipolpotential (oder das
Potential der Doppelschicht), das von der (Dipol-)Belegung f erzeugt

wird. Dementsprechend ist
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<n -
(T4Ta)  k(x.y) = - 4 SBQIYZXD (x.yer)
der Dipolkern und der durch

TAT6) (K f)(x) = - f § SBEXD g0y yapy (xel)
definierte Operator der Dipoloperator.

Eine andere Schreibweise fiir k{x,y} ist

(7470 k(xy) = - 4 CoslRl)y-x) (x.yel),

wobei cos(a.b):=<a.b>/lallbl der Cosinus des von den Vektoren
a.beR?\ (0} gebildeten Winkels ist. In Bemerkung 3b (vgl. (4e}) wurde
unter der Annahme I'eC{'* cos(n(y),y-x)=O(Ix-yl*) und damit
k(x.y)=O(ix-y# 1) bewiesen. Falls I'eC3, ist k(x.,y) sogar bei y=x
stetig. Der Beweis von Lemma 7 findet sich z.B. bei Walter [1,S.1071.

Lemma 7.4.4 Unter der Annahme I'eC§ ist der Dipolkern k(x.y) stetig
ke C(I'xI}. Fiir y~x 14Bt sich k{x,y) stetig durch den Wert (7d) erginzen:

(7.4.7d) ,h_t,l}‘ k(x.y)=-x(x)/{2x). x(x): Kriimmung (1.11c).

Wenn man die fiir x+y definierte Funktion loglx~y| nach y ableitet.
erhilt man den Gradienten )
(7.4.82) 7, loglx-yl = 5= .
Die Richtungsableitung von ¢:R?->R beziiglich der Richtung
weR? lwi=1, ist als {w,Vp> definiert. Setzt man speziell w=n(y),
erhilt man die Normalableitung
7.4.80) 220 _cniy) vory)>.

n 1=
Fiir  ¢(yl=logly-xI  ergibt sich demgemaB eine dritte
Charakterisierung des Dipolkernes:

(74800 k(x.y)=- 4z logly-xI.

DefinitionsgemdB ist K,;=-2Re K. Die stetige Ergdnzung in den
Eckpunkten fiihrt zu

K;=-2Re K oder (K f){x(ch=(K,fHx(c*0))

{vgl. (1.18b)). Damit kann der Zusatz «x kein Eckpunkt» in (3) entfallen.
Die Integralgleichung (5} nimmt die Form (9) an:

(7.4.9) f=—2<p+l?,f auf I'.

Lemma 7.4.5 Fiir f=1 gilt K,f=-f.dh. K;1=-1.
Beweis. Die Behauptung ist Folge von K1=1/2 (vgl. (1.17c/18d)). m
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Lemma 5 ermoglicht eine weitere Darstellung der Integralgleichung,
indem man fiir jedes feste xeI” auf der linken Seite von (5} f(x) und auf
der rechten Seite K;c=~c¢ mit ¢(y):=-f(x) (d.h. konstant beziiglich
der Integration iiber y) addiert und anschlieBend durch 2 dividiert:

74100 [0 ==c(x) - & [ SBOQLIX2 (f(y) - f(x)1dE,  auf T,

Diese Darstellung hat zwei Vorteile:

Bemerkung 7.4.6 (a) Fiir Funktionen feC>*(I'} ist der Integrand
k{x,y)Uf(y)-f(x)1 in der Darstellung (10) uneigentlich integrierbar.
(b} Die Darstellung gilt fiir alle xeI', auch fiir die Eckpunkte.

7.4.3 Eindeutigkeits- und Darstellungssatz

{lbungsaufgabe 7.4.7 ¢ sei auf (cC holomorph. Man zeige:
u=Re®d ist genau dann konstant, wenn auch v=Imd konstant ist.
Hinweis. Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen: u,=v,, uy,=-v,.

Satz 7.4.8 (Eindeutigkeit) Sei [TeC} ..., und O<i<l.
(a) Die Integralgleichung (9) besitzt hichstens eine Lisung fe C*I).
(b) Wenn sie eine (reelle) Losung fe C*(I') besitzt, stellt das daraus
abgeleitete Dipolpotential (6) die eindeutige L&sung u des Randwert-
problems (la.b) im Innengebiet  dar. Fiir u gilt globale Hélder-
Stetigkeit: ueC*( ().

Beweis. (i) Zundchst sei Teil (b} behandelt. Hierzu braucht lediglich die
Argumentation des Abschnittes 7.4.2 wiederholt zu werden. f definiert

das Potential ¢ (z)= zi7 $452d0. Da fe CA(T). existiert die stetige

Fortsetzung &_eCAM{Q) (vgl. Satz 2.8)). Indem wir u:=-Re ¢_eCH D)
setzen, erhalten wir eine reellwertige Funktion, die Au=0 in Q
erfiillt (vgl. Bemerkung la). Aus &_=Kf+if auf I' (vgl. (2.12d)
folgt u=-Red_=-Re(Kf+if)=%(K,f-f)=¢p (vgl. (9. dh. die
Randbedingung (1b) auf I ist erfiillt. DaB die Randwertaufgabe (la.b)
hochstens eine Lésung besitzt, ist aus der Theorie der elliptische
Differentiaigleichungen bekannt (vgl. Hackbusch [2. Satz 2.3.81).

(ii) Sind f, und f, zwei zu C*(I') gehdrige Losungen von (9), so erfiillt
fi=f,- foeCMTI} die homogene Integralgleichung

(7.4.11) f-Kif=o0.

Auf I gilt 2Kf=-K,f+ig=-f+ig mit g:=2Im(Kf}. Sei & wie
in (i) definiert; ®: seien die stetigen Fortsetzungen auf das
Innen- und AuBengebiet (Q:. Formel (2.12d) aus Satz 2.8 besagt
P_=Kf+if=L(-f+ig)+if=~Lig auf I'. Dies zeigt u:=-Red_=0 und
vi=Im tD::-i-g-. Der Realteil u=0 einer holomorphen Funktion 148t als
Imagindrteil nur v=c zu {c: Konstante, vgl. Ubung 7). Also muB g=2¢
gelten. Formel (2.12d) beweist &, =Kf-Lf=L(-frig)-4f=tig-f=ic-f
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auf I'. so daB v:=Im¢®, die Laplace-Gleichung Av=0 in Q, und die
Randbedingung v=c erfiilit. Nach Lemma 2.7 ist v beschrinkt. Wie in
der nachfolgenden libung 9 niher erliutert, ist v=c die einzige Losung
dieser Randwertaufgabe. Aus Imd,=v=c in Q, schiieBt man liber
tibungsaufgabe 7 wieder auf Re &,=const. Damit sind auch die
Randwerte Re ¢,=Re (ic-f)=f auf I' konstant. Fiir konstantes f
ergibt Lemma S5 K,f=-f. Mit (11) beweist man f=0 und hat die
Eindeutigkeit f,;=f, nachgewlesen. =

Ubungsaufgabe 7.4.9 (a) QcR? sei ein Gebiet, das von 0 einen
positiven Abstand hat und eine Umgebung von « darstellt.
Dann ist Q' :={x'eR%: x'=x/Ix?>, xe() ein beschrinktes Gebiet.
(b} u sei auf Q definiert. Die auf () definierte Funktion U{x"}:=
Ix 12~ du({x'/1x'12) heiBt die Kelvin-T; ierte von u. Man zeige:
AU(x)=1x'1"2"9Au(x'/1x"12). Das heiBt insbesondere, daB L&sungen
der Laplace-Gleichungen wieder in solche iibergehen (vgl. Walter [11),
(c) Man formuliere die Kelvin-Transformation in € statt RZ.
(d) I'eC} 4. definiere ein Innengebiet mit OeQ._ und das AuBengebiet
€, . Man zeige: es gibt hichstens eine beschrinkte Lésung der Rand-
wertaufgabe Au=0 in O, und u=¢ auf-I. Hinweis. Man verwende (b}
und die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe in beschrinkten Gebieten.

Der Beweis zu Satz 8b zeigt allgemeiner die folgende Aussage.

Bemerkung 7.4.10 Sei I'eC{ s ¢v. Zu einer reellwertigen Funktion
feCMTI) seien ®: wie oben definiert. Wenn eine der Funktionen
Re ¢,, Im &,, Re ¢_, Im &_ konstante Randwerte auf I hat,
so sind alle Randwerte und f=-K,f konstant.

Beweis. Sei z.B. Re . konstant auf I Wie im Beweis zu Satz 8b
schlieBt man iiber Uibungsaufgabe 7, daB auch Im ®_ konstant ist. Aus
(2.12b): &, - & _=~f auf I' folgert man, daB Im ¢, und damit auch Re &,
konstant sind. Also ist f= $_- @, konstant. Lemma 5 zeigt f=-K,f. m

Die Umkehrung von Lemma 5 ist giiltig:

Folgerung 7.4.11 Der Kern von [+K, besteht nur aus den konstanten
Funktionen. D.h. f=const ist einzige Funktion feC*(T'} mit f=-K,f.

Beweis. (2.12d) zeigt Re &, = L{Re (2Kf-f) = -L(K,f+f) = 0.
Bemerkung 10 beweist f=const. m

Eine Existenzgarantie fiir eine Losung fe C*(I'} der Integralgleichung
(9) ist im allgemeinen Fall nicht mdglich, wie das Beispiel 12 zeigt.

Beispiel 7.4.12 () sei das «L-Gebiet» der Abbildung 1. wobei die ein-
springende Ecke der Koordinatenursprung sei. Die in Polarkoordinaten
(r,8) beschriebene Funktion

(7.4.12) ulr.9)=r27sin((28-m)/3)
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geniigt in Q der Laplace-Gleichung Au=0. Ihre Randwerte ¢ auf dem

Teil I in der Umgebung der einspringenden e 0=0
Ecke verschwinden identisch. Im iibrigen Teil r .1 -0
Iy sind sie glatt, so daB peCHMI) fiir alle o .=
O<i<1 gilt. Es sei Xe(2/3,1) gewdhlt. Hitte Q Iy

die lntegralﬁleichung 9) fiir peCMT) eine [ N T
Losung feCHT}, so folgte aus Satz 8b die

Holder-Stetigkeit ueCHM Q). Fiir u aus (12) gilt r

ueC*({1) jedoch nur fiir A<2/3. Abb, 7.4.1 L-Gebiet

7.4.4 Der Fall eines glatten Randes I
Im folgenden sind keine Ecken zugelassen. Generell sei angenommen:
(7.4.13) FeCi**  mit u>0.

Folglich stimmen die Versionen K; und K, des Dipoloperators iiberein.
Wihrend der singuldre Cauchy-Operator K nie kompakt sein konnte.
erhalten wir nun die Kompaktheit in X=C*(I'} fiir 0<A<y. Fiir A>1 ist
«feCMTI)» iiber eine Parametrisierung definiert: f(Z(-})eC*([0.L1).

Satz 7.4.13 Es gelte (13): TeC{** mit ue(0.2)\{1}. Dann hat der
Dipoloperator K, die folgenden Eigenschaften:
(7.414a)  K,eL(L=(T').CXMT})
(7.4.14b) K, eK(CMT),CMT))
d.h. K, ist im Banach-Raum X =C*(I'} kompakt.

fiir alle O0s A<y,
fiir alle O0< A<y,

Beweis. (i) Aus (14a) folgert man (14b) wegen der kompakten
Einbettungen CAT)cl®(T') (A>0) bzw. CH(I)cCMT) (i<p)
(vgl. Bemerkung 3.4.13).

{ii) Zum Nachweis von (14a) reicht es, A=p zu betrachten.
Wir beschrinken uns hier auf O<p<1. Der Fall 1<u<2 kann bei
Schippers [2] nachgelesen werden. Wir schreiben k(x,y) als

= ; =An(y,y-x,
k(x,y)——,‘;]-f_%%%%,— mit #(x.y)= <7;_;|,+z>.
Nach Bemerkung 3b,c gilt Wi ,sC. Sei yv: [0,L1—=T eine Para-
metrisierung von I' nach der Bogenldnge: y=v(¢). x=v(7). Ableiten
nach 7 in x=7(7) liefert

=SRO.L)D L SR (14w <t(x)y-x0

d -
—d—TP(x‘y)-

(t: Tangentenrichtung). Aus t(x}=€(y)+O(ly-xi#}, <n(y).t(y)>=0
und <n(y).y-x>=0O(ly-xI"*#) (vgl. (4e)} schlieBen wir

d _ 1 y
a7 P(x.y)—O(ly_xl) fiir x+y.

Damit ist die Bedingung (3.4.7f) (genauer: ihr Aquivalent fiir Kurven-
integralel erfiillt, und Satz 3.4.9 sichert die Behauptung (14a). on
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Mit der Kompaktheit (14b) sind wir in die Lage versetzt, die
Lésbarkeit der Integralgleichung (9} zu garantieren:

Satz 7.4.14 Es gelte (13): TeCi*™ mit pe(0,2)\(1).
Dann existiert die Inverse (I-K,}~ 'EL(C‘(F) CAM)) fur alle
O0<i<u, so daB die lntegralglelchung (9 fiir alle Randwerte
peC"(F) mit el 0,1 eine Losung f=-2(I1-K,) "peC*(I) besitzt.

Beweis. Die in Satz 8 bewiesene Eindeutigkeit (Injektivitdt) beweist
aufgrund der Kompaktheit (14b), daB i=1 ein regularer Wert ist,
d.h. I-K, ist bijektiv (vgl. Satz 3.2.1). o

Die Frage der Existenz einer L&sung von (9) im Falle von nicht
hinreichend glatten Rindern wird in §8.2.7 noch einmal aufgegriffen.

7.4.5 Das Doppelschichtpotential zur L8sung der AuSenraumaufgabe

Bisher wurde die Dirichlet-Randwertaufgabe im Innengebiet Q_cR?
geldst. Wir betrachtet jetzt die entsprechende Aufgabe im AuBengebiet
Q. = R2\0_. Gesucht wird eine Lésung u € C7(Q,)nC(Q,) der

Laplace-Gleichung

(7.4.153) Au=20 in Q.
die der Dirichlet-Randbedingung
(7.4.15b) u=o auf I’

geniigt. Da Q, unbeschrinkt ist, bendtigt man eine weitere Bedingung:
{7.4.15¢) ulew)=0. d.h. u{x)=0 fiir Ixi=>w

Die «Randbedingung im Unendlichen» ist in (15¢) o.B.d.A. als
u{ew)=0 gewihlt worden. wie aus der folgenden Aufgabe hervorgeht.

Ubungsaufgabe 7.4.15 Anstelle von u{w)=0 sei Bedingung (15¢) gestellt:
(7.4.15¢'}  u verhalte sich fiir Ix| >« asymptotisch wie ag+a x+aox,

mit reellen Koeffizienten ay, o, . Wie 1dBt sich die Aufgabe {15a,b,c’)
auf (15a-c} zuriickfiihren?

Die zusidtzliche Bedingung (15c¢) bereitet keine Schwierigkeiten, da sie
durch den Ansatz (2) stets garantiert ist.

Bemerkung 7.4.16 Die holomorphe Funktion ¢ aus (2.10) und damit auch
ihre Real- und Imaginidrteile erfiillen die Bedingung (15¢): @ (=»)=0.

Beweis. GemiaB (2.11¢) strebt ¢ wie O(1/1x]) gegen null. o1}

Fiir u wird wieder der Ansatz (2) gemacht. Unter der Annahme, daBl ¢
eine stetige Fortsetzung @, auf Q, besitzt, ist die Randbedingung (15b)
identisch mit
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(7.4.16) ~Red, (z) =¢ auf I'.

Mit Hilfe der Sprungeigenschaften (2.12b.c) auf 't ¢,~P_=-f und
{0 1= Kf. schlieBen wir iiber

b, = Kf- %f auf I {vgl. {2.12¢))
und (16) auf

-2¢9=2ReKf-Ff auf I'.

Dies fiihrt auf die Integralgleichung (17). die bis auf das Vorzeichen mit
Gleichung (5) identisch ist:

(7.4.17) f(x) = Zo(x) +Tf,¢r-<£l4yll;l‘51‘— fly)dr,

fiir xeI'. x kein Eckpunkt.

Gleichung (17) ist eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art:
(7.4.18) AM=g+K,f auf T mit A=-1,g=-2¢.

Die zu (10) analoge Darstellung der Integralgleichung erhilt man.
indem man fiir jedes feste xeI" auf der linken Seite von (5) f(x) und auf
der rechten Seite -K,p=¢ mit ¢(y}:=f(x) (d.h. konstant beziiglich
der Integration iliber y) subtrahiert und anschlieBend durch 2 dividiert:

419 0= -p(x) -2 [ SBUBYX2 (ry) f(x)1d auf T,

Diese Darstellung macht deutlich, daB f nicht eindeutig bestimmt sein
kann: Mit [ ist auch f+const eine Ldsung. Aber modulo einer
Konstanten 14Bt sich die Eindeutigkeit feststellen.

Satz 7.4.17 (Emdeutlgkelt) Sei I'eC) o und 0, das AuBengebiet.
{a) Zwei Losungen fe C*(I') der Integralgleichung (17) unterscheiden
sich nur durch eine Konstante.

{b) Wenn (17) eine Losung feC>(I') besitzt. stellt das daraus
abgeleitete Dipolpotential (6) die eindeutige Lésung u des Randwert-
problems (15a-c) dar. Fiir u gilt giobale Holder-Stetigkeit: ueC*({,).

Beweis. f, und f. seien zwei Lésungen. f:= f,- f, erfiillt f=-K,f. Nach
Folgerung 11 ist f konstant. o

Der Fall einer glatten Kurve I'eC§*# sei vorausgesetzt. Aufgrund
der Kompaktheit (14b) folgt aus dim Kern (K,+I)=1 auch
dim Kern (K;+I)=1 fiir den dualen Integraloperator K; mit dem Kern

<ni{x),y-x>
(7.4.20) kK'(x,y) - -—T;‘x,-z-— (x,yeTl)}

(vgl. (4.6.5)). Sei £+0 die bis auf einen skalaren Faktor eindeutige
Eigenlésung K; £=-&. Uber £ werden wir in Lemma 19
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74218 [ E(y)dl+0

zeigen. Falls der Randwert ¢ orthogonal zu £ ist, d.h.
(7.4.21b) | _o(y)E(y)dI=0,

hat die Gleichung (17) eine bis auf eine Konstante bestimmte Ldsung, °
Satz 7.4.18 Es gelte (13): TI'eC{** mit pe(0,2)V{1}. Sei 0<is<y,
peCMT) erfilille (21b). Dann besitzt die Integralgleichung (17)

eine Losung feCAI'). Alle weiteren L3sungen unterscheiden sich nur -
durch eine Konstante von f.

Beweis. Folgt aus der Kompaktheit und aus dim Kern (K,;+1)=1. m

Lemma 7.4.19 Unter den Voraussetzungen von Satz 18 gilt (21a).

Beweis. Andernfallis wiirde p=1 der Bedingung (21b) geniigen. Die zum |
Randwert p=1 gehdrende, eindeutige L&sung lautet u=1 und verletzt
die Bedingung (15c¢}, die gemiB Satz 17b erfiillt sein miiBte. m o

Die Einschrinkung der moglichen Randwerte durch (21b) liegt an der
zusétzlichen Forderung (15¢): u(w)=0. Wir kénnen (15¢) durch die
Beschrédnktheit in o ersetzen:

(7.4.22) ulx)=0(1) fiir x=> .

Bemerkung 7.4.20 Es gelte (13): I'eC}** mit pe(0,2)\{1}. Sei O<A<y.
9eCMI') kann zerlegt werden in ¢=pg+c mit der Konstanten
ci= [roEdl/ fp EdI. Nach Satz 18 existiert eine Ldsung feC* (I} der
Gleichung - f=-2¢y+K,f. Sei u, die durch das Doppelschichtpotential

(6) im AuBenraum von f erzeugte Lésung. Die zu den Randwerten ¢ ge-
horende. (22) erfiillende Losung ist eindeutig durch u :=ugy+ ¢ gegeben.

7.4.6 Die Tangentialableitung des Einfachschichtpotentials

In (2) wurde der Ansatz u=- Re ¢ zugrunde gelegt. Ebenso 148t sich
auch der Ansatz

{7.4.23) ulx)=Im®(z) mit z=x+ix,, @(z)=7%r§-{r(:§}dC,
aufstellen, wobei f reellwertig sei. Die Randbedingung (1b) wird zu
(7.4.24) Im&_(z) = p(x) filr z=x,+ixqel.

Aus ¢_= Kf + 4f auf I' gewinnt man den Imagindrteil Im ®_=(Im K} f
(vgl. (2.12d)). Randbedingung (1b) fiihrt somit auf die Integralgleichung

(7.4.25) ImKf=o auf I'.
Der Imagindrteil Im K f lautet nach (4b) K,f mit

(74260 (Kf)(x) 1= -2 <‘|(yfx,"‘> fly)dr, .

Nach Bemerkung 2.4c ist K;f auch in Ecken von I stetig. Ein tiber-
gang zu K; := Im K ist nicht n8tig. Die Integralgleichung (25) lautet
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(7.4.25") K.f =9 auf I
und ist von erster Art. In ausgeschriebener Form liest sich (25" als

(7.425"  plx) = - § <HALIX2 riy)ary,.

Der Kern des Operators K. lautet

_ <t(y)y-x>
(7.4.27a)  kix.y) = -+ Ty oxi?
und ist die Tangentialableitung der Funktion —'2!,.;‘ logly-x!, die wir in
§8.1 als Kern des FEinfachschichtpotential niher behandeln werden:
(7.4.276)  k(x.y) = —3’;—3% logly-xI.

Dabei ist die Tangentialableitung einer Funktion f wie folgt definiert:
(7.4.28) 3f(y)/ 3t = {tly) Vfiy)>.

Die Gleichung (25} kann nicht eindeutig l6sbar sein. denn es gilt das
Lemma 7.4.21 Fiir f=1 gilt K,f=0.
Beweis. Kf=4 impliziert Kof =ImKf=0 (vgl. (1.17c/18d)). @

Anders als K, = Re K ist K, auch im Falle eines glatten Randes stets
stark singulir, so daB (25") nur als Cauchy-Hauptwert erklidrt werden
kann. Mit Hilfe von Lemma 21 kénnen wir in Analogie zu (10) die
Integralgleichung (25') in die Form (29) bringen:

7429 olx)= -2 §. “,‘yfxl‘” Lf(y)-f(x)1dF,

Fiir feC* ') mit A> 0 ist das Integral in (29) als uneigentliches erklart.
Ubungsaufgabe 7.4.22 Fiir eine auf I' erklirte Funktion f sei die
Ableitung f’ als Tangentialableitung erklirt: f'(x):=df(y(s)}/ds,
wobei v: [ 0,L1~T die Parametrisierung von I’ nach der Bogenlédnge sei
und x=v(s) gelte. Es geite feC!(I'), d.h. f'eC%(I') {hinreichend wire
schon feC*I')und f'e L’ {I')}. Fiir die Parametrisierung von I' nach der
Bogenlinge zeige man

¢ - L
§SERLYSX2 piy)an = §)f(v(s) g loglv(s)-xids =
= [T loglv(s)-xi L fiv(s)ids = - | logly-xIf'(y) dI;.
Die Integrale der zweiten Zeile sind uneigentlich (vgl. Ubung 1.7).

Mit Hilfe der Poincare-Bertrand-Formel (2.22) beweist man die

tbungsaufgabe 7.4.23 Sei 'e C} (.. Man zeige: Auf CAMT') (2>0) gilt:
(7.4.30) Ki-4Ks =1, K;K;=-K,K,.
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7.5 Hypersingullire Integrale

Die typische Singularitit des eindimensionalen Cauchy-Hauptwertes
lautet 1/(x-xg). Zwar lassen auch Integranden der Form (x-xq) ™% oder
(x-xg)Zsign{x-x,) noch einen Cauchy-Hauptwert zu, aber im Falle
von f(x)/(x-x5)° muB f schon sehr einschrinkende Bedingungen
erfiillen, damit der Cauchy-Hauptwert existiert (vgl. Uibung 1.7b),

Falls der Integrand in der Umgebung der Polstelle ein einheitliches
Vorzeichen besitzt, konnen nur zwei Fille eintreten: Entweder existiert
das uneigentliche Integral oder das Integral divergiert auch als Cauchy-
Hauptwert. Die letztgenannte Situation liegt z.B. vor beim Integral

QO
(x)dx
@sn [ l(;x_-ET (EeR).
Die Konvergenzschwierigkeit wird nur durch die doppelte Polstelle beij
=& verursacht. Uber die restlichen Intervalle (- . E-¢1, [E+g,e)
existieren die uneigentlichen Integrale fiir jedes beschrinkte feL®(R).

Um dem Integranden f(x)/(x-§)? dennoch einen «Integralwert»
zuordnen zu kdnnen, zerlegt man f in die Summanden

(7.5.2) f=fi+fs mit f{x)e=f(E). folx):=f(x)-f(E).

Der zweite Summand f(x)}- f(&)} enthilt eine Nullstelle bei x=§&, so
daB im besten Fall nur noch eine Polstelle erster Ordnung vorliegt, fiir
die der Cauchy-Hauptwert existieren mag. Wir definieren daher den

regularisierten Integralwert durch
oo

(7.5.3) [ Lddx . § LOI=LCE) 4,
2o (x=E) (x-E&)

falls der Cauchy-Hauptwert auf der rechten Seite existiert. Der Aus-
druck (3) wird auch «Integral im Sinne von Hadamard» oder «part finie»
genannt, womit ausgedriickt ist, daB vom Integranden f=f;+f, nur der
Anteil f. herausgenommen wird, der zu einem {(endlichen) Integral fiihrt.

Lemma 7.5.1 Fiir feC'**(R) mit 1> 0 existiert der Wert (3) fiir alle feR.

Beweis. Da f beschrinkt. existieren die {uneigentlichen) Integrale iiber
Ix-El12e>0. In [E-¢.E+¢] verwenden wir die Taylor-Entwicklung

FUX)=f(E)+(x-E}f"(E)+R(x.5) mit R(x,E)=0(Ix-EI!**),

wobei wir 0.B.d.A. A<1 angenommen haben. Einsetzen in die rechte
Seite von (3) ergibt

E+e E+s E+e
~ f{x)-f(E) e R(x,&)
i L——Lﬁ—(x_é)a dx = f(E)Eg_fs—dl—x_E +J‘ T dx.

Das erste Integral der rechten Seite hat den Cauchy-Hauptwert null,
das zweite existiert als uneigentliches Integral, da Clx-£1*"! eine
Majorante ist. 22}

7.5. Hypersingulédre Integrale 285

Der Beweis fiihrt auf die neue Darstellung

@© Ete
Y OfO)dx [ fx)=f(E) f R(x,E)
7542 [ L—_—Z(x-e) : .x-:!m otrtaxe | P ax

(7.5.4b) R(x .8} := flx)-f(E)-(x-EIf'(E).

Dal/(x-E)%= —Ed; 1/{x-¢&), lautet die partielle Integration formal

(7.5.5) e {‘7"_’—;’7’% - §7 L,

Lemma 7.5.2 Falls f eine in x=F stetige Ableitung besitzt. die fiir
{x1-» o schwicher als linear wichst: f'(x)=0(Ix1}, gilt die Formel (5}
in dem Sinne, daB die linke Seite als Hadamard-Integral genau dann
existiert, wenn die rechte Seite als Cauchy-Hauptwert existiert.

Beweis. Partielle Integration vonjéftf—((x;‘l_—%% dx und Jf;f.dx liefern

@ . - ’ —)—
L”ii’g dx+ﬂE+'£ &) sowie ffm‘if’;) dx+ L& ':. L&) pie Summe
der Integrale strebt gegen den Cauchy-Hauptwert, falls dieser existiert.
Die Summe der f-Differenzen ist f'(g')-f'(¢”’} mit Zwischenwerten
~e<e”’<e’<e und konvergiert nach Voraussetzung gegen null. o

tibungsaufgabe 7.5.3 Man beweise: Ist feC'**(R} mit ie(0,1), so
definiert das Hadamard-Integral (3) eine Funktion beziiglich £, die zu
C*MR) gehort. Hinweis: Man verwende (4a) mit e=21F-£°I.

Das nidchste Lemma zeigt, daB man die Ableitung eines Cauchy-
Hauptwertes «fast» unter das Integralzeichen ziehen darf.

emma 7.5.4 Fiir feC'**(R) mit Ae(0,1) existiere der Cauchy-Hauptwert
3 —Xg—d x und das Hadamard-Integral (3). Dann gilt
7560 gpdLlPax = [T Leddx _opqg)

-0 (x-E)?

Beweis. Sei Ig:={xeR:e<Ix-5l<1/¢) und F(§) := §I‘f7(_’—‘édx. Fiire=0
strebt Fe gegen den Cauchy-Hauptwert. Aus Symmetriegriinden bleibt
F; unverdndert, wenn f durch f-f(£) ersetzt wird: Fg = é:; -ﬂ—’f: &) gx.
Die Ableitung dF;/dE von F; lautet ¢
1 (x)-f(E) ()
Lifeg-e)-fgee) o fj L g [ L8 gy
Das letzte Integral verschwindet (f'(E) ist eine Konstante!), der erste
Summand strebt fiir s > 0 gegen -2f'(£), wihrend das mittlere Integral
gegen das Hadamard-Integral von f konvergiert. Wegen feC!**(R)
streben die Ableitungen dF;/d% gleichmiBig in £ gegen den obigen
Ausdruck. Also beweist limdF,/d§=d(limF;)/d& die Behauptung.




8. Die Integralgleichungsmethode

Als Integralgleichungsmethode bezeichnet man die Uberfiihrung von
partiellen Differentialgleichungen mit d Raumvariablen in eine Integral-
gleichung iiber einer (d-1)-dimensionalen Oberfliche. Schon in §7.4
wurde die Methode anhand der Laplace-Gleichung vorgestelit. Dort
wurden die Resultate iiber den singulidren Cauchy-Kern herangezogen,
um Integralgleichungsformulierungen flir die Laplace-Gleichung
(7.4.1a) zu finden. Die Laplace-Gleichung scheint nach diesem Zugang
wegen des Zusammenhanges mit den holomorphen Funktionen eine
Sonderstellung einzunehmen (vgl. Bemerkung 1.1). Offen bleibt die
Frage nach der Méglichkeit, auch andere Gleichungen zu behandein. Die
Integralgleichungs- oder Randintegralmethode hat gerade die
umgekehrte Blickrichtung. Ausgehend von einer Differentialgleichung
Lu =0 mit geeigneten Randbedingungen sucht man eine dquivalente
Formulierung als Integralgleichung. Die numerische Behandlung der
entstehenden Integralgleichung findet sich unter dem Titel
«Randelementmethode» in §9.

8.1 Das Einfachschichtpotential

Obwohl wir uns schlieBlich wieder auf die Laplace-Gleichung
beschrinken werden. soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, wie man
von der Differential- zur Integralgleichung gelangt. Eine fundamentale
Rolle spielt dabei die Singularititenfunktion.

8.1.1 Die Singularititenfunktion
Zu l6sen sei die partielle Differentialgleichung

(8.1.1) Lu=0 in Q, oder Q_,

wobei (OzcR9 das Innen- / AuBengebiet von I und L einen Differential-
operator mit konstanten Koeffizienten bezeichnen. Beispiele fiir L sind

(8.1.2a) L=-4,
(8.1.2b) L=-A-c,

=42 = A4 i a4
8120  L=4 _ax4+2a—fz-a?+ay4

Die Integralgleichungsmethode 148t sich nur anwenden, wenn die
Differentialgleichung wie in (1) homogen ist, d.h. wenn die rechte Seite
in (1) null lautet und die Koeffizienten (wie z.B. ¢ in (2b)) konstant
sind. Auf den Fall einer inhomogenen Gleichung wird in §9.6 ein-
gegangen werden.

Die é}uﬂdgﬁé’tenfunkt&g von L ist eine Funktion von zwei Variablen
x.y eR?, die nur von der Euklidischen Norm ix-yl abhingt und als
Funktion von x fiir x+y der Gleichung Ls=0 geniigt und in yeR9 eine
Singularitit méglichst schwacher Ordnung besitzt.

(Laplace-Gleichung)
{(Heimholtz-Gleichung)
(biharmonische Gl.).

Fiir die Laplace-Gleichung -Au=0 in RY (d=2,3) findet man

a.1. bas Einfachschichtpotential -

in Abhdngigkeit von der Dimension d die Singularitdtenfunktion

—iloglx—yl fiir d=2,
!

1 o
x TX=y1 fir d=3

©.1.3) s(x.y) ={

(fiir d>3 vgl. Hackbusch [2,82.21). x=(x;,....xg)} und y=(y,,.... v
sind Vektoren des RY. |-| ist die Euklidische Norm {vgl. (7.4.4c}). Zum
Beweis von (3) hat man zu verifizieren, daB fiir jedes feste yeRY die
Funktion u(x):=s(x,y} die Laplace-Gleichung -Au=0 in R\ {y)} 15st.

Die Skalierung der Singularititenfunktion ist so gewihlt, daB im
Sinne der Distributionen die Gleichung

(8.1.4) Los(-.y) = 3y (Lo=L)

gilt. Dabei ist &y das Diracsche Funktional: 3y(f)=f(y). Die
Schreibweise L, statt L soll darauf hinweisen, daB die Ableitungen
in L beziiglich der Variablen x auszufiihren sind.

Die Singularititenfunktion wurde oben als Funktion mit moglichst
schwacher Singularitit im Punkte y erkldrt. Funktionen mit stdrkerer
Singularitit findet man ausgehend von s{x.y) durch Ableiten. Sei

8.1.5 DYV=DY:=3"'/axYt axyz - 3xJd (v;20)

die ivi-fache partielle Ableitung beziiglich der Variablen x zum
Multiindex v={(v,,...,vg)eZ, wobei Ivl als v,+...+vy definiert ist.
D‘y‘ bezeichnet die entsprechende Ableitung beziiglich y.

Lemma 8.1.1 Ist s die Singularitdtenfunktion zu L, so {6st die Funktion
{8.1.6a) k(x,y):zggaw,(y)D;D‘y‘ s(x.,y)

mit endlichen Summen iiber v, g und nur von y abhingigen Koeffizienten
2y, (y) wieder die Gleichung (1) in RY\{y).

Beweis. Man setze D=3 ,2,a,,(y} DY D¥. Vertauschung der Differen-
tiationen ergibt L _k(x,y)=L Ds{x,y}=DL_s(x,y)=D0=0 fiir x+y. m

Ubungsaufgabe 8.1.2 Man zeige: (a) Eine spezielle Ableitung der
Form (6a) ist die Normalableitung 3s(x,y)/&ny, beziiglich y.
(b} Der Gradient der Singularititenfunktion s aus (3) hat die Gestalt

(8.1.6b) Ves(x.y) = _.&1,5 leyle

(w4 = Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel: w,=2m, wz=4m).
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Eine Singularititenfunktion braucht nicht unstetig zu sein. Eg
geniigt, wenn ihre (hoheren) Ableitungen Singularitdten besitzen Zum
Bensplel hat die biharmonische Differentialgleichungen A%u=0 aus (2¢)
im RZ dle Singularititenfunktion

8.1.7) s(x.y) = g Ix-yI? loglx-yl {x,yeRZ, x+y),

die stetige nullte und erste Ableitungen besitzt.

In den folgenden Abschnitten kehren wir wieder zu der
Laplace-Gleichung - Au=0 (auch Potentialgleichung genannt) zuriick
und beschrinken uns auf die zugehorige Singularititenfunktion (3),

8.1.2 Stetigkeit des Einfachschichtpotentials
8.1.2.1 Definition

Im Falle d=2 ist I'=3(: eine geschlossene Kurve. Fiir d=3 ist I die
Oberfliche des Innengebietes Q_cR?. Die Integration iiber I' schreiben
wir einheitlich als fj...dI". Zur Definition eines Oberflichenintegrals
wird §8.1.2.2 einige Hinweise enthalten. Das iiber I' gebildete Kurven-
bzw. Flichenintegral

(8.1.8) ¢(x):=y[s(x,y)f(y)dry

zur Singularititenfunktion s (zu L} definiert das Einfachschichtpotential
{zu L). Zur Laplace-Gleichung gehért gemiB (3) das Einfachschicht-
potential

‘ -4 [ loglx-yif(y)dl,  fir d=2,
(8.1.9) $(x) =

1 .
| & Y fiir d=3

Die Funktion f in (8) bzw. (9) heifit die Belegung des Einfachschicht-
potentials.

Der Name «Potential» besteht zurecht, da ¢ auBerhalb von I' die
Potentialgleichung (Laplace-Gleichung) A®=0 erfiillt:
Lemma 8.1.3 Sei I'eCl,,,. Das Einfachschichtpotential (9) geniigt in
RI\T" der Laplace-Gleichung:
(8.1.10) -AP=0
Beweis. I' ist kompakt. Fiir festes x €I sind die zweiten Ableitungen

von s{x,y) nach x auf I' gleichmaBig stetig, so daB die zweifache
Differentiation unter das Integral gezogen werden darf:

-A@:—Afs(x.y)f(y)dI‘,:—J}.Axs(x,y)f(y)dl‘y=—fr0dl"y=0. o

Die Beweisfiihrung zeigt, daB ein zu einem anderen Differentialopera-
tor L gehorendes Einfachschichtpotential (8) ebenfalls L& =0 erfiillt.

flirx€rl.
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8.1.2.2 Oberflichenintegrale

Bisher sind nur Kurvenintegrale aufgetreten. Da jetzt auch der fiir
raktische Anwendungen wichtige Fall d=3 zugelassen ist, soll an die
Definition der Oberflichenintegrale erinnert werden.

Eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit I'cRY sei das Bild der
parameterkoordinaten t=(t,,...,t,)eS unter der eineindeutigen,
differenzierbaren Abbildung ¢: Sc RP ~+TcR9, d.h.

F={x=p(t): teS}.

f sei eine auf I’ erklérte Funktion. Das Integral von f iiber I' ist durch

®.1.11a) ’[f dr:= !f(go(t))f_)_g(t dt  (dt=dt,...dt,)

p
definiert, wobei g die Gramsche Determinante
= - 99 2o
9= g(t) = det(<E. 56 D |

ist (vgl. Ubungsaufgabe 4.5.4). Es gelingt nicht immer, die gesamte
Menge [' als Bild einer einzigen Parametermenge S zu konstruieren.
Wenn I’ die disjunkte Vereinigung verschiedener Teile I ist, die Bilder
gewisser Menge §; unter p; sind. so wird das Integral iiber I' durch

| =3
Jprar=% [ rar
auf Integrale iiber §; zuriickgefiihrt. Im weiteren ist stets p=d-1.

Ist speziell I' eine zweidimensionale Fliche im R®. die durch die

T ‘
Koordinaten {‘ xé |: (x,.xg)eS} beschrieben wird. so ist
aplxy.xgl)

8.1.11b) rffdl’:g[f(x,,xz,q(x,,xg)) V1+nZ, +22, dx, dx; .

Fiir Kurven I haben wir die Klassen

IeC™, FeCh.,. I'sCH FeCf ey

wie auch C;', C* usw. definiert (vgl. §7.1.2). Eine allgemeine Mannig-
faltigkeit I' gehért zu C*, wenn I' kompakt, zusammenhingend und
doppeipunktfrei ist und fiir jedes xeI eine Umgebung Ucl von x
existiert, so daB U Bild einer eineindeutigen Abbildungen ¢:ScR” > U
ist, wobei g€ C*(S). I gehoért zu I'eC% ., falls TeC% I=Nulyu...v I},
und I;eC* fiir 1<i<n. Die I} werden im folgenden die glatten
Komponenten von I' genannt. Eine Mannigfaltigkeit heiBt geschlossen,
wenn ihr Rand die leere Menge ist. Fiir eine geschlossene Mannigfaltig-
keit [€C* (bzw. T'eC&%.,) wird T'eC§ (bzw. I'eC{gy) geschrieben.

Detinitm,
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8.1.2.3 Uneigentliche Integrale auf Oberflichen

Wie bei Kurven kann man die Definition von uneigentlichen Integralen
iber I'eCly.. auf die Parametrisierung (11a) zuriickfiihren, falls peCJl
Zur Rechtfertigung priift man nach, daB die uneigentliche Integrierbar-
keit nicht von der Wahl der Parametrisierung auf der rechten Seite vop
{11a) abhingt. Da eine Umgebung von teS in den Parameterkoordinaten
in eine Umgebung von x=p(t)el’ auf der Mannigfaltigkeit abgebildet
wird, 4Bt sich die Definition aus §6.1.3 auch direkt anwenden:

Jrde=lem® J\a"‘\kadr'
wobei U, Umgebungen der Singularititen ocl” sind und Nl =0 gilt,

Bemerkung 8.1.4 Sei I'e C/., eine Kurve bzw. Fliche im RY Eine auf
I'\{x,) erkldrte, stetige Funktion f habe eine Singularitdt in xgeI". Falls
F(x)1<Clix-xgl™* mit A<d-1, ist f iiber I' uneigentlich integrierbar,

Beweis. Bemerkung 6.1.2b ist auf die rechte Seite von (11a} anwenden. m

Lemma 6.1.5 (Stetigkeit beziiglich eines Parameters) gilt ohne
Anderung auch fiir uneigentliche Integrale iiber e CL. . In Anlehnung
an Ubungsaufgabe 6.1.4c sei ein Kriterium fiir die gleichmiBige
Existenz der uneigentlichen Integrale erwihnt.

Lemma B.1.5 Sei I'e CJ,,. eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit in R9 und
DeR4, f(&,y} sei fiir Variablenwerte yeI' und Parameterwerte EeD\(y)
definiert und stetig und erfiille dort If(E,y)I<Cly-E1"* mit A<p,
Dann existieren die uneigentlichen Integrale &(E}:=[pf(E y)dTl,
gleichmiBig. so daB ¢ auf D stetig ist.

Beweis. (i) O.B.d.A. kann I'eC! vorausgesetzt werden. da die folgenden
Uberlegungen fiir jedes C!-Stiick von

< 2 Se.x e Clivw einzein durchgefiihrt werden

2 P konnen. Es gibt ein ¢>0, so daf
e die folgenden Aussagen (a.b) gelten.

// 3 ~JE (a) Fiir alle £eI ist der Ausschnitt
e .z T Tgi=lyel: ly-Zlse} von T das

Bild von Se.z c (teRP: Itl<e)
(z.B. der Tangentenebene) unter der Abbildung ¢=pz. wobei

0(0)=E, 1t-t'1/Cy<lplt)-p(t')<Colt-t't und Cyi<gs<Cd

fiir die zugehdrige Gramsche Determinante gilt und C; von x
unabhéngig ist. (b) Zu LeD mit 1{~Zl=dist({.I')<e gibt es kein
weiteres E'el’ mit 1{-E"1=dist{({,I'). Stets gilt

ly-El<Zliy-Cl fiir alle yelz, {eD mit dist{Z.I')=1C-&hL

(ii) Set g:=p(U):= fydl' das MaB von UcT. Im Falle dist({,I')>¢ ist
Jul F(Z.yNdI<yCe™>. Fiir dist({.I)<¢ gibt es ein eindeutiges Eel
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mit dist{§,I)=1-&l. Das Integral liber U\ Iy ist ebenfalls €pCs™2,
Fiir das Integral tiber V:=Unly ergibt die Parametrisierung mit
o= P Sg,g > Iz, daB .
FI PG yNdT € Clyly-5172dE, € C2* fyly~E172dIy <
SC2 [ g lo(t)-p(ON~2dt < C22CYM [y ltI™rdt =: 7(V),

wobel Wi=o 1(V)cK (0)cRP das Urbild von V ist. ItI”% ist in RP
uneigentlich integrierbar: Flir u(W)-0 strebt auch r( V) gegen null.
Aus der Abschitzung 1/g< C§ der Gramschen Determinante folgert man

w(W) = fy dt = Jy g7#2dT < p(V)/Cy s p(U)/Cy=n/Cy.

Fiir jede Umgebungsfolge U mit 7:= p (U)~ 0 erhidlt man iiber u{(wWi>0
die Aussage t(V)=>0, so daB sup{fyIf ({,y)IdI: (eD)<spCs™2+1(V)>0
die gleichmidBige Existenz des uneigentlichen Integrales zeigt. o]

{ibungsaufgabe 8.1.6 Man zeige: Die Abschatzung If (£, yN<Cly-E17*
{A<d-1) seiauf EI<ZR mit R:=sup{lyl: yeI'} beschrinkt. Sonst gelten
die Voraussetzungen von Lemma 5. Wird zusitzlich die Beschrinktheit
von f fir £> angenommen, so ist auch ®(&) := [f(E.y)dIly
fiir £ beschrinkt. Konvergiert f iiberdies fiir £ gleichmiBig
gegen limf(E,y)=f(=), so strebt & fiir £~ gegen f(o)u(l).

8.1.2.4 Folgerungen fiir das Einfachschichtpotential

Aus Lemma 5 und Ubung 6 folgert man den ersten Teil aus

Satz 8.1.7 Das Einfachschichtpotential ® aus (9) iber I'eCL, ist stetig
i xeR9. Fiir d>3 ist ® in x=co stetig mit dem Wert ¢ (»)=0, d.h.

8.1.12) S(x)=>0 firlxl->e.

Im zweidimensionalen Fall d=2 gilt (12) nur, wenn die Belegung f
zusatzlich der Bedingung (13) geniigt:

81.13)  [pfdr=o.

Beweis des zweiten Teils. Sei d=2. Unter der Voraussetzung (13)
ist §(x) = - flloglx-yl-loglxi1fly)dl,/(2xn) fiir x+0. Da die

" Differenz logix-yl-logix! = log [ix-yl/Ixi]1 fir Ix!>c gleich-

maBig gegen null strebt, folgt (12). =

8.1.3 Ableitungen des Einfachschichtpotential
8.1.3.1 Die Normalableitung

Fiir x ¢ I' darf man ¢ unter dem Integral ableiten, denn I' ist kompakt
und V. s(x,y) ist bzgl. y auf I' gleichmiBig stetig. Der Gradient lautet

(8.1.142) Vo (x) = -T,,‘;’[ ey @ () dLy (xel')
{vgl. (6b)}, wobei
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(8.1.14b)  wa=2nm, wz=4m,

(allgemein: wy = Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel),
Ebenso kann man héhere Ableitungen in x ¢ bilden und findet, daB ¢
auBerhalb von I' unendlich oft differenzierbar ist: $eC=(RIT).
Da die Kernfunktion {x-y)/Ix-yl9 iiber I' nicht mehr uneigentlich
integrierbar ist, wird der Gradient V@ (x) bei I' im allgemeinen unstetig
sein.

Sind _ das Innen- und Q, das AuBengebiet von I'. so interessiert
insbesondere, ob das Einfachschichtpotential & eine Normalableitung
3¢/3n auf I besitzt und wie diese mit der Belegung [ zusammenhéngt.
Dazu fixieren wir einen Punkt xpel” der Oberfliche, in dem I' Hlder-
stetig differenzierbar ist, d.h. in dem die Ungleichung (15) erfiillt ist:

(8.1.15) 1<nixgy) . xp-y>1 € Clxg-yI**  (Xe(0.11, fiir alle yeI').

tlbungsaufgabe 8.1.8 Man zeige: (a) Hinreichend fiir (15) ist pe C!*>
fiir eine Umgebung [ycI' von x;. (b} Die schwichere Bedingung
{ni(xy),Xg~y>=0(lxy~y |) entspricht der Differenzierbarkeit von I' in
x4 und sichert die Existenz einer Tangentialebene (d=3) bzw. Tangente
(d=2) in x,, die sich als T:={xeR%: x=x4+2. z . n(x,)} darstellen 1dBt.

Satz 8.1.9 Im Punkt xy el sei (15) erfiillt. Die Belegung f des Einfach-
schichtpotentials ¢ sei beschrinkt (d.h. feLl*(I')) und in x; stetig.
n{x,} sei die nach auBen gerichtete Normale in x,. Dann existieren
die einseitigen Normalableitungen
(8.1.16a) %(xo)==a!i_£ng<n(xo),v¢(xotan(xo)) >

o >

in x, und geniigen der Sprungbedingung
(8.1.16b) 3d,(x4) /3n - 3d_(xy) /3n = - f(xy).
Thr Mittelwert in x, lautet

(8.1.160) L1380, /3n + 30_/an) = - o [ <n(xg) Xo-
B r Ixg -yl

wobei die rechte Seite in (16c¢) ein uneigentliches Integral darstellt.

Y f(y)dry,

Hinweis. (i} Wenn statt der duBeren die innere Normalenrichtung n{x,)
verwendet wird, kehren sich die Vorzeichen von 38¢,/6n um.
Die Bezeichnung «t» von 3¢./3n ist so gewihlt, daB 3¢_/5n [bzw.
3¢,/3nl die iibliche Normalableitung des im Innengebiet Q_ [bzw. im
AuBengebiet Q_]1 definierten Potentials ist, falls I' geschlossen ist.

(i) Die Gleichung (16c¢) 148t sich auch in der Form (16c’) schreiben:
(8.1.16¢)  4[3d,/an + 30_/an) = [ 58— s(xo,y) f(y) dI.
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Als Hilfsmittel zum Beweis des Satzes 9 zeigen wir zunichst das

Lemma 8.1.10 Sei ¢>0 und Se:={y'eR9"!: Iy'l<e}. (a) Das Integral

(8.1.17a,) 1(a,s):=7},;!“yf:‘d - flir a+0
4

2 e} d/2

hdngt nur von ¢/a ab und besitzt bei a=0 einseitige Grenzwerte
8.1.17a)) 1(0%0.¢) = =} fiir allee>0.

(b) Erfiillt die Funktion 5 die Abschitzung

(8.1.17b)  Ig(y’)l < C,zly’l“"‘ flir y'eS;

mit einem g >0, so hat das Integral

1 x-nly) .
(8.1.17c,) I,z(a,e)==z,-§§[ T ey EA7T 4

einseitige Grenzwerte bei a=0 mit
(8.1.17¢c,)  1,(0+0,¢) - 1,(0-0,¢) =1,

=2 -p(y)dy’
(B.1.17c3)  1,(0+0,€) + 1,(0-0.8) = & L Tyt ety 17

{c) Es gelte {(17b). Fiir alle peL™=(S.) und acR gilt

t f Je(y)a-p(yNidy’
(8.1.17d) “’_"Js T o (a7 € (§+0(e") Mgl s
«

{d) Es gelte (17b). Die Funktion ¢eL™(S,) sel in y'=0 stetig. Dann besitzt

(yHa-nly)dy’
(8.1.1781) Pla,e) ’=ﬁia fS. “;‘jléy"_(:_’z(yy'))Z]d/Z

einseitige Grenzwerte ¢ (0*0,¢} bei a=0 mit

(8.1.17e,) $(0+0,e) - (0-0,¢e) = ¢(0),

(8.1.17e5)  9(0+0.¢) + B(0-0.¢) =77 | [fﬁl(zy,,):((:));i]{i/Z'
€

Man beachte, daB die Mittelwerte der einseitigen Limites von I, I,
und & dadurch erhalten werden. daB man im Integranden a=0 setzt.

Beweis. (i) Man substituiere y'=a z und beachte dy’= fatd-1dz:

xlotd-1dz -
tatdiiziZ+ 11972

dz
e/tal [1z12411972

1
I{a,e) = D’&fs,/,a,

= signa 'GJL&J‘S = signa I(1,e/tal).
Fir e /tal > o konvergiert I{1,e/1al) gegen das uneigentliche Integral

1 dz
I(1,s) =U§fRd" TiziZ+11972
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Zur Auswertung des Integrals geht man zu Polarkoordinaten in RY-!

iiber (refzl,dz =r9"2dr dQ, [dQ=wy_;, ©0;=2,0,=27):
(1.w) = St [7rd=202401779/2 g

Flir d=2 hat man wg_ =2, wg= 21, o ...dr=J5 [r'+117'dr = §, also
I(1,=) = L. Das gleiche Resultat findet man fiir d=3, da wy_;=2m,
wg=4nund [y dr=[or (P4 1173724y =4 [ 41173724t =1. D
q4= g--adr=Jorlr+ "%o“’ t =1. Dies
beweist den Teil (a) des Lemmas.
(ii) Zur Abkiirzung seien

alt,y)i=a-tn(y ). N(t.y'):=iy1Z+alt,y)?
eingefiihrt. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert

a(l,y) _ «2(0,y)  _ _-nly) o alt,y)nly)
N(1.,y)d72  N(0,y'})d472 " N(t,y')d72 N(t,y )dr2+t
mit- einem  Zwischenwert te(0,1). Da af(t.y')sN(t,y)"?2
Iy N<C lyt1™# und N(t,y')>!y|?, hat &(y’) die uneigentlich
integrierbare Majorante Cpdiy 1"*#~9. (0,y’)/N(0,y)d/2 ist der
Integrand in I{a.e) und a(1,y’)/N(1,y )4/2 jener von I {wu,c). Also
existiert §I(a.e):=I,(a,e)-I(cx,c) gleichmidBig als uneigentliches
“ -n(y)dy’

s, Ly ¥ an(y 1?1972

d(y') =

Integral und ist folglich stetig in a: 81(0.5):—&5
Zusammen mit (17a,) folgt die Aussage (b).
(iit) Da lo(y')l durch Npls, s, abschdtzbar ist, bleibt fiir (c) nur

~

w3 Js, [uly?l;z((i?qi;'))z]d/f < g+ 06X
zu zeigen. Hierzu verwende man die (Iberlegungen aus (ii).
(iv) Die Aufspaltung ¢(y') = [o(y )-¢(0)}1+¢(0) induziert die
Aufspaltung von @ (a,e) in Opla,e)+9(0) 1 (a,e), wobei
Pol-e)=ag |, [3?.’31?5??{;3;}1%) '
Zum Nachweis von (17e, ;) reicht es, die Stetigkeit von &, beziiglich « in

a=0sowie $4(0,¢) = ‘(.ITQ fs, _[[Iq(;'{lyz i;f;o)i’]]gl{zy ) dy’ zu zeigen. Dazu

definiere man
J‘ [o(y)-9(0)){a-n(y)) dy’
Se\Se- [ly 12+ (a-pl(y 21472

flir 0<e’<¢. Fiir jedes ¢'>0 ist ¥(-,¢',8)eC(R), da der Integrand auf
Se\ Se- gleichmiBig stetig beziiglich « ist. Andererseits beweist (17d) liber

[@(a.e”e)-Pla.e” e=1Pla, e’ "} < [%+O(s"‘)]l«p—¢(0)lw’s‘,

(O<e '<e’'<¢)

Bla,e'e) =g
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und V¢ - ¢ (0) s, 5. > U wegen der Stetigkeit von ¢ in 0 die gleichmiBige

Konvergenz von &(.,¢’,¢) gegen O(-,0,e)=Py{. ) fiir ¢’ 0, so daB
¢, in a stetig ist und ¢; in «=0 die behauptete Darstellung besitzt:

Bp(0.6) = lim $(0.e ) =7 | =Lely)t-e(0)1nly) ;..
0(0.e) = lim $(0.¢"e) WJ& CyiZeg(y 21972 97 =

Beweis zu Satz 9. (i} Da die zu untersuchenden GréBen invariant gegen
Rotationen und Translationen sind, kann 0.B.d. A. angenommen werden,
daB x5=0 und daB die Tangentenebene T {vgl. libungsaufgabe 8b) durch
xg=0, d.h. T=(x=(’,f ): x*eR9~1) gegeben ist. Die Normale in Xo=0 ist
n=n(xg) mit ny=...=n4.,=0, ng=1,
wenn die duBere Normale nach oben weist (sonst ng=-1). Fiir hin-
reichend kleines s> 0 kann Sg:={ y'e RI-1.|y'i<e) {vgl. Lemma 10) mittels
.y eR9! ={ .Y
¢: YeR) 1 y‘(rz(y’)) el
auf eine Umgebung I, cI" von x;=0 abgebildet werden. Wegen (15) ist

gy )=<n,y>=-<n{xy) ,x5-y>,
8.1.17D 7(0)=7,,(0)=0 (1<isd-1),
fnly )t € Clyl'™*> = CUly 124 g(y)21(1+2) 72

Die letzte Ungleichung aufgel&st nach g (y’) fiihrt auf (17b) mit p:= .

{ii) Die Zerlegung von I' in I und I'\ [ induziert eine Zerlegung des
Einfachschichtpotentials ¢ in

® =8+ d, mit So=[s(-,y)f(y)dl,, &,=[s(-.y) f(y)dT,.
o, Ie

Da x;=0&l'\I;, ist V@, und damit auch die Richtungsableitung

{n.V®y(xn)> in der Umgebung von a=0 unendlich oft differenzierbar

und insbesondere stetig. Ein Sprung der Normalableitung in a=0 kann

daher nur durch &, verursacht werden. Fiir die Darstellung von V@,

auf I; kénnen wir die Parametrisierung ¢ verwenden (vgl. (11b)):

Vo, (x)=- J;‘f(y)Jg?yfl—:_;yy‘Tdy’ (xel.)

mit y=e(y)=(,34)). ()= 1+ T tn, ()2

Setzen wir speziell x=an, wird <n,x-y> zu a-5(y’) und Ix-y!d zu
Lyt2+(x-nly))214/2,

3ds(an) 1 fy)YglyT (x-nly))
8.1.17g) T=ELERT -
& an %{ Uy +(a-gly 21972

ist die Normalableitung in x=x,+on . Lemma 10d mit ¢ :=~f+/g beweist
den Sprung (16b) um ~f(0)}Yg(0}=~f(0) wegen g(0}=1 (vgl. (176).
Fiir den Mittelwert der einseitigen Grenzwerte von (17g) in a=0:0

dy’ fiir a%0
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erhilt man gemdB (17e;3):

1 f(y)quyjrl(y')d :=_1 f(y)<n("o)v"a‘Y>dr
Wd i. Dy l? +q(y 121972 y Wf Ixg-yld ¥

Py

Da <{n.7d,;> stetig in « ist, lautet das entsprechende Integral
‘r'\r‘ ... dI, mit o= 0 im Integranden. Zusammen ergibt sich (16¢). fis

8.1.3.2 Der Cauchy-Hauptwert flir Oberflichenintegrale

Der Cauchy-Hauptwert §rfdl" beziiglich einer Singularitdt in xgel”
wird durch (18) definiert, falls dieser Limes existiert:

8.1.18)  §.fdl o= lim I f(y)dr.
>0 yel. ly-xylze

In Analogie zu Definition 7.1.15 und (7.1.13d) in Satz 7.1.17 gibt es
Charakterisierungen des Cauchy-Hauptwertes mit Hilfe einer Parame-
trisierung.

Lemma 8.1.11 In xgel'<RY seien f Hoélder-stetig und I' Holder-stetig
differenzierbar, d.h. | f(x)- f(x5)1<Clx=xg|* (3> 0) gelte fiir alle xeT",
und fiir eine Umgebung UcT von x, existiere eine Parametrisierung
peC'*2(V), die VcRY! umkehrbar eindeutig auf UcI abbildet.
O.B.d.A. kann ¢(0)=x; angenommen werden. AuBerhalb von U gelte
I UeCl,.. und f besitze in I'' U hdchstens schwache Singularititen.
Dann existiert der Cauchy-Hauptwert

{v.y-xg52 )
AP Skl /40 d
®.1.190  §.f(y) TEAT I fiir veR
und stimmt mit dem Cauchy-Hauptwert der Parametrisierung

g {v,y-xgo” - {v.y-xg>
8.1.190) ¢ ””’“‘Z_D_ny-xoad dr,, ‘nu———L—O——‘y_xo‘d dr, +

¥ ) ; v, p({t)-x42
+ ¢ fle(£))Vg(E] A lE) x4t

iiberein, wobei g(t) die Gramsche Determinante ist und der Cauchy-
Hauptwert auf der rechten Seite gemiB (18) durch (19¢) definiert ist:

8.1.190) ¢ ¢(t)dt = li T y(t)dt.
g: E'Eﬂg V\T‘K,(o)

Hierbei ist wie iiblich K7{0}={¢t: |t <7). Da eine Substitution t=¢ (t'}
in {19b) zu einer weiteren Parametrisierung (19b) fithrt. impliziert
Lemma 11. daB eine Substitution aus C'** ohne Anderung des Cauchy~
Hauptwertes moglich ist (vgl. Lemma 7.1.6).
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Beweis zu Lemma 11. {i) Im Falle d=2 konnen Satz 7.1.17 und Lemma
7.1.6a angewandt werden (vgl. Definition 7.1.15). Im weiteren wird daher
d=3 angenommen. Es geniigt. I'=U zugrundezulegen, so daB der erste
summand in (19b) entfillt. Speziell kdnnen wir U=l := M Kg(x,) wihlen.
{ii) Das Integral
1. [ <u,¥y-%5”
I}i= Jr'\rrzf(y) o 46 (0<aze)
Lkonvergiert definitionsgema8 gegen den Cauchy~-Hauptwert. falls dieser
existiert. Andererseits definieren wir

: v, o(t)-x;,>
flo(t))glt) To(t)=xgld dt (0<q,Ky(0}cV).

(iii) Zundchst wollen wir die Existenz von lim % fiir n~0. d.h. des
Cauchy-Hauptwertes (19¢) zeigen. Nach dem Cauchy-Konvergenzkrite-
rium ist 1132, - I;..1 <€ fiir alle hinreichend kleinen °, " < 7 nachzuweisen.
O.B.d.A. sei O0<n’'sn”<n. In Polarkoordinaten (r, &) lautet die Differenz

I3 Jﬁv  Kn(0)

-1 =] Ky 0\ Ky - 4t =
n’ ~
- ({f ~ = v,o(r,3)-x52
_J,,lg, FE@(r.8))y g(r.S)——w———————-———Q—qu(hs)_xo'a dr } ds.

wobei 2(r.8)=p(t). t=r( S5 3), G(r.8)=g(t). Zur Abkiirzung sei

/Iz(r.&)=f($(r.~9)h/§(r.8). k(t)=f(p(t))¥g(t).
B(r.8)=<0.8(r.8)=xp>/19(r, 8)-x,12 = £(¢t)
gesetzt. Aufteilung der &-Integration iiber die Intervalle {0,n] und
[-7.01 liefert

T

n’ .
8.1.19d) IZ-IZ. =4 {4r[k(r.9)i(r.3)+ Kr.8-n)8(r.9-7)] dr}ds.

cos 2

Wegen t=r(Sis 5) und der Hélder-Stetigkeit von f, g, o gilt

1K(r.8)-Kk(r 8- )l = 1k(t)-k(-t)l < Colt1* =Cyr?,
lo(=t)-xpl 2 r/C
und
|Sv.p(t)-x> <wp(-t)-xg> |
Tol(t)-xgld  lpl(~t)-xpl3 '~
=l-<vp=t)-xz>{lo(t)=xgl™2 +lp( ~t)—xn1~3} +
v,o(t)+rol-t)-2x,> rrita sl A2
+l Ig:(t)—x0|3 |<C, f‘ +C2—r3 —C3T
wegen ¢(*t)=0(0)=p (0)t +O(1t11*2), E=3-=3=_3(5-3)/E* mit
<E<C. Mit
(k(r.8)8(r.8) + k(r.8-7)0(r.8-7)]) =
[K(r,8)-k(r.8-1)18Cr.8)+K(r, 8- ) 18(r,8)+0(r.8-7)]

l;(r.f})*-?(r,g-n')l =

o
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finden wir die Majorante O(r*~!) fiir den Integranden in (19d). Also ist
1 ~IZ. 1< constfoﬂf:”r*"dr d9=constZ (" *-p >0 fiirg. "> 0

bewiesen und damit die Existenz des Cauchy-Hauptwertes (19c).
(iv) Zur Untersuchung von (19a) wollen wir I ,’l-lg abschitzen. In
Polarkoordinaten gilt

-1 = [T gep.or 7 RO.®IUr 8)dr}de,
wobei die untere Grenze H(n,$) implizit durch lg(H(n.8).8)-x4l=n
definiert ist, d.h. der innere Rand ly-xgl=n von L' wird in
Polarkoordinaten durch (H(7,$).8) beschrieben. Mit peCI*A(V)
gilt auch He C'**(L0,6) x [~ n,n1}. Man rechnet nach, daB

H(0.8)=0. H(n,$)=nH,(0,8) + O™}, Hy(0.8)=1/19"(0)($% §)I.
Gleiche Umformungen wie in (19d) fiihren auf

w n ~ ~ ~ ~
1-12 =fo 4 [ty ommy 7 [RCr.8)0r 80 k(s 8-m) R(r 8-) ) dr f a9+

T rH(y,8-m) _§ -
+Jo Jan e rk(r.8)F(r.8)drds.

Da H(n,8)=0(n), strebt das erste Integral nach den tiberlegungen von
Teil (ifl} gegen null. Der Integrand im zweiten Integral ist <O( r~) und
filhrt wegen limH(7,9)/n=lim H(y.8-7)/n=H,(0,8) (siehe oben) auf
H(n, 8-} o >~ H(n,8-7) _ H(n,8-m)

ke W rktr,8)8r.8)dr | <C [ sy " r!dr = Clog Hgllg ~ 0.
Aus der eben bewiesenen Eigenschaft | ,’7 - I,% - 0 und der Konvergenz von
Ifl gegen den Cauchy-Hauptwert schlieBt man, daB auch l,‘Z fir n~0
konvergiert und den gleichen Grenzwert besitzt. o

Wenn stark singuldre Integranden von einem Parameter abhédngen, ist
sorgfiltig nachzupriifen, ob der Cauchy-Hauptwert eine stetige Funk-
tion dieses Parameters ist. Das folgende Lemma gibt hierzu Hinweise.

Lemma 8.1.12 (a) Sei QcRY"! eine offene und beschrinkte Teilmenge.

(8.1.20a)  F(yga)i=¢ <”""°>2‘)’(’,,2 mit ve R~

a (ly-y,t%+a

ist eine stetige (sogar analytische) Funktion von ype2 und aeR. Dabei ist
das Integral (20a) nur fiir =0 als Cauchy-Hauptwert zu interpretieren.
(b) I'eCl,, sei eine (kompakte) (d-1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
des RI. P sei eine kompakte Parametermenge, so daB die Abbildung
peP > y el stetig ist. Die Funktionen f{p.y) und g(p,y) seien stetig
inpeP, yel'\ (yp), und f besitze beziiglich einer méglichen Singularitit
in y, einen Cauchy-Hauptwert F(p)= erf(p,y)dfy, der in peP stetig
sei. Ferner gelte die Abschitzung If (p.y)-g(p.yN<Cly-y 12+~ mit
A>0. Dann ist auch G(p)= jfrg(p,y)dl'y stetig in peP.
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(c) Sei A>0. Auf einer kompakten Teilmenge QcRI™! erfiille die
Abbildung ¢eC(Q) von G nach RY™! fiir alle ye, ypeQycQ die
Ungleichung lol(y)-o(y,)tzly-yl/C, wobei (, offen sei. Ferner
gelte peCI*2(Q,), $eC(Q)n CHQy). Die Abbildung v: Q- RI™! gehore
zu C(Q)nC*(0),). Dann ist die Funktion (20b) stetig in yyeQy und aeR:

- <uly)e(yl-olys)>
®.1.200  Flyp.a) ffo(“’) Uloly)-plyphP+af1d/t dy

(d) @ sei auf () stetig und in Oe() Hélder-stetig zum Exponenten A>0.
x(y.a) erfiille die Ungleichung

(8.1.20c)  Ix(y.x)l € CUYE+a23U+2)/2  fiir yeQ. aeR.

Dann ist die Funktion (20d) stetig in xeR:

2 - {v,y?

(8.1.20d)  Fla) = ¢ o(y) Ty ey aee 97

Beweis. {a) Sei ¢> 0 so klein. daB K¢(y,)cQ. Das Integral iiber 0\ K (y,)
ist beziiglich x stetig, wihrend das Integral (im Falle von x=0 der
Cauchy-Hauptwert) iiber K {y,) aus Symmetriegriinden verschwindet.
Zur Diskussion der y,~Abhangigkeit wéihle man das Koordinatensystem
so. daB v ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors ist und damit
{v.y-¥p>=v,(y,~ ¥y, ) gilt. Man wiéhle >0 so klein, da8 Se:={yeRd™!:
ij—i‘;jls:s)cﬂ fiir ein ye(. Das Integral iiber 0\5; ist beziiglich y,
stetig, solange yseS¢. Das Integral iiber S 1dBt sich explizit angeben:

v € £ ~ A ~ o
#s,‘" dy = % u,f_;f_e LJ(y+e;y+¥-Yo)-J(Y,~e;y+¥-yp)l dys...dyq-y

" ed —d
fiir d>2, wobei J(n;2):=(1-€) [ (n-Yo. )2 +a®+ 25 +... +23.41"7Z Das
S¢-Integral ist offenbar stetig (analytisch) beztiglich ype S .
(b)f[f(p.y}-g(p.y)ldy existiert gleichmidBig als uneigentliches
Integral. so daB Stetigkeit in p vorliegt (vgl. Bemerkung 4. Lemma 5).
{c) Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt. Dabei ist der
Parameter peP durch (y; a)eQgyxR gegeben, wobei (yocQly eine
beliebige. kompakte Teilmenge sei.
1. Schritt: Wie die Substitution z=Yy,+A(Yyy)(y-Y,) mit stetigem,
reguldren A(y,) zeigt, darf in (20a) y-y, durch A(yy)(y-y,) ersetzt
werden. Das entstehende Integral F(y,,2) ist in allen Parametern glatt.
2. Schritt: Man wiahle A(y,) als Jacobi-Matrix ¢'(y,) und setze

Flygoa.y) =< 0.0 (y)(y=-yo) >/ (19" (¥g) (y-yo) 1Z + 1) 472,

gl yg a.y)=<v.0(y)l-plyy)> /(lo(y)=plyg)1?+a?)d72,

Die Ungleichung 1o (y}-0(ys)- 0 (Y} (=Y <Cly-y,l**! erlaubt die
Abschitzung von f(yy,2.y) - g{ yo.2.y) durch Cly-y 12+~ mit y,=y,.
Teil (b} mit I':= Q beweist die Stetigkeit des Integrals liber g.
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3. Schritt: Wenn v durch eine Vektorfunktion v(y,) ersetzt und ein wei-
terer Faktor $(y,) eingesetzt wird, betrifft dies nicht die Integration. da
diese Funktionen vor das Integral gezogen werden kénnen. Das Integral
tber fyp a,y):=0(y)<v(yy),p(y)-plyy)>/Ugly)-plyp)tZ+a?)d7?
ist also stetig in y, und «a.
4. Schritt: g(yy,2,y) entstehe aus dem eben definierten f. indem
® (yp) durch & (y) ersetzt wird. Wegen & (y,)-9 {y)=0(ly-y,l*) geniigt
f-g wieder der Voraussetzung von Teil (b), so daB das Integral iiber g
stetig in y; und o« ist. Ebenso kann v(yy} durch v(y) ersetzt werden.
{d) f und g seien der Integrand von (20d) mit und ohne »-Term. Nach
den obigen Uberlegungen ist das Integral tiber g stetig in a. Un-
gleichung (20c) zusammen mit dem Mittelwertsatz der Differentialrech~
nung zeigt f-g=0(lyl2¥1=9} 50 daB Teil (b) die Behauptung liefert. m

8.1.3.3 Andere Richtungsableitungen

Sei xzel’ ein Punkt der Oberfliche und t eine Tangentialrichtung
in x5, d.h. t:n(x;) und ti=1. Es soll untersucht werden. wie sich
die Richtungsableitung (21) bei Anniherung von x &I an xyel verhilt:

8.1.21) <t,V¢(x)>=—a’3f—<-l€:‘x—;"c%ﬂy)dFy (xel)
Ayos

Lemma 8.1.13 Zusitzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 9 sei
f Holder-stetig in xgel’. Dann gilt fiir jede Folge x-—x, mit

(8.1.22a)  Ix-xol > dist(x,I')/C (C fest)
die Aussage N
oA g St xp-y2>
(8.1.220)  lim <E.70(x)> = wd;f s (y) dIy.

Da x beiderseits von I liegen darf, ist jede Tangentialableitung
{t,V®(x)> stetig beim Durchgang durch xgeT.

Beweis. Wie im Beweis zu Satz 9 sei 0.B.d.A. xg=0 und nj=0 (1< j<d-1),
ngy=1. Die Tangentialrichtung hat folglich die Gestalt t=(§) mit
t'eR4-1 Analog zerlegen wir den Vektor xeR9 der Folge x- X in

x=(%), x'eRI-!, x eR.

Mit der vereinbarten Bezeichnung x’. t’ lautet der Ausdruck (21):
1 [t x-y>

-4 J —l;_—yll’d— fly)dry
fx -yld 4Bt sich als [Ix’--y’|2+lxd—q(y’)lzld/2 schreiben. Wegen der
Ungleichung (22a) variieren x" und x4 nicht unabhéngig: Wir kénnen xg4
durch oeR und x’ durch wa ersetzen, wobei aeR%~! der Bedingung
lal<C’ unterliegt. In einer Umgebung von x,=0 148t sich das obige
Integral folgendermaBen parametrisieren:

t.aa-y>

{laa-y F+(a-7(y)

(x&l. y=(3y))).

1 . .
- wg Js, jryare @ (y)dy’,
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wobei @ (y' )=f(y)/g{y), S¢ =K (0). Die Substitution y'=z+aa liefert
das Integral iiber ®(z+xa)<t z>/ U1z +(a-n(z+2a))?1972 Auf die
Differenz zu ®(0)<t . z>/ Uiz +(a-pg(z+aa))?19/% ist Lemma 12b
anwendbar. Im letztgenannten Integranden erfiillt x(z.a):=p(z+aa)
wegen (17f) die Bedingung (20c), so daB die Stetigkeit in « folgt. oo

Sei {t;,.... t4_} eine Orthonormalbasis der Tangentialebene in xgel.
Danund t,,..., t4_, eine Orthonormalbasis des RY bilden. 14Bt sich der
Vektor xo-y als n{n,xp~y> + L921 ¢; <t; xy~y> schreiben. Die
Kombination von Satz 9 und Lemma 13 liefert die

Folgerung 8.1.14 Sei n(x;) die ins AuBengebiet zeigende Normale in
xgeI'. Unter den Voraussetzungen von Lemma 13 hat der Gradient
V¢ des Einfachschichtpotentials die einseitigen Grenzwerte V&_ von
innen und V&, von auBen in xzeI'. Dann gilt die Sprungbedingung

8.1 233.’ V¢+(X0) - V@_(xo) = - f(xO) n(xO).
Der Mittelwert lautet

(8.1.230) 4 LVDL(x0) + TP_(%0)] = - 3= iiﬂiy’—'; fy)dry.
o

Die Stetigkeit von V@ auf I' ist Gegenstand von

Bemerkung 8.1.15 (a) Sei IocI'eC) ..., offen und erfiille [jeC'** (1> 0).
Ferner gelte feC*TIy)al®(I'). UcR? sei eine einfach zusammen-
hingende Menge, die von I in zwei disjunkte Teile U, und U_ zerlegt
wird, wobei I'nl:cly gelte. Dann ist V&: stetig in Uz, wobei
7+ auf IyeU: als stetige Fortsetzung definiert sei.

(b) V&(x) wird singulir, wenn sich x einem Punkt x,el ndhert,
in dem I eine Ecke (d=2) bzw. eine Kante (d=3) besitzt.

Beweis. {a) folgt aus Lemma 12c. Fiir (b} verwende man das folgende

Beispiel 8.1.16 I'cR? sei das Einheitsquadrat mit den Eckpunkten
(0,0),(1,0),(1,1),(0,1). Als Einfachschichtbelegung sei =1 gewihlt.
Fiir alle x=(x;,x4). die nicht mit den Eckpunkten zusammenfallen,
hat V@( x) die explizite Darstellung

eP(x)_ 1 Ilog _/ x5+(1-x,)° . (1-xg)%+(1-x,)?

Xy o

X7+ X5 xT+(1-x,)2
+ arctgj%f + arctg—gj'\;—-%z +arctg —%—:—%f + arctgj%xﬂ }

a@(X,,Xz) - 3‘15(x2,x,)
JX2 - CXy :

Der Gradient V@ hat offenbar bei Annidherung an eine der Ecken eine
logarithmische Singularitat.
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8.1.4 Formulierung der Dirichlet-Randwertaufgabe als Integral-
gleichung 1. Art flir des Einfachschichtpotential

8.1.4.1 Zur Innen- und AuBenraumaufgabe der Laplace-Gleichung

Im weiteren brauchen wir Aussagen. wann Losungen u der Laplace-
Gleichung Au=0 zu gegebenen Randdaten eindeutig sind. Sei I'cRY der
Rand des Innengebietes (J_. Als Normalableitung von u bezeichnen wir

U {x)=3ul(x)/3n:=<{n{x}).Vul(x}> (xel').

wobei Vu im Falle der Innenraumaufgabe [bzw. AuBenraumaufgabel
der einseitige Limes Vu_ [bzw. Vu_ ] ist {vgl. {23a)).

Wir untersuchen folgende Randwertprobleme der Laplace-Gleichung:

Dirichlet-Innenraumaufgabe: Au=0 inQ_, u=¢ aufl,
Neumann-Innenraumaufgabe: Au=0 inQ_, u,=yp aufl,
Dirichlet-AuBenraumaufgabe: Au=0 inQ,, u=¢ aufl,
Neumann-AuBenraumaufgabe: Au=0 in Q,, u,=¢ auf .

Die Greensche Formel iiber einem beschrinkten Gebiet (2 lautet

81282 [, <Tu,Tv>dx = [ vdr- [,vaudx (r=aq).

Fiir eine Losung von Au=0 folgt mit v=u bzw. v=1:
8.1.240) [, <Tu,Vuddx = [ & u dr,

8.1.240 0= | 84

Damit SchiuBfolgerungen aus der Identitit (24b) giiltig sind, muB
implizit vorausgesetzt werden, daB nur solche Funktionen u zugelassen
werden. die zu einem endlichen Integral JQ {Vu.Vu>dx fiihren.
Letzteres definiert die Funktionen des Sobolev-Raumes H!(Q)} (vgl.
Def. 4.5.23, Hackbusch [2,§6.2.21). Der Gradient V9 des Einfachschicht-
potentials einer beschrinkten Belegung ist bis auf die Umgebung von
Ecken bzw. Kanten gleichmiBig beschrénkt. Im Abstand r von einem
Eck- bzw. Kantenpunkt x,e I’ 148t sich |V®1=0(llogr!)} nachweisen (vgl.
Beispiel 16). Damit ist |,<V®.V®>dx endlich. und $ gehért zu H!(Q).

Folgerung 8.1.17 (a) Die Dirichlet-Innenraumaufgabe hat hichstens
eine Losung. {(b) Zwei Lésungen der Neumann-Innenraumaufgabe unter-
scheiden sich nur um eine Konstante.

Beweis. Seien u,;, u, zwei Losungen. u:=u;~u, ist eine L8sung zur
Randbedingung u = 0 bzw. u,, = 0. In beiden Fillen folgt aus (24b) Vu=0
in Q, also u=const. Im Falle (a) liefert die Randbedingung const=0. =

Um die Greensche Identitat (24b) im klassischen Sinne anzuwenden,
hat man eventuelle Ecken xgeI” in (I samt einer e-Umgebung herauszu-
nehmen: In Q\Kg(xg) ist (24b) im klassischen Sinne anwendbar. Das
Randintegral iiber Qn3K¢(x;) strebt fiir e > 0 gegen null, da eloge=>0
(siehe Hinweis vor Folgerung 17).
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Lemma 8.1.18 (a) Die Dirichlet- oder Neumann-AufBlenraumidsung ist
eindeutig, wenn

(8.1.25a)  lu(x)l < O(1/1xt} fiir 1xl=>o,
(8.1.25b)  [Vu(x)l = O(Ixti~4) fiir Ixl+w.

(b) Bedingung (25b) ist stets fiir das Einfachschichtpotential (9) erfiillt.

(¢} Bedingung (25a) gilt fiir das Einfachschichtpotential (9), falls d23
oder falls fiir d=2 die Zusatzbedingung (13} zutrifft.

(d) Fiir alle d> 2 impliziert (13) die verschirfte Abschiatzung
8.1.25¢)  1Vu(x)l = O(1xI1~9) fiir x> e.

(e} Die Dirichlet- oder N_eumann—-AuBenraumlé‘)sung ist ebenfalls dann
eindeutig, wenn (25c) und lu{x){ = O(1) gelten.

Beweis. Die Differenz u := u;- u, zweier Lésung erfiillt u = 0 bzw. u,=0
auf I Sei Qp das Ringgebiet Qg:={xeQ:ixi<R)} fiir R>max{Ixl:xel'}.
Der Rand von (g besteht aus I' und y:= {IxI=R). Gleichung (24b) lautet

fQR {Vu,Jurdx = L. u,u dl"+f,,unu dr,
wobei der erste Summand der rechten Seite wegen u =0 bzw. u, =0
verschwindet. Die Abschitzungen (25a.b) zusammen mit [ydl=p(y)=
R¥-!wy ergeben [ag ! ul?dx=0(1/R), also Ja,17ui?dx=0, was Vu=0,

also u=const beweist. u{c)=0 liefert u=0 und damit die Eindeutigkeit.
Die Teile (¢}, (d} werden ebenso bewiesen wie der 2. Teil von Satz 7. @

Fiir spitere Verwendung sei eine notwendige Bedingung fiir die
Lésbarkeit der Neumann-Randwertaufgabe angegeben.

Lemma 8.1.19 (a) Die Normalableitung ¢ =u,, einer Innenraumlésung der
Laplace-Gleichung geniigt stets der Bedingung

{8.1.26) Jredlr=o0.

{b) Gleiches gilt fiir die AuBenraumldsung der Laplace-Gleichung, wenn
diese (25¢) erfiilit.

Beweis. (a) folgt aus (24c). Fiir (b) ersetze man wie zuvor Q, durch Qg
und zeige f[yu,dl'=O0O(1/R}-+0. m

8.1.4.2 Die Integralgleichung erster Art

Das Einfachschichtpotential ¢ erfiillt nach Lemma 3 die Laplace-
Gleichung. Um die Dirichlet-Randbedingung (7.4.1b): # =¢ auf dem Rand
I' zu erzwingen, haben wir sowohl fiir das Innen- wie auch AuBenraum-
problem die zusétzliche Bedingung

(8.1.27) [ s(x,y)f(y)dl, = p(x) fiir xel
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zu erfiillen. Dies ist eine Fredholmsche Integralgleichung erster Art mit
dem schwach singuldren Kern s(x.y). Die Eindeutigkeit einer Ldsung f
dieser Integralgleichung sichert der

Satz 8.1.20 (Eindeutigkeit) Sei I'eC}*},, mit A>0. Unter allen fast
iiberall stetigen Belegungen el =(I}, die im zweidimensionalen Fall
d=2 zusdtzlich die Bedingung (13): [.fdI'=0 erfiillen. gibt es
héchstens eine Lésung der Aufgabe (27).

Beweis. Sind f; und f, zwei Losungen von (27). so 18st f:= f- foeL=(T'}
die Aufgabe (27} mit ¢=0. Sei & das von { erzeugte Einfachschicht-
potential. Im Innen- und AuBenraum Q: geniigt es der Laplace-
Gleichung A®=0. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in I' (vgl. Satz 7)
nimmt ¢ in I' die Randwerte P=p=0 und in » den Wert null an.
Findeutige Lésungen dieser Innen- und AuBenraumaufgaben sind &=0
in RY. In fast allen xyeT ist f stetig und Bedingung {15) erfiillt. Aus den
Normalableitungen 3¢+ /3n =0 folgt nach Satz 9 f(x,)=0 (vgl. (16b)). =

Man beachte. daB d=2 eine Ausnahmerolle spielt. Wenn man auf die
Bedingung (13) verzichtet, ist die Eindeutigkeit verletzt:

Belspiel 8.1.21 Sei d=2 und I'cR? der Einheitskreis. (a) Die konstante
Belegung f=1 erfiillt die Gleichung (27) mit »=0. (b) Das von f=1 er-
zeugte Einfachschichtpotential ist #(x}=min(0.-loglx!), d.h. #=0 im
Innengebiet I x1<1 und & = - loglx! im AuBengebiet |x!>1. (c) Die ein-
zige AuBenraumidsung zu den Dirichlet-Werten ¢ =1 auf I' lautet &, =1.

Da im Falle d=2 das Einfachschichtpotential fiir 1 x| > o entweder
unbeschriankt ist oder aber gegen null konvergiert, kann der in
Beispiel 21 c genannte Randwert ¢ zu keiner Lésung f fiihren.

Satz 8.1.22 (Existenz) Sei I'eC{** mit 0<A<1. Im Falle d>3 hat die
Integralgleichung (27) fiir jedes pe C!*2(I') eine Lésung feCA(T').
Fiir d= 2 hat p eine zusitzliche Bedingung zu erfiillen. die in die Form
Jr&edl=0 mit einem geeignetem £ gebracht werden kann.

Beweis. Sei d>3. Zum Dirichlet-Randwert ¢eC!**(I') gibt es eine
Lésung $_e C1**()_) der Innenraumaufgabe, die eine Normalableitung
3P_/3neC*(I') besitzt (vgl. Hackbusch [2, Satz 9.1.201). Ahnlich
existiert eine AuBenraumlésung ®,eC'**(Q,), die ¢, (o)=0 erfiillt
und 39, /3ne CM(I') liefert. Man setze f:= - 3®,/3n +3P_/3n eCX(T).

Das von f erzeugte Einfachschichtpotential sei ¥. Nach Satz 9 gilt,

f=~3¥./3n +3¥_/3n. Die Differenz & - ¥ erfiillt die Laplace-Gleichung
in Qs;in I sind @ ~ ¥ wie auch die Normalableitung 3 (&~ ¥)/3n stetig.
Hieraus 1Bt sich A(® - ¥)=0 im gesamten R {(zunichst im schwachen,
dann im klassischen Sinne) schlieBen, was wegen ¢ {(x)=¥{(x) =0 nur
& =¥ zulaBt. Auf I' gilt ¥ =P =¢, also ist f eine Lésung von (27).

8.1. Das Einfachschichtpotential 305

Im Falle d=2 4Bt sich ebensc eine AuBenraumldsung &,eC'*2(Q,)
finden, die in = stetig ist. Sobald @ ,(w)=0 erfiillt ist, 1aBt sich die
obige SchluBweise wiederholen. Uber die Riesz-Darstellung des
Funktionals pws @, () als [p§ ¢ dI' erhalten wir die Behauptung.

8.1.5 Formulierung der Neumann-Randwertaufgabe als Integral-
gleichung 2. Art flir das Einfachschichtpotential

Gesucht ist im folgenden die im Innen- oder AuBengebiet definierte
Losung u der Laplace-Gleichung zur Neumann-Randbedingung

(8.1.28) dul(x)/3n = p(x) fiir xe I

Die Normalableitung kann selbstverstindlich nur dort gefordert
werden, wo eine Normalenrichtung existiert. Wenn I' nur stiickweise
glatt ist, sind in (28) die Eck- bzw. Kantenpunkte x auszunehmen. Es sei
angemerkt. daB die Randbedingung (28) ohne Glattheitsvoraussetzungen
an I' formuliert werden kann, wenn man die Variationsformulierung
verwendet (vgl. Hackbusch (2, §7.41).

Wir wenden uns zunichst dem Innepraumproblem zu und setzen u
wieder als Einfachschichtpotential (9) an:

8.1.29)  u(x)=®(x):= [ .s(x,y)f(y)dl, fiir xeQ_ (Innengebiet).

VereinbarungsgemiB ist n(x) die duBere Normale in xeI'. Elimination
von 3®,/3n in den Gleichungen (16b,c) liefert

IP_(x) _ 2 (<Sn{x),x-y>
P s -f(x)—(,,dfr XLXZY2 [(y) .

Die Normalableitung du(x)/3n = o(x) soll mit 3¥_/3n aus (16a)
iibereinstimmen. so daB Bedingung (28) zur Gleichung (30) fiihrt:

- 2 (Ln(x), x-y>
61300 flx)=2e(x)+ 35 |- HLESL fydr,  (xel).
In (7.4.7a) haben wir fiir d=2 den Dipolkern k(x.y) definjert, der im
allgemeinen Fall d> 2 die Gestalt

o 2 <nlyly-x>
(8.1.31a) kix,y):= - oy Ty-xid {(x.yel')

annimmt. Durch Vertauschen der Argumente x. y erhdlt man den zu
(31a) adjungierten Kern, der in {30) auftritt:

* o2 Kn(x).x-y>
{8.1.31b) K(x,y}):= [ Ix—yld {x.,yel)},

Definiert man K als den zu (31a) gehdérenden Integraloperator:

G310 (KN)(x) = - ¢ BX2 gy, (xer),

so ist der durch (31d) definierte Operator formal zu K adjungiert:
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B.1.31d)  (K*f)(x) = - &g [ SBXLX-¥2 py)ar,  (xer),

Ix-yld

Gleichung (30) ist eine Fredholmsche Integralgleichung zweliter Art,
die sich mit K* in der Kurzform (32a) schreiben laBt:

(8.1.32a) f=2p-K*f.

Die Neumann-Randbedingung 39, /3n=¢ fiir die AuBenraumaufgabe
fithrt in entsprechender Weise auf die Integralgleichung

(8.1.32b) f=-2p+K*f.

Die Eindeutigkeit der Aufgaben (32a,b) l&Bt sich &dhnlich wie in
Satz 20 formulieren und beweisen:

Satz 8.1.23 (Eindeutigkeit) Sei I'eC}*}, Ffiir ein 1>0. Es gibt
hichstens eine Losung fel®(I') der Aufgabe (32a) bzw. (3Zb), die
zusidtzlich der Bedingung (13) geniigt.

Beweis. (i) Die Differenz zweier Losungen f;, f,eL=(I') von {(32a) fiihrt
auf eine Losung feL=(I) von f=-K*f. (K*f)(x) ist auf I bis auf Eck-
bzw. Kantenpunkte stetig (der Beweis hierzu ist dem Leser liberlassen),
also ist auch f fast iiberall stetig. Das von f erzeugte Einfachschicht-
potential & hat fast ilberail die Normalableitung 8¥_/3n=0, was im
Innengebiet nur die Lésung &_=const zuldBt. Die Randwerte $_=const
auf I' gelten wegen der Stetigkeit von ¢ auch fiir die AuBenraumidsung.
Eine Lésung ist u,=const. Die Differenz v:= u,-$ erfiillt v=0 auf I'.
Wegen Bedingung (13} ist &(x)=0, also v=0(1). Ferner gilt (25¢c)
{(vgl. Lemma 18d)). Die Eindeutigkeit der AuBenraumlésung (vgl. Lemma
18e)) beweist v=0 und damit wegen O=v(w)=u,(w}-P (o }=const
auch u, =0 und $,=0in Q,. Mit 39, /3n =0 finden wir iiber Satz 9 f=0.

(i) Im Falle der Gleichung (32b) schlieBt man analog in folgender
Reihenfolge: 3®,/3n=0 auf I', #=0 auf Q,, ¢_=0 auf I', #=0 in Q_,
dp_son=0aufrl, f=0auf I'. 2]

Die Existenz einer Losung f der Integralgleichungen (32a,b) kann
nach Lemma 19 nicht fiir alle Randdaten ¢ erwartet werden. Zur
Vorbereitung des Existenzsatzes wird die Kompaktheit des Operators
unter der Voraussetzung gezeigt, daB I' hinreichend glatt ist.

Satz 8.1.24 (Kompaktheit) Sei I'eC}** fiir ein A>0. Der Operator K*
aus (31d) ist im Raum C(I') der stetigen Funktionen auf I' kompakt.

Beweis. Wir haben die Voraussetzungen (3.2.8a,b) aus Satz 3.2.6 nachzu-
weisen. (3.2.8a) liest sich jetzt als [i-1k*(x,y)ldly <o und folgt aus der
uneigentlichen Integierbarkeit (vgl. Satz 9). Bedingung (3.2.8b) verlangt

Stk (g, y) - kM (x.y)dly > 0 fiir £->x

und ist wegen x(x,x,y)=0 mit der Stetigkeit der nachfoigenden
Funktion x(§,x,y) in § dquivalent:
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e A <n(E), E-y>_ <n(x) x-y>
X(nyvy)" Wy frl 'E-y'd |x~y|d !C”;'
{iber die Majorante C {1E- ytI*A=d | x_ y|i*+2-d] gchlieBt man wie in
Lemma 5 auf die gleichmiBige Existenz der Integrale x(§,x,y). Damit
ist » stetig. s =]

Satz 8.1.25 (Existenz) Sei I'eC}*™ fiir ein A>0. Die Integral-
gleichungen (32a,b} haben genau dann eine Losung feC(I'), wenn
g€ C{I'} der Bedingung (26) geniigt.

Beweis. Sei Xg={peC(I'): ¢ erfiillt (26)}. Da Z¢ Bild (1 +K*) die Normal-
ableitung des Einfachschichtpotentials in Q_ ist. muB nach Lemma 19a
Bild(I+K*)cX, gelten. Dies beweist k :=dim(C(I'})/Bild(I+K*})>
dim(C(Ir)/Xy)=1. Da gemaB Satz 24 K™ kompakt ist, garantiert
Satz 1.3.28b auch dim Kern{I+K*)=k. Nach Satz 23 darf eine
Funktion EeKern(I+K*I\ {0} nicht (13) erfiillen. Fiir zwei Funktionen
£,,E,eKern(I+K*)\ {0} findet man die Linearkombination {=af,+B8E,
mit x=[E,dI'+ 0, B=-[E,dT+ 0, die (13) erfiillt, so daB £=0 folgt.
Also ist Kern(I+K*) eindimensional. k=1 beweist Bild(I+K*)=X,. @

Die beiden letzten Sitze 24 und 25 setzen I'e C{** fiir ein 1> 0 voraus,
womit Ecken ausgeschlossen sind. Wenn entgegen dieser Voraus-
setzung Ecken vorhanden - sind, zeigt Folgerung 27, daB eine Losung,
wenn sie existiert, entweder in der Ecke eine Nullstelle oder aber eine
Singularitat besitzt. Ursache ist das singuldre Verhalten von K*f auch
fiir glatte f, das exemplarisch vorgefiihrt sei in

Beiplel 8.1.26 Sei f=1 die (beliebig glatte) Belegung des Einfachschicht-
potentials fiir das Einheitsquadrat aus Beispiel 16. Die Normalableitung
3¢_/3n im Innengebiet lautet in der Umgebung des Eckpunktes x=0:

30_(x)/3n = +loglixl - § + O(ixl).
GemaB (16b,c) ergibt sich die logarithmische Singularitit
K*(x) = 23®_(x)/3n-1= %logixl+O(Ixi)~5.

Folgerung 8.1.27 Sei xpel'eCj ¢\ eine Ecke der Kurve. ¢ sei auf I'
beschrinkt. Wenn eine Lésung f von (32a) existiert, die in x, Holder-
stetig ist, muB sie notwendigerweise f(xy}=0 erfiillen.

Beweis. Man zerlege f in fy+f;, wobei fy:=f(x,) konstant ist. Der
Rest f:=f~f, verschwindet in x,: f;(x,)=0. Folglich ist der zweite
Summand in K*f=K*fy+K*f; uneigentlich integrierbar und in der
Umgebung von x,; beschrinkt. Wenn nicht fy=f(x,)=0 gilt, zeigt
Beispiel 26, daB der erste Summand und damit auch K*f bei x,
unbeschrinkt sind. Da f die Gleichung (32a): f=2¢-K*f erfiillen soll
und ¢ beschrinkt ist, muB auch f eine Singularitét bei x, besitzen. 0B

Zu den Schwierigkeiten bei der Prisenz von Ecken vgl. auch §8.2.7.
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8.2 Das Doppelschichtpotential

In §7.4.2 wurde das Doppelschichtpotential fiir die zweidimensionale
Laplace-Gleichung aus dem Cauchy-Kern entwickelt. Die folgenden
Konstruktionen sind dimensionsunabhingig.

8.2.1 Definition

Im Zusammenhang mit dem Einfachschichtpotential trat die Normal-
ableitung nach dem ersten Argument der Singularititenfunktion s(x,y)
auf. Das Doppelschichtpotential (oder Dipolpotential) verwendet die
Normalableitung nach dem 2. Argument. Als Dipolkern bezeichnet man

(8.2.1a} kix,y) =2 s{x,y) = 2<n(y),V, s{x,y)> fir yel,
my, y

wobei die Skalierung in der Literatur unterschiedlich ist. Da s(x,y) eine
Funktion der Differenz x-y ist, unterscheiden sich die Gradienten
Vies(x.y)und Vys(x,y) nur im Vorzeichen. In der Normalableitung tritt
jedoch zusidtzlich die Normalenrichtung n auf, die bei 3/3n, von x,
bei 3/3n, von y abhdngt. Der mit dem Dipolkern (la} gebildete
Integraloperator (identisch mit {1.31¢)) sei mit K bezeichnet:

B.210)  (Kf)(x) =2 ¢, f(y) aé,—ys(x,y) dr;, (xel'),

Die Funktion f ist die Doppelschichtbelegung oder Dipolbelegung.
Sie erzeugt das Doppelschichtpotential ® im gesamten R9.

®21c)  @(x) = [ fy) F s(x,y) df (xeRY).

Der Name «Doppelschichtpotential» leitet sich daraus ab, daB ¢ als
Limes eines doppelten Einfachschichtpotentials angesehen werden
kann. Dies zeigt das

Beispiel 8.2.1 &, sei das Einfachschichtpotential der Belegung f auf dem
Quadrat I'={xeR%: 0<x,x,<1, x3=0}. Auf dem um ¢> 0 verschobenen
Quadrat I;={xeR% 0<x,,x;<1, xz=¢) sei als Belegung die negative
Kopie fe(x;,x5,e)==f(x,x2,0) von f gewdhit. Die auf I' und I
erzeugten Einfachschichtpotentiale &; und ¢, ergeben zusammen

(De-Do)(x) = [, fely)s(x,y)dly - [-f (y)s(x,y)dT, =
i1

=JJ fly,y2,0) [s{x,y+en(y))-si(x,y)3 dy,dy,
00

mit y=(y,.y¥,,0)und n=(0,0.1). Fiir x ¢ existiert der Limes ¢ > 0 des
Differenzenquotienten und ergibt das Doppelschichtpotential ¢ auf I':

¢ (x) = lim L (& -D,)(x) = J‘I-f(y)aan—ys{x,y)dl"y

Als Beispiel fiir s(x,y) wird wieder die Singularititenfunktion (1.3)
der Laplace-Gleichung herangezogen. Der Dipolkern und der zugehorige
Integraloperator nehmen die schon in (1.31a,c) erwihnte Form (2a,b) an:
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t

8220  k(x.y) = -y SBLLYZXD (yel').

ly-x!
@220 (KO)(x) = -5 [ SR f(y) dy (xel).

Das Doppelschichtpotential der Laplace-Gleichung lautet

G220 P(x)=-gy [ BB gy ar, (xeR9)

DaB die Integrale in (2b,¢) sinnvoll sind. zeigt

Lemma 8.2.2 Sei 'eC.¥ fiir ein >0 und fel™(I') eine beschrinkte
Belegung. Dann existiert die rechte Seite in (2b) fiir alle xel als
uneigentliches Integral.

Beweis. Da I'eCl# aus endlich vielen, glatten C'*#-Stiicken besteht,
darf man o.B.d.A. I'eC!** annehmen, wenn man atle xeR¥ zuliBt. Fiir x
auBerhalb von I ist der Integrand regulédr. Fiir xeI” hat der Zahler die
Ordnung O(ly-x1*#) {vgl. (1.4e)). Damit hat man die uneigentlich
integrierbare Majorante O (1y-x1/*#~9) gefunden. o

8.2.2 Regularitiitseigenschaften des Doppelschichtintegraloperators

Nach Lemma 2 ist (Kf)(x) fiir alle xeI' definiert. Eine genauere
Analyse zeigt, daB Kf nicht nur definiert, sondern auch gleichmiBig auf
I beschrinkt ist.

Satz 8.2.3 Sei u>0. (a) Unter der Voraussetzung I'eC'*# gehért K zu
L(L=(I),C(r)}), d.h. Kf ist fiir beschrinkte Belegungen f stetig auf I'.
{(b) Sei I'eC!*#  Dije lineare Abbildung, die die Belegung feL™=(I']
in das Doppelschichtpotential @ aus {2c) abbildet. ist beschrédnkt:
16 (x)I<CHflle fiir alle xeR?.

{c) Sei I'eClrZ. Dann ist K im Banach-Raum L°(TI') beschrinkt:
KeL(L=(T'),L=(I')). Die Aussage (b) bleibt fiir dieses I' weiterhin giiltig.

Zum Beweis wird das nachfolgende Lemma benétigt.

Lemma 8.2.4 Sei I'eClM% mit y>0. Dann gibt es globale Konstanten
Cund C,, so daB

8.23a)  [Ik(x,y)IdT, <C fiir xeRY.

(8.2.3b) Ix-ylA*1=ddr, <Cy e fiir xeRY, 150, >0,

J;"nKs(x)

{8.2.3¢c) Ix-yl*=9dI,  <Cyer™!  fiir xeR, A<1, e>0.

fr\ Kg(x)

Beweis. (i) Es reicht, von einem glatten I'eC'*# auszugehen, denn ein
beliebiges 'eC1}E ist eine endliche Summe solcher I eC!*¥, so daB
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sich die Aussagen (3a-c) auch auf e CI}H iibertragen.

{1i) Sei zunachst xel. Fiir I' existiert ein £45>0. so daB sich I'nKg(x)
fir alle O<s<e, mit Hilfe einer Teilmenge Se(x)e{zeRY™1: |zlss)
parametrisieren laft. wobei die z die Koordinaten in der Tangential-
ebene des Punktes x sind und z=0 dem Beriihrpunkt x entspricht.
n(z) ist die Komponente von xel in der Normalenrichtung n{x):

8.23d)  Jrok o0l k(X, 1T, =
= & Js o0 197ET | <nglz),2>+ng(zin(z)| / 11z +n(2)192dz.
Dabei ist ny(z) die Tangential- und n4(z) die Normalkomponente von

n(z). g(z)=g(z;x} bezeichnet die Gramsche Determinante (vgl.
§8.1.2.2). Unabhingig vom Entwicklungspunkt xe[ existiert ein C mit

(8.2.3ey) lg(-:x)lcy(s.o(,‘” £ C fiir alle xel,
(8.2.3e,) Ing(z)I<Clzl# Ing(z)-11<Clzl# fiir alle xel'. zeSe,(x).
(8.2.3e5)  ip(z)isClzli*tH

Damit erhidlt man die Majorante -ég 3721 z11*#~d [ndem man zeSe(x)
zu | zlse vergréBert, lassen sich Polarkoordinaten mit r=!2zl einfithren:

fiir alle xel', ZeSg (X ).

(8.2.3) e €21z d dg = €3 20g_y [ord=2ritu=d dy,
Damit ist das Integral von 1k{x,y)! liber I'nKey(x)} durch die Konstante
C'1=4C3 2wy  e¥/ [t wy] beschrankt. In IMKey(x) ist der Integrand
<2el"9/wy, so daB dieses Integral durch C”:= u(I")z,Z-—ef,‘d beschrinkt
ist {u{(T' )= [rdI'=Oberflache von I'}. C'+C” ist die Konstante in (3a).

(iii) Es bleibt (3a) fiir xeRI\I" zu zeigen. Fiir hinreichend kleines ey>0
148t sich zu jedem x mit §:= dist(x, [} <¢ ein xge' mit §=1x-x,! finden.
Wir verwenden die Parametrisierung von I'nKe (x,) iiber Sg,(xo). Der
Integrand ist das Produkt von Yg(z) mit

|<ng(z).2>+ng(z)(n(z)-8)| /Uiz1Z+(q(z)-8)21972,

Der gegeniiber (3d) neue Anteil §/01z12+(n(z)-8)%1972 kann gemiB
Lemma 1.10c gleichmiBig beziiglich § und x, abgeschitzt werden, was
den Beweis zu (3a) abschlieBt.

(iv) In (3b) gehen wir nur auf den ungiinstigsten Fall xel ein. Zum
Beweis von (3b) reicht es, sich auf & <e, zu beschrinken. Parametrisie-
rung iiber Sg(x) fiihrt zum Integranden Yg(z) UzI24p(z)2) O+ 1-d)72,
dessen Integral in vélliger Analogie zu (3f) durch C'e* abgeschitzt
werden kann.

(v) Dieselben Uberlegungen im Fall des Integranden von (3c) fiihren
nach Einfiihrung der Polarkoordinaten iiber Sg,{x)\S¢(x) auf das
Integral f:"rd"zr""d dr=[e}~1-e*"11/(x~1)=0(s*"!). Die Addition
des beschrinkten Integrals iiber I'\ Sg,(x) dndert O(e*~') nicht. =
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Beweis des Satzes 3. (i) Die Aussage (a) wird aus Satz 5 (4a) folgen.
{(ii) Die Abschidtzung (3a) beweist (b) mit der Konstanten C/2 statt C.
(iiiy MeCL}4 ist die endliche Summe von Stiicken [ eC!*#, die jeweils

zu Doppelschichtpotentialen &, fithren. Nach (b) gilt $,eL*°(R?). Da

¢:= 3 ®, das Doppelschichtpotential zu I ist, folgt #eL>=(RY). Die

Beschrinkung dieser Aussage auf I' liefert KeL( L>=(I'),L>=(I'}). o

Die Aussage KeK( C(I'),C(I'}} ist flir nur stiickweise glatte I’ falsch,
wie das Lemma 24 zeigen wird. Fiir glatte I' 1dBt sich die Aussage des
Satzes 3a aber wesentlich verstirken.

Satz 8.2.5 (Kompaktheit) Sei F'eC'*# mit O<u<!. Dann ist K auf
C(F) kompakt. Dariiber hinaus gilt

(8.2.4a) KeL(L=(I),CMT))
(8.2.4b) KeK(CMTI).CMT))

fiir alle 0<A <y,
flir alle O0< i<y,

Der Beweis wird vorbereitet durch das Lemma 6, das die Ubertragung
von Satz 3.4.9 auf (d-{)-dimensionale Oberflichen darstellt.

Lemma 8.2.6 Sei I'eC ¥ mit p>0. Der Kern k des Integraloperators
K erfiille (3a) und habe die Darstellung

{8.2.5a) kix.y) = 0(x.y)/Ix-yld-u=1 (x,yel).

Der Faktor ! erfiille (Sb,c):
(8.2.5b) 1#{x, y)1<C,

(8.2.5¢) W (x. y)-(E.y)sCplx-Ei/1x-yl
fiir alle E,x,yel' mit 1y-x!22ix-§l.
Dann gehort K zu L(L™(TI').CH#(I)).

fiir alle x.yel".

Beweis. Da (3.4.2a) mit (3a) identisch ist. folgt die Behauptung aus
Satz 3.4.2. sobald die zweite Bedingung (3.4.2b) gezeigt ist:

®.25d) [ 1k(x,y)-k(E,y)IdE, < Clx-EI*  fiir E,xel.

Wie im Beweisteil (ii) zu Lemma 4 in (3f) gezeigt. hat |k(x,y)-k{§,y)}i<

stk(x yN+1k(E,y) iiber I'g:=I'nK,,(x)} die Schranke O(s#}, wobei
gi=ix~§l

gesetzt sei. Es bleibt das Integra] iiber I';:=I'\K,,(x). Hier wird der

Integrand lk{x.y)-k(E,y}! wie in (3.4.7g) durch

(x.y)=E(E,y)1/1x-yld=#=1 4 1p(x, y) I {1 E-yt1=d _jx_yjuti=d}

abgeschitzt. (5¢) und (3c) ergeben die Schranke Cye C e~ "= CeX fiir den
ersten Summanden. Die Anwendung des Mittelwertsatzes der
Differentialrechnung zeigt {...)=O(Ix-§1/1X-yI*~9) mit einem
Zwischenwert XeK.(x). Da IX-y|2Ix-yl/2 fiir ly-x|>21x-El=2e,
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erhilt man die Majorante O(e/ {x~yl#~d) die nach (3c) zum Integral
O(e)Cye#~'=0(e#) fithrt. Summation aller Beitrige liefert
O(e#)=0(i x- E1#) und beweist damit (5d). =

Beweis zu Satz 5. (i} Die Faktorisierung (5a) fiihrt auf
(8.250)  F(x,y)+= - g <mly), y=x>/ly-xI4¥1,

Der Zihler <n(y), y-x> hat fiir x,ye e C'*# die Ordnung O (1 y-xt'*#},
wie dies die Abschitzung durch Clz!"** in den z-Koordinaten zeigt
(vgl. (3e, ,)). Damit ist (5b) nachgewiesen. Zum Beweis von (5¢) wird der
Mittelwertsatzes der Differentialrechnung herangezogen:

2, y)-8(E.y) = - ¢ <nly) E-x>/1y-RIu+1 -
—52—5(;”1)<n(y),y—i><y—§,€-x>/ly—§t”*3.

8.2.5)

wobei ¥ auf der Verbindungsstrecke zwischen x und y liegt. Im ersten
Summanden wird <n(y}, E-x> in {n(x), §-x> und <{n(y)-n(x), §-x>
zerlegt. Der erste Term hat die Schranke ClE-xI#*<ClIE-x1Ix-yl¥, da
die Normalkomponente von § dem 5 aus (3ey) gleicht. Der zweite Term
ist beschrinkt durch In(y)-n(x)i1E-x|. Die Annahme leC'** liefert
In(y)-n(x)I<Clx-yl¥. Zusammen ergibt sich wegen ly-XizIx-yl/2
die Schranke O(1E-x!/Ix~yl) fiir den ersten Summanden in (5f). Im
zweiten Summanden werden beide Faktoren <n(y), y-X>/1y-X{#*! und
(y-%, E-x>/1y-%1? durch O(i§-x1/1x~-yl) abgeschitzt. Da 1§-x1<
six~yl in (5¢) vorausgesetzt wird, kann ein Faktor O(1§-x!/Ix-yi) zu
O(1) abgeschwicht werden. Damit ist (5c} bewiesen. Lemma 6
garantiert die Aussage (4a) des Satzes 5 fiir A:= . Hieraus erhalt (4a)
fiir A<y als Abschwichung.

(ii) Bemerkung 3.4.13 mit der Modifikation aus Bemerkung 3.4.15
gestattet, von (4a) auf (4b) zu schlieBen. m

8.2.3 Sprungelgenschaften des Doppelschichtpotentials

Das Doppelschichtpotential (1c) geniigt bis auf das Vorzeichen der
gleichen Sprungbedingung bei I' wie die Normalableitung des Einfach-
schichtpotentials. Im folgenden werden die stetige Fortsetzbarkeit und
die Sprungeigenschaften analysiert. Die Holder-Stetigkeit der stetig
fortgesetzten Potentiale &, und &_ wird in §8.2.4.1 untersucht. Anders

als die Normalableitung des Einfachschichtpotentials hat @ (x) auch .

dann einen Limes, wenn sich x in bestimmter Weise einem Unstetig-
keitspunkt x,eI’ der Belegung f nihert. Dieser Spezialfall wird in
§8.2.4.2 diskutiert werden.

xgel sei ein innerer Punkt von I'eC!*¥ mit p>0. n(xp) sei die
Normale in x,, die im Fall einer geschlossenen Kurve bzw. Oberfliche I'
nach auBen gerichtet sei. Die Funktion
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(8.2.6a) pla):=d(xy+anixg))

beschreibt flir 0<a<a, das «duBere» und fiir - 2y< <0 (a, hinreichend
klein) das «innere» Doppelschichtpotential in der Umgebung von x;.
Wenn die Gerade {xj+an{xg): aeR} keinen weiteren Schnittpunkt
mit I' hat. darf z3=w gesetzt werden.

Lemma 8.2.7 Unter den obigen Annahmen und falls die Dipolbelegung
! eL‘;{ I'} in x, stetig ist, existieren die einseitigen Limites ¢(0=0) und
erfiillen

(8.2.6b) p(0+0) -2(0-0) = fixy),
(8.2.6¢) p(0+0) +9(0-0}) = (Kf)xy).

Beweis. (i) Wir zerlegen I' in eine geeignete Umgebung Iy von x4, die
iiber Sg = {y'eR9!; |y’ <¢) parametrisiert werden kann, und den Rest
Iyi=I'/Ig. Die zu I; und I gehdrigen Doppelschichtpotentiale (1c) seien
mit &, und $; bezeichnet. Da der Integrand von &, in der Umgebung von
x, keine Singularitit besitzt, ist @ x ) stetig in X = x5+ an{xy).

(i) I ist iiber S; parametrisiert. Der einfacheren Notation halber
wird 0.B.d.A. angenommen, daB x,=0 im Ursprung liegt und die
Tangente bzw. Tangentialfldche horizontal ist, d.-h. n(x;) die Kom-
ponenten ny=...=ng_4=0, ny=1 hat. I'; wird durch {{y’,q(y'}): y'eS;} dar-
gestellt, wobei : S5, >R die in (1.17b.f) charakterisierte Funktion ist.
Die Normale n{y) in y ={(y',n{y’)) ist der Vektor (Vq(y'),1)}//g(¥),
wobei g die Gramsche Determinante bezeichnet. Das Skalarprodukt
<n{y), y-x> mit x=x,+an(x,) nimmt damit die Gestalt

Ygly T <n(y),y-x> = gy )-a+<{9p(y),y'>

an, wobei das Skalarprodukt auf der linken Seite d- und auf der rechten
Seite (d-1)-dimensional ist. Der Nenner des Dipolpotentials lautet jetzt

ly-xi9=[(a-n(y))%+1y1219/2

Mit diesen Ersetzungen schreiben wir das Doppelschichtpotential &,
iiber I'j=I'nK¢{xy) als

1 e ey =y ) =<Vn(¥y).y> .
S {xg+an(xg)) = o= | f(y.nly) 1 21y 7. ¥
o o " ©q !f Y ey haz 4

&, spalten wir in §, ,+@, , auf:
1 . ’ -n(y)
&, (o) = fly .aly)) x-nly '
1.1 W‘lsg [{a-ply))2+1y121972 .
<Vply),y>

(a-p(y))2+1y123d72
Im Zéhler von &, , hat I<Vp(y ),y >I<IVp(y)-Vn(0)lly| wegen
neC!*# und Vn(0)=0 die Schranke O(ly'11*#). Damit besitzt &, , die

Majorante Cly1"*#~9 und die uneigentlichen Integrale ¢ 1,z(a), lal<ay,
existieren gleichmiBig, so daB &, ,(«) stetig ist. ¢; ,(0) erhilt man

S1,2(a) 1= - g [ fOyaly))- dy’.
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aus der obigen Darstellung mit a=0:

1 r<nly)y-xp>
&, ,(0)= -5 fz;_”’l'?n‘u—xol f(y)dI, .
Auf das Integral ¢, ;(«) ist Lemma 1.10d anwendbar: Die Differenz
2(0+0) - 9(0-0) ist durch &, ((0+0)-&; (0-0) = f(x,) gegeben.
Der Mittelwert ergibt sich, indem man a=0 im Integranden setzt.
Der Vergleich mit (2b) zeigt die {ibereinstimmung mit (K f)(xy). @

Auf xgel sind drei Werte des Dipolpotentials definiert: Neben P ixy)
sind diesstetigen Fortsetzungen ¢_(xg):=¢(0-0) von innen und
®,.(xp):=p(0+0) von auBen erklart. Dabei treffen die Begriffe «innen/
guBen» nur zu, wenn I" geschlossen ist. Sonst ist die Orientierung durch
die willkiirlich gewihlte Normalenrichtung n{x,} festgelegt: In
Richtung von n(x,) liegt die «AuBenseites. Der erstgenannte Wert $(xg)
stimmt definitionsgemdf mit élK f)(xy} iiberein. Lemma 7 fithrt auf

Satz 8.2.8 Sei I'eClYY fiir ein #>0 und fel=(I') eine beschrinkte
Belegung f. Wenn Xgel' innerer Punkt einer glatten Komponente
Fpel, TyeC!*#, ist und f in x, stetig ist, so hat das
Doppelschichtpotential ¢ in X, eine innere-Fortsetzung ¢_( x,) und

_eine juBere ®,(x,), die den folgenden Sprungbedingungen geniigen:
8.2.7a) P, (xg) - B_(x5) = f(xp),
(8.2.7b) D, (xy) +P_(xg) = (Kf)xp).

1]

Beweis. Sei I' die Summe der glatten Kurven bzw. Flachen ;e C'*#. x, sei
innerer Punkt von I}, . Die von [} i+ ig) erzeugten Dipolpotentiale sind
in x, stetig (analytisch}, so daB steauf die Sprungrelationen keinén Ein-
fluB haben. Wegen &, ( xo)=p ( 0+ 0) ergeben sich (7a,b) aus Lemma 7. @

Die Fortsetzungen ¢. ( x,) sind hier als spezielle Limites aus der Nor-
malenrichtung definiert worden. AuBerdem macht der Satz 8 keine Aus-
sage iiber Eck- oder Kantenpunkte xgel". Hier sind Verallgemeinerungen
méglich, die in der folgenden Bemerkung zusammengefaBt werden.

Bestlerkung 8.2.9 (a) Sei I'eCL}¥ fiir ein p>0 und feC(I') (hinreichend
ist auch eine Belegung feL>=(T), die in einer I'-Umgebung von Xgpe rvar
stetig ist). Dann gibt es eine R%-Umgebung U von xye\3r, die durch I’
in die Zusammenhangskomponenten Usx zerlegt wird (vgl. Abb. 7.2.1a,b),
so daB @, in I, und &_ in U_ gleichmiBig stetig sind. Thre Werte auf I
erfiillen die Sprungrelation (7a).

(b) Ist FeCA*E  (u>0) geschlossen und feC(T), so sind ¢, eC(0,)

0,stw

und ¢_eC({1_) in ihren Definitionsbereichen gleichmiBig stetig.

(c) Anders als in Satz 8 sind in (a) und (b} auch Punkte xpel
zugelassen, die auf Ecken bzw. Kanten von I' liegen. Ausgenommen
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bleiben nur Ra.ndpunkte? xqedl’. Die gleichmidBige Stetigkeit in Us bzw.
)+ bedeutet, daB die Definition von &: nicht davon abhingt, auf
welchem Wege sich xell: dem Punkt xgellx nahert.

(d) Damit existiert in allen inneren Eck- bzw. Kantenpunkten
xge '\ 3T eine stetige Fortsetzung (Kf)(x,), fiir die die Gleichung (7b)

zutrifft. K ist fiir d=2 mit dem Operator K; aus (7.4.9) identisch.

(e} Ist I' geschiossen, gilt KeL(C(I'),C(I}), und die Sprung-
relationen (7a,b) sind fiir alle xpeI' erfiillt.

Beweis. Da die Aussagen (b-e) einfache Foigerungen aus (a) sind, reicht
ein Beweis zu (a). Dieser wird am Ende von §8.2.4.3 nachgeholt. @

8.2.4 Weitere Eigenschaften des Doppelschichtpotentials
8.2.4.1 Hilder-Stetigkeit

AuBerhalb von I ist das Doppelschichtpotential ¢ beliebig oft diffe-
renzierbar und erfiillt nach Ubungsaufgabe 1.2a die Laplace-Gleichung:

(8.2.8) AP(x)=0 . fiir xeRI\ T,

Nach Bemerkung 9 ist ¢ fiir feC(I'} stetig fortsetzbar auf I', wobei
nur 3I' auszunehmen ist, falls I' nicht geschlossen ist. Die folgende
Aussage iiber die Holder-Stetigkeit von ¢: ist in Hinblick auf (4b)
nicht verwunderlich:

Satz 8.2.10 (a) IstI'eCl** (u>0) geschlossen.und feCMI) fir ein
Ae(0,ul, si) sind die AuBen- und Innenraumfortsetzungen ¢,eCXQO,)
und ¢_eC*(Q._) in ihren Definitionsbereichen global Hélder-stetig.

(b) Fiir eine allgemeine Kurve bzw. Fliche I'eCJ}Y gelten die ent-
sprechenden Aussagen in U: (vgl. Bemerkung 9a), wenn der Schnitt

y := I'nU+ im Innern einer glatten Komponente I,eC!*# von I liegt.

Beweis. (i) Fiir d=2 ist der Beweis fiir (a) schon in Satz 7.2.8 erbracht.
Der Fall d> 3 ist analog.

(i) Das Verhalten von I in einem endlichen Abstand zu y beeinfluBt
nicht die Glattheit des Doppelschichtpotentials. om

Es sei daran erinnert, daB Kf bis auf den Faktor 2 mit der Definition
von ¢ auf I iibereinstimmt und gem&B (7b) die Summe der einseitigen
Limites ®: ist. Da Kf schon fiir feC(I') Hélder-stetig ist, konnte man
auch fiir stetige Belegungen f Hélder-Stetigkeit von ®: erwarten. Diese
Erwartung kann nicht erfiillt werden, denn aufgrund der Sprungrelation
(7a) erzeugen Holder-stetige Fortsetzungen ®: auch eine Hélder-stetige
Belegung f. Diese triviale Aussage wird sich spdter (§8.2.7) in der
Nichtkompaktheit von K in C(I') widerspiegeln, wenn I' nicht glatt ist.
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8.2.4.2 Potential in der Nithe einer Sprungstelle der Belegung

Wir wollen nun untersuchen, wie sich eine Unstetigkeit von f in Form
eines Sprunges auf das Potential ¢ auswirkt. Dazu beschrianken wir uns
zundchst fiir den Fall d=2. Springt eine stiickweise stetige Funktion f
in xgeI um §, so kann f als Summe einer stetigen Funktion f; und der
stiickweise konstanten Funktion f; mit
den Wert 0 vor x, und $ hinter x, ange-
sehen werden. Das Gesamtpotential ist

die Summe ®,+®,. Da die Eigenschaften P
von ¢, schon beschrieben worden sind. f=0 « f=1
reicht es f; und @, zu diskutieren. Da xo I

die Form der Kurve bei x, keinen Ein-
fluB hat. solange sie dort glatt ist, wird
I als gerade angenommen {vgl. Abb. 1):

(8.2.93) F:={{y;,y2)eR%: y;=0, -1sy;<1}.

Die Sprungstelle sei x,=(0,0). Die Belegung wird gewdhlt als
(8.2.9b) f(y,.0)=1 fiir y,>0, fly;,0}=0 fiir y;<0.
Das zugehorige Potential hat die Darstellung

(8.290)  B(x) = (x;xp) =~ 72 [, Ux-y)?+x5)1dy,,

wenn n(y)=(9%) als Normale gewahlt wird.

Abb. 8.2.1 Unstetige
Belegung f auf I

Bisher wurde x,=(0,0) als Unstetigkeitsstelle von f behandelt. Man
kann jedoch (9¢) ebenso als Potential der stetigen Belegung f=1 auf der
rechten Hilfte I von I ansehen. x,=(0,0) ist dann ein Randpunkt xgedl;.

Bemerkung 8.2.11 Das Potential & aus (9¢) ist in xp=(0,0) unstetig: In
jeder (einseitigen) Umgebung {Ixl<e: x,>0) werden alle Werte
(-1/2,0) angenommen. ¢ ist jedoch bei radialer Anndherung an x, stetig:

(8.2.9d) ®(rcose.rsing)~> - =k signlp) (r-1pl) fiir O<lpl<m. r>0.

Definiert man ¢+ wie in (6a) als Fortsetzung aus der Normalenrichtung,
so gilt die Sprungbedingung (7a) in der Form & ,(xp) - ®_(x) = fm(%o),
wobei f,,(x,) das arithmetische Mittel der beidseitigen Grenzwerte von
f in X, ist. Im Falle von (9b) gilt f,,(0)=4.

Beweis. Das Integral in (9¢) kann zu —f;{arctgi;—:‘— +arctg%%} aus-
gewertet werden. Fiir r+0 strebt xy=rsing gegen null und somit der
erste arctg-Term gegen *rn/2, wenn ¢e(0,7) bzw. pe(~1,0).
Der zweite arctg-Term ist £im-¢. =

Es sei hinzugefiigt, daB man Stetigkeit von @ (x(r)) auch dann erhélt,
wenn man sich auf einer differenzierbaren Kurve x(r) mit x,(r)>0 dem
Punkt x(0)=x, nihert. Der Grenzwert lim®(x(r)) ist dann durch die
rechte Seite von (9d) zu dem Winkel p der Tangenten dx(0)/dr
gegeben: [dxy(0)/drl/[dx,(0)/dr]l=tan ¢.
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r /’\ Im mehrdimensionalen
piadeld Fall d>3 hat man eine

7 et analoge Aussage: ¢ hat bei
f=0 JONGNE f=1 radialer Anndherung an
’ //Y eine Sprungstelle einen

Limes. Die Richtung des

radialen Strahls wird durch

Abb. 8.2.2 Unstetiges f entlang v d-1 Winkel bestimmt.

Wenn im Falle d=3 der

Sprung entlang einer glatten Kurve yc[I' stattfindet, so hingt der

Grenzwert jedoch nur von einem Winkel ab. O.B.d.A. seien I', v und die
Belegung f wie folgt gewihlt (vgl. Abb. 2):

(8.2.10a)  I:={yeR’: - 1<y, y,<1,y,=0}, y:={yel:y =0},
(8.210b)  fly.y,0)=1 fiir y,20, f(y;.y,.0)=0 fiir y,;<0.

Bemerkung 8.2.12 (a) Das zu (10a,b) gehérende Potential ¢ ist in y
unstetig. Fiir jeden Einheitsvektor @, der nicht senkrecht auf n(x,)
steht (d.h. wz# 0), ist P(rw) jedoch in r=0 stetig fortsetzbar. Der
Grenzwert Oy ==;i_x>r},¢(r0) hangt nur von <{r,w>, d.h. vom Winkel
zwischen v und @ ab, wobei 7 in der Tangentenebene von I' in x, liegt
und eine Normale der Kurve y ist (Im Beispiel (10a,b) ist v=(1,0,0)).
(b} Die in Abb. 2 eingezeichnete Flache I'" hat einen konstanten Winkel
{r,x>/1xl, xeI'". Deshalb ist die Beschrinkung des Potentials & auf I’
stetig und stetig fortsetzbar auf v.

8.2.4.3 Das Potential der Belegung =1

Eine Ecke x, von I' {analog eine Kante im Falle d=3) 14Bt sich deuten
als die Summe zweier Kurven I, I, die sich im Eckpunkt kreuzen,
wobei die Belegung f; auf I} im Teil I'ial’ mit f
iibereinstimmt und in [\I als f;=0 gewidhlt wird Lznl
{(s. Abb. 3). Das Potential ¢ 4Bt sich als Summe

der Einzelpotentiale ¢+, iiber I';, I'; ansehen. Iy Lnl
Nach Bemerkung 11 sind ®¢; und &, im Eck- %o

punkt x, unstetig. Die folgenden Uberlegungen Ty

werden zeigen, daB die Summe ¢;+¢, trotzdem -

in x, stetig ist. wenn f auf I stetig ist. Abb. 8.2.3

Satz 8.2.13 Seien O_ und Q, das Innen- bzw. AuBengebiet von I'e C§ 4.
Dann fiihrt die Dipolbelegung f=1 zum Doppelschichtpotential

_y -1 fiir xeQ_,
@211a)  (x)={ fiir xe Q.

Eine sofortige Folge von (11a) ist wegen (7b)
8211v) Kf=-f flirf=1 {zu K vgl. Bemerkung 9d).

Es werden zwei Beweise angefiihrt. Der erste ist kurz und indirekt,
der zweite gibt weitere Auskunft iiber das Doppelschichtpotential.
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1. Beweis. Fiir xe(3_ ist s({x,-}eC?(0 .} Losung der Laplace-Gleichung -

im abgeschlossenen Innengebiet Q.. Aus (1.24c) bzw. Lemma 1.19a

erhalten wir 0= [-3s(x.,y)/3n,dI,, d.h. &(x)=0 fir die Belegung f=1. -
Aufgrund der Sprungbedingung (7a) folgt $,(x) = P_(x)-f(x)=0-1= ;

- 1 auf I'. Eindeutige Lésung dieser Dirichlet-Randwerte ist $,=-1. @
Zum zweiten Beweis verwenden wir das

Lemma 8.2.14 (Dipoipotentialdarstellung in Polarkoordinaten) Sei
x,¢eCl, und feL=(I) die Dipolbelegung. Q:=3K,(0) sei die Ober-
fliche der Einheitskugel. Zu jedem Einheitsvektor @ ¢ Q definieren wir

(8.2.12a) Flw) := fly) sign({n(y},y-x4>}
yel, y-xg=ly-x5lw

{nihere Erklirung siehe unten). Dann hat das Doppelschichtpotential in

xo den Wert

(8.2.12)  @(xg) = - [, F(@)dQ  (dO: Integration iiber 0).

Die Summe in (12a) erstreckt sich iiber alle yelI', die der Strahi
{xg+t@: t>0) schneidet. Das Vorzeichen sign{{n(y).y-x,»>) ist
positiv, wenn @ in die AuBenrichtung zeigt, sonst negativ (vgl. Fall (1)
in Abb. 1). Es bleiben noch Ausnahmefille zu diskutieren. Im Fall (2)
der Abb. 4 wird eine Ecke y getroffen, in der zwei Normalenrichtungen
n:(y) als einseitige Grenzwerte definiert sind. In diesem Fail hat man y

und damit auch weggelassen werden kénnen. Fillt
wie im Falle (3) ein ganzes Intervall des Strahls
ri{ {x,+tw: t>0) mit I’ zusammen, hat die Summe (12a)
*
} @
v

T te zweifach in der Summe (12a) aufzunehmen, wobei die
r K Vorzeichen sign(<{n:(y),y-x,>) entgegengesetzt
(3)}_‘ sind, so daB sich beide Summanden zu null ergdnzen

iiberabzdhlbar viele Summanden. die wegen

sign(<{n(y),y-x,>) = <n(y),y-%,> = 0 jedoch

‘ unwesentlich sind. Es bleiben pathologische Fille,

f : in denen der Strahl {x;+t@: t>0} T in unendlich

ind n(y); vielen Punkten unter einem von null verschiedenen

\.\ : Winkel schneidet. Dieser Fall (wie auch die Fille (2)

™ 1y und (3)) treten jedoch nur fiir eine Teilmenge Quc Q

e lE vom MaB null auf, so daB die Festlegung von F(w)
Abb. 8.2.4 fiir solche @ irrelevant ist.

Beweis des Lemmas 14. (i) Zunichst sei angenommen, daB I’ geschlossen
ist und <n(y),y-xz> >¢>0 fiir alle y eI’ erfiillt. Zu jedem «Winkel» weQ
definiert der Schnittpunkt y =y (w)e I in Richtung @ den Radius r=r(@).
Damit enthilt die Summe (12a) fiir jedes weQ genau einen Summanden:
Flw)=f(y(w)). T kann iiber Q mittels (r(w),@) parametrisiert
werden. Die konkreten Rechnungen sehen fiir die praktisch inter-
essanten Fille d=2,3 wie folgt aus. Fiir d=2 hat yeI' die Darstellung
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Y(p)=xo+ r(0)(FFE) flir O<p<2.
pDie Ableitung y, lautet ry,e;+re, mit den orthonormalen Vektoren

COS ¢ ) ~sin @°
‘1’=(sing)v @;:=| gosg .

Hieraus ergibt sich die Gramsche Determinante g(¢)=<y,,¥p> = ré’ +r2,

Senkrecht zur Tangentenrichtung y, in y(¢} steht der Vektor

~-rp@z+rey. Die Normalisierung liefert die Normalenrichtung

niy)={(-ro@,+re;)/Yg(p). Damit lautet das Skalarprodukt
<nly).y-xg> = <nly),re;> = r2/{glg).

Zusammen mit {y-x,l=r erhalten wir gemdB (1.11a) die Darstellung

N g 4 2 pog o
!——J—LL,&“",_’W >f(y)dry=of Wﬂy(w)—'-%g—-p— pale) de={f(y(pNdep.
o

Mit dem Vorfaktor - I/wy von $(x,) ist (12b) bewiesen.

Im dreidimensionalen Fall sind el 0,271 und §¢l 0,71 die Winkel-
koordinaten. Jedes y=y(p.3) hat die Darsteliung r(o.3)e,. wobei

(cos<p cos ¢ -sing cos ¢ ~cosy sing
e,=|{cospsind|, @;=|~sinpsind|, e;=| cospcosd
. sin @ \ COs P « sing

orthonormale Vektoren sind. Die Tangentialebene wird von den Ablei-
tungen yp=rpe,+re; und yg=rg@,;+re; aufgespannt. Senkrecht dazu
steht n(y)=[re,~rp@e,-rge;1r//g(v,%). Der Nenner ist dabei die
Wurzel der Gramschen Determinante g(¢.8)=r(r°+rZ+rg). Mit
{n(y),y-x,>=r%/Yg(9.%) und ly-xyl=r erhdlt man (12b) durch
Einsetzen dieser Gr&Ben.

(il Die Bedingung <n(y),y-xy>2¢>0 in () darf durch
{n(y).y-x43>>0 ersetzt werden.

(iii) Im zweiten Schritt sei angenommen, daB I' nicht geschlossen ist,
aber <n{y).y-x,>>0 fiir alle yeI' (analog: <n{y),y-x,> <0 fiir alle yeI'}
erfiillt. Man kann I' durch ein weiteres Kurven- bzw. Flichenstiick I'" zu
einer geschlossenen Kurve bzw. Oberflache I 1= I'+ I’ ergiéinzen. Setzt
man zusdtzlich f(y):= 0 fiir ye ' fest, sind die Doppelschichtpotentiale
iiber I' und I'” identisch. Die Funktion F(w) wird von der Fortsetzung
von f auf I'"’ nicht geidndert, so daB Teil (i) die Behauptung zeigt.

(iv) Sei Iy :=T,ul. mit Ii:= {yel: =<{n(y),y-x,>>0)}. Fiir jede
Zusammenhangskomponente von I, und I. gilt (12b) nach (i-iii).
Summation tiber alle Komponenten liefert (12b). o]

2. Beweis des Satzes 13. Liegt x im Innengebiet Q_, schneidet der Strahl
{x+tw: t>0) I in k+1 Punkten mit <n(y),y-x>>0 und k Punkten mit
{n(y),y-x><0, wobei keN,. Da f=1. ergibt sich F{w)=1. Die Darstel~
lung (12b) fiihrt auf -1, weil wy die Oberfliche der Einheitskugel ist.
Liegt x dagegen im AuBengebiet, tritt, wenn iiberhaupt, <n{y),y-x>>0
ebenso oft auf wie <n(y),y-x><0, was zu F(w)=0 fiihrt. m
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Ist F'cR? eine nichtgeschlossene Fliche mit einer geschlossenen
Kurve I als Rand, der abgebildet auf die Einheitskugel ( eine
doppelpunktfreie Kurve v ergibt, so nimmt | F(w )} nur die Werte 0 und
1 an. Die Teilmenge Qp:={weQ: | F(@)l=1} bzw. deren OberflichenmaR
u(Qg) definiert den Raumwinkel, den I' mit dem Zentrum X, bildet.
Der Rand 3(Q, stimmt mit y iiberein.

Zum Beweis der Bemerkung (9a) geht man in folgenden Schritten vor:
(1) Wenn x, kein Eckpunkt ist, wiederholt man den Beweis von Lemma 7
und stellt fest. daB die Konvergenz der GréBen &, ®; ;. &, ; fiir x>0
gleichm#Big beziiglich x; ist, vorausgesetzt X, hat einen hinreichend
groBen Abstand vom Rand 3I; der glatten Komponente Icl, NeClts
hat. da sonst K¢ nicht zur Parametrisierung verwandt werden kann. Da
auch ®,=Kf-f im Innern von [, stetig ist (vgl. Satz 3), zeigt die
Aufspaltung @ (x)-d, (x5} = (P (x)-P (E)1+ [P (E)-Pulxp)]) die
Stetigkeit fiir xel,> x,, wobel EeI' so gewdhlt sei, daB x=f+an(E).

(i) Wenn x,edl; ein Eckpunkt ist, zerlegt man f in fnt fo mit
f. :=f(xg), f*=f-f,. O.B.dA. kann I' als geschlossen angenommen
werden. Das zu f,. gehorende Potential ist nach Satz 13 konstant, also
(einseitig) stetig in X,. Man betrachte die Potentiale &,;, die zu den
verschiedenen Komponenten I; von I' mit der Belegung fn gehoren,
einzeln. Da f,(xg)=0 gilt, liefern ®; ; und &, , aus dem Beweis des
Lemmas 7 als Integrale iiber beliebige Teilmengen von Kg¢ den gleich-
miaBigen Grenzwert 0. Insgesamt ist &, auch in X, stetig. Aus der Ste-
tigkeit im Kompaktum schlieBt man auf die gleichmiBige Stetigkeit. m

8.2.5 Ableitungen des Doppelachichtpotentials
Die Ableitung des Integranden (2c) ist fiir alle xe\I' definiert:

1 . d =X (y-
(8.2.13a) Vx{-a;—Lla—<",(yfx| 23 "’—Id-l;_(x{ - a,-a-“"l’yfxl’giz" x)

Damit hat das Doppelschichtpotential ¢ der Belegung f in RI\T den
Gradienten

(8.2.13b) Vo (x) = g )[{';'_‘ifd -d<""|’y'f;l’f,iz"“"’}ﬂy)dr,
flir xeT.

Im folgenden soll untersucht werden, ob sich Vo auf I' fortsetzen laBt.
Zunichst ist eine Erklirung zur Voraussetzung fe C'*#(I') zu geben. Da
{ nur auf I' definiert ist, existieren auch nur Ableitungen in Tangential-
richtungen. Wenn man formal die Ableitung in Normalenrichtung als
null definiert, sind alle partiellen Ableitungen und damit der Gradient
Vf erklirt. Eine dquivalente Definition lautet wie folgt: Man setze f in
eine hinreichend kleine Umgebung von I' durch f(xg+an(xg)):=f(xg)
fort (ael~¢.e1, xgel). Der in der Umgebung von I' existierende Gra-
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dient stimmt auf I mit dem oben definierten V/ iiberein. Definitions-
gemaB gilt Vf(xg)in(xg), d.h. Vf(x;) liegt in der Tangentialebene.

Der folgende Satz zeigt, daB sich der Gradient des Doppelschicht-
potentials &p, komplementdr zum Gradienten V&g des Einfachschicht-
potentials verhdlt: Wihrend die Tangentialableitung (V&g,t> des
Einfachschichtpotentials stetig ist und die Normalableitung <Vdg,n>
springt, ist es beim Gradienten des Doppelschichtpotentials umgekehrt.

Satz 8.2.15 Sei I'e C5** und fe C'*#(I'} fiir ein > 0. Dann ist der Gra-
dient V¢ des Doppelschichtpotentials stetig in Q, und Q_ und l&Bt
sich stetig fortsetzen zu V. auf (J: mit den Sprungeigenschaften

(8.2.14a) VP, (x) -Vd_(x) =Vfix) fiir xel",
(8.2.14b) V@ (x) +VP_(x) fiir xel’

-2 n(y) {niy).y~- -
" 9 zf*‘{ly—xld -d=8 {yfxl’gzz(y X y)ar,

wobei das Integral im Sinne von Hadamard zu verstehen ist
{vgl. §7.5). Die Normalableitung ist beim Durchgang durch I' stetig:

(8.2.14c) 3P, (x)/3n = 3P_(x}/3n fiir xeI’
und hat die Darstellung (14d) als Hadamard-Integrai:
(®2.14d)  30.(x)/3n=[ f(y) s& & s(x.y)dry = (xel)
-2 (1<nly)n(x)> <n(yly-x> <y-x,n(x)>
9d ;’-{ ly—xid ¢ Ty-xid+z Vrydr,.

Beweis. (i) Da ¢ auBerhalb von I' beliebig glatt ist, reicht es, den
Grenziibergang x = Xgel aus Q, bzw (}_ zu untersuchen. f sei - wie
oben anldBlich der Definition von Vf erklirt - in die Umgebung U von I'
fortgesetzt. Da die konstante Belegung f{x) (xeU fest) zu einem
stiickweise konstanten Potential @, fiihrt, das dle Ableitung V&,=0
in O\I' besitzt (vgl. Satz 13), darf man die Belegung f durch
f(-)-f(x) ersetzen, ohne den Gradienten V& zu dndern:

(8.2.14e) V& (x)= w%,!{ g - g RO VX)) (1 ty)- ST,

Die Taylor-Entwicklung von f liefert
(8.2.140)  f(y)-f(x) = <Vf(x) y-x> + O(ly-xI1*#),

Der O(ly-xI1""#)-Term fithrt zu einem gleichmiBig existierenden,
uneigentlichen Integral, das damit in x stetig ist. Einsetzen des ersten
Summanden in den Integranden (i14e) fiihrt zu den Integralen (14g,h):
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Q

8.2.148) o= ld—':%’a <Vf(x), y-x>dly,

@214 & l <"(l; X2 (¥=X) (gf(x),y-x>dr,.

-xl

Da t:=Vf(x) eine feste Tangentenrichtung ist (siehe oben), hat (14g) die
gleiche Gestalt wie {1.21). In Analogie zu Lemma 1.13 fiihrt der Ggenz—
wert x-+x, zum Cauchy-Hauptwert §rn(y)(Vf(xo).y—xo>/ty—xol dr,.
Zur Analyse von {14h) sei zundchst die Tangentialkomponente

¥-x> <y-x.t(xa)> <If(x), y-x>
(8.2.141) -g—)[m‘gy)_;; 1=Kt XLY-X2 g,

d
untersucht. Der erste Faktor ist der gleiche wie beim Doppelschicht-
potential, so daB man analog zu einseitigen Grenzwerten gelangt. Den
Sprung berechnet man zu

o
s [Pt 1192 dr J<780x0) 2><z b (x> d02,

wobei  die (d-1)-dimensionale Einheitskugel bezeichnet (fiir d=2 mit
0={0,2) ist formal Jg..dQ2=2<Vf(xy) t(xy)> zu setzen). Da die
einseitige stetige Fortsetzbarkeit von (V9 ¢( xg)> auf I' gesichert ist,
braucht man das oben stehende Integral nicht auszuwerten, sondern
kann in Gleichung (7a) zur Tangentialableitung iibergehen und erhilt

B.2.14))  <VB.(xg) - V_(xg), t(xg)> = <Vf(xg). t(%g)>

fiir jede Tangentenrichtung t(x,) in xgel.
{ii) SchlieBlich ist die Normalenkomponente

__d_J‘ {nlyly-x><y-x,n(x5)> <Vf(x}),y-x> dr,
wWq r

(8.2.14k) Ty—xi9+ ly-xi

zu untersuchen. Parametrisiert man eine Umgebung I von xgel’ mit
Hilfe von S wie in (1.17¢}), so erhilt man

d {a-p(y)-<Vn(y),y>} (a-n(y)) <Vt(xq)§1’> Jadr. .
UEIS, (la-p(y )2 + 1y 1270@+D72 [...1 g dly

wobei xy=0, x=an{xy), y=(,lf;,.)) wie in (1.17f). Da <Vp(y’),y’> von der
Ordnung O(1y'1'*#) ist, hat <Vn(y').y'>(a-n(y ))<Vf(x,), y')/[...]d/‘?‘“
eine uneigentlich integrierbare Majorante. Das zugehdrige Integral ist
somit stetig beziiglich a= 0. Der verbleibende Rest lautet

d (a-nly N2V (xg) ¥y > ~
Og Js, [la-g(y N2+ 1y121972+ vg dI

und konvergiert fiir o~ 0, wie man nach Substitution y'+>z=« y' sieht.
Im Gegensatz zum Integral (1.17c,) hingt der Grenzwert nicht vom
Vorzeichen von « ab, da in (141} das Quadrat (x-n(y))? anstelle von
a-n{y’) auftritt. Damit ist {VP,n(xg}> stetig beim Durchgang durch x,.
Aus (14§) und <V@,-Vd_,n(x,)>=0 folgt (14a), da Vfxg)Ln(xy).

(8.2.141)
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(iii} Das Integral (14b) im Sinne von Hadamard ist der Cauchy-
Hauptwert von (14e) (vgl. §7.5). =

Zusatz 8.2.16 (a) Die Sprungbedingungen (14a,b) gelten auch lokal in
einer offenen Teilmenge I,cI', wenn [eCI*#  feCiTH(I,) und
auBerhalb von [, nur IeCl,,, und fel™(I) angenommen wird.
(b) Haben I' und f die Holder-Eigenschaft nur punktweise in X,, so
bleibt (14a,b) noch richtig, wenn man sich x, nicht tangential nihert,
d.h 1<x~x5,0(x;)>1 2> el x~x,] muB fiir ein e>0 gelten.

(c) Sei I'eC} sow- In RAT gilt

199 (x}1 € Cpdist{x. "1 fiir fe CH(I). O<u<1,
VP (x) < C; tlogdist(x,I'}1 fiir fe C (T}

Hierbei sind die Umgebungen von Ecken bzw. Kanten eingeschlossen.
(d) Fiir 4>0 erzeugt fe CH#(I'} auf I'eC§ scw ein Doppelschichtpotential
mit 1VPleL?(Q:). Fiir d> 3 gilt auch PeH ().

(e) Fiir Ixl»o gilt

(8.2.15a)  &(x) O(1xi=9),
(8.2.15b)  1V®(x)l = O(IxI~9).
Beweis. Die Teile (a) und (b} ergeben sich aus den Beweisiiberlegungen

zu Satz 15. (c) ist Folge von Lemma 4 angewandt auf die Darstellung
(13b) von V@, Letztere liefert auch (d). (e} ist Folge von {c) und (d). m

i

"

Betrachtet man die fiir @+0 stets existierende Normalableitung
(8.2.16a) pla):=<VP(xs+an(xy)). ni(xy)>.

so braucht fiir eine nur stetige Belegung f kein Limes lim (o) zu
existieren. Das nachfolgende Lemma rechtfertigt es, trotz”eventueller
Nichtexistenz der Normalableitungen von ihrer Gleichheit zu sprechen.
Lemma 8.2.17 Sei IpcI'eC§ oo, TpeC'*H fiir ein p>0 und fel=(T).
In x; sei { stetig (A:=0) oder H8lder-stetig: | f(x)-f{x5}1<Clx-xol*
mit 2e(0,1). Es gelte p+A>1 oder u=1, A=0. (a) Dann gilt

8.2.16b)  lm  ola)-p(-a) = 0.

x>0
{b} Wenn das Innenraumpotential ¢_ in x, die Normalableitung 3&_/3n
besitzt; so existiert auch die Normalableitung 36,/3n des AuBenraum-
potentials und stimmt mit 8&._/3n liberein.

Beweis. Da 3¢_/3n der Limes von ¢(a) fir 0>a->0 ist, folgt
Teil (b) aus (a). Zum Beweis von Teil (a) diirfen wir wie im Beweis zu
Satz 13 0.B.d.A. f(xg)=x,=0 annehmen. Wir setzen x,:=Xg+an(xy)
und x_:= Xy~ an(x,). Der erste Summand n(y)/ly-x!? des Integranden
in (14e) fithrt nach Multiplikation mit n(x;) auf die Differenz

(8.216c)  <nly),n(xy)> [ly-x, 1"9-1y-x_1"9}.
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Wir parametrisieren iiber Se={y'eRd": Iy'l<e} und nehmen y ---(,l{;.':,)
mit 7 wie in {1.17f) an. Da {n(y).n{xg)> = <n(y)-n(x,). n(xz)>+1=
=1+0(ly-xgl#), bleibt die eckige Klammer in (16c) zu untersuchen.
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert

ly-x "9=ly-x_1"9 = {1y P+ (a-n(y DI~V 0y 12+ (asn(y N?1792 =
oy 2nly)la+Sp(y)l
Uy s (a+ &y 310342072

Wegen la+9nl<(...Nenner... 12 und In(y < Cly H*egCL.. 1072
erhidlt man die Majorante C[...3(~9*#)/2 Analog verfihrt man mit
dem zweiten Summanden des Integrals (13b).

(ii) Da 0.B.d.A. f{xy)=xy=0, gewinnt man aus |f(y}i=If{y)-f{xg)l<
<Cly -xy1*= Cly!?* schlieBlich die uneigentlich integrierbare Majorante
Clylmd+e+X im Falle p+i>1. Dies beweist die Stetigkeit von
wla):=gp(x)-p(-a) beziiglich a. Eine stetige und ungerade Funktion
(pl-a)=-yp(a)) muB in a=0 den Wert ¢ (0}=0 haben, was (16b) beweist.

|20y ) Las $10y )1 UL (9p)= £ ()]
Ly Sy i) = £ ()l

=1, 2=0 Ig(y )i<Cly1? durch ¢ 'e+200X 11 (Yol=[IXg]]

u wegen ln(y yoodure Ly 124 (a+8q(y N2192

sle(.)‘f(xo)Im'Kpla;‘s ]2,;,“ fiir alle y'eK(xo) ab. Da [ stetig ist,

konvergiert die Maximumnorm § f (-}~ f{xo)= K, fiir p>0 gegen null.
Das Integral iiber la+@n{y)i/[...1d ist gleichmiBig beziiglich «
beschrankt (vgl. Lemma 1.10c). Schreibt man g¢(a):=p(a)-p(-a)
als g,+4¢,, wobei y;=p,(a)-9;(-a) durch Integration tiber I'nK,(xg)
{bzw. N K (x4)) in (16a} entstehen, so erlaubt die Stetigkeit von f in xg,
fiir hinreic%end kleines p und alle 2eR auf lg,(x)l<e/2 zu schlieBen.
Da y, beliebig glatt in « ist, gilt l,(a)I<e/2 fiir hinreichend kleines a.
Zusammen ergibt sich die Stetigkeit von ¢ in =0: gtiglolp(ozh 0. s+

mit (31«1,

(iii) | schitzt man im Falle von

8.2.6 Integralgleichungen mit dem Doppelachichtoperator

8.2.6.1 Formulierung der Dirichlet-Randwertaufgabe als Integral-
gleichung 2. Art mit dem Doppelschichtoperator

Wir setzen die Lésung u der Randwertaufgabe
8.2.17) Au=0 in O\T, u=p auf T

als Doppelschichtpotential {2¢) an, da & die Laplace-Gleichung erfiillt
(vgl. (8)). Im Falle der Innenraumaufgabe muf

P_=9
gelten. Die Kombination der Gleichungen (7a,b) liefert 2¢_=Kf~f, also

(8.2.18) f=-2¢0+Kf (Innenraumaufgabe).
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Zu K vergleiche man Bemerkung 9d.e. Diese Fredholmsche Integral-
gleichung zweiter Art fiir die Dipolbelegung f ist die zu (1.32)
adjungierte Gleichung.

Im Falle der AuBenraumaufgabe hat man
Pr=¢
zu setzen. Die Summe der Gleichungen (7a,b) fiihrt auf

{8.2.19) f=20-Kf (AuBenraumaufgabe).
Satz 8.2.18 (Eindeutigkeit) Sei peL=(I'), I'eC§*4,, fiir ein u>1/2.
(a) Die Integralgleichung (18) hat h&chstens eine Ldsung fel<(TI').
(b) Je zwei L3sungen der Gleichung (19) kdnnen sich nur um eine
Konstante unterscheiden.

Beweis. (i) Hat Gleichung (18) zwei Lésungen, so fiihrt die Differenz auf
ein feL*® (T} mit f=Kf. Aus Satz 10b leitet man ab, daB K{ (und damit
auch f) héchstens mit Ausnahme der Ecke- bzw. Kantenpunkte Hélder-
stetig zum Exponenten A:=pu>1/2 ist. Das zu f gehdrende Dipolpotential
& geniigt gemiB Satz 8 den Sprungbedingungen (7a,b), so daB ¢.=0
auf I folgt. Einzige Lésung der Laplace-Gleichung zu Randwerten ¢_=0
in Q_ ist $=0 . Sie erfiilit 3d_/0n=0 auf I'' Nach Lemma 17b muB
wegen p+i=2p>1 30,/3n=0 auch fiir ¢ im AuBenraum gelten.
Einzige Lésung der AuBenraumaufgabe mit der Neumann-Bedingung
3P_/3n=0 ist &=0 in Q_, wie aus dem nachfolgenden Lemma 19
hervorgeht. Aus =0 in RO T schlieBt man aufgrund von (7a) auf f=0.

(i) Die Differenz zweier Lésungen von (19) fiihrt auf eine L&sung
feL=(I) von f=-Kf, die fast iiberall Holder-stetig sein muB. Wie in (i)
leitet man &, =0 auf I' ab. Zusammen mit (20) schlieBt man auf $=0 in
Q_ und 3%:+/8n=0 auf I'. Da ¢ =const in (. die vollstindige Losungs-
menge der Randbedingung 3®_/9n=0 ist, beweist (7a) f=const. o

Lemma 8.2.19 (a) Jedes Doppelschichtpotential ¢ erfiillt die Bedingung
(20} in o:
(8.2.20) 1®(x)<Cix!=d, 1V (x)i<CixI~d

(b} Die Neumann-Randwertaufgabe des Laplace-AuBenraumproblems
AD=0in O_ und 3d_/3n=¢ auf I', die zusitzlich die Bedingung (20)
erfiillt, ist eindeutig bestimmt (vgl. Lemma 1.18).

Zusatz 8.2.20 Um die Aufgabe (19) eindeutig zu machen, kann gemiB
(4.8.15a,b) die erweiterte Gleichung (21a,b) aufgestellt werden:

(8.2.21a) f=2¢9-Kf+a
®2.216)  [fdl=8

Eine andere Modifikation, die zur Eindeutigkeit fithrt, wird in §8.5.1
erwihnt. wo man fiir x=0 die Laplace-Gleichung zuriickgewinnt.

{(a eR: gesuchte Konstante),
{B¢R: gegebene Konstante}.
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Satz 8.2.21 (L&sbarkeit) Sei I'eCJ*# fiir ein ye(0,1) und peCHMI) fiir
ein Ael{0,u). Dann haben die Gleichungen (18) fiir das Innenraum-
problem und (21a,b) fiir das AuBenraumproblem jeweils eine eindeutige
Losung feC(I'). die zudem zu CATI') gehort.

Beweijs. Nach Satz 5 ist K kompakt in C(I'}). Die Eindeutigkeit (Injekti~
vitat) impliziert aufgrund der Riesz-Schauder-Theorie (vgl. Satz 1.3.28)
die Losbarkeit (Surjektivitat). Fiir u>1 gewinnt man die Eindeutigkeit aus
Satz 18. Sonst greift man auf die in Zatz 1.23 beweisene Bijektivitit des
dualen Integraloperators zuriick. (4a) beweist schlieBlich feC*(T). @

8.2.6.2 Formulierung der Neumann-Randwertaufgabe als Integral-
gleichung 2. Art mit dem Doppelschichtoperator

Ist u eine (geniigend glatte) Lésung der Laplace-Gleichung im Innen-
raum €_. kann man fiir sie die Greensche Darstellungsformel beweisen:

(8.2.22) u{x)=l_f{s(x,y)g%u(y)—u(y)aa,Tys(x,y)}dI’y (xeQ_)

(vgl. Hackbusch {2,Satz 2.2.2]). Einsetzen der konkreten Singularititen-
funktion (1.3} in die rechte Seite von {22} liefert fiir d>3 das Potential

6220  o(x)= g [ 2 ar, vy [ SBOBLIX2 4 (y) ar,,,

ly-x1" ly-xi
wobei im ersten Integral schon die Neumann-Randbedingung
(8.2.24) 3an—u(x)= o(x) auf I'

eingesetzt wurde. Die rechte Seite von (23) ist eine Linearkombination
des Einfachschichtpotentials g zur Belegung ¢ und des Doppelschicht-
potientials &p mit den Dirichlet-Randwerten u auf I' als Belegung:
& =P -Pp. Die zuletzt genannte Belegung ist bei der gestellten
Neumann-Randwertaufgabe unbekannt, so daB die Formel (22) keine
explizite, sondern nur eine implizite Darstellung vorstelit.

Nach (22) soll ¢ im Innengebiet (_ mit u iibereinstimmen. AuBerhalb,
fiir xeQ, verschwindet die rechte Seite von (22), da partielle Integration
zu JplsAu-udy sldy=0 fiihrt. Der Mittelwert von @: lautet demnach
us/2 auf I'. O ist in RY stetig, so daB dieser Teil von & = $p-Pp direkt
auf I' ausgewertet werden kann. Der Mittelwert der beidseitigen
stetigen Fortsetzungen &p . von &p, ergibt nach Satz 8 den Wert 1Ku,
wobei K der Doppelschichtoperator (2b) ist. Zusammen erhilt man
auf I' die Bedingung (25) fiir die unbekannten Dirichlet-Werte von u:

(8.2.25a) u(x) = g(x) +(Kul(x) fiir xel,
wobei gemaB (1.3)
2 (y) "
(8.2.25b)  g(x):= & | —E X 45, fiir d> 3,
“d fr y—-xi9== = {p aus (24))

(8.2.25)  g(x):=-4 | p(y)logly-xIdl, fird=2.
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Die Integralgleichung (25a) unterscheidet sich von Gleichung (18) nur
in der Definition des inhomogenen Anteils und in der Bezeichnung der
unbekannten Funktion. Formal sind beide identisch. Die Frage der
Eindeutigkeit und Existenz einer L&sung ist mit den Sdtzen 18 und 21
bereits beantwortet.

Da die L6sung u der partiellen Differentialgleichung Au=0 direkt aus
der Integralgleichung (25a) hervorgeht und nicht erst - wie im Falle von
Gleichung (18) - die Integralgleichungsiésung f in den Doppelschicht-
ansatz (2¢) eingesetzt zu werden braucht, wird (25a) auch das «direkte

Verfahrens bzw. die «direkte Integralgieichungsmethode» genannt.
Andere Zugénge heiBen indirekte Verfahren.

Das direkte Verfahren (25a) wurde aus der Greenschen Darsteliung
(22) abgeleitet. DaB die Lésung u der Gleichung (25a) Losung der
Neumann-Randwertaufgabe ist, 148t sich jedoch auch direkt beweisen:

Ubungsaufgabe 8.2.22 Sei I'e C{*/4, fiir ein y> 1/2. Gleichung (25a) habe
zu den Neumann-Randwerten peL (') eine Lésung ueC(I'}). Man zeige:
(a) ¢ und u sind bis auf Ausnahmepunkte (Ecken, Kanten) lokal
Holder-stetig zum Exponenten g. {(b) Das durch die Lésung u definierte
Potential (23) erfiillt die folgenden Eigenschaften: (i} A®=0 in RAT,
(i) $_=u auf I, (i) ¢$,=0 im AuBenraum Q,, (v} 3P_/3n=gp,
so daB ®=u die Losung der Neumann-Randwertaufgabe ist. Hinweis
zu (ii): (7a,b), zu (iv): (1.16b} und Lemma 17b fiir 3¢,/8n-38%_/3n=-p,
3¢, /3n=0 nach (iii).

Die bisherigen Ausflihrungen beziehen sich auf das Innenraum-
problem. Fiir die AuBenraumaufgabe verwandelt sich die Greensche
Darstellungformel in

®220  ulx)=-[ (sGey)guty)ruty) foseypldl, (xeq,),

wobei 3/3n weiterhin die Ableitung in die duBere Normalenrichtung
beschreibt. Dem Wechsel der Vorzeichen in (26) entsprechend erhalten
wir nun die Integralgleichung

(8.2.27) ul(x) = ~g(x)-(Kulx) fiir xeI' mit g aus (25b,c).

Satz 18 garantiert die Eindeutigkeit der Lésung bis auf Vielfache der
Konstanten. Diese 13Bt sich durch (ibergang zur (21a,b) entsprechenden
erweiterten Gleichung eindeutig festlegen. Die Existenz einer L&sung
ist in Satz 21 beantwortet.

Die Greenschen Darstellungen (22) bzw. (26) ermdglichen auch direkte
Verfahren erster Art zur Bestimmung der Neumann-Werte aus gege-
benen Dirichlet-Werten, um dann u aus (22/26) bestimmen zu k&nnen.

{Ibungsaufgabe 8.2.23 Zu lésen sei das Dirichlet-Problem u=y der
Laplace-Gleichung Au=0. Indem man u=y¢ in (22) bzw. (26) einsetzt,
leite man eine Integralgleichung erster Art fiir ¢:=0u/dn ab.
Man iibertrage die Sdtze 1.20 und 1.22 auf diese Gleichung.
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8.2.7 Nichtglatte Kurven bzw. Oberfléchen

Wihrend die Eindeutigkeit der Integralgleichung (18) fiir stiickweise
glatte Kurven bzw. Oberflichen gezeigt werden konnte, setzte die
Existenzaussage in Satz 21 die globale Glattheit voraus. Gleiches gilt
fiir die AuBenraumaufgabe (2ta,b). Der Beweis von Satz 21 beruht auf
der Kompaktheit von K. Wir wollen zundchst beweisen, daB die globale
Glattheit [eCd*# nicht nur - wie in Satz 5 gezeigt - hinreichend,
sondern auch notwendig fiir die Kompaktheit von K in C(I'} ist. Zur
Vereinfachung der Notation beschrinken wir uns auf den zweidimen-
sionalen Fall d=2. Das Verhalten von K an einer Ecke von I'cR? iiber-
tragt sich jedoch wortwortlich auf eine Kante einer Oberfliche I'c R3.

Lemmae 8.2.24 Enthilt I'eC}* 4., (4>0) mindestens eine Ecke, so ist
der Dipoloperator K in L=( i') oder C(I') nicht kompakt.

Beweis. O.B.d.A. wird die Situation aus Abb. 5a
angenommen: Die Ecke x;=0 hat einen Winkel
ae( 0,1 ) mit den beiden Schenkel I; und I'y. Die im
folgenden definierten Funktionen g, haben ihren
Triger im Kurventell Ip={x=(§): O<xstlcrl:

1 fiir x=(%)elp, 1/n<x<1 1/n 1
(x)= 07=70" ’
on(x)={0 sons. Abb, 8.2.5a
¢, liegt in L=(I') und hat die Norm ko, =1.
Wire K kompakt, miiBte y,:=Kg, eine gleich- 0
n

miBig konvergente Teilfolge {z.p,,] = Kop,: jeN} | -
enthalten. Da y,=Kyp, im oberen Kurventeil ‘o
Fy={x=r(S§3%): 0<r<1) bis auf den Faktor 2 mit Abb. 8.2.5b

dem von ¢,, auf I, erzeugten Dipolpotential iiber-

einstimmt. berechnet man wie in (9c) den Wert zu

YalrSing) = —'—s-’iﬁf;/n{(rcosa—y,)2+rzsin2a}"'dy,.
¥, und damit auch die Teilfolge ¥ny konvergieren punktweise gegen
PEREL) = —Iii,}"ﬁf; {(rcosa—y )%+ rPsin®a}~!dy,.

Da y, auf I, stetig ist, muB auch die Grenzfunktion g=limy,; wegen
der gleichmiBigen Konvergenz stetig sein. Nach Bemerkung 11 gilt
w(0)=-%5% £ 0 und steht damit im Widerspruch zu ¢,(0)=0. Also ist
K in L=(TI'} nicht kompakt.

(ii) Um die Nichtkompaktheit in C(I') statt L=(I') zu zeigen, kann
man die Funktionen p,, wie in Abb. 5b gestrichelt angedeutet zu stetigen
Funktionen glitten und den Beweis entsprechend fiihren. oD

In Beispiel 7.4.12 ist bereits ein Gegenbeispiel dafiir angegeben
worden., daB die Gleichung (18) fiir peC*(I') eine L&sung fec™Mr)
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besitzt. Der Widerspruch ergab sich dort jedoch nur fiir 1>2/3.
Auch ohne Kompaktheit kann die Gleichung (18) in C(I'}) oder sogar
CMTI') mit geeignetem A>0 noch 18sbar sein. d.h. I-K bijektiv sein.

Bemerkung 8.2.25 Wenn ein nichtkompakter Operator eine Aufspaltung
(8228) K = Ko'i'K‘ N IKOIC(I')@C(F) $q<1 N KIGK(C(F),C(F))‘

zul4Bt, gilt fiir I =K weiterhin die Fredholm-Alternative aus Satz 1.3.28a.
Ist wie z.B. durch Satz 18 die Injektivitit gezeigt, stellt (28) eine
hinreichende Bedingung fiir die Bijektivitdt von [+ K dar.

Beweis. ItK; ist nach Satz 1.3.10 bijektiv und (1Ky)~'K, nach Satz 1.3.23a
kompakt. Auf I+T=I*(I1tK,)"'K, kann Satz 1.3.28 angewandt werden.
Die Bijektivitat von I=(I1:Kg)™'K, ist mit der von [+K &dquivalent. m

Die Inverse 1/q, des Infimums g, aller moglicher Werte q aus {28)
wird der Fredholm-Radius von K genannt. Die Bedingung der
Bemerkung 25 kann daher folgendermaBen formuliert werden:
Der Fredholm-Radius von K muf gréBer als eins sind.

Im Falle einer Ecke bei x,el’ konstruiert man eine geeignete
Zerlegung (28) wie folgt. Zu € >0 existiert eine Funktion yeC=(R) mit
x=1in[0,e]1, x>0 in R, x=0 in [2¢,0 ). Wir setzen

Kof =Ky f), K :=K{(1-x}f)

Da (1-y)f in der Umgebung der Ecke verschwindet, ist K, kompakt.
Fiir K, findet man mit Hilfe von Lemma 14, daB H(K,f)(x)l fiir
1f_<1 und Ix-xgl<e durch gg=lr-iail/r+o0(1} (fir ¢->0)
abgeschitzt werden kann. Fiir Eckenwinkel a#0, o+ findet man daher
ein £>0, so daB g,<! die Bedingung (28) erfiillt. Fiir a=n liegt keine
Ecke vor, so daB K ohnehin kompakt ist. Auch im Falle =0 (s. Abb. 6}
kann man die Kompaktheit in C(I') aus

KeL(C(I'),CMT)) ableiten. Im letzt-
genannten Fall muB man ausnutzen, daB
die Belegung im Eckpunkt x; bei An-

niherung von beiden I'-Seiten stetig ist,
wihrend die Normalenrichtung entgegen- Abb. 826 «=0
gesetzt ist.

Der dreidimensionale Fall, wo Ecken, Kanten und auch kegelférmige
Spitzen verschiedenster Gestalt auftreten konnen, laBt sich nicht
analog behandein. Fiir gewisse Ecken kann der Fredholm-Radius kleiner
als 1 ausfallen. Abhilfe 148t sich in vielen praktisch wichtigen Fillen
durch die Einfithrung einer anderen, zur Supremumsnorm jedoch
aquivalenten Norm finden (vgl. Kral - Wendland {1]). Die eben
genannte Arbeit enthidlt auch zahlreiche weitere interessante
Anmerkungen und Literaturhinweise zum Thema dieses Unterkapitels.
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8.3 Eine hypersingullire Integralgleichung
Wir kehren zur Neumann-Aufgabe der Laplace-Gleichung zuriick:

(8.3.1a) Au=0inQ, und Q_. du/3n=¢ auf I',

und wollen die Innen- und AuBenraumaufgabe simultan 1sen. ¢ muB
die nach Lemma 1.19 notwendige Bedingung (1.26) erfiillen:

®3.1b)  [ppdl=0.

Als Ansatz verwenden wir weiterhin das Doppelschichtpotential (2.2¢)
einer zu bestimmenden Belegung f. Da dieses nach Satz 2.15 identische
Normalableitungen von innen und auBen besitzt, ist es tatsdchlich
moglich die Innen- und AuBenraumaufgabe (la) simultan zu l&sen.
Indem wir die Darstellung (2.14d} der Normalableitung mit der
Randbedingung (1a) verkniipfen, erhalten wir die Gleichung

(8.3.2) fly) £ <& s(x.y)dly = p(x) - fiir xel.
r dn, dn,

Der kiirzeren Schreibweise wegen wird die Darstellung (2) der
folgenden expliziten Beschreibung (2') vorgezogen:

<nly), n(x)) {n(y)y-x><y-x,nl{x})> _
8.3.2) f e d T }r(y)dr, = p(x).

Gleichung (2) ist eine Integralgleichung erster Art zur Bestimmung
der unbekannten Belegung f. Da das Integral in (2) nur im Sinne von
Hadamard existiert, handelt es sich um eine hypersinguldre Integral-
gleichung.

Nach Definition des Hadamard-Integrals fiihrt ein konstantes f zum
Integralwert null, so daB die Gleichung (2} nicht eindeutig l&sbar ist.
In der Tat fithrt f=const zu dem Dipolpotential $=0 in Q, und
¢ =-const in Q_ (vgl. Satz 2.13) und 15st damit die Aufgabe (la,b) fiir
jeden Wert von f=const. Um diese Nicht-Eindeutigkeit zu vermeiden,
unterwerfen wir die Losung f der Bedingung (3):

(8.3.3) Jprdr=o (vgl. (1.13), (2.21b)).

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung f von (2)
mit der Nebenbedingung (3) scheint ‘angesichts des Hadamard-Integrals
schwieriger als die bisherigen Aufgaben. Die Antwort ist aber relativ
einfach zu geben, wenn man den geeigneten Raum fiir { zugrunde legt.

Zunichst seien I' und alle auftretenden Belegungen als hinreichend
glatt angesehen. Den Belegungen f und g, die (3) erfiillen mogen,
ordnen wir die Dipolpotentiale / und ®9 zu. Die Normalableitung von
&/ multiplizieren wir mit g und integrieren iiber I':

834a)  [g3®/andl = [ (&g-@9) 30 /3n dI.
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Die rechte Seite in (4a) erhilt man dabei aus der Sprungbedingung
(2.7a). Da V9 auch im AuBengebiet quadratintegrierbar ist und den
Abschitzungen (2.15a,b) fgeniigt (vgl. Zusatz 2.16d,e), ist die Greensche
Formel (1.24a) mit u=¢' und v=07 im Innen- und AuBengebiet Q=0
anwendbar und liefert wegen Au=0:

(8.3.4b) [ 30%3ndr= [ <V99,V00> dx,

8.3.40) [ 30%/an dI'= - [ (V09,9075 dx.
'+

Einsetzen in (4a) liefert

8.3.4d) - gadendl = [ (Vo9 Vo > dx+ [, (V09,70 > dx.
- +

Wir definieren eine sogenannte Bilinearform a(-,-) mittels
(8.3.5) alf.g) += - [ a(x) | f(y) gk 5B s(x.y)dIy dEx.

Man entnimmt der Darstellung (5} sofort, daB a(..-} in beiden
Argumenten linear ist und damit dem Namen «Bilinearform» gerecht
wird. Da das innere Integral mit 3¢ f/3n iibereinstimmt, zeigt (4d), daB

(8.3.6) alf.g) = [, <7890 > dx+ [, <V89, V0> dx.
- +

Lemma 8.3.1 Die Bilinearform a(-,-) ist symmetrisch und positiv fiir
Funktionen, die der Bedingung (3) geniigen, d.h. a{f,g)=a(g,f)} und
al(f,f)>0 fiir alle f+0 mit (3).

Beweis. Die Symmetrie entnimmt man sofort der rechten Seite in (6).
Aus (6) liest man auch a(f,f)>0 fiir alle g=f ab. Sei alf, f) 0
angenommen (6) impliziert V@f-O in Q_ und Q. Folglich gilt of=c,
in O, und f=c_ in Q_ mit eventuell unterschiedlichen Konstanten c;.
Die Sprungrelation f=®,- ®_=c .- c_ beweist f=const. Aus (3) schlieBt
man const=0, also f=0, sodaB a(f,f)>0 fiir alle f+0 mit (3). o

Zur Herleitung weiterer Eigenschaften von a{.,-) formen wir das
Doppelintegral in (3) um. Nach Definition des Hadamard-Integrals darf
f(y)} im inneren Integral durch f(y)-f( x) ersetzt werden:

®37  alf.g)= [ g(x)fr[f(x)—f(y)]a-%cgra,—ys(x,y)dI‘, drlx.

Da 32s(x,y)/3n,dn, in den Variablen x und y symmetrisch ist,
ergibt die Hmbenennung X < y die Darstellung

®370)  a(f.g)= | oly) [ [f(y)-fx)1 gk gh- s(x.y)db dy.

Fir feC!*™(I), u>0, existiert das innere Integral in (7a,b) als Cauchy-
Hauptwert. Somit ist 2a(f,g) der Grenzwert s> 0 der Doppelintegrale

R e A T N B RS e
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J. g(xﬁxfy'kttf(x)—f(y)}aﬁ—xa—%—ys(x,y)dl”y dl+
of oty) [ tfy)-fxN gl 5& six.y)dLdry =
r IxZyine X"y

=j‘£ Cg(x)-g(y)ICf(x)-flyN 5 5& s(x,y)dr,dl.
Ix=yl>e X2y

Der Integrand hat die uneigentlich integrierbare Majorante O( Ix-yl23~d),
falis g, feC*TI') mit A>3f,-. Damit erhalten wir die folgende Darstellung
von a(f,g) als uneigentliches Integral:

2
838 a(f,g)=4 [[tg(x)-g(y)1efix)-fey)1 E3EY) 4 gr
Z o on.on, y

Die Bilinearform (8) ist demnach auf C*(I'}x C*TI') wohldefiniert,
wenn A>%. In §7.2.5 wurde bereits der Sobolev-Raum H!72(I'} fiir den
Einheitskreis I' eingefiihrt. Auf einer allgemeinen Kurve oder Ober-
flache I fiithren wir die Sobolev-Slobodeckij-Norm

839  Kfhy =7 [[Ufx0-f(y)1x-y1=d dF; dIx
r=r

ein (vgl. Hackbusch (2,86.2.41). Im allgemeinen ist unter dem Wurzel-
zeichen von (9) noch der Summand [1f1°dI’ zu erginzen, da sonst die
Funktion f=const zu ! f1; ,,=0 fiihrt und somit das Normaxiom (1.3.1a)
verletzt. In diesem Abschnitt sind konstante Funktionen jedoch wegen
(3) ausgeschlossen. Fiir feCA(I) mit A>% ist die Norm (9) nach den
obigen Uberlegungen wohldefiniert. Der Raum
X:={feCMTI): A>4. ferfiillt (3)) mit der Norm (9) versehen

ist ein normierter Raum, aber nicht vollstindig. Durch Vervollstin-
digung beziiglich der Norm (9} definiert man den Sobolev-Unterraum
(8.3.10) X:={feH'"2(I): ferfiillt 3)) mit# hy=01,,,

von H!/3(I'). Die Nebenbedingung (3} wird in der Literatur meist durch
die Quotientenbildung H'!/?(I')/R bezeichnet, wobei R fiir den
isomorphen Unterraum der konstanten Funktionen steht.

Der Kern azs(x.y)/anxany kann durch C I\;c—yl"d abgeschitzt
werden, so daB die Schwarzsche Ungleichung zu

ta(f.g)!l =a(f.g)<§r|‘frlg(x)-g(y)c LF(x)-f(yNix-yi~d dL, dI <
<§HN 2hgly

fithrt. Diese Ungleichung beschreibt, daB die Bilinearform a(-..} auf

XxX beschrinkt (oder gleichbedeutet: stetig) ist. AuBerdem gilt der

Satz 8.3.2 Die in (8) definierte Bilinearform a(-,-) ist X-elliptisch, d.h.
(8.3.11) alf.f)zchf¥,, fiireinc>0 undalle feX (X aus (10)).
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Beweis. Die Sprungbedingung (2.7a): f=&,~®_ erlaubt die Abschitzung
i1, <8P0y »+8D_N,,,, wobei hier &« = §+ | die Beschrénkung (Spur)
von df: auf I'ist. Zwischen den Randwerten ¢ auf I' und jeder Fort-
setzung ¥eH1((:) dieser Werte in das Gebiet (3 hinein, besteht der
Zusammenhang byl «CH¥ g1 n,, (vgl. Hackbusch (2, Sdtze 6.2.28
und 6.2.40al). Indem wir ¥=&: und ¢p=P:iy wihlen, erhalten wir
1My, < ChPsbyin, ;. Die erste Ungleichung und die Darstellung (6)
von al(f,f) beweist §f17,,<2CONDMyiq,) +18_M1 g ))=2Calf.f).
Eine ausfiihrliche Analyse findet sich bei Giroire ~ Nedelec {11. |

Indem wir beide Seiten in Gleichung (2} mit g multiplizieren und iiber
I integrieren, erhaiten wir

JLata] sy gk & six.y)dlydli= | gedr.
Die linke Seite gleicht -a(f,g) (vgl. (5)). Damit gelangen wir zur Aufgabe
8312 a(f,g) = -[ gedl fiir alle geX.

Die rechte Seite in {12) kann als Skalarprodukt -<g,¢ > geschrieben
werden. Fiir geX ist {g.p> definlert. wenn p noch im Dualraum

X'={peH 172(I): ¢ erfiillt (1b)} ¢ {pel?(I): o erfiillt (1b})
mit der Dualnorm §opl_,,, :=supli<g,p>!: geX, kgl =1} liegt.

Gleichungen der Form (12) gehoren zu den Standardaufgaben bei
elliptischen Randwertproblemen. Die Losbarkeit der Aufgabe (12) wird
durch die Eigenschaft (11) gewd#hrleistet (vgl. Hackbusch [2,86.51):

Satz 8.3.3 Zu jedem Neumann-Randwert peX’ besitzt die Aufgabe (12)
eine eindeutige L&ésung feX. Sie genligt der Abschétzung
BfY, osbpl_, n/c (c aus (12)). Das zu f gehdrige Doppelschicht-
potential 16st die Neumann-Randwertaufgabe (1a,b).

Wie in Hackbusch [2,§6.5] nachzulesen, ist Aufgabe (12) dquivalent zu
(8.3.12") Kf =op,
wobei a{f,g)=-<Kf.g>. Nach Satz 3 ist der Operator KeL(X.X’)

invertierbar: K~ leL(X’,X ). Gleichung (12" ist die Kurzschreibweise flir
die Integralgleichung (2) erster Art.

Wenn ¢ nicht nur zu X* gehért, ldBt sich folgendes Regularitatsresul-
tat erzielen: Ist I' beliebig glatt. so gilt K~ !'e L(H*~!/ R, H*/ R} fiir alle
xeR. Die Quotientenbildung «\R» ist wegen (1b) und (3} erforderlich.

Bemerkung 8.3.4 Da K~! die Differentiationsordnung um eine Stufe
anhebt bzw. die Anwendung von KeL(H*/R, H*"!/R} eine Differen-
tiationsordnung kostet, ordnet man K die Ordnung 1 zu. Dem Cauchy-
Kern hat man gemidB Satz 7.2.27 die Ordnung 0 zuzuordnen. Ein
Integraloperator z.B. mit dem Kern kix,y)=Ix-yl"!Z auf I'cR? hat
wegen KeL(H* H**172) K leL(H**!72 H*) die Ordnung -1/2.
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8.4 Ubersicht: Integralgleichungen fiir die Laplace-Gleichung :

Zu der Laplace-Gleichung gibt es keineswegs nur eine {bersetzung in

eine Integralgleichung, vielmehr enthalten die vorherigen Kapitel 8.1-3
verschiedenste Vorschiige. Diese sollen hier noch einmal tabellarisch
zusammengestellt werden. Sie enthalten vier verschiedene Kerne:

ko(x,y) = s(x,y} (vgl. (8.1.3)),
ki(x,y) = 23s(x,y)/3n, (vgl. (8.1.31a)),
kKj(x.y) = 23s(x,y}/dn, (vgl. (8.1.31b)),
kp(x.y) = 3°s(x,y)/ 8n,3dn, {vgl. (8.3.2)).

Dabei ist s(x,y) die Singularititenfunktion (1.3) der Laplace-Gleichung.

ko und k; sind uneigentlich integrierbar. Fiir den adjungierten Kern k’; gilt
dies bis auf die Eckpunkte bzw. Kanten. Der Kern k, ist hypersingular.

Die folgende Zusammenstellung verwendet die Kurzschreibweise
Jkyfdr fiir [ k(x,y)f(y)dly (i=0,1,2). Die Abkiirzungen bedeuten

D: Dirichlet-Randwertaufgabe
N: Neumann-Randwertaufgabe
I: Innenraumproblem

A: Auflenraumproblem

EP: Einfachschichtpotential (1.8/9) stellt die L&sung
der Laplace-Gleichung dar.

DP: Doppelschichtpotential (2.1c) stellt die Lésung der
Laplace-Gleichung dar.

direkt: direktes Verfahren, d.h. es werden die Randwerte
der Laplace-Gleichungsldsung bestimmt. Die Werte
im Gebiet sind durch (2.22) bzw. (2.26) gegeben.

Fundstelle Integralgleichung Aufgabe  Darstellung

Ay (8.1.27) [kofdl=0p D, I+A EP

(B) Ub.8.223  [kou,dl=p D, I+A direkt
(C)  (8.1.30/32a) f=2p+fkifdlI N, I EP
(D)  (8.1.32b) f==2¢-fkifdI N, A EP
(B) (8.2.18) f=-2¢+fk,fdrl D.1 DP
(F)  (8.2.19) f=2¢-fk,fdr D, A DP

(G) (8.2.25a) u=g+fkudl N, 1 direkt

X (H)  (8.227) u=-g-fkudl N, A direkt
X (M 832 Tkyfdl=p N, I+A DP

Die Gleichungen sind nach den Kernen geordnet. (A), (B) und (I} sind
Integralgleichungen erster Art, die iibrigen von zweiter Art.
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8.5 Die Integralgleichungsmethode flir andere Differentiaigleichungen
8.5.1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Ausgangspunkt der Integralgleichungsmethode ist die Singulari-
titenfunktion der zu l5senden Differentialgleichung. Als Alternative
zur Laplace-Gleichung sei im folgenden die Helmholtz-Gleichung

(8.5.1) Au+ x2u=0 inQ

behandelt. x sei dabei reell oder komplex mit Im x> 0. Die zugehdrige
Singularititenfunktion lautet im dreidimensionalen Fall
ehxix-yt

'x_y* (d=3).

(8.3.2) s{x.y) =75

Die Ordnung der Differentialgleichung (i) betrigt wie bei der
Laplace-Gleichung 2. Da diese (zusammen mit der Dimension d) die
Ordnung der Singularitit bestimmt, hat (2) das gleiche Singularitdts-
verhalten wie s aus (1.3). Alle bisherigen Aussagen iiber die Existenz
und Darstellung der Einfach- und Doppelschichtpotentiale und ihrer
Ableitungen bleiben im Prinzip unveréndert.

Als erstes Beispiel sei die Losung der Innenraumaufgabe mit Hilfe des
Doppelschichtpotentials angefiihrt. Wir machen den Ansatz u=9 mit

8532  &(x) = friﬁa‘%‘;’—’ f(y)dl,

und definieren den Doppelschichtoperator durch

®.530) (KA = 2 [ 35X riy)ar.

eixlx—yl
T {x-yB
Lemma 8.5.2 Die Sprungbedingungen lauten weiterhin (2.7a,b):
$,-®_=f und ¢,+P_=Kf auf I' mit @ und K aus (3a,b).

Beweis. Die Entwicklung e™'*~Y'=1.0(Ix-yl} induziert eine

Zerlegung von s in die Singularititenfunktion der Laplace-Gleichung

plus einen glatteren, keinen Sprung verursachenden Rest. m
Die Innenraumaufgabe der Helmholtz-Gleichung mit Dirichiet-

Randwerten u=g¢ fithrt auf #_=¢ und damit auf

(8.5.4) f=-20+Kf

wie in (2.18), nur daB K jetzt durch (3b) erkidrt ist. Die Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen lauten analog wie in §8.2.6.1, wenn -x° kein
Eigenwert der Laplace-Gleichung ist.

tIbungsaufgabe 8.5.1 asg:;”: (ixIx-yl¥-1)<nly),y-x>.

Interessanter ist die AuBenraumaufgabe, d.h. Gleichung (1) in Q=0Q,.
Die Lésung sei in « durch die «Ausstrahlungsbedingung»

(8.5.5) u(x)=0(1/r), (Fe-ix)ulx)=o0(1/r) firr=ixl=w
eingeschréinkt. Der Arbeit Brakhage - Werner [1] folgend verwenden
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wir im folgenden eine Linearkombination des Einfach- und Doppel-
schichtpotentials:

®56a)  &(x)= [ f(y) [ -inls(x,y)dl,  mit
(8.5.6b) n=1 fiir Rex>0. n=-1 fiir Re x<0.

Da ¢ aus (6a) die gleichen Sprungrelationen wie in Lemma 2 erfiillt,
erhilt man fiir die Dirichlet-Aufgabe u=®,=¢ die Integralgleichung

(8.5.7) f=20-Kf.

Lemma 8.5.3 (Brakhage - Werner [11) Der Ansatz (6a,b) erfiillt die
Bedingung (5). Die Integralgleichung (7) hat hochstens eine L&sung.

liber die Kompaktheit von K erhidlt man die eindeutige Losbarkeit.

Eine direkte Integralgleichungsmethode wird in einer Arbeit von
Kleinman - Wendland [1]1 beschrieben.

8.5.2 Gleichungen h8herer Ordnung

Mit steigender Ordnung der Differentialgleichung nimmt die
Glattheit der Singularititenfunktion zu. In (1.7} wurde bereits die
Singularitdtenfunktion

(8.5.8) s(x.y) = 4 Ix-yi? logIx-yl (x,yeR?)

der zweidimensionalen biharmonischen Differentialgleichung
2 f 34 4 4

(8.5.9) Afu={ 85 258 Etu=0

erwihnt. Die erhthte Glattheit von s fiihrt dazu, daB die in Analogie zu
(1.8) und (2.1c) gebildeten «Potentiale» und ihre Ableitungen keine
Spriinge mehr enthalten.

tlbungsaufgabe 8.5.4 Man beweise: Das mit s aus (8) gebildete
Potential (1.8) gehdrt zu C2(R?}, wihrend das gemiB (2.1c) gebildete
Potential (2.1c) zu C!(R?) gehort.

Der Name «Potential» ist nur im iibertragenen Sinne gemeint, da die
gebildete Funktion @ nicht mehr die Potentialgleichung (=Laplace-
Gleichung) lost.

Ein weiterer Unterschied liegt in der Natur der elliptischen Rand-
wertaufgaben hoherer Ordnung: Bei Gleichungen der Ordnung Zm
{meN) benétigt man m Randbedingungen. Im Falle der biharmonischen
Gleichung (m=2) sind also zwei Randbedingungen erforderlich, z.B.

(8.5.10a) U=, -aaﬁu = g,
oder

(8.5.10b)  Au=p; kAu=g, (vgl. Hackbusch [2,§5.31).

Da zwei Randvorgaben zu befriedigen sind, ben&tigt man auch zwei
zu bestimmende Belegungen. Der Ansatz muB daher die Gestalt
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®(x) = [ Lf(y)D, ,s(x.y)+g(y) Dy s(x,y)N dL,
mit unbekannten Belegungen f und g annehmen. D; und D, stehen fiir
Ableitungsoperatoren beziiglich y (z.B. D=1 {nullte Ableitung}, D=3/dn.
D=4, D=-%A).

Das Beispiel (10b) zeigt, daB in den Randbedingungen hd&here
Ableitungen als bei der Laplace-Gleichung auftreten koénnen. Das
Potential @®(x)=[f(y)s(x,y)dl, enthdlt in der dritten Ableitung
£ AP wieder einen Sprung, der zur Herleitung geeigneter Integral-
gleichungen zweiter Art genutzt werden kann.

Eine Integralgleichung erster Art fiir die biharmonische Gleichung
wird von Costabel - Stephan - Wendland [11 beschrieben. Die Rand-
bedingung (10a) tritt dort in etwas abgewandeiter Form auf. Indem man
u = p, tangential ableitet, erhilt man du/dt=p;. Aus dieser Richtungs-
ableitung und der zweiten Randbedingung % u = pp erhdlt man eine
Randbedingung Vu=¢ fiir den Gradienten der gesuchten L&sung.

8.5.3 Systeme von Differentialgleichungen

Die bisher behandelten Differentialgleichungen waren skalare
Gleichungen. Daneben spielen Systeme von Differentialgleichungen in
der Praxis eine wichtige Rolle. Ein Beispiel sind die Lamé-Gleichungen
{8.5.11) pAu+ (A+y)Vdive = 0 in QcRY.

wobei u eine Vektorfunktion mit d Komponenten ist. Mit Au ist die kom-
ponentenweise Anwendung von A gemeint. «div» steht fiir «Divergenzs:

S| Al:” . du
u=l;d], Au:[m}d], chvu:éf 3;11

Den Neumann-Randwerten a—an-u= ¢ bei der Laplace-Gleichung entspricht
(8.5.12a) Tu=g¢
beim Lamé-System, wobei der Operator T komponentenweise durch

(8.5.12b) (Tu); := An,divu+u-aaﬁu,+u(§xli,n> (1<i<d)

definiert ist. Hierbei sind n; die Komponenten des aufleren
Normalenvektors n.

Die Singularititenfunktion wird im Falle eines Systems zu einer
Matrix, hier einer dxd-Matrix. Sei s die Singularitdtenfunktion (1.3) der
Laplace-Gleichung und wg wie in (1.14b). Zum Lamé-System gehért

T
©513)  S(x.y) = g (s e oy PSP

als «Singularititenmatrix». I ist die dxd-Einheitsmatrix. (x-y)( x-y)7
ist die Matrix mit den Elementen (x;-y,) (x;-y;). In (12b) wird T auf eine
Vektorfunktion angewandt. Indem man T auf jede Spalte der Matrix §
anwendet und dabei die Differentiation beziiglich y durchfiihrt, erhilt
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man eine neue Matrix TyS(x,y). Die transponierte Matrix sei durch
T(x.y):=(TyS(x.y))".

bezeichnet. Der Greenschen Darstellungsformel (2.22) entspricht fir
das Lamé-System die Betti-Formel

(8.3.14) tul(x) = fr{S(x,y) Tuly) -T(x,y)u(y}) dry,

wobei die Vorzeichen «t» fiir das Innen- bzw- AuBengebiet (J: gelten.
Fiir T(uXy) kann man wegen der Randbedingung (12a) die Randwerte
p(y) einsetzen. Zusammen mit den entsprechenden Sprungbedingungen,
die wie in §8.2.6.2 lauten, gelangt man zu Integralgleichungen der Form
(2.25a) und (2.27) fiir das Innen- bzw. AuBenraumproblem. Anders als
fiir die Laplace-Gleichung ist der jetzt auftretende Integraloperator K
mit dem Kern T(x,y) stark singulidr.

So, wie bei der Neumann-Randwertaufgabe fiir Au=0 die Losung nur
bis auf eine Konstante bestimmt ist, fixiert die Vorgabe (12a) die
Lésung der Lamé-Gleichung nur bis auf die sogenannten Starrkdrper-
verschiebungen. Durch libergang zu einem erweiteren System gemiB
(4.8.15a,b) gelangt man zu eindeutig l6sbaren Integralgleichungen.

Details zur Behandlung der Lamé-Gleichung findet man z.B. bei
Wendland [2].

Ein weiteres Beispiel fiir ein System sind die Stokes-Gleichungen
(8.5.15a) ~-Au+Vp=20 in €,
(8.5.15b) divu =0 inQ
(vgl. Hackbusch [2,§121). Die Vektorfunktion u besteht aus d
Komponenten. Im zweidimensionalen Fall d=2 kann die Stokes-

Gleichung (15a,b) in die vorhin in §8.5.2 behandelte biharmonische
Gleichung (9) umgeschrieben werden (vgl. Hackbusch [2,Bem.12.2.51).

Im dreidimensionalen Fall hat man 4 unbekannte Funktionen u,, u,,
uy und p zu bestimmen. Es stehen jedoch nur drei Randwertvorgaben

(8.5.15¢) u=g auf I'
zur Verfiigung. Die Singularititenmatrix des Stokes-Systems lautet
S.’)‘ 2(x-y)

1
(8.5.16) S(x,y)= -g5= | 2(x-y)7

8n I(:-yl) 8n8(x-y)
mit der 3 x 3 -Untermatrix

__1 (x-y)(x-y)T
S —lx—yll+ ‘x_y‘
und der Diracschen Funktion §(x-y). Bei Hsiao-KreB [1] und Hebeker
{11 kann nachgelesen werden, wie man Einfach- und Doppelschicht-
potentiale definieren und die (5.7) entsprechende Integralgleichung
zweiter Art bilden kann.

9. Die Randelementmethode

9.1 Konstruktion der Randelementmethode
9.1.1 Definition der Randelementmethode

Randwertprobleme, wie die in §8 behandelten Laplace-, Helmholtz-,
biharmonische, Lamé- bzw. Stokes-Gleichungen, lassen sich in threm
urspriinglichen Definitionsbereich durch verschiedene Diskretisierungs-
verfahren approximieren. Neben den (finiten) Differenzenverfahren gibt
es insbesondere die Finite-Element-Methoden, die oft mit dem Kiirzel
«FEM» bezeichnet wird (vgl. Hackbusch [21).

{bertragt man die Randwertaufgabe mittels der Randintegral-
methode in eine Integralgleichung iiber dem Rand I', so 148t sich diese
Integralgleichung durch die in §4 besprochenen Verfahren diskreti-
sieren. Galerkin- und Kollokationsverfahren verwenden Ansatzriume
mit Funktionen, fiir die sich Basisfunktionen mit kleinem Triger als
vorteilhaft erwiesen haben. Derartige Basisfunktionen oder auch ihre
Trager heiBen «finite Elemente». Diskretisierungen, die diese finite
Elemente benutzen. kénnte man zwar wieder als «Finite-Element-
Methoden» bezeichnen; da dieser Begriff aber fiir die Approximation
partieller Differentialgleichungen reserviert ist, spricht man bei der
Kombination der Randintegralmethode mit der Diskretisierung durch
finite Elemente von der «Randelementmethode». Die englische Uber-
tragung «boundary element method» fiihrt zu der Abkiirzung «BEM».

Der prinzipielle Vorteil der Randelementmethode besteht darin,
daB man beim Ubergang vom d-dimensionalen Gebiet auf den
{d-1)-dimensionalen Rand eine Dimension gewinnt. Benutzt man eine
vergleichbare Schrittweite h bei der Diskretisierung der partiellen
Differentialgleichung einerseits und der Integralgleichung andererseits,
so fithren die Diskretisierungen auf Systeme von O(h~9) bzw. nur
O(h'~9) Gleichungen. Weitere Anmerkungen zum Aufwandsvergleich
finden sich in §9.6 und §9.8.

Einen besonderen Vorteil bietet die Randelementmethode bei AuBen-
raumproblemen, da unbeschrénkte Gebiete bei der Diskretisierung von
Randwertproblemen nicht unerhebliche zusitzliche Probleme mit sich
bringen.

9.1.2 Galerkin-Verfahren

In 89.2 werden wir die Ansatzfunktionen (&, ,,...,P, ;) genauer
kennenlernen, die als «finite Elemente» bezeichnet werden. Schreiben
wir die gemiB der Randintegralmethode (§8) erhaltene Gleichung als

9.1.1) Af =g+Kf,

so fiihrt die Galerkin-Diskretisierung zu dem Gleichungssystem (4.5.8}):
9.1.2a)  (AA,-B.la, = b,

fir die Koeffizienten a; der semidiskreten Losung f,=X a;®y . Die
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Koeffizienten der Matrizen sind in (4.5.7b,c) angegeben:
(9.12b) ajk= <(pk.n'¢j,n>‘ Sik= <K¢k,n'¢],n>'

Dem Namen «finite Elemente» gem#éB hat T,=Triger(®, ,) die Linge
bzw. Fliche O(h9™1) bei einer zugrundeliegenden Schrittweite h. Die
Koeffizienten a;, verschwinden, wenn T, und T, disjunkt sind oder wenn
sich Ty und T; nur in ihrem Rand iiberschneiden.

w 9.1.1 Die Matrix B,, ist im allgemeinen voll besetzt. Die
Koeffizienten 8;, ergeben sich aus einer doppelten Integration iiber
Tk und T}.

(9.1.2¢) Bk = jTj[kak(x,ymsk,,,(y)dg] &, n(x)dl,.
Zu Galerkin-Verfahren fiir Integralgleichungen erster Art vgl. §9.1.5.
9.1.3 Kollokationsverfahren

Die im folgenden verwendeten Ansatzfunktionen sind Lagrange-
Funktionen, so daB das Kollokationsverfahren zu einem Gleichungs-
system (2a) mit der Einheitsmatrix A,=1I fiihrt (vgl. Bemerkung 4.4.3).
Die Matrixkoeffizienten von B,, enthalten nur eine Integration:

9.1.3) B,k=J;_kk(E,'n,y)dﬁ,,,(y)dFy (1<j.k<n).

Hierbei sind {§; ,,: 1 <j<n]} geeignete Kollokationsstiitzstellen.

Im Falle des Doppelschichtoperators (8.1.31a) mit stiickweise
konstanter Ansatzfunktion &, auf T, l4Bt sich der Wert (3)
geometrisch interpretieren.

Bemerkung 9.1.2 Die Ansatzfunktion &, ,, habe
den Wert 1 auf T, und 0 auf I'\Ty. Fiir den
Kern k(x,y)=-#5<n(y),y-x>/ly-x19 des
Doppelschichtoperators (8.2.2b) ergibt der
Koeffizient 8, im zweidimensionalen Fall d=2
das (- %)-fac]{e des Winkels ¢z, unter dem der
Bogen T; im Kollokationspunkt §; ., erscheint
{vgl. Abb. 1). Im dreidimensionalen Fall d=3
ist 8; das (~—k)-fache des Raumwinkels von
Ty in§; , (vel. §8.2.4.3).

Aus der Eigenschaft -K1=1 des Doppelschichtoperators (vgl.
(8.2.11b)) folgt die Darstellung der Gleichung Af=g+Kf in x=§; , als

9.1.4) O+ 1)f(E) ) = 98y n) + [ k(&) 0 Y)UF(y)-F (§) )14,

tlbungsaufgabe 9.1.3 {® p..--.®,.n) sei eine Lagrange-Basis. Man
zeige: Wenn in Gleichung (4) f durch den Ansatz f,=% a,®, , ersetzt
wird, erhilt man ein Gleichungssystem (2a) mit Koeffizienten S k
wie in (3) fiir j*k, wihrend man fiir j=k die Gleichung (3) gewinnt:

(915) Bjj = _Zk*] 5]’(

9.1. Konstruktion der Randelementmethode 341

9.1.4 Konvergenz im kompakten Fall

Ist K kompakt, lassen sich die Konvergenzresuitate der Abschnitte
4.4 und 4.5 anwenden. Beziiglich der Konvergenzordnung braucht man
Aussagen iiber die Glattheit der L8sung f von A f=gK{f. Im allgemeinen
hat man diese Glattheit von f ilber Regularititseigenschaften des
Operators K aus g zu schlieBen. Im zweidimensionalen Fall gestattet
z.B. der Satz 7.4.13, aus den Voraussetzungen I'eC'*¥  pe(0,2)\(1}, und
geCH(I'} die Eigenschaft feCH(I'} zu folgern. Damit ist die Konvergenz
der Ordnung O(h*) beziiglich der Maximumnorm gesichert (vgl. Satz
4.3.15). Bessere Abschitzungen sind in schwicheren Normen oder
in diskreten Punkten nach dem in §4.6.2 und §4.6.4 Gesagten méglich.

Die Konvergenz der Randelementmethode wird u.a. in den folgenden
Arbeiten diskutiert: Wendland [11, {21, [3] und Kleinman-Wendland [1].

9.1.5 Konvergenz im Falle elliptischer Bilinearformen

Unter den Beispielen der Integralgleichungen zur Lésung der Laplace-
Gleichung war die Gleichung K f=¢ erster Art mit dem hypersinguliren
Kern k=3%s/ 3n,dn, (vgl. (8.3.12) in §8.3). Wie dort gezeigt, ist diese
Gleichung in der Form

(9.1.6) al(f.g) = -<p.9> fiir alle geH172(I')

mit einer H!”2(I')-elliptischen Bilinearform a darstellbar. <-.-> ist das
L2 (I')-Skalarprodukt.

Sei X, =span{& ,.....0, ) ein Unterraum von X=H'/(T). Ein
Beispiel fiir X, sind die sttickweise linearen Funktionen. Man beachte,
daB die stiickweise konstanten Funktionen nicht zu H1/2(T') gehéren.
Die Galerkin-Naherung (4.5.3) muB fiir eine Gleichung erster Art als

Kpfn=v, mit K,=I,KII,,, ¢p=I,9p,
geschrieben werden, wobei II; die orthogonale Projektion auf den
Unterraum X,, bezeichnet. Die tibersetzung dieser Gleichung mit Hilfe
von <K, fr.9> =<K, f,,9>=<KIL,f,, M,9> =<K f,.g,>=-a(f,,9,) in
eine Formulierung mit der Bilinearform lautet: Man bestimme f,eX,, mit
9.1.7) Al gn) = -<0.0,> fiir alie ge X,,.

Das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ; in f,, =X a2, ®x n, ist jenes
aus (2a) mit A=0 und

5]’(: a(@k'n,(Pj,n) (Iéj,ksn)

und Koeffizienten ;=<¢,®; ,> der rechten Seite b, (vgl. Hackbusch (2,
Satz 8.1.31). Die Fehlerana.lyse der Galerkin-Diskretisierung (7) wird hier
nicht ausgefithrt, da sie v5llig identisch mit den Fehlerabschitzungen
bei eliptischen Randwertaufgaben ist, die in ihrer schwachen Formu-
lierung ebenfalls mit Hilfe einer Bilinearform beschrieben werden. Der
folgende Satz und sein Beweis kénnen z.B. bei Hackbusch [2, Satz 8.2.1
und Korollar 8.2.31 nachgelesen werden.
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Satz 9.1.4 Die Bilinearform a sei durch die Konstante Cg beschrinkt:
la{f,g)<Cghfixlgly, und X-elliptisch mit der .Konstanten ¢>0 in
(8.3.11). Dann gilt fiir die Losung f von (6) und f,, von (7) die Fehler-
abschidtzung (8a) beziiglich der X~Norm:

9.1.82)  Kf-f My <(1+Cs/c)inflhf-yhy: peX,).

Die Konstante Cg ist in dem Absatz vor Satz 8.3.2 als C/2 an-
gegeben. Der Ausdruck inf{df-y¢ly: peX,,} bezeichnet den Abstand
dist(f,X,,) und ist die optimale Niherung von f in X,,. Die Abschitzung
dieses Ausdruckes hidngt einerseits von X,, und andererseits von
der Regularitit der Lésung f ab, d.h. von der Differentiationsordnung
s>} mit feHS(I'). Fir feHS(I') und X, bestehend aus stiickweise
linearen Funktionen gilt beispielsweise die Ungleichung (8b) mit t=2:

(9.1.8b) inf{lf-ghyrzcry: veX, ) <SChS™ A Myirecr, fiir f<s<t.

Die Abbildung f+> ¢=Kf+> f, gemdB (7) definiere den Operator
Sp: fe=> f,eX,,, den man die «Ritz-Projektion» nennt. DaB es sich um
eine Projektion handelt, ist Gegenstand der

Ubungsaufgabe 9.1.5 Man beweise: (a) a(S,f.g) = a(f.g) fiir alle geX,,.
(b) S,, ist eine Projektion auf X,,.

Ubungsaufgabe 9.1.6 Unter der Voraussetzung, daB die Bilinearform a
auf X beschrinkt, symmetrisch und X-elliptisch ist, zeige man:
(a) WfM:=Va(f,f) definiert eine zu k-dy squivalente Hilbert-Norm.
(b) S, ist die orthogonale Projektion auf X,, beziiglich der Norm K-k
{c) Derzu §,, adjungierte Operator ist Sj=KS, K™/,

Das folgende Lemma kann auch fiir nichtsymmetrische K formuliert
werden. Da die hier auftretenden Bilinearformen (und damit auch K)
jedoch symmetrisch sind, beschrinken wir uns auf diesen Fall.

Lemma 9.1.7 a(f.g)=-<Kf,g> sei eine symmetrische, H!“?(T')-ellip-

tische Bilinearform. Es gelte die aus (8a,b) folgende Fehlerabschitzung

{9.1.8¢) V=S Mysseery«gsery € ChS™172 fiireins>4.

Ferner sei K s-regulér, d.h. es gelte K~ e L{(H®~!(I'), H5(I')). Dann gilt

die Abschitzung (8d) mit doppelter Konvergenzordnung:

{9.1.8d) BI-S Mg1-scr < uscr € C h?s™1,

Die Ungleichung (8d) impliziert die Fehlerabschitzung (8e) fiir o=s:

(9189) Hf— anHI—S(F) <C’ ha+s—‘ ] lea(r) fiir 11;505 s, feH"(T)
Als Kommentar zur s-Regularitit sei hinzugefiigt, daB die 4-Regu-

laritit eine direkte Folge der H1/?(I')-Elliptizitat ist. Die s-Regularitit

fiir hohere s erfordert entsprechende Giattheit von I'. 1-Regularitit

gilt aber schon fiir I'eC, ; (vgl. Costabel [1.0=4 in (2.14)1). Fiir negative
Exponenten -7 ist H™%(I') per definitionem der Dualraum zu H¥(T).
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Beweis. Wegen der Beschrinktheit von a ist KeL(H'72(I').H™'72(I')):

(9.1.8f) lK'H—I/Z([‘)(_.HI/z(I*) SC,.
Aus {8c) folgt fiir den dualen Operator sofort mit gleicher Konstante C:
(918g) M- S:'H—S(F)Q_H—I/Z(r) <€ Chs_!/z.

Die s-Regularitat K~ 'eL(H!(I'}, H®(I'}) ist wegen der Symmetrie von
K Aquivalent zu K~'eL(H™S(T'}, H'"%(T'}}, d.h.

(9.1.8h) VK" Wyi-sryw =5 €Co.

Die Ungleichungen (8f-h} ergeben zusammen

(9.1.8i) EK (1= Sk ) Khyi-s¢ry « g17z¢r) €C;C5 ChS™2,

GemdB Ubungsaufgabe 6c stimmt K~'(I-Sh)K mit I-S, iiberein:
(9.1.81) H =S, bgi-s(ry « gr7eer) €C,C, ChS™1/2,

Mit S, ist auch I-S,, eine Projektion. Indem man in I-S,= (I-5,)? den
rechten Faktor durch (8c) und den linken durch (8i') abschitzt, erhilt
man die Ungleichung (8d) mit C':=C;C, C2. Die etwas allgemelnere
Abschitzung (8e) ergibt sich aus den schon bewiesenen durch Inter-
polationstechniken (vgl. Hackbusch [1, (1.4.10b)1). o

Indem man in (8e) die optimalen Werte s=¢=t=2 fiir den Fall
stiickweise linearer Funktionen wihlt, zeigt Lemma 7 Konvergenz der
Ordnung 3 in der H™!(I')-Norm. Bei der Approximation von f,, gibt es
allerdings noch weitere Fehlerquellen, die unter anderem in §9.2.2 und
§9.4 diskutiert werden. Fiir eine vollstindige Fehleranalyse des
Beispiels aus §8.3 sei auf Giroire - Nedelec [1] verweisen.

Der oben behandelte, hypersingulire Integraloperator hat die
Ordnung 1. Eine Gleichung erster Art mit einem (Einfachschicht-)
Integraloperator der Ordnung -1 ist die Gleichung Kf=¢ aus (8.1.27)
mit dem Kern k(x,y)=s{x,y). Fiir den Fall d=3 fiihrt die Integration
von (8.1.27) mit einer Testfunktion g auf die Aufgabenstellung

alf.9)=Cp.g> mit alf,gr=dz [ [LEISL ar ar,.
Man kann nachweisen, da8 die Bilinearform a beschrénkt, symmetrisch

und X-elliptisch beziiglich des Dualraums H™12(r) ist (vgl. Nedelec [13).
Die zu Lemma 7 analogen Uberlegungen fiihren auf die Fehlerordnung

'f—fan-i—S(F) 5C'ho+5+'lleO(r) fﬁr_%&oésst, fEHa(F).

Fiir die stiickweise linearen Funktionen ist wie oben t=2 zu setzen. Da
aber auch die stiickweise konstanten Funktionen zu LZ(T') und damit
insbesondere zu H™¥/%(T') gehoren, darf man den Unterraum X, auch
aus diesem Funktionen aufbauen. t nimmt dann den Wert t=1 an. Die
optimale Konvergenzordnung ist in diesem Fall c+s+1=3 flir c=s=t=1.
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9.2 Die Randelemente
9.2.1 Elemente im zweidimensionalen Fall

Im vorhergehenden Unterkapitel wurde von den stiickweise linearen
bzw. konstanten Funktionen gesprochen. Da die Wahl des Unterraumes
X,, fiir die praktische Durchfithrung der Kollokations- oder Galerkin-
Methode essentiell ist, soll genauer auf die verschiedenen Implemen-
tierungsdetails eingegangen werden.

Um mit dem einfachen Fall anzufangen, wird zunidchst der zwei-
dimensionale Fall diskutiert. Wir gehen (anders als in §9.2.2) davon aus.
daB die Kurve I vollstindig mit Hilfe einer auch praktisch
realisierbaren Parametrisierung p:[0,L1 - I" beschrieben wird. Fiir eine
stilckweise Interpolation sei I' in disjunkte Bogenstiicke I, ,, (1<k<n)
zerlegt. Die Endpunkte der I, ,, seien {(xy ,=¢(t; ,): O0<k<n}, wobei
0.B.d.A. to, n=0 und t, n=L dem gleichen Kurvenpunkt x,, ,, entsprechen.
Auf [0.L) kann zur Intervallzerlegung O=ty ,<t; ,<...<t, ,=L die
stiickweise Interpolation mit konstanten, linearen oder auch héher-
gradigen Splines definiert werden. Selbstverstandlich muB die Inter-
polationsfunktions L-periodisch sein.

Die Integrationen zur Bestimmung der Matrixkoeffizienten werden
iiber dem Parameterintervall gemiB (7.1.10b) vorgenommen:

020)  J kOey)py)dly= [k(x,9(t) $(p(t)) 1dp(t)/de! dt.

Da iiber dem Intervall [0,L] stiickweise interpoliert wird, muB (g (t)}
in ¢t stiickweise konstant bzw. linear sein. Im linearen Falle gilt z.B.

¥it):=¢plo(t)) = flir ty_y ,<t<g p
=[(t“tk~1,n)'\"{ﬁo(tk,n))*‘(tk,n't)‘p(ﬁp(tk-—l.n))]/[tk,n‘ tk-—l.n}
=[(t—tk_,,,,)zp(xk_,,))+(tk.n—t)w(xk_j.n))]/[tk,n- tk—-l.n]'

Uibersetzt man den Ansatz zuriick in die auf I' definierten Funktionen,
so ist ¢ (y) nicht etwa stiickweise linear in y, sondern Yly)=¥(o~Uy))
ist stiickweise linear in t=p~!(y). Hieraus folgert man die

Bemerkung 9.2.1 Auch wenn die Stiitzstellen {x; ,eI': 1<k<n]) fest-
gelegt sind, hidngt die Definition des Unterraumes der stiickweise
linearen Funktionen von der gewihlten Parametrisierung ab.

Im Falle des Kollokationsverfahrens hat man Kollokationspunkte
ik nel zu wihlen. Fiir lineare Ansitze stimmen sie mit den Inter-
polationsstiitzstelien x; ,, liberein. Fiir konstante Ansétze sind dagegen
die Mittelpunkte 7, ,, = J(t, ,+ty_, ) giinstig (vgl. §4.4.3). Dies
entspricht den Kollokationspunkten § ,=¢(7y ) auf I'. Auch hier
hidngt die Definition der § ,, von der gewihiten Parametrisierung ab,
obwohl die Klasse der stiickweise konstanten Funktionen nur von den
Stiitzstellen xy, ,, abhéngt. Zur Konstruktion von Kollokationsverfahren
mit hohergradigen Splinefunktionen sei auf Wendland (4] verwiesen.
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9.2.2 Geometrische Diskretisierung

Die in §9.2.1 beschriebene Diskretisierung verlangt die Integration
vonk{x,p(t (ot} Ve(t)l, die keineswegs leicht zu implementieren
ist. da nur der Faktor ¢(p(t})) eine angenehme (weil stiickweise
konstante/lineare} Funktion ist. Man beachte, daB der Kern k im
allgemeinen auch noch die Normalenrichtung n(g(t)) enthilt.

Ein weiteres Hindernis der Implementierung nach §9.2.1 kann sein,
daB die Kurve I nur durch diskrete Punkte {x,: 1<k<n} gegeben ist.
Dieses Argument gilt insbesondere fiir viele praktische, drei-
dimensionale Probleme, wo die Oberfliche nicht durch eine analytische
Beschreibung, sondern lediglich durch die Messung diskreter Ober-
flachenpunkte definiert ist. Aus diskreten Punkten xel’ kann man
mittels geeignet erscheinender Interpolationen nur eine approximative.
kontinuierliche Kurve bzw. Oberfliche I' rekonstruieren.

Im zweidimensionalen Fall ist die
einfachste Interpolation, die noch zu einer
geschlossenen Kurve I' flihrt, die lineare.
Sie ersetzt die Kurvenbdgen I, von xj_,
nach x; durch die entsprechenden Sehnen.
Das von I' eingeschlossene Innengebiet
ist ein Polygon (vgl. Abb. 1).

‘.
A A~
Abb, 921 Polygon T

Der tibergang zum Polygon I" steht noch nicht im Widerspruch zum
Vorgehen aus §9.2.1. Man kann die Polygonseiten Iy :={xg_,+7 (Xzg~Xp_():
0<1%1)}, genauer den Parameter rel 0, 1] fiir die Parametrisierung des
dariiberliegenden Kurvenbogens [ verwenden. Unter der ggzm_gm[wﬁ
Diskretisierung versteht man jedoch den Ersatz von I' durch T,
so daB die Integrale iiber I, durch jene iiber I ersetzt werden, z.B.:

J‘Fkk(x,y)lp(y)dry:

9.2.2) ;
= ka—xk_,lfo kix, xk_l*i'f(xk'—xk_!))lp(xk_j+T(xk"'xk_1))d1.

Genaugenommen ist der Integrand k(x,y) im obigen Integral nicht
erkldrt, da das Paar {x,y) im allgemeinen nicht auf I'xI, dem
Definitionsbereich der Kernfunktion k, liegt. Andererseits sind die
Kernfunktionen, die man mit Hilfe der Integralgleichungsmethode
konstruiert werden, die Ableitungen der Singularitatenfunktion. Diese
sind jedoch iiberall definiert.

Bemerkung 9.2.2 Das Polygon I' sei durch (geometrische) stiickweise
lineare Interpolation von I' definiert. Die Vorziige dieser Approximation
sind: (a) Die Integrale reduzieren sich zu solchen iiber dem Intervall
£0,11 (vgl. (2)). (b) Die stiickweise linearen Funktionen sind im Gegen-
satz zu Bemerkung 1 auch iiber der Polygonstrecke I linear. (c) Ein
sekundiéres Resultat ist die Definition einer approximativen Normalen-
richtung fi(y) auf I': fi(y) ist auf jedem Sehnenstiick % konstant.
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9.2.3 Elemente im dreidimensionalen Fall

Bei der Zerlegung der Oberfliche in «finite Elemente» kann man auf
verschiedene Weise vorgehen. Geht man von einer (zumindest punkt-
weise gegeben) Transformation ¢ einer Parametermenge Ec R? auf ein
Teilstiick I,cI aus, kann man E in Rechtecke oder Dreiecke zerlegen
und diese Rechtecks- bzw. Dreiecksgitter mittels ¢ auf I libertragen
{(vgl. Abb. 2 und 3). Man beachte, daB nur die Bilder der Eckpunkte

Q .

Abb 9.2.2 Rechteckselemente Abb 9.2.3 Dreieckselemente

verwendet werden. Die urspriingliche Dreiecksseite PQ der Parameter-
ebene wird auf ein Bogenstiick ¢(P)¢(Q) abgebildet, das auf I' liegt.
Dagegen besteht das Vielflach I' aus den ebenen Dreiecken, die als
Dreiecksseite u.a. die Strecke p{P}p(Q) besitzen {vgl. Abb. 3). Das heifit,
daB im allgemeinen der Schnitt von I' und I' nur aus Eckpunkten der
Dreiecke zu bestehen braucht. Es sei hinzugefiigt, daB die Konstruktion
des Vielflaches I’ direkt mit Hilfe einer Triangulation auf I' geschehen
kann, ohne daB eine Abbildung ¢ einer Parameterebene bendtigt wiirde.

Bemerkung 9.2.3 (a) Sind P,Q,R die Ecken einer Drelecksfliche 4,
des Vielflaches I*, so ist eine stiickweise lineare Ansatzfunktion u
auf A, durch ihre Werte u(P), u(Q), u(R) eindeutig bestimmt.
(b) Die Normalenrichtung #f(y) einer Dreiecksfliche A @™ ist
stiickweise konstant. (c) Bei Kollokation mit stiickweise linearer
Interpolation liegen die Interpolations- und Kollokationspunkte auf I'
(da die Eckpunkte von I' auf I' liegen).

Auch Bemerkung 2a 14Bt sich iibertragen. A,cl” sei ein Dreieck der
Ersatzoberfliche I'. Dann kann man das Einheitsdreieck D=(xeR?:
0<xq, 0<Xs, X;+X,<1) mittels einer affinen Abbildung ¢, auf 4;
abbilden. Fiir das Oberfléchenintegral iiber Ax erhdlt man
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9.2.3) Ja KXY 100IAE, = /G [ k(x,oulEN ¥ (EIAE,

wobei .die Gramsche Determinante g auf D konstant ist. ¥=¢« g ist
linear, falls ¢ linear ist. In diesem Falle gilt

¥Y(E)=¥(0,0)+E,LF(1,0}-¥(0,0}11+E,[¥(0,1)-¥(0,0)1=
=¥(P}) +E,L¥(Q)-¥(P)] +E,L¥(R)-¥(P}T,

wenn P=¢,(0,0), Q=9,(1,0), R=9¢,;(0,1} die Eckpunkte von 4; sind.

Ubungsaufgabe 9.2.4 Auf einem Dreieck Agc T ist das im Doppelschicht-
kern erscheinende Skalarprodukt {n(y),y- x> stiickweise linear und
verschwindet auBerdem auf A,, wenn xed,.

Die mit der geometrischen Diskretisierung eingefiihrten Sehnen-
stiicke im zwei- bzw. die Dreiecke oder Vierecke im dreidimensionalen
Fall werden in Ingenieuranwendungen hiufig Paneele genannt (liber-
setzung des englischen panel). Die hierauf basierende Kollokations-
methode heilt demgemiB Paneelmethode.

9.2.4 Fehlerbetrachtungen

Die geometrischen Diskretisierung ist eine weitere Fehlerquelle, die
im folgenden diskutiert werden soll. Wir greifen den Fall des Doppel-
schichtkernes heraus und untersuchen zunéchst den zweidimensionalen
Fall. Uber I' wird I'eC} ; vorausgesetzt. Der Wert (K )(x) des Doppel-
schichtoperators iiber I' setzt sich aus Integralen iiber den Poly-
gonseiten I, zusammen, die die Bogenstiicke I} ersetzen. Hierfiir gilt:

Lemma 9.2.5 Bel einer auf [} « konstanten Belegung f ist der Integralwert
ffic k(x,y)f dI; identisch mit dem Integral ffk k(x,y)fdl, iiber der

Originalkurve bei gleicher konstanter Belegung, solange x auBerhalb des
von [ und T « eingeschlossenen Bogensegmentes liegt (vgl. Abb. 1, 4).

Beweis. I, und T  bilden den gleichen Winkel ¢ in x (vgl. Bem. 1.2). ma

Bei stlickweise konstanten Belegungen kann sich die geometrische
Diskretisierung nur dadurch bemerkbar machen, daB die Kollokations-
punkte (Mittelpunkte von I}) nicht auf I' liegen, sondern von den in
§9.1.1 verwendeten Kollokationspunkten um O(h?) abweichen.

Die letztgenannte Fehlerquelle entfalit /"“'\Fk
flir stiickweise lineare Elemente wegen Be- £ =
merkung 3c. Dafiir unterscheiden sich die in \\fi" Iy
Lemma 5 erwihnten Integrale, wenn f linear Iy
ist. Sei eine lineare Belegung Fauf T k Z.B. ey '
mittels f(y):=f(¥) fir <n(y),y-§>=0 auf Sy
ye I fortgesetzt. Die Dipolintegrale iiber I, R
und I, ausgewertet in x lassen sich nach N h
Lemma 8.2.14 gemeinsam als Integral iiber ok
den Winkelbereich ¢ aus Abb. 4 darstellen, Abb, 9.2.4 N
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wobel sich die projizierten Werte Flw) bzw. F(w) aus (8.2.12a) um
O(h/Th+sin{g)]) unterscheiden (p gemidB Abb.4, h: Lange von T‘k,
reC} ). Aus der WinkelgroBe =0(ECh+sin(p)l) schlieBt man

S5 kO VIF @y - [ k(x,y)f (3)dE, = O(K2 /1),

wobei r=r,:=dist{x, ;). Bei der Summation iiber k verhdlt sich die
Summe aller rg! bei quasiuniformer Unterteilung wie O(Z g<y<1/n 357 =
O(h~tloghl), so daB sich die beim Kollokationsverfahren mit und ohne
geometrischer Diskretisierung auftretenden Matrizen B, bzw. B,
(vgl. (4.49¢)) in der Zeilensummennorm um 1B, -B, !, <O(hiloghl)
unterscheiden. Die Stabilitit beziiglich ¥l vorausgesetzt, ifbertragt
sich diese Fehlerabschitzung auf die zugehdrigen diskreten L&sungen.

Die vorgestellte Abschitzung kann verbessert werden, wenn wir von
einer hinreichend glatten L&sung ausgehen. Seien xp_j und x; die
Endpunkte von [ wie auch I} (vgl. Abb. 1). Die oben erwihnte
Abweichung 1F(w)-F(w)! ist auch proportional zu | f{x)- f(xy ()1,
da der konstante Anteil nach Lemma 5 zu keinem Fehler fiihrt. Fiir
feCH(T), O<p<l1, gelangt man so zu einer Fehlerabschitzung von
Hfn(x)=f(x)|<O(h'**loghl) in den gemeinsamen Kollokationsstiitz~
stellen xeI'nT.

Der dreidimensionale Fall ist komplizierter zu behandein, da hier
auch die Raumwinkel & und o fiir das Dreieck Agcl’ bzw. das
entsprechende Bogendreieck auf I’ verschieden sind. Wegen
(@-wl=0(h%r) mit r=r,_ und ¥, ry?=0(h~%), kommt man jedoch
wieder zur Abschitzung IB-Bpl, <O(h), die sich fiir Hblder-stetige
Lésungen zu | fo(x)-f,{(x)I<O(h'**) verbessern l4Bt.

Die geometrische Diskretisierung 14Bt sich auch als Quadraturfehler
diskutieren: Die exakte Integration iiber I' kann man als ndherungs-
weise Quadratur iiber I' auffassen (vgl. §9.4.2).

Im Zusammenhang mit den in §9.1.5 erwihnten Galerkin-Verfahren
fiir Integralgleichungen erster Art gibt es Fehlerdiskussionen der geo-
metrischen Diskretisierung bei Nedelec [1]1 und Giroire - Nedelec [11.

9.3 Mehrgitterverfahren
9.3.1 Gleichungen zweiter Art

Auf Integralgleichungen zweiter Art sind im Prinzip die im Kapitel 5
beschriebenen Mehrgitterverfahren anwendbar. Eine charakteristische
Voraussetzung fiir die Mehrgitterkonvergenz ist die diskrete Regulari-
titsbedingung (5.2.11c) (vgl. Satz 5.5.7). Die involvierten diskreten
Riume X,,, Y,, entsprechen beispielsweise den kontinuierlichen Riumen
X=C(I').Y=CH(I}, fiir die KeL(X,Y) gelten muB. Die GriBe des Expo-
nenten g >0 entscheidet liber die Konvergenzgeschwindigkeit. Fiir >0
impliziert aber die kompakte Einbettung YcX die Kompaktheit von K:
KeK(X,X). Da der Dipoloperator K bei Anwesenheit von Ecken bzw.
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Kanten nicht kompakt ist (vgl. Lemma 8.2.24), ist in diesem Falle die
Voraussetzung flir die Mehrgitterkonvergenz nicht gewi#hrleistet. Tat-
sédchlich stellt man in numerischen Versuchen einen drastischen Abfall
der Konvergenzgeschwindkeit fest, sobald Ecken auftreten.

Ein Ausweg besteht in einer anderen «Glittungsprozedur» als der
Picard~Iteration (5.4.7¢) (vgl. Hackbusch [1,816.5], Schippers [11). Eine
zweite Moglichkeit besteht in der Aufspaitung des diskreten Operators
K, in K, 5+K,, ,, die schon in §7.3.6 erwihnt wurde. Sei z.B. ¥ eine glatte
Funktion auf I', die in einer Umgebung U der Ecken den Wert y{(x)=1
(xel} und auBerhalb einer weiteren Umgebung U'>U den Wert y (x)=0
(xeI'\U’} annimmt. Dann lassen sich

KofrzK(xf), K’f'=K((1‘x)f)

zu K, o, K, ; diskretisieren. Indem f,+K,,[,,= g, als f;+K,, of,=9n-K,, 1 fn
geschrieben wird. sieht man die dquivalente Umformung zu '

(9.3.1a) fr= Rofrtgn mit Ryi= (14K, o) K,y 4, Gni= (14K, o) g,
oder

A A A A A
(9.3.1b) fn= Kpfat gn mit K=K, (14K o) fe= (14K, ) f,.

Beide Umformungen fithren auf eine Gleichung zweiter Art, voraus-
gesetzt (I+K, 5)! existiert. Wenn K, , die diskrete Regularitits-
bedingung (5.2.11c): 8K, [Ny, «x,<C erfiiflt und (1+K, o)~! inY, gleich~
miBig beschrénkt ist: l([+Kn,o)"’lyn<-ynS.C, geniigt auch k,, der dis-
kreten Regularititsbedingung. Im obigen Fall ist HI+K,, ;)" ly, <y, <C
schwer zu erreichen. Dagegen reicht fiir K,, schon die Abschitzung

WI+K,, o) Mx, «x, < C
o
in X, um IK ¥y, «<x, € Czu gewihrleisten.

Bei der Anwendung des Mehrgitterverfahrens (5.5.3) hat man jeweils
die Multiplikation f,, > R,, fn (bzw. R,,f,,) durchzufiihren. Diese besteht
jetzt aus dem Teilschritt f, +> ¢,:=K, ;f, und der Aufldsung von
(1+Kp, o) ¥p=0y, die zu K, f,:=y,, fiihrt.

9.3.2 Gleichungen erster Art

Die Gleichungen Kf=g erster Art sind danach zu unterscheiden, ob
der Operator K eine positive oder negative Ordnung besitzt. Die in
§9.1.5 behandelte, hypersingulire Gleichung hat beispielsweise die
positive Ordnung 1. In diesem Falle sind die Mehrgitterverfahren,
wie sie schon lange fiir diskrete, elliptische Randwertprobleme
angewandt-werden, ohne Anderung zu iibertragen. Die in Hackbusch [1]
ausgefiihrte Analysis und Konvergenzuntersuchung des Standardmehr-
gitterverfahrens ist ohne jede Modifikation anwendbar, da nur die all-
gemeinen Eigenschaften der Bilinearform eingehen (vgl. Lemma 8.3.1).
Wenn wie im Falle von Lemma 8.3.1 die Bilinearform X-elliptisch ist,
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liegt ein besonders einfacher Fall vor, in dem beispielsweise die
Richardson-Iteration f,, => f,,~ @h*(K,, f,,~ ¢,) als «Glittungsverfahren»
der Gleichung K,,f,=9, eingesetzt werden kann. Dabei ist «>0 die
Ordnung (in §9.1.5 a=1) und w:=1/th*K, 1 (K-K: Spektralnorm).

Eine vollig andere Situation liegt vor, wenn die Ordnung von K
negativ ist. So hat z.B. der Einfachschichtoperator in (8.1.27) die
Ordnung a=-1. Die Vorzeichenumkehr in a bewirkt, daB die groBen
(kleinen} Eigenwerte von K jetzt glatten (nichtglatten) Eigen-
funktionen entsprechen. Die bisher als «Glattungsverfahren» be-
zeichneten Iterationen sind daher nicht einsetzbar. Ein Ausweg besteht
darin, die Gleichung K, f,, =g, so in eine prikonditionierte Gleichung

(9.3.2) CoKpnfn = Chon

umzuformen, daB C,K,, angenehme Eigenschaften besitzt. Zum Beispiel
kann man K, wie in §9.3.1 in eine Summe K, ;,+K, ; zerlegen und
Cn'=K,; wihlen. Es ergibt sich dann

9.3.3 fn=£nfn*an mit Rn:='Kr:bKn,1’ §n==Kn',f)9m

Ein Vorschlag zur Wahl von K,,=K,, 4+K,, ; stammt von Hsiao-Kopp -
Wendland [2], wobei die Aufspaltung dort allerdings fiir andere Zwecke
verwendet wird. Die Zerlegung sei zundchst anhand der kontinuierlichen
Gleichung erklart. Es sei I'cR? eine glatte Kurve, die liber {0,271
parametrisiert sei: ¢:[0,2n1>T. Das Integral [rk(x,y)f(y)dI mit
dem logarithmischen Kern logix-y! wird bei Auswertung in x=p (t) zu

(K (p(8)) = [T log lp(t)-p(s)l f(p(s)) 19"(s)1 ds.
Wir setzen
(Kof)(p(t))=[[*loglt-sI fp(s)) Ip(s)1 ds.

Die Differenz K,:= K- K, berechnet man zu

(K f)p(t)) = [T 10g 12LE1=208)y £ (s)) 19°(5)1 ds.
Statt nach f aufzuldsen, sei F(s):= f(¢{s)1¢’(s)! als zu bestimmende
Funktion gewi#hlt. Die Kerne von K, und K, lauten dann

ko(t,s)=loglt-sl, k,(t,s)=log! {tt):s (s)y,

Fiir eine hinreichend glatte Kurve I ist auch der Kern k; glatt. Fiir t=s
hat er den Wert loglyp‘{s)l. Die logarithmische Singularitét ist allein in
ko enthalten. Man beachte, daB kg ein Faltungskern ist.

Bei der Diskretisierung durch ein Galerkin- oder Kollokations-
verfahren kann man in analoger Weise die Matrix K, in die Summe
K, oK, ; zerlegen. Je nach Glattheit von k, (und das heift je nach
Glattheit von TI) erfiillt K, , diskrete Regularititsbedingungen.
Entscheidend ist die folgende Eigenschaft der Matrix K, ¢ .
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Bemerkung 9.3.1 Das Intervall [ 0, 2 ] sei dquidistant unterteilt mit der
Schrittweite h=2n/n. Die Basisfunktionen ¢, des Galerkin~ oder
Kollokationsverfahrens moégen durch periodische Verschiebung
auseinander hervorgehen: $(s-kh}=®;(s-jh), wobei die Argumente
modulo 2 zu verstehen sind. Der Kern k sei vom Faltungstyp. Dann ist
die Matrix A, aus (4.5.7b) bzw. (4.4.9b) eine Toeplitz-Matrix, d.h.
@k =0 4q k+¢. WObel hier die Indizes modulo n zu lesen sind.

Damit ist K,, ; eine Toeplitz-Matrix, die sich mit Hilfe der schnellen
Fourier-Transformation leicht invertieren 148t (vgl. §7.3.6). Obwohl
man bei Anwendung von K} eine Differentiationsordnung verliert,
kann das Produkt K,:=-K7} ,1 immer noch die diskrete
Regularititsbedingung erfiillen. Damit ist das Mehrgitterverfahren
(5.5.3) auf die dquivalente Gleichung (3) anwendbar.

Die Konstruktion von K, , zeigt, daB die eben beschriebene
Erzeugung einer geeigneten Matrix C, auf den zweidimensionalen Fall
d=2 beschrinkt ist.

9.4 Integration

Sowohl beim Galerkin- wie auch Kollokationsverfahren muf8 eine
Vielzahl von Integralen berechnet bzw. approximiert werden. In dem fiir
die Praxis besonders wichtigen Fall d=3 entsteht hierdurch ein
betrichtlicher Rechenaufwand. Wenn die geometrische Diskretisierung
aus §9.2.2 die Oberflache durch ein Vielflach ersetzt hat, ist bei der
Berechnung der Einfach- und Doppelschichtintegrale noch eine exakte
Integration méglich. Wem diese in §9.4.1 beschriebene Methode zu
mithsam ist, muB zur numerischen Quadratur iibergehen (vgl. §9.4.2).

9.4.1 Exakte Integration

Im folgenden wird davon ausgegangen, daB die Ersatzoberfldche r
aus flachen Dreiecksstiicken Agc I’ zusammengesetzt ist. Solite ' auch
Vierecke oder allgemeinere Polygone als Seiten enthalten, sind diese
als Summen von Dreiecken analog zu behandeln. Die Berechnung der
Einfach- und Doppelschichtintegrale wird kombiniert auftreten.
Die in xeR® ausgewerteten Integrale iiber einem Dreieck Acl lauten

9.4.1a) £ [, f(y)/1x-yldly und -£ [, F(y)<n(y),y-x>/ly-x13dI}.

Aufgrund der Wahl der Ansatzfunktionen ist f auf A ein Polynom in y,
zum Beispiel eine stiickweise lineare Funktion auf A. Die Integrale (ia)
sind invariant gegen Drehung und Translation. Das kartesische
Koordinatensystem (x;,x3,X;) im R® kann daher so gewihlt werden,
daB das Dreieck A In der x;-x,-Fbene liegt. Die x;-Achse zeige in
Richtung der duBeren Normalen, d.h. n habe auf A den konstanten Wert
{0,0,1). Die orthogonale Projektion des Auswertungspunktes xeR? auf
die x;~x,-Ebene bestimme den Koordinatenursprung, d.h. wir kénnen
annehmen, daB x die Koordinaten (0,0,x3)=x3n besitzt (s. Abb. 1b).
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Nachdem A in der Ebene y;=0 liegt, schreibt sich das (stiickweise}
Polynom f als

94100 fly) = Ty Syl vk

Da <n(y),y-x>=y;-x3=-x3 fiir yeA eine Konstante beziiglich der
Integration darstellt, reicht es, Integrale der Bauart

9.4.1c) Ejpi=-4 fA vyl yk 7/ yZeyiexi dy,dy,,
X ”
(9.4.1d) D,k‘=‘:“£fd y,iyzk/[y;+y§+x32]3/2dy,dy2

auszuwerten. Dabei ist y{+yZ +x§ wegen y;=x;=x,=0 das Quadrat der
Norm Ix-yl. Ejx entsteht fiir Einfach- und D fiir Doppelschicht-
integrale gemidB (1a,b).

Die Berechnung von Dy, wird spiter erldutert. Mit bekanntem Dy,
lassen sich alle GréBen E;; durch partielle Integration ermitteln:

{9.4.2a) Ego= %3 Dgg +§ayF&§’ (Z’;: Summe iiber alle Seiten v von 4),

9.4.26)  Eg=1iq {~x§ (k-1)Eg jop + T UxEUTFGT)_ v ay FER1)
Y fiir k2 1,

(j . k20)

94200  Ep=ghr L OGVTEGL +ar FIPY fiir k>0,

9.42d)  Ep =gy {33 G- DE 5+ EIx§wWOFT) v ay K1)
7 o
firj22. n20.
In (2b) ist formal E, _;:=0 zu setzen. vy’ und vy sind die beiden
Komponenten des Normalenvektors v!7’ der Seite y des Dreieckes A
in der x;-x,-Ebene. la,l ist der Abstand des Koordinatenursprungs
von der zur Geraden 7y, verlingerten Dreieckskante y (vgl. Abb. 1a,b):

(9.4.2¢) ay =<y v fiir jedes yey.

Die GréBen Fj}’ sind eindimensionale Integrale iiber v, die in (5) weiter
ausgewertet werden:

(9.4.20) E{P == |y yk /i yievdexd dy (j.k>0).

Die Werte D;; ergeben sich fiir j+ k>0 aus der folgenden Rekursion:
(9.4.3a) Dok= g L(1~k)Eq gz + v FSN_ ] flirk>1,
(9.4.3b) Dy = x3 ; v‘f’Féf,g fiir k>0,
(943C) Djk = —Dj—Z,k+2 —X§ Dj-—Z.k - Xz Ej—Z.k fi.irj?Z,kBO.

Es bleibt Dy, zu berechnen. Nach Lemma 8.2.14 ist Dy, der zu 4 und x
gehdrende Raumwinkel, d.h. die Flache eines durch GroBkreise
berandeten Dreiecks auf der Einheitskugel. Die Seite y sei durch die
beiden Eckpunkte x3 des Dreiecks A begrenzt. Dabei folge x* nach Xy
wenn man die positive Orientierung von 3A aus der Sicht vom

AuBenraum her definiert. Die Lingen d% (vgl. Abb. la,b) sind durch
dy=<x%,0M>
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erkldrt, wobei o!7 die Tangentialrichtung von vy ist. Der FuBpunkt des
Lotes von 0 auf y hat von x den Abstand

ey=y x§+ai (vgl. Abb. 1b).
Die Abstinde von x zu den Eckpunkten x3 sind
sy=yef+di?.
Man setze
eZ+lixglsy,

1

t
oy
Ay
Cy :=arg(Ay+iBy).

wobei arg die Argumentfunktion mit dem Wertebereich (-7, 7] sei
(vgl. (7.1.14b}). Dann gilt

044) Do = &L T,

Der Wert C, ist undefiniert, wenn A, = By =0, was nur eintreten kann,
falls x auf der Geraden v, liegt, die sich durch Veridngerung des Seite 1
ergibt. In einem solchen Falle ist Dyg = 0, wenn x auBerhalb von A liegt.
Der Fall xeyc A sollte mit Hilfe von (1.4) vermieden werden oder muf
durch GrenzprozeBbetrachtungen gewonnen werden. Letztere findet
man in einem Report von Z.P. Nowak (Literatur [13] in Hackbusch-
Nowak [11), dem auch die Formeln (2-4) entnommen sind. Man beachte,
daB Dy, bei der Berechnung von Eg, im Falle xey, nicht auftritt, da dann
der Summand x; Dy, in (2a) wegen x3=0 verschwindet.

ay(dicy -dyct), By:=cicy+afdidy,

Fiir j=k=0 liefert das Integral in (2f) die Darstellungen

4+ g+ - _d= - _d=Metidt
) sT+d sy-dy (s7-d3)(s3+d¥})
(9.4.5a) FyJ'= —#log%:-#logﬁ——{;log T .

die jeweils in den Fillen (i) dy >0, (i) dy <0 bzw. (iii) d7<0, d:zO mit

Xz2 x$an

oM

Abb. 9.4.1a A in der Aufsicht Abb, 9.4.1b
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Vorteil anzuwenden sind. Die iibrigen Werte erhélt man aus F ;=0 und

(9.4.5b) FR =4{(2k=1)a, vy F§R_ - (k=1)TaZ + (xav{") 2T F§R_ o+
+ V(IT) GO(,Tk)—'I fiir k21 y

(9.4.5¢) Fj0 = (ay F{X} vV F{T} o) 7640 flir j21, k20,

Wenn Iv{"1<1v{"'l . empfiehlt sich die alternative Darstellung

(9.4.5b") Fig'=H{(2j-1)a v\ F{} o~ (j-1) a2 + (x50 )21 R} o~
-v VG ) fiir j2 1,

(9.4.5¢) FiD =tay F{}_ =V FI oo ) /v50 fiir j20, k> 1.

Die neuen GréBen G, und G{T), in (5b,b) lauten explizit
Gl o= = UUxt M (x3 )X Ixt 1= (x7 M (x5, )X x50,

wobei x{ und xy die beiden Endpunkte der Dreiecksseite v und X5 v,
xz,y ihre Komponenten sind. Eine mogliche Rekursion fiir GjJ’ ist

GOk =(x} v + X3,7) Golkey = X3y X5,y Glher  (k22).
T o (ot - o + = o ;
Gyo'=(xf,y +x3.v)Gyly o~ X1y x1v Gila o  (j22).

9.4.2 Numerische Quadratur

Standardverfahren zur numerischen Integration von fA kix,y)p(x)dI,
kann man ohne Genauigkeitsverlust nur dann einsetzen, wenn A von der
Singularitét x einen festen Abstand hat. Hat das Quadraturverfahren
die Ordnung aeN und stellt O(Ix~yi~’) die Singularitit von k dar. so
betriigt der relative Fehler O(d~*~"'h¥), wobei

h=Durchmesser von 4, d=dist(x,A},

da die a-fachen Ableitungen von Ix-yl~! das Verhalten O(1x-yl~*"1)
besitzen (vgl. (1.4.15")). Man erkennt daraus, daB auch in dem Fall, daB
nicht A, aber ein Nachbarelement die Singularitit x enthi#lt, der relative
Fehler mit O(h™') unzufriedenstellend ist. In einem Umkreis von Yi um
x ist der Fehler nicht besser als O(h{*~172),

Im Fall des schwach singuliren Kernes der Abelschen Integral-
gleichung wurden GauBsche Quadraturformeln empfohlen und explizit
angegeben (vgl. §6.6). Im mehrdimensionalen Fall ist die optimale
Quadratur ein nichttriviales Problem. Wird etwa I x-yI~! als Gewichts~
funktion der Quadratur gewihlt und soll die Formel von erster Ordnung
sein, so muBl sie das Integral (la) mit f=const exakt wiedergeben;
entsprechend miissen Verfahren (a+1)-ter Ordnung das Integral
l{jf(y)/lx-yld[:\, fiir Polynome f vom Grad <a exakt lésen. Damit

ann die Herleitung derartiger Quadraturformeln nicht einfacher als die
exakte Integration in §9.4.1 sein.

Es bleibt die Mdglichkeit. den Quadraturfehler dadurch hinreichend
klein zu halten, daB man den Integrationsbereich in geniigend kleine
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Abb 9.4.28 Abb 9.4.2b

Dreiecke zerlegt, ilber die mit einfacheren Verfahren integriert wird.
Einen Vorschlag zur Integralapproximation im Galerkin-Verfahren mit
vollstindigen Fehierabschitzungen findet man bei Johnson-Scott [11.

AbschlieBend sei der Extremfall behandelt, daB die Singularitit x
innerhalb oder am Rand eines polygonalen, ebenen Elementes liegt. Die
in Abb. 2a wiedergegebene Zerlegung zeigt, daB sich die Integration auf
Dreiecke A reduzieren l4Bt, von deren Ecken eine die Singularitit x ist.
O.B.d.A. darf angenommen werden, daB A das Einheitsdreieck mit den
Eckpunkten (), (}), (}) darstellt und x=(J) die Singularititssteile ist.
Das (offene) Rechteck R={(&,n): 0<&,p<1} wird durch

{8 3
eineindeutig auf das Innere von A abgebildet. Die Inverse ¢~ ( )’f)l-—> (y)/cx)

ist in x={J) singulir. Die Determinante det®‘=det ,11 g):f, die bei der
Substitution

o(y) 4 _ H [ e(@(Eq)
Jo &% an - fRW(E,rz)I o(D(E.n)NdEdn = [ w—dedq

auftritt, hebt die Singularitit des Integranden auf, so daB das neue
Integral iiber R mit Standardverfahren problemlos zu approximieren ist.

9.5 Verfahren h8herer Ordnung
9.5.1 Hohere Elementansitze

Um Verfahren héherer Ordnung zu erzielen, hat man sowohl die
geometrische Anpassung der Elemente an die Oberflache I' (vgl. Abb.
2.2) als auch die Funktionenansitze auf jedem Element zu verbessern.
Mit einer kubischen Tensorsplineinterpolation der Knotenpunkte 1iBt
sich beispielsweise eine genauere Approximation der Oberfliche durch
gekriimmte Vierecke erreichen. Auf jedem Viereck kann man biquadra-
tische oder bikubische Ansitze fiir die Belegung verwenden. Zur Wahl
der Basis greift man auf die von der Finite-Element-Methode bekannten
Knotenpunktdarstellungen zuriick.

Wihrend die érhohte Ordnung der geometrischen Darsteilung und der
Belegungsansitze im Prinzip keine Schwierigkeiten bereitet (abgesehen
vom erhShten Programmieraufwand), fiihrt ein anderes Problem zu
groBeren Schwierigkeiten: Damit der Gesamtfehler von besserer
Ordnung ist, muB die in §9.4 diskutierte Quadratur entsprechend genau



356 9. Die Randelementmethode

sein. Da die bessere geometrische Darstellung keine ebenen Elemente
verwendet, sind die Formeln zur exakten Integration (§9.4.1) nicht
anwendbar! Ohne hinreichend genaue numerische Quadratur lohnen sich
jedoch aufwendige Geometriedarstellungen und Belegungsansitze nicht.

9.5.2 Ein spezielles Verfahren mit flachen Dreieckselementen

Um den Schwierigkeiten der Integration iiber gekriimmten Elementen
aus dem Weg zu gehen, seien weiterhin ebene Elemente (z.B. Dreiecke)
angenommen. Hohere als lineare Ansitze fiir die Belegung haben zu-
ndchst keinen Sinn, da der geometrische Diskretisierungsfehier den
EngpaB darstellt. Einen Ausweg bietet die Methode, die von Nowak [1]
vorgeschlagen wird. Auf dem wirklichen Rand [" sei die Randbedingung
3u/3n = ¢ fiir die AuBenraum-
l6sung u der Laplace-Gleichung
gegeben. Sieht man von Ecken
bzw. Kanten ab, kann die AuBen-
raumlésung u in Q, zu einer N
glatten Funktion ¢ auf Q,uw Abb.95.1 I', I und
fortgesetzt werden. Dabei besteht der Zwischenbereich w
© aus dem Bereich zwischen dem -
exakten Rand I' und der numerischen Approximation I', die als Polygon
(d=2J bzw. Polyeder (d=3) gewihlt wird (vgl. Abb. 1). Es sei betont,
daB i in  nicht die Laplace-Gleichung Ad =0 zu erfiillen braucht, d.h.
es braucht nicht die analytische Fortsetzung zu sein. Trotzdem ist AU
nicht gréBer als O(3§), wobei &:=max{dist(x,I'): xew) die Dicke der
Zwischenschicht © beschreibt (vgl. Abb. 1}. Vernachlassigt man das
Volumenintegral |, Audx, 1aBt _sich die Greensche Darstellungsformel
{8.2.26) auf das AuBengebiet Q,=0Q,vw von I' anwenden. Um diese
Darstellung auszunutzen, braucht man die Normalableitung von uauf I
statt I'. Mittels Taylor-Entwicklungen kann man von du/dn =¢ auf I’
auf eine neue Randbedingung fiir 3i/3n auf I schlieBen. Durch
Einsetzen in die Greensche Darstellungsformel (8.2.26) ergibt sich eine
Integrodifferentialgleichung der Form

9.5.1) u(x)= [ u() agys(x,i)—s(x,i)[&(?)—(Mu)(i)]}dfy.
¢ und M sind wie folgt definiert. Auf jedem Dreieck Acl sei ein
kartesisches Koordinatensystem {y;,ys,vq} so gewiahlt, daB A in der
y;-y2-Ebene liegt und y; in Richtung der Normalen n auf A zeigt.
Jedem YeA entspricht ein Punkt

y = $(¥)el', sodaB y-¥ parallel zu n{y).
In den (y,,ys,y3)-Koordinaten habe

n(y)=nlg(y)
die Koordinaten r,(¥) (i=1,2,3). Dannist in (1)
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~

7 ()= ol (YN/ 7§

v

5) = [ i) 0> A () 1/ R
(Mu)(¥) += [R TGy + Aol )55 ~<F=w(y) BTI> Au(§)]/Fy(3)
zu setzen, wobei 4 :=93%/3y7+3%/3y# der zweidimensionale Laplace-
Operator ist. Man beachte, daB M ein Differentialoperator in der
Tangentialebene ist.

Die Darstellung (1) besitzt den entscheidenden Vorteil, daB alle
Integrale iiber den ebenen Elementen von I' zu bestimmen sind (d.h. die
Methode aus §9.4.1 ist anwendbar). Trotzdem erhilt man eine héhere
Fehlerordnung, wie die numerischen Beispiele bei Nowak [1] belegen.

9.6 Lésung inhomogener Gleichungen

Die Integralgleichungsmethode wurde fiir die homogene Gleichung
Lg: 0 hergeleitet, da die Ansatzpotentiale nur diese Gleichung erfiillen
kénnen. Trotzdem kann die inhomogene Differentialgleichung

(9.6.1) Lu=y¢p

behandelt werden. Das mit der zu L gehérenden Singularititen-
funktion s gebildete Volumenpotential

9.6.2) Vix) = [ g s(x,y)p(y)dly,  (xeRY)

erfiilit die Gleichung (1). Die gesuchte L&sung ist daher die Summe
u=U+V bestehend aus der inhomogenen Lésung V und einer Lésung von
LU=0, fiir die eine Randbedingung zu erfiillen ist. Ist z.B. u=y¢ auf I
gefordert, erhidlt man U=y,:=¢~V auf I'.

Das geschilderte Verfahren ist in dieser Form fiir die Praxis nicht
empfehlenswert. da man zur Berechnung von V Volumenquadraturen
bendtigt, die um eine Gr6Benordnung aufwendiger wiren als die iiblichen
Integrationen iiber I'. und so die Vorteile der Integralgleichungs-
methode verloren gingen.

Stattdessen wird die folgende
Vorgehensweise empfohlen. Sei Q r
ein Quader {(d=3) bzw. Rechteck
(d=2), das T im Inneren enthilt:
FeQ. In Q wird die inhomogene
Differentialgleichung (1) mit einer 0
beliebigen Randbedingung auf 3Q
mittels einer iiblichen (Raum-)
Diskretisierungsmethode approximiert. Zum Beispiel kann ein Differen-
zenverfahren eingesetzt werden, das zur Schrittweite h eine Lésung vy,
auf einer Menge von Gitterpunkten Q,, definiert. Durch Interpolation
kénnen aus v, Werte vy  auf I' (genauer: in den Kollokations- bzw.
Knotenpunkten auf I') gewonnen werden. Um die Randbedingung u=# zu
erfiillen, wird anschiieBend mit der Randelementmethode eine Losung U
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(der homogenen Gleichung) zu den Randdaten g - v, - erzeugt. U+vy, ist
in allen Gitterpunkten Q;, innerhalb des Innengebietes (0 definiert und
reprasentiert die Approximation zu (1). Der Diskretisierungsfehler von
U+vy, setzt sich zusammen aus dem Fehler der Differenzenldsung vy,
aus dem Interpolationsfehler von vy - und dem Fehler von U.

Der Rechenaufwand fiir die zus#tzliche Losung der inhomogenen
Differenzengleichung kann mit einem Aufwand von O{( h~4) bewiltigt
werden (vgl. Hackbusch {1]). Man beachte, daB die Differenzenldsung
v, wesentlich einfacher zu berechnen ist als die im Raum diskretisierte
Gleichung (1). Wihrend man (1) im Innenraum Q zu lSsen hitte,
verlangt vy, nur die Losung in dem hinsichtlich der Geometrie einfachen
Quader, der z.B. auch schnelle Fourier-Transformationen ermoglicht.

9.7 Berechnung des Potentlals
9.7.1 Auswertung des Potentials

Bei der L&sung der Integralgleichung wird zunichst die Belegung f
approximiert. Nachdem diese bekannt ist, interessiert die Bestimmung
des Potentials ¢, das als Ansatz fiir die Lésung der zugrundeliegenden
Differentialgleichung genommen wurde. Die Auswertung des Einfach-
bzw. Doppelschichtpotentials & erfordert im Prinzip die gleiche
Quadratur, wie sie auch schon bei den Einfach- bzw. Doppelschicht-
integraloperatoren auftrat. Ist x weit von I' entfernt, gibt es das
Problem des schwach singuldren Integranden nicht mehr. Fiir x nahe an
I ist diese Schwierigkeit jedoch wieder vorhanden. Die numerische
Integration fiir das Doppelschichtpotential kann auBerhalb, aber nahe
an I sogar noch schwieriger sein als auf I'. Im Zweifelsfall muB auf die
exakte Integration aus §9.4.1 zuriickgegriffen werden.

9.7.2 Auswertung der Ableitungen

Im Zusammenhang mit physikalischen Aufgaben ist das Potential ¢
ein HilfsgréBe, die keine unmittelbare Bedeutung hat. Die physikalisch
relevanten GroBen sind die Ableitungen V@. Damit stellt sich hiufig die
Aufgabe, nicht ¢ selbst, sondern V@ zu berechnen. Zwei Moglichkeiten
stehen hierfiir offen.

_Die Ableitung 3¢ (x)/3x, kann durch den Differenzenquotienten
($(x+ce,)-B(x)1/c (e i-ter Einheitsvektor) oder dhnliche Appro-
ximationen angenihert werden. Hierfiir benétigt man lediglich die
Auswertung ¢ von ¢ geméB §9.7.1. Man beachte, daB nichtsystematische
Fehler von @ durch den Faktor 1/¢ verstirkt werden. Mit «nicht-
systematischen» Pehlern sind solche gemeint, die eventuell unstetig
von Xx abhdngen. Liegt dagegen ein asymptotisches Fehlerverhalten
F(x)=0(x)+h*Py(x)+... mit glattem Koeffizient &, vor (vgl. §9.7.3),
liefert der Term h*®,(x} einen von ¢ unabhéngigen Beitrag O(h®) bei
der Differenzenbildung.
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Die zweite Moglichkeit besteht in der Anwendung der Ableitungs-
formeln (8.1.1a~c) bzw. (8.2.13b) fiir das Einfach- bzw. Dipolpotential.
Hierdurch wird ein zusitzlicher Diskretisierungsfehler bei der
Ableitung vermieden; dafiir hat man Integrale mit einer stérkeren
Singularitit auszuwerten.

9.7.3 Fehlerbetrachtungen

Im folgenden sei angenommen, da8 man das Potential ¢ im Innen-
und/oder AuBenraum mit einem Mindestabstand dist(x,I'} > d vom Rand
auswerten méchte. Ein Fehler §f in der Belegung f fithrt auf einen
Fehler §& des Potentials, der beliebig oft differenzierbar ist und dessen
Ableitungen in {xeR9: dist(x.)>d} gleichm#Big beschrénkt sind:

[DYSP{xH<Cy (dINEfY, fiir alle v und alle dist{x,>d>0.

Die oben verwandte Maximumnorm §§f1_, kann man durch beliebig
schwache Normen - z.B. durch die Dualnormen K-M_; zu §- 0 =8-dyx )
(vgl. §4.6.2) - ersetzen, da s(x, ) und alle seine Ableitungen fiir
dist(x,r}>d>0 auf I wohldefiniert sind. Damit erhilt man
Fehlerabschatzungen O(h*) fiir & und seine Ableitungen, wenn &f in
irgendeiner schwicheren Norm der Abschatzung K8fi_, <Ch* geniigt.
Dies ist bedeutsam, da in §4.6.2 nachgewiesen wurde, daB sich beziiglich
schwicherer Normen oft bessere Fehlerordnungen als beztiglich der
Maximumnorm erzielen lassen.

9.7.4 Extrapolation

Das zur Schrittweite h durch Kollokations~ oder Galerkin-Verfahren
berechnete Potential $=@; besitzt unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen eine asymptotische Entwicklung der Form

=1
¢h(X) =V§OhY” di(‘,,(x) + hY'¢(" (x;h}

fiir dist(x,I'}>d>0 mit beschrinktem Restterm &, (x;h)I<Cy(d),
ohne daB eine entsprechende Entwicklung (4.8.4a-c) fiir die Belegung
fn gelten miiBte. Saranen [2] weist die Entwicklung von &,(x) und gibt
das Bildungsgesetz der Exponenten v, an.

9.8 Alternative Matrixdarstellung

In §4.4.2 und Bemerkung 1.1 wurde hervorgehoben, daB die nach der

Diskretisierung entstehende Matrix vollbesetzt ist. Dies bedeutet, da8
Speicherplatz filr n® Zahlen beRSEIgt Wird, ™™

- die elementare Matrix-Vektor-Multiplikation 2n? Operationen

erfordert (n: Anzahl der Unbekannten, vgl. Bemerkung 5.1.11)).

Der letztgenannte Multiplikationsaufwand geht z.B. als wesentliche

GréBe in den Rechenbedarf fiir die Mehrgitteriteration ein (vgl. §5.4.3).

Wir_d dagegen die Differentialgleichung in ihrer Originalgestalt dis-
kretisiert, erhilt man schwach besetzte Matrizen (vgl. Hackbusch {21).



360 9. Die Randelementmethode

Fiir dreidimensionale Probleme kann man einen Speicher- und Rechen-
aufwand von O(h~?%) fiir die direkte Diskretisierung der Differential-
gleichung veranschlagen (vgl. Hackbusch [11), wihrend die Rand-
elementmethode trotz ihrer reduzierten Zahl von O( h~?) Unbekannten
auf einen Speicher- und Rechenbedarf von O(h™*) fiihrt und damit
ungiinstiger erscheint. Im folgenden wird gezeigt, da man auch bei der
Randelementmethode zu Darstellungen mit schwach besetzten Matrizen
gelangen und den Speicherbedarf auf O(nlog*!n) reduzieren kann,
wobei d die Dimension ist: QcR? Der Rechenaufwand betrigt

O(nlog?*'n}bis O(nlog?*Zn ).

9.8.1 Die Konstruktion der Cluster

Die geometrisch diskretisierte Oberfliche I bestehe aus n Ober-
flichenelementen (ebene Dreiecke, Vierecke, etc), die im folgenden als
Paneele m, bezeichnet werden. P:={m,,...,7,} ist die gesamte
Paneelmenge. Ein_Clugter 7 ist zunidchst eine beliebige Vereinigung von
Paneelen: t=mj u mj,u...ump (1<ks<n, [<j <. <jesn). Insbesondere
ist jedes Paneel auch ein Cluster (Falle k=1}.

Ist K der Integraloperator iiber I’ und {by,.... by} die Basis des
Kollokationsverfahrens mit den Kollokationspunkten Z={& ... E9},
so lauten die Koeffizienten der Matrix B

8y = (Kbj)ED
wobei jetzt g die Dimension des Ansatzraumes beschreibt. Obwohl

sich der Fall des Galerkin-Verfahrens &hnlich behandeln ldBt, wird
im folgenden nur das Kollokationsverfahren diskutiert.

Die Multiplikation der Matrix B=(8,;) mit einem Vektor a=(ay,...,aq),
der der Funktion f,=Xa;b; entspricht, ergibt die Koeffizenten

(9.8.1) 5= T8y = z}J; K(E'y) b;(y)dly o,
weP

(1<i,j<q, vgl. (4.4.90)),

von b=Ba, wobei k der Kern von K ist.

9.8.2 Der Clusterbaum

Im folgenden werden wir den Integralwert 1“5',!) by(y)dI, fiir
alle Cluster 7 benétigen. Da es nach der bisherigen Einfithrung der
Cluster jedoch 2-1 Exemplare gibt, wire der Rechenaufwand viel zu
groB. Deshalb reduzieren wir die Clustermenge auf eine Teilmenge T,
die zudem die folgende Baumstrukturen besitzen soll:

(9.8.2a) FeT,

(9.8.2b) Jedes reT sei entweder ein Paneel, oder es sei die (bis auf
die Rinder) disjunkte Vereinigung t=7,u ...4 7y (k>2)
kleinerer Cluster 7;eT, die (bis auf die Anordnung) eindeutig
bestimmt seien.
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In Abb. 1 ist der Clustergraph angedeutet. In der Sprechweise der
Graphentheorie bildet T einen Baum mit I¥ als 7
Wurzel. In (2b) bezeichnet man 7 als Vater der
Sohne 14,...,75. Nach (2b) werden die
Endknoten {(d.h. Cluster chne S8hne} genau von
allen Paneelen gebildet.

DenBoben beschriebenen Clusterbaum erhilt
man z.B. in einfacher Weise aus der Paneelmenge
P, indem man bei den Paneelen beginnend gemdB Abb. 984 T
Abb. 2 je zwei benachbarte Cluster zu einem neuen vereinigt.

B B I L

Abb, 2.8.2 Bildung von Clustern 7,,...,7,5 aus Paneelen m=1; (1<j<8)

Da n die Zahl der Endknoten ist, erhilt der Gesamtbaum hochstens
2Zn-1 Knoten, d.h. es gibt hochstens 2n-1 Cluster, wenn n die
Paneelanzahl ist.

9.8.3 Die Clusterentwicklung

In jedem Cluster 7 sei ein Entwicklungszentrum z,eRd gewihit. Eine
theoretisch elegante (in der Praxis zu modifizierende} Wah! lautet wie
folgt. Sei K, der Umkreis von 7, d.h. die 7 enthaltende Kugel mit mini-
malem Radius ¢,. Der Mittelpunkt von K, sei als Zentrum z, gewihlt.

Beispielsweise durch die Taylor-Entwicklung von k um z, erhilt man
eine Approximation k:

(9.8.3a) k{x.y) = k(x,y)+Rest,,,
{9.8.3b) Kix.y)= % x/(x:z,)0,(y)

cel

(yel', xeR9)

nach _stiickweisen Polynomen ¢, mit Koeffizienten x,(x;z.). Die &,
kénnen nur al vorausgesetzt werden, damit der
Dipolkern mit seiner stiickweise konstanten Normalenrichtung
behandelt werden kann. Die Indexmenge I,,, kann z.B. die Menge aller
Muiltiindizes {(Monomexponenten) [¢(I<m vorstellen. In diesem Falle
enthilt I,,, O(m9) Indizes, was im weiteren vorausgesetzt wird.

Der Entwicklungsrestterm mufl abgeschitzt werden kdnnen durch
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(9.8.4) IRest,,i=0(q™) lk(x,y)l  flirallely-z <plx-2.

Zum Nachweis dieser Ungleichung vergleiche man den Appendix A in
Hackbusch - Nowak [21. Der Entwicklungsfehler kann toleriert werden,
wenn er nicht gréBer ist als der Konsistenzfehler O(h*) (h: Schritt-
weite, x: Konsistenzordnung). Dies fiihrt auf die Parameterwahl:

(9.8.5a) m:=| X log n | (L x |: Abrundung),
(9.8.5b) pr<plx-2z.1 ( p,: Umkreisradius),
{9.8.5¢) p=0(n~x/Emd=D1) cconst,

wobel h=O(n~1/ (4~} angenommen ist.

9.8.4 Zul&ssige Cluster

Erfiilit der Cluster t mit seinem Zentrum z, und dem Radius p, die
Ungleichung (5b), so heiBt er zuldssig (beziiglich des Punktes xeR9).
Aus (5b) liest man ab, daB ein Cluster um so griBer sein kann, je weiter
x von 1 entfernt liegt.

9.8.5 Zulassige {Iberdeckungen

Eine (bis auf die Rander) disjunkte Clustermenge {(7,,.... 7y} bildet
eine Uberdeckung (von I}, falls 1,u...ut; = I'. Die Uberdeckung heiBt
{beziiglich des Punktes xe RY) zulidssig, falls jedes 1

- entweder ein (bzgl. x) zuldssiger Cluster

- oder ein Paneel ist.

Indem man mit t=1" beginnt und jeden Cluster so lange durch seine
Sshne ersetzt, bis die Cluster zulidssig oder Paneele sind, kann man die
zulassige Uiberdeckung mit minimaler Elementzahl bestimmen. Da diese
vom Bezugspunkt x abhingt, sei die minimale zuldssige {iberdeckung
zu x mit €(x) bezeichnet. Unter einfachen Bedingungen an T (vgl.
Hackbusch - Nowak [21) beweist man

(9.8.6) €(x) enthilt hochstens O(m)}=0(logn) Cluster,

wobei die Schranke unabhéngig von xeR? ist.

9.8.6 Matrix- Vektor-Multiplikation

Die Darstellung (1) von 3; enthilt die Summation HZ '[ wobei P

L]
ein (ungiinstiges) Beispiel einer zuldssigen Uberdeckung ist. Stattdessen
konnen wir die minimale liberdeckung €(§) beziiglich x=§! wahlen:

Tel, 4§ K(ELy)by(y)dl, ;.

(987) Bi =
7€€(&

Wir zerlegen §(E!) in die Teilmengen € (') der nichtzuldssigen Paneele
(Nahfeld) und €r(E’) der zuldssigen Cluster (Eoznfald). Der Anteil
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N _ i

9.8.8a) g —mZNa’) !§ k(E',y) by(y)dr, a,.

wird in {fiblicher Weise ausgewertet. Da sich die Paneele me®, (E') und
der Triger(b;) nur fiir O(1) Indizes j iiberlappen, enthdlt (8a) nur

FEA(EDN < 1E(EU) < O(logn) (1-1: Elementanzahl)

Summanden (vgl. (6)). Der Vektor bV=BNa der 8V kann daher mit
Ol(nlogn) arithmetischen Operationen berechnet werden. B™ ist
schwach besetzt und enthdlt nur O(nlogn) Nichtnullkoeffizienten.

Im restlichen Anteil Bf , der den re€L(E'} entspricht, ersetzt man k
durch die Entwicklung k aus (3b) und vertauscht die Summation und

Integration:

(9.88b)  BF~@F-= b3 b x (ELz )y by(y)dl, a; =
Le m

tetz,.-(e‘) }r i

- l‘
= MZFQ,) PR SLED J 23)6,(y)dr, o
Jz(b;)

Den Vektor BF kann nach (8b) in der Form

{9.8.8¢) BF = a

schr?iben, wobei die Rechtecksmatrizen C und F die Koeffizienten
x (E'2,) bzw. J7(b;) enthilt. Obwohl die Anzahl der Spalten in C und
Zeilen in F mit I1,,,IIT1=0(nlog%n) gréBer als n ist, hat die Darstellung
{8c) einen wesentlichen Vorteil: C hat pro Zeile nur I, ligx(§)i=
O(log?*'n) Nichtnullelemente (vgl. (5a), II,,l=O(m9) und (6)). Das
Produkt Fa berechnet man am einfachsten aus J5i:= X; Ji(b)} ay, wobei
diese Summe nur O{1) nichttriviale Summanden hat. Die tatsichlich in
(8b) auftretenden J, erhilt man mit n-1 Summationen iiber den Baum T:

Ii= > I

7°: Schnvon

{(teT\P, el ).

Dies erfordert msgesamt nur I, iTI=0(nlog%n) Operationen. Der
Speicherplatz fiir J,(b;) hat die gleiche GréBenordnung.

Zur Berechnung von b = bV+bF benstigt man daher O(n logd*n)
arithmetische Operationen und einen ebenso groBen Speicherbereich.
Der EngpaB ist die Matrix C in (8c). Der Rechenaufwand vergriBert sich
auf O{nlog9+2n), wenn man die allerdings nur in der Startphase
auftretende Berechnung der Koeffizienten x,(E%z,) fiir alle 7eT und
tel,, hinzunimmt. Umgekehrt [4aBt sich der Speicheraufwand auf
O(nlogn) reduzieren, wenn man die Koeffizienten x‘(E';z,) nicht
abspeichert, sondern stets (mit O(nlog9+Zn) Rechenoperationen} neu
ausrechnet.
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-, stlickweise kubische 206, 355

-, trigonometrische 270f (- Poly-
nome, Fourier—-Reihe)

Interpolations-

-fehler 29, 87, 119, 121, 125, 130,
142, 180, 186, 191

-ordnung 29, 83. 99, 104, 117, 233

~-verfahren 29

Iterationsmatrix 172, 190f, 200,
203, 208f, 214
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iterierte Defektkorrektur
-» Defektkorrektur

iteriertes Verfahren 181-133, 156,
158

Kelvin-Transformation 278

Kern, -funktion 37, 38, 42. 45, 52.
88, 57, 61, 63-67, 97. 128, 144,
151, 223, 231, 283, 292, 334 (>
Cauchy~Kern}

Kernapproximation 78-88, 156,
158, 162f, 177f, 181, 183

Kern

-, adjungierter (dualer} 128, 281,
308, 334

-, ausgearteter 62f, 78, 156

-, Faltungs- - Operator

-, Hilbert-Schmidt~ §7

~, periodischer 66, 82, 97

-, schwach singulédrer 67, 69, 88,
103, 141, 156, 223, 231, 304, 333

-. symmetrischer 107, 144. 162

Kollokation{sverfahren) 49-51, 88,
95-104, 107, 124, 126, 130~134,
137f, 140, 156~158, 162, 176f,
180, 183, 185, 194, 232, 270-272,
339f, 344, 360

Kollokationspunkte 96, 98f, 102f,
131, 133f, 176f, 183, 344, 347, 360

kollektiv kompakt 149-152. 155,
163-166. 168f, 174, 270f

kompakt 23, 58, 64, 146, 151f, 155,
164, 222, 255, 288f, 291, 298f
(> Operator, -+ Einbettung)

Kondition 36, 74, 77, 84f, 99-101,
111-113, 115, 118f, 138f, 152f,
1758, 206 (> Spektralkondition)

Konsistenz 32-35, 72-78, 83, 89,
92f, 101, 108, 112f, 131, 145f,
149f, 153, 155, 163-166, 168f,
174, 180-182, 270f

-, relative 187f, 191, 202, 210, 214

Konsistenzordnung 32-35, 43, 45,
181f, 154fF, 272

Konvergenz {einer diskreten
Lésung) 32, 45. 47f, 74-78, 83,
89, 92f, 105, 107-109, 113, 115,
119, 128, 131, 145f, 150f, 18§,
158f, 163, 165, 169, 175, 177,
181, 182, 188, 214, 270f, 341
(> Superkonvergenz)

~ (einer Iteration), Konvergenzrate
171f, 174f, 189-191, 196, 198,
200-211, 272, 348f

-, gleichmiBige 18, 78, 90. 107f,
132, 146f
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-, Operatornorm- 61f, 73f, 76, 78,
90, 92, 107, 131, 145, 147, 149,
163

-, punktweise 73, 90, 146-149, 169

Konvergenzordnung 83, 87f, 94.
98f, 103f, 110, 117, 124f, 151,
154, 191, 193, 196, 203f. 233

Kriimmung 240

Kurve 14. 219, 238-257. 261-265.
328

-. geschlossene 238, 240f, 243-249,
252f, 256, 264f, 267, 270

-, nichtgeschlossene 245, 248, 253,
256, 264, 274

Kurvenintegral 238-241, 273, 279

-, komplexes 240

L

Lagrange-Basis 27, 100-102, 119f,
134, 142, 162, 186, 194, 272, 340

Lagrange-Funktionen 27-29, 31, 33,
80, 82, 87, 97-100. 114. 137,
139-142, 155, 176f, 185f, 194

Lamé-Gleichung 337¢

Laplace-Gleichung 273. 278-280,
286-288, 302-305, 308f, 315,
324-327, 330, 334-337, 341, 356

Lipschitz-Bedingung 37, 39f, 43,
45. 52, 54, 187

Lipschitz-stetig 158, 16. 19, 39f.
64-66, 116, 121f, 134, 139, 178,
250, 255, 257

M

Majorante 222, 235, 294. 313

Majorantenkriterium 221, 252

MaB 19, 58, 64, 109, 220f, 290, 318

Matrix 337f (= Iterationsmatrix)

-, symmetrische 144, 162f, 173f

-, tridiagonale 83, 118

-, schwach besetzte 359ff

-, Toeplitz- - Toeplitz-Matrix

-, vollbesetzte 97, 170f, 340, 359f

Maximumprinzip 165 (>Minimum-
prinzip)

Mehrgitterverfahren 170ff. 190,
197-217, 271f, B48ff, 359

Mehrschrittverfahren 49

Methode der kleinsten Quadrate
138

Minimumprinzip 164f

N

Newton-Cotes-Formel 32-34, 42,
48, 141
Neumann-Aufgabe

302f, 305f,

Stichwortverzeichnis

325-327, 330, 333f, 337f

Norm 15, 17~19, 22, 26, 38, 84f,
117.174. 178fF

-, d4quivalente 18, 126, 174, 329

-, Dual- 22, 32, 63, 126, 130, 138,
266, 333

-, Euklidische 18. 85. 101, 103f,
111, 115, 134f. 154, 173. 274,
286f

-, [?- 99, 103, 110f. 116, 120, 129,
265

-, Maximum- 18, 32, 84, 100, 126,
134, 186f, 324, 341, 359

-, Matrix- 35, 84f, 122, 171f

-, Operator- 21, 23, 29, 57, 61f, 72~
74, 78, 90, 99, 127, 144, 146, 172,
176, 210, 266 (= Konvergenz)

-, schwichere 110, 126, 130f, 341,
359

-, Sobolev- 117, 126, 266, 332

-, Spektral- 18f, 101. 138

-, stirkere 63, 132

-, Supremums- 18f, 60, 108, 110,
113, 145, 153, 329

-, Zeilensummen- 38f, 109, 113,
138, 152f

Normalableitung 276, 287, 291f,
302f. 305, 307f. 312, 320f, 323,
330

Normale(nrichtung} 239f, 273, 275,
295, 301, 305, 316~318, 327, 337,
345f, 361

Nystrém-Interpolation 144, 162,
181, 216f

Nystrém-Methode 143-155, 156-
163, 169, 176f, 179-181. 183, 185,
187, 195, 206, 210, 213f, 216

O

Oberfliachenintegral ss, 221, 288,
289f, 296

Operator (linearer) 21, 36, 72, 77,
170, 198, 229, 266 (- Cauchy-~,
Doppelschichtoperator, Index,
Integraloperator, Norm)

-, adjungierter 127f, 177. 263, 334,
342

-, beschrinkter 21, 60, 309

-, dualer 22, 24, 127, 136f, 166f,
281, 326

-, kompakter 28-26, 56, 58-63. 69f,
75, 78, 90, 92, 98f, 107f, 117,
128, 147-149, 162, 168, 268, 270f,
279-282, 306f, 311, 315, 326,
328f, 336 (- kollektiv kompakt)

-, Interpolations- 28, 180f

Stichwortverzeichnis

-, stetiger 19, 21, 24

- vom Faltungstyp 52f. 61, 65, 129.
233, 350

Qperatornorm -» Norm

Ordnung 218, 284. 335f (> Inter—
polations~~. Konsistenz-~.
Konvergenz—-—~)

- eines Integraloperators 333, 343.
349f

Orientierung 289f. 244. 314

orthogonal 26, 130 (> Projektion)

orthonormal 85, 107, 112, 156, 301,

319
P

Paneel(methode)} 347, 360ff
(+ Randelementmethode)

Parametrisierung 2838-245, 265,
270, 274, 283, 289f, 296, 318, 344

partielle Integration 135, 221, 227,
237, 285, 326

Picard-Iteration 171f, 189f, 194,
198, 200, 205, 207, 211, 214,
216f, 349

Poincaré-Bertrand-Formel 264.
267, 283

Polarkoordinaten 221, 224, 278,
294, 297f, 310. 318

Polynome 82, 97, 130f, 136, 141
(= Interpolation, Weierstrafl)

-, trigonometrische 82, 97. 112, 266

positiv definit 108, 107, 111. 171,
173f

Potential 288, 326, 336 (» Einfach-,
Doppelschicht-~. Volumen-~)

-, Auswertung des 358

Potentialgleichung - Laplace-~

prikompakt 23f. 90, 148f

Prakonditionierung 350

Produktintegration 88, 141f, 15§

Projektion\ 26, 29. 89f, 92, 95, 108,
125, 130, 136f, 177, 180, 184,
265, 270 {=> Ritz-Projektion)

-. Orthogonal- 26, 94, 105, 108,
115. 120, 122. 127f, 130, 134,
136. 156, 185, 265, 269-272, 342

Projektionsmethoden 88-94, 125-
142, 157-159, 162, 168, 170, 176f,
179-181, 187, 213f

Prolongation 175f, 184, 186. 191-
193, 195, 199, 213f

-, kanonische 176f, 184-186, 195

Quadratur, -Formel 31f, 41-51, 54
- mit Gewichtsfunktion 33, 141f,
155, 232 (- Produktintegration)
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-, numerische 81f. 84. 86f, 97, 123f,
138-141. 156f, 354, 356

~. summierte 84, 87, 140f

Quadraturverfahren 31ff. 127, 139,
143, 146, 151f, 154, 160, 163, 176,
179, 206, 232

-, interpolatorisches 33f, 142, 155,
183

Qualokation{smethode) 136

quasiuniform t14f, 118, 122. 348

R

Randelemente 344ff
Randelementmethode 339ff, 357
Randintegralmethode - Integral-
gleichungsmethode
Raumwinkel 320. 340, 352
Rechenaufwand 42, 82, 97, 107, 153,
171F, 175, 192F, 197, 199f, 203,
208, 211-214, 217, 357f, 359f, 363
Rechtecksformel 34, 42, 44f, 47f
Regularisierung 1258f, 183f, 284
Regularitdt 39, 59, 63f, 71, 103, 131,
158f, 165, 253. 309, 328, 333,
336, 341f
Regularititsbedingung 129.179.223
-, diskrete 179, 191, 202, 209, 271f,
349-351
reguldr 38, 153, 174 (> Integral-
gleichung)
regulirer Wert 28, 76, 78, 80, 92,
98, 107F, 122, 128, 135, 147, 150,
152, 164, 168f, 182, 280
Resolvente 52f
Restriktion 175-178, 184, 186, 192,
194f, 197. 199, 209, 216
-, kanonische 176-178, 184-186,
194f, 206
Richardson-Extrapolation
- Extrapolationsverfahren
Riesz-Schauder-Theorie 25f. 56,
162, 167, 268, 326
Ritz-Projektion 342

S

Satz von {» Banach, Weierstra8)

- Arzela-Ascoli 28, 58, 60, 146

- Banach-Steinhaus 23, 32, 73, 77,
89, 180

- der gleichmiBigen Beschrankt-
heit 22

~ der stetigen Inversen 21

- Erdés-Turan 130

- Fubini 222, 226

- Plemelj-Privalov 253

Schrittweite 28, 31, 42, 45f, 86f,
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98, 110, 118, 123f, 141, 154, 159~
161, 180, 183, 185f, 190f, 193,
199, 203, 213, 232, 339, 359
Schwarzsche Ungleichung 57, &3,
116f, 122, 135, 332
selbstadjungiert 26, 106, 127, 130
semidiskrete {Integral-)Gleichung
72-75, 77, 91, 95, 106, 113, 132,
136-139, 143, 155, 159-163, 174f,
178, 181, 270-272, 339
Simpson-Formel 38, 48f, 87, 123f,
140f, 154, 206
singulidrer Wert 28, 162, 167
singuldr 80, 168 (> Integral-
gleichung, > Kern)
Singuleritit 66f. 70. 104, 162.
220-222, 232, 237f, 240, 256, 261
-, logarithmische 253, 255, 301, 307
-, schwache 218, 234f. 304
-, starke 234, 241, 246, 249, 258,
283, 298, 338

Singularititenfunktion 286-28s,
308, 326, 334-338
Skalarprodukt 26, 105. 109. 111,

114, 116, 124, 126-128, 137, 157,
173, 177, 265, 313
Sobolev~Raum 117, 266. 302. 332.
341 (= Norm)
Speicherbedarf 360, 363
Spektrum 28f, 162f
Spektralkondition 36.
119, 174
Spektralnorm » Norm
Spektralradius 171
Spline - Interpolation
Sprungbedingung, Sprungrelation
244F, 248, 268, 275, 281, 292
301, 312, 314-316, 321. 323. 331,
335-338
stabil, Stabilitit a2, 42, s1, 54, 73,
75-78, 83, B89, 92-94, 98, 101,
105, 108, 110, 112f, 115, 119,
128-131, 145, 147f, 150-153, 155,
158-160, 164. 169, 178, 179, 181f,
188, 191, 202, 209, 214, 270-272
stetig 18, 18, 19, 21, 23, 24, 39, 53,
58, 60, 70, 108, 144, 153, 164,
221f. 226, 228, 236, 247, 252,
276, 288, 290f. 298-301, 309,
314, 316, 321, 332 (» Einbettung.
H&lder— ~)
-, einseitig 30
-, gleichgradig 28. 58, 146. 155
stetige Fortsetzung 248, 256, 262-
264, 267, 273, 277, 280, 301,
312-318, 317, 321, 326

101, 112f,

Stichwortverzeichnis

Stokes-Gleichung 33s
stlickweise lineare bzw. konstante
Funktionen - Interpolation -
Stiitzstellen 27, 29, 31, 33. 41
48f, 51, 82, 86, 95f, 98, 102
119-121, 125, 141~-143,
154f, 157, 162, 176~178, 18
183, 185, 187, 192, 195, 216f, 2;
Substitutionsregel 221, 236f, 2
293, 296
Superkonvergenz 99, 103, 110, 1

183136
T ,

Tangente(nrichtung) 299, 244, 273§

292, 300f, 317, 319-322, 357
Tangententrapezrege! - Trapez-
Tangentialableitung 282f, 3

321f, 337
Tautochrone 219, 224, 230
Tensorapproximation 81, 86, 88
Testfunktion, Testraum 136f
Toeplitz-Matrix 3as1
Totalvariation 58, 122
Tréger 20, 81-83, 98f, 109, 112,

138f, 141f, 255, 328, 362
Trapezformel 33
-, summierte Sehnen- 85, 45-50

141. 154, 160f, 195

-, summierte Tangenten- 35, 124
157

unbeschrinkter Definitionsbereich
58, 60f, 66, 339 (> AuBenraum)
Urysohn-Gleichung 14 '

Vv

Vektorraum 16

~, normierter 17f, 117, 332

Verfahren der konjugierten Gra-
dienten -+ cg-Verfahren

vollstindig 17f, 117, 127,

vollstetig 24

Volterrasche Integralgleichung 13,
87ff, 56, 143

- 1. Art 14, 83f, 56, 218, 231

- 2. Art 14, 37,52, 54

Volterra-Runge=Kutta-Formeln 49

Volumenpotential 357

332

Wirmeleitungsgleichung 69
WeierstraB » Approximationssatz

Zz

Zweigitterverfahren 189-197, 200,
202-205, 207f, 210-212
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