Hierarchische Matrizen



W. Hackbusch

Hierarchische Matrizen

Algorithmen und Analysis

@ Springer



Wolfgang Hackbusch

Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den
Naturwissenschaften

Abteilung Wissenschaftliches

Rechnen

Inselstr. 22-26

04103 Leipzig

Deutschland

wh@mis.mpg.de

ISBN 978-3-642-00221-2 e-ISBN 978-3-642-00222-9
DOI 10.1007/978-3-642-00222-9
Springer Dordrecht Heidelberg London New York

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Mathematics Subject Classification (2000): 65F05, 65F30, 65F50, 65F10, 15A09, 15A24, 15A99,
15A18, 47A56, 68P05, 65N22, 65N38, 65R20, 45B05

(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Die dadurch begriindeten Rechte, insbesondere die der
Ubersetzung, des Nachdrucks, des Vortrags, der Entnahme von Abbildungen und Tabellen, der
Funksendung, der Mikroverfilmung oder der Vervielfiltigung auf anderen Wegen und der Speicherung in
Datenverarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei nur auszugsweiser Verwertung, vorbehalten. Eine
Vervielfiltigung dieses Werkes oder von Teilen dieses Werkes ist auch im Einzelfall nur in den Gren-
zen der gesetzlichen Bestimmungen des Urheberrechtsgesetzes der Bundesrepublik Deutschland vom
9. September 1965 in der jeweils geltenden Fassung zuldssig. Sie ist grundsitzlich vergiitungspflichtig.
Zuwiderhandlungen unterliegen den Strafbestimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk
berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im Sinne der
Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wiren und daher von jedermann
benutzt werden diirften.

Einbandentwurf: WMXDesign GmbH, Heidelberg
Printed on acid-free paper

Springer ist Teil der Fachverlagsgruppe Springer Science+Business Media (www.springer.com)



Mewner Frau Ingrid gewidmet



Vorwort

Operationen mit groflen Matrizen werden in der Numerik weitgehend ver-
mieden. Stattdessen wird in der Regel versucht, alle Algorithmen auf Matrix-
Vektor-Multiplikationen zuriickzufithren. Der Grund ist der hohe Aufwand
von z.B. O(n3) Gleitkommaoperationen fiir eine Multiplikation von n x n-
Matrizen. Beginnend mit dem Strassen-Algorithmus wurde versucht, den Auf-
wand auf O(n?) mit v < 3 zu reduzieren. Diese Bemiihungen koénnen aber
nicht zum Ziel fithren, da die theoretische untere Schranke v > 2 besteht, und
selbst quadratischer Aufwand bei grofiskaligen Matrizen inakzeptabel ist.

Dass die Matrixoperationen im hier beschriebenen H-Matrix-Format trotz-
dem mit fast linearem Aufwand O(nlog” n) ausfiihrbar sind, ist kein Wider-
spruch zu der vorherigen Aussage, da oben die exakte Berechnung unter-
stellt wird, wihrend die H-Matrix-Operationen Approximationen enthalten.
Die Approximationsfehler sind jedoch akzeptabel, da grofiskalige Matrizen
von Diskretisierungen stammen, die ohnehin Diskretisierungsfehler enthalten.
Die mit der H-Matrix-Technik ermoglichten Operationen sind nicht nur die
Matrixaddition und -multiplikation, sondern auch die Matrixinversion und
die LU- oder Cholesky-Zerlegung.

Verwendet man die H-Matrix-Technik zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen, so nimmt sie eine Stellung zwischen direkten Verfahren und
Iterationsverfahren ein. Auf der einen Seite kann die approximative Inverse
oder LU-Zerlegung mit wihlbarer Genauigkeit bestimmt und damit das
Gleichungssystem gelost werden. Auf der anderen Seite reicht eine Inverse
oder LU-Zerlegung mit méfliger Genauigkeit, um eine schnelle Iteration zu
konstruieren.

Hat man die Matrixoperationen zur Verfiigung, lasst sich eine wesentlich
gréflere Problemklasse behandeln, als dass mit der Beschréinkung auf Matrix-
Vektor-Multiplikationen moglich ist. Hierzu gehoren die Berechnung von
matrixwertigen Funktionen, zum Beispiel der Matrix-Exponentialfunktion,
und die Losung von Matrixgleichungen, etwa der Riccati-Gleichung.

Die approximative Durchfithrung der Operationen kann nur erfolgreich
sein, wenn der Aufwand fiir eine Genauigkeit € nur schwach mit ¢ — 0 wéchst.



VIII Vorwort

Fiir die Inversen von Diskretisierungsmatrizen elliptischer Randwertprobleme
und fiir zugehorige Randintegralgleichungen lésst zeigen, dass der Aufwand
nur logarithmisch von e abhiingt. Fiir allgemeine, grofle Matrizen ist diese
Aussage falsch, d.h. die H-Matrix-Technik ist nicht fiir allgemeine Matrizen
anwendbar. Trotzdem zeigen numerische Tests ein sehr robustes Verhalten.
Fiir die praktische Durchfithrung ist es zudem sehr wichtig, dass die H-Matrix-
Technik in hohem Mafle blackbox-artig ist.

Die Tatsache, dass nicht alle Matrizen (mit verbessertem Aufwand)
dargestellt werden koénnen, entspricht nicht dem klassischen Verstédndnis der
Linearen Algebra. Dort ist man es gewohnt, dass Verfahren moglichst auf
sdmtliche Elemente eines endlichdimensionalen Vektorraumes anwendbar
sind. Andererseits ist der Approximationsgedanke der Ursprung der Analysis.
Da die Objekte wie zum Beispiel Funktionen im Allgemeinen unendlich
viele Daten enthalten, verwendet man seit Anbeginn der Analysis Appro-
ximation aufgrund von partiellen Informationen (Beispiel Interpolation),
wobei man in Kauf nimmt, dass die Approximation nur unter geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen moglich ist.

Die ‘H-Matrix-Technik beruht auf drei verschiedenen Komponenten. Die
erste, analytische Komponente ist die lokale, separable Approximation der
Greenschen Funktion beziehungsweise der Integralkernfunktion. Derartige
Techniken sind in der Vergangenheit in verschiedenen Versionen bei der Be-
handlung diskreter Integraloperatoren angewandt worden: bei der Paneel-
Clusterungstechnik, bei Multipolentwicklungen, aber auch bei der Matrix-
kompression von Wavelet-Matrizen. Nur mit Hilfe dieser Techniken kann die
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der an sich vollen Matrix in fast linearem
Aufwand durchgefiihrt werden. Die zweite Komponente gehort der linearen
Algebra an. Techniken der Singuldrwertzerlegung und der QR-Zerlegung
spielen eine wichtige Rolle bei der Organisation der lokalen Matrixdaten.
Die dritte Komponente betrifft die diskreten Strukturen. Die ersten beiden
Komponenten werden auf Teilmatrizen angewandt. Die geeignete Partition
der Matrix in Teilmatrizen der richtigen Grofe ist fiir die Matrixoperationen
der entscheidende Schritt. Die diskreten Strukturen stellen sich in Form vom
Béaumen, den Cluster- und Blockclusterbdumen dar.

Ziel dieser Monographie ist die umfassende Einfithrung in die Technik
hierarchischer Matrizen. Da diese insbesondere fiir die grofiskaligen Matrizen
aus dem Umfeld von Randwertaufgaben entwickelt worden sind, muss auch
knapp auf die Diskretisierung von Randwertaufgaben und auf die Rand-
integralmethode eingegangen werden. Den oben aufgezihlten, sehr unter-
schiedlichen Komponenten entsprechend widmen sich die ersten Kapitel den
verschiedenen Fragen zur Analysis, zur Linearen Algebra und den Strukturen,
die dann die Grundlage der Algorithmen bilden. Um die Kapitel einerseits
nicht zu umfangreich werden zu lassen und andererseits hinreichend Hinter-
grundmaterial bereitzustellen, enthélt das Buch fiinf Anhénge. Hier findet der
Leser den benétigten Hintergrund zu Themen aus dem Hauptteil.



Vorwort IX

Das letzte Kapitel gibt einen kleinen Einstieg in die Behandlung grof3-
skaliger Tensoren. Hier werden nur Anwendungen angesprochen, die direkt
mit hierarchischen Matrizen verbunden sind. Andererseits besteht die heraus-
fordernde Aufgabe, die im Umfeld der hierarchischen Matrizen entwickelten
Techniken auf Tensoren zu iibertragen. Da der Speicher- und Rechenaufwand
bei grofiskaligen Tensoren den Anwender vor noch grolere Schwierigkeiten als
bei Matrizen stellt, sind geeignete Darstellungsmethoden und Algorithmen
zur Approximation der Operationen dringend erforderlich. Die in diesem Be-
reich erzielten Resultate passen thematisch nicht in diese Monographie und
gidben Stoff fiir ein weiteres Buch.

In zahlreichen Hinweisen wird verbal auf Details der Implementierung ein-
gegangen. Eine konkrete Beschreibung der in C geschriebenen Algorithmen
wird hier vermieden, da hierfiir die Lecture Notes [26] und ein zukiinftiges,
hieraus hervorzugehendes Buchprojekt heranzuziehen sind. Letzteres ist auch
ein besserer Platz fiir konkrete numerische Beispiele und Vergleiche.

Lesehinweis: Unterkapitel, die mit einem Stern* versehen sind, kénnen
beim ersten Lesen iibersprungen werden, da sie eher der thematischen Ver-
tiefung dienen.

Algorithmen sind in einer Notation angegeben, die sich an Algol und
Pascal anlehnt. Man beachte, dass die geschweiften Klammern Kommenta-
re enthalten. Der Einfachheit halber werden die Parameter nicht mit einer
Typenbeschreibung versehen, sondern verbal erklért. Fiir die (wenigen) Hilfs-
variablen wird ebenfalls keine explizite Spezifikation gegeben, da sie sich aus
dem Zusammenhang ergibt.

Der Autor entwickelte die Technik der hierarchischen Matrizen Ende
der 90er Jahre. Die erste Arbeit [69] hierzu erschien 1999. Ein wesentlicher
Schritt war die Implementierung der Methode in der Dissertation [50] von
Dr. L. Grasedyck, die 2001 verteidigt wurde. Die Grundlagen zu dieser
Monographie wurde durch Manuskripte zu Vorlesungen an der Universitéit
Leipzig (Sommersemester 2004 und Wintersemester 2006/7) und an der
Christian-Albrechts-Universitdt zu Kiel (Sommersemester 2004) gelegt.
Das Material wurde entscheidend anreichert durch die Beitrédge der Drs.
S. Bérm, M. Bebendorf, R. Kriemann und B. Khoromskij. Insgesamt
sind zum Thema der hierarchischen Matrizen und seinem Umfeld zwei
Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an der Christian-Albrechts-
Universitdt zu Kiel und vier Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an
der Universitédt Leipzig geschrieben worden. Die neuartigen Moglichkeiten,
die die H-Matrix-Technik bietet, haben zu einem Programmpaket H-
LibP™® gefiihrt, das fiir kommerzielle Zwecke zur Verfiigung steht (siehe
http://www.scai.fraunhofer.de/hlibpro.html).

Neben den oben Genannten danke ich Dr. L. Banjai, Dr. Wendy
Kref3, Prof. Sabine Le Borne, Dr. Maike Lohndorf, Prof. J.M. Melenk, Prof.
S. Sauter, sowie weiteren Mitarbeitern und Gésten des Leipziger Max-Planck-
Institutes, die wesentlich zum Inhalt dieses Buches beigetragen haben. Herrn
Dr. Ronald Kriemann gilt mein Dank fiir die Gestaltung des Umschlagbildes.
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Dem Springer-Verlag danke ich fiir die unkomplizierte Kooperation bei der
Fertigstellung dieses Werkes.

November 2008 Wolfgang Hackbusch
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Rang-k-Matrizen

Rang-k-Matrizen werden ein wichtiger Baustein der hierarchischen Matrizen
sein. Da insbesondere an kleine Werte von k gedacht ist, wird auch von
Niedrigrangmatrizen gesprochen. Um einem moglichen Missverstindnis vor-
zubeugen, sei noch einmal betont, dass Rang-k-Matrizen nicht den exakten
Rang k, sondern hdéchstens den Rang k besitzen sollen. Die Speicherung von
Rang-k-Matrizen sowie Operationen mit Rang-k-Matrizen bilden die Basis der
‘H-Matrixdarstellung (H-Matrix = hierarchische Matrix) und der H-Matrix-
operationen, da diese auf Additionen und Multiplikationen mit Rang-k- oder
vollen Matrizen zuriickgefithrt werden.

Vorschau auf die nachfolgenden Unterkapitel:

§2.1: Notationen R’ und R’*“ Rang einer Matrix.

§2.2: Triviale Anmerkungen zur Darstellung der Rang-k-Matrizen und den
Speicherkosten, Notation R(k, I, J).

§2.3: Arithmetischer Aufwand fiir Matrix-Vektor-Multiplikation, Matrix-
Matrix-Addition und Matrix-Matrix-Multiplikation mit Rang-k-Matrizen.

§2.4: Erinnerung an die Singulidrwertzerlegung (SVD) und die optimale
Approximation einer Matrix durch eine Rang-k-Matrix (Details und
Beweise im Anhang C.2), Definition der “komprimierten Singulér-
wertzerlegung”.

§2.5: Wichtiges spiiteres Hilfsmittel ist die Approximation einer Rang-¢-
Matrix durch eine solche vom kleineren Rang k < ¢. Die QR-Zerlegung
und die komprimierte QR-Zerlegung werden definiert.

§2.6: Unter Anwendung des vorherigen Abschnittes wird die formatierte Addi-
tion eingefiihrt.

§2.7: Modifikation der Standarddarstellung R(k, I, J).

Im ersten Lesedurchgang koénnen §§2.3-2.7 {iberflogen werden. Die in §2.6
beschriebene Addition benétigt man allerdings in Kapitel 3.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_2,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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2.1 Allgemeines

Sei I eine endliche Indexmenge, die nicht angeordnet zu sein braucht. Dann ist
R’ die Menge der Vektoren (z;),.; mit den Komponenten z; € R (vgl. §1.3.1).
Sei J eine zweite Indexmenge. Dann gehort eine Matrix M zu RI*7, falls
M = (Mi;);c; je - Im Falle von I = J ist M eine quadratische Matrix.

Das Bild einer Matriz M € RT*7 ist
Bild (M) := {Mz € R : z ¢ R/}

und kann auch als Aufspann seiner Spalten formuliert werden. Eine der vielen
Definitionsméglichkeiten fiir den Rang einer Matriz M ist

Rang(M) := dim Bild (M).
Es wird an die folgenden wohlbekannten Aussagen erinnert:

Anmerkung 2.1.1. a) Der Rang von M € R'*/ liegt zwischen 0 und dem
Maximalrang min{#I,#J}.

b) Rang(A) < min{Rang(B), Rang(C)} fir A = BC.

¢) Rang(A) < Rang(B) + Rang(C), fir A= B+ C.

d) Dimensionssatz: Fiir jede Matrix M € RI*7 gilt

Rang(M) + dim Kern(M) = #J.

Ubung 2.1.2. Sei M(\) € R/*/ ecine stetige matrixwertige Funktion des
Argumentes A € A. Dann kann () := Rang(M())) unstetig sein, aber man
zeige: Die Stetigkeitspunkte von r bilden eine offene Teilmenge Ay C A. Seien
Aj eine Zusammenhangskomponente von Ag und Ag € 9A4j. Dann gilt

Rang(M (X)) < A—»AETI)I\EA() Rang(M(X)).
2.2 Darstellung und Kosten

Sei M eine Matrix aus R’*7. In (1.15) wurde bereits die Darstellung als
Rang(k)Matrix ([, ) erwihnt. Charakteristisch ist die Faktorisierung in

M = AB" (A e RIXLk - B e R&HAL-kY B e Ny). (2.1)

Bezeichnet man die k Spalten von A und B mit a; und b; (1 < i < k), so ist
k

M =Y ab/ (2.17)
i=1

eine zu (2.1) dquivalente Beschreibung. Das Produkt ab' € R?*/ ist die
Matrix mit den Komponenten (ab—'_)aﬁ = aqabg (0 € I, € J). Man beachte,
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dass auch k = 0 in (2.1) zugelassen ist und die Nullmatrix beschreibt. Dass die
Darstellung M = ABT in keiner Weise eindeutig ist, stort bei der Anwendung
nicht, sondern vermeidet im Gegenteil Rechenkosten.

Zum Zusammenhang zwischen Matrizen vom Rang k& und den Matrizen
mit Rang(k)Matrix (7, .J)-Darstellung werden die folgenden zwei Anmerkun-
gen angefiihrt.

Anmerkung 2.2.1. Fir M aus (2.1) gilt Rang(M) < k.

Beweis. Aus (2.1) folgt nach Anmerkung 2.1.1a Rang(A) < k. Teil b) zeigt
Rang(M) < Rang(A). ]

Man beachte, dass nicht behauptet wird, dass eine Matrix mit der Dar-
stellung (2.1) den Rang k besitzt. Es gilt aber die folgenden Anmerkung, die
konstruktiv in Anmerkung 9.4.4 bewiesen wird.

Anmerkung 2.2.2. Falls Rang(M) = r, existiert eine Darstellung (2.1) mit
k=

Wir sprechen von Rang-k-Matrizen, wenn eine Darstellung (2.1) existiert.
Wenn dagegen von Matrizen im Rang(k)Matrix([,.J)-Format gesprochen
wird, ist damit gemeint, dass die Faktoren aus (2.1) nicht nur existieren,
sondern auch explizit gegeben sind. Fiir die Familie aller Matrizen der zweiten
Sorte fithren wir die Abkiirzungen R(k, I, J) bzw. R(k) ein:

Definition 2.2.3. a) Die Schreibweise M € R(k,I,J) bedeutet, dass die
Matriz M € RY™™7 im Rang (k)Matriz(I,J)-Format gegeben (falls anstelle
der Indexmengen I,J nur das Produkt b = I x J bezeichnet ist, wird auch
R(k,b) geschrieben).

b) M € R(k) <= FEs gibt Indexmengen I,J, sodass M € R(k,I,J).

c) M e R(I,J) <= Es gibt ein k € Ny, sodass M € R(k,I,J).

d) M eR <= FEs gibt ein k € Ny, sodass M € R(k).

Anmerkung 2.2.4. Anstelle der Darstellung (2.1) mit einer festen Schranke k
fiir den Rang empfiehlt sich eine Modifikation: Es wird weiterhin Speicherplatz
fiir k Spalten der Matrizen A € R™*{L-k} = B e Rox{1k} bereitgestellt,
aber zusitzlich wird eine Zahl ¢ € {0,1,...,k} abgespeichert, die die aktuelle
Rangschranke bezeichnet: M = Zle a;b] (die Vektoren zu ¢ < i < k bleiben
unbenutzt). Die Rechenkosten werden nun durch ¢ statt durch k& bestimmt.
Wird statt eines festen Feldes der Lange k eine Liste verwendet, sind auch
die Speicherkosten nur von ¢ abhéngig. Insbesondere ist die Nullmatrix allein
durch ¢ = 0 charakterisiert.

Wir wiederholen die triviale Aussage aus §1.3.2.10:

Anmerkung 2.2.5 (Speicherkosten).  Die  Darstellung  einer — Matrix
M € R(k,1,J) erfordert einen Speicheraufwand von k (#I + #.J).
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Sei #I = #J = n. Falls k < n, ist k(#I + #J) = 2kn wesentlich
kleiner als der Speicheraufwand n? der vollen Darstellung. Man beachte aber,
dass die volle 2 x 2-Matrix nicht mehr Speicher in Anspruch nimmt als
die Rang(1)Matrix(2,2)-Darstellung. Die Darstellung Volle Matrix (I, J)
kann daher fiir kleine Dimensionen giinstiger sein. Die Notation fiir das volle
Matrixformat sei

V(I xJ) = (2:2)
{M € R"™/ . M im Format Volle Matrix(I,.J) gespeichert}.

Fiir einen Block b = 7 x ¢ mit 7 C I und o C J bezeichnet V(b) entsprechend
einen vollen Matrixblock. Wenn b nicht spezifiziert werden soll, wird statt
V(b) nur V geschrieben.

Anmerkung 2.2.6. Seien M € R(k,I,J)und 7 C I,o C J. Dann gilt M|, «, €
R(k,7,0) fiir Untermatrizen von M. Die Beschrénkung M +— M|, x, ver-
ursacht keine arithmetischen Kosten.

Beweis. Sei a;b] ein Summand aus (2.17). Die Beschrinkung auf 7 x o ist
(aib] ) |rxo = (ail7) (bi]o) ", sodass (2.1°) die Behauptung zeigt. ]
_ Den Spektral- und Frobenius'-Normen |-, , ||[|p (vgl. §C.1) sei folgende
Ubung gewidmet:

Ubung 2.2.7. a) Fiir alle a € R?, b € R7 gilt die Identitt
lab™ I, = [lab™ |z = llalls 1oll,

b) Fiir alle o) € RY, b*) € R’ und k € N gilt

k k
S 0y 3 (0, alw) (50, ).
v=1 F v,u=1

Falls entweder die Vektoren { a(”)} oder die Vektoren {b(”)} orthogonal sind,
ergibt sich

k
= 2_ el [l -
v=1

k
3 ap)T
r=1

F

2.3 Operationen und ihre Kosten

Anmerkung 2.3.1. a) Matrix-Vektor-Multiplikation: Seien & > 0 und
M € R(k,I,J) mit den Faktoren A, BT aus (2.1) gegeben und » € R’.
Die Multiplikation M -z wird in zwei Phasen durchgefiihrt:

! Ferdinand Georg Frobenius, geboren am 26. Oktober 1849 in Charlottenburg;
gestorben am 3. August 1917 in Berlin.
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z:= B".x kostet k(2#.J — 1) Operationen,
y:=A-z kostet #I (2k — 1) Operationen.

Zusammen ergeben sich Nyjy = 2k (#1 + #J) — #I — k Operationen.
b) Matrix-Matrix-Addition: Seien M’ € R(k',I,J), M" € R(k",I,J)
in der Form (2.1) gegeben:
A e Rlx{l,...,k’} B < RJX{l,...,k/}
T T ) )
M'=A'B", M" = A"B" (A// c RIX{L..k"} B g RIx{Lk"}

Dann ist M im Rang (k' 4+ k”)Matrix (I, J)-Format gegeben als

) A= [A/ A”} c Rlx{l,...,k/-i-k”}
_ / "o__ T )
M=M +M = AB mit {B: [B/ B//] eRJX{lv“'vk,J’_k”}
dh. M e R(K+K",1,J), wobei [A” A”] die aus A’ und A” als Untermatrizen
zusammengesetzte Matrix ist. Dies ist eine Agglomeration im Sinne von Defi-
nition 1.3.8b und benétigt keine Operationen.? Allerdings vergroéBert sich die
Schranke fiir den Rang.
c) Matrix-Matrix-Multiplikation: Seien Matrizen M’ € R(k',I,J)
und M"” € R(k", J, K) gegeben:
A e RIx{1,-.k} B e RIx{1,...k}
T T ) )
M =AB", M"=A"B" (A” c RIAL.K"} B e REX{L,...k"}

Fir das Produkt M := M’ .- M"” = ABT gibt es zwei Darstellungs-
moglichkeiten:

1) M € R(K'",I,K) mit A:= A'B'TA” und B := B"" wobei die Berechnung
von A in der Reihenfolge A’ - (B'T . A”) einen Aufwand von Ng.rp =
Q'K (#I + #J) — k" (#1 + k') erfordert;

2) M € R(K,I,K) mit A := A’ und B := B"A"TB’ und dem Aufwand
Nip = 2k'K" (#J + #K) — k' (K + k")

d) Links- und Rechtsidealeigenschaft: Fiir jede beliebig dargestellte
Matrix M’ € RE*! und die Rang-k-Matrix M" € R(k,I,J) mit M" = ABT
hat das Produkt M’ - M" € R(k,K,J) wieder eine Darstellung A’BT mit
A’ := M’-A. Der Rechenaufwand entspricht & Matrix-Vektor-Multiplikationen
mit M. Analoges gilt fiir den Fall, dass die erste Matrix in M’ - M" aus
R(k,I,J) und die zweite beliebig aus R7*X stammt.

Der Vollsténdigkeit halber sei eine weitere Operation erwéhnt:

2 Da wir nur arithmetische Operationen zéhlen, unterstellen wir Umspeicherungs-
und Kopieraktionen als kostenlos.
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Ubung 2.3.2. Das Hadamard®-Produkt zweier Matrizen M’, M" € R'*7 ist
durch die komponentenweisen Produkte gegeben:

(M'oM"),, = MM}, (il jel)

Man zeige: Das Hadamard-Produkt der Matrizen M’ € R(K',I,J) und
M" e R(K",1,J) hat das Format R(k,I,J) mit k := k'k”. Was sind die
Kosten?

2.4 Bestapproximation durch Rang-k-Matrizen

Bisher sind alle Operationen exakt durchgefithrt worden bzw. die Matrizen
exakt dargestellt worden. Viel wichtiger ist es aber, in kontrollierter Weise
Approzimationen in R(k,I,J) zu erzeugen. Fiir diesen Zweck wird an die
Singuldrwertzerlegung erinnert (vgl. Anhang C.2, wo auch die Spektralnorm
|-l und die Frobenius-Norm ||| erkldrt sind). Das Resultat aus Folgerung
C.2.4 sei hier noch einmal wiederholt:

Satz 2.4.1 (Bestapproximation mit Niedrigrangmatrix). Die Matriz
M € R™ habe die Singulirwertzerlegung M = UXV"T (U, V orthogonal;
vgl. Anhang C), X ist diagonal mit Singulirwerten o; = Xy in der Anordnung

o1 > 09 > ...). Die beiden Minimierungsaufgaben
min ||[M — R||, und min  ||M — R||g (2.3a)
Rang(R)<k Rang(R)<k

werden von

o; fir i = j < min{k, #I,#J},

0 sonst, (2.3b)

R:=UXV'  mit (), {

gelost (X entsteht aus X, indem alle o; fiir i > k durch null ersetzt werden).
Der dabei auftretende Fehler ist

min{#I,#J}

o2
A - (2.3c)

M= Bl = o b M~ Rl =[S

(wobei o1 := 0 fir k > min{#I,#J} gesetzt sei).

Die Definition (2.3b) sichert die Existenz einer Rang-k-Darstellung fiir R.
Es bleibt die Aufgabe, die Faktoren in R = AB" explizit zu bestimmen.

Anmerkung 2.4.2 (komprimierte Singuldrwertzerlegung). Sei k < min{#I,#.J}

/
angenommen. Die Matrix Y schreibe man in der Blockzerlegung [5 8] (es

3 Jacques Salomon Hadamard, am 8. Dezember 1865 in Versailles geboren und am
17. Oktober 1963 in Paris gestorben.
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wird die Tensor-Blockpartition mit Zeilenblocken {1,...,k}, {k+1,...,#I}
und Spaltenblocken {1,...,k}, {k+1,...,#J} verwendet). Entsprechend sind
/

-
U= [U ! *] und VI = LV } aufgeteilt. Die mit * gekennzeichneten Blocke

sind irrelevant, da sie in

we o[ 1)

mit null multipliziert werden. Das Produkt stimmt mit der komprimierten
Singuldrwertzerlegung

R U/Z/V/T (U/ c Rlx{l,...,k}’ V= RJX{l,...,k}))

57 @ R{Lowk}x {1k} (2.4)

iiberein. Die Darstellung (2.1) von R = ABT erhilt man iiber A := U'Y’,
B:=V'oder A:=U', B:=V'Y".

In der Notation (2.1’) lautet die Singuldrwertzerlegung von M:

min{#I,#J}
M = Z 0w, (2.5a)
i=1
(vgl. (C.8)), wobei u; und v; die (orthonormalen) i-ten Spalten von U und
V sind (0;,U,V aus M = UXV "). Die Rang-k-Matrix R aus (2.3b) ist die
kiirzere Summe

k
R = Z o; uiviT. (2.5b)
i=1
Bei der Suche nach einer Niedrigrangmatrix kann es verschiedene Vorgaben
geben:

1. Eine Schranke fiir den Rang ist vorgegeben. Der Fehler ergibt sich dann
aus (2.3c).
2. Ein Fehler € > 0 ist vorgegeben.

Letzteres entspricht der folgenden

Aufgabe 2.4.3. Die Approximation einer Matrix M durch eine Rang-
k-Matrix moge den relativen Fehler ¢ > 0 nicht {iiberschreiten, d.h.
|M — R|, <e|M|,. Die beste Rang-k-Matrix R aus (2.3b) erfiillt
M — R|y/|IM||y = 0ks1/01 . Es ist also

k() :=min{k € Ny : 041 < €01} (2.6)

gesucht. Entsprechend kann auch der absolute Fehler ||AM — R||, < ¢ das Ziel
sein, der mit der Wahl k,ps(g) := min{k € Ny : 041 < €} erreicht wird.
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Hinsichtlich guter Approximationen schliet man aus (2.6): Falls die Sin-
gularwerte o; einer Matrix M schnell gegen null fallen, lasst sich M gut durch
eine Rang-k-Matrix mit kleinem k anndhern. Wenn zudem oo deutlich
kleiner als o1 ist, stimmen die beiden Fehlernormen in (2.3c) gut iiberein.

Falls dagegen die Singuldrwerte sidmtlich die gleiche Groflienordnung
haben (Beispiel M = I), ist im schlechtesten Fall eine Vollrangmatrix mit
k= min{#I,#J} die einzige Losung der Aufgabe 2.4.3.

In §4.2 werden wir konkrete Voraussetzungen kennenlernen, unter denen
E(e) = O(log®(¢)) gefolgert werden kann, wobei d die Raumdimension bzw. die
Dimension der Integrationsmannigfaltigkeit ist. Diese Abschétzung entspricht
einem exponentiellen Abfall der Singulirwerte gemif o, = O(exp(—cl/?))
mit einem Koeffizienten ¢ > 0 (vgl. Lemma 4.1.4).

In diesem Unterkapitel ist die Existenz einer Niedrigrangapproximation
das Thema, nicht seine konkrete Bestimmung. Zu Letzterem vergleiche man
zum Beispiel Satz 4.4.1 und §9.4.

Abschlielend soll der Einfluss von Stérungen der Matrix M diskutiert
werden. Die Ursachen fiir eine Stérung kénnen vielfiltig sein: Quadraturfehler,
falls sich M;; als Auswertung eines Integrales ergibt, Vernachléssigung hin-
reichend kleiner Terme, etc. Sei M eine Niherung von M mit | M — M||2 <.
Dann gilt

IMTM — BTy < 6 = 6 (| M2 + ]2

Die Eigenwerte von M ' M sind die Quadrate 0’,% der Singuldrwerte. Zu jedem
o} gehort ein Eigenwert 67 von M T M (Singulérwert von M) mit [of — 67| <
02. Die Wielandt-Hoffmann-Ungleichung liefert eine alternative Abschéitzung:

> (op =637 < IMTM — MTM|r.

In jedem Fall gelten fiir die Singuldrwerte nur absolute, keine rela-
tiven Fehlerabschiatzungen, wie auch das folgende Beispiel zeigt: Seien
M := diag{oy,09,...} mit o1 > 02 > ... und

YT -~ . -~ _ ) 0o; firl <i< kabs(6)7

M := diag{c1,09,...} mit o; = {5+ s fiir i > kape(3).

Die Differenz M — M = diag{p1, pr2, ...} mit p; = 0 fir 1 <4 < Kaps(6) — 1
und p; = § fiir i > kaps(9) erfiillt ||M — M||2 < d, aber die relativen Fehler von
o; libersteigen 1 fiir ¢ > kaps(0). Insbesondere gilt 6; > ¢ fiir alle i > kaps(9).
Eine wichtige Schlussfolgerung lautet:

Anmerkung 2.4.4. Sei |M — M|l < 6. Selbst wenn die Singulirwerte von
M schnell abfallen, sodass k(g) aus (2.6) wie auch kaps(e) nur langsam mit
¢ — 0 ansteigen, so gilt dieses Verhalten nicht mehr notwendigerweise fiir
die M entsprechenden GroBen k(e), kaps(e). Vielmehr gilt kaups(e) & Eaps(€)
nur, solange € > 8. Sobald € < 6, kann Eaps(e) = min{#I,#.J} den Vollrang
darstellen.
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2.5 Bestapproximation von Rang-¢-Matrizen durch
Rang-k-Matrizen

Im Falle grofler Matrizen mit Vollrang ist Satz 2.4.1 nur als Existenzresultat
zu interpretieren, nicht als praktische Anleitung, denn fiir den Aufwand gilt:

Anmerkung 2.5.1. Der Aufwand fiir die Singulédrwertzerlegung einer n x n-
Matrix wird in [46, §5.4.5] mit 21n3 geschiitzt *.

Im Weiteren wird aber die speziellere Aufgabe auftreten, eine Rang-¢-
Matrix M € R(¢,I,J) durch eine Rang-k-Matrix M’ € R(k,I,J) mit k < ¢
anzunihern. Zunéchst sei an die QR-Zerlegung erinnert.

Lemma 2.5.2 (QR-Zerlegung). Seien I,J angeordnete Indexmengen und
M € RI™7. a) Dann existiert eine orthogonale Matriz Q € R und eine
obere Dreiecksmatriz R € R (d.h. R;; =0 fiir alle i > j) mit

M= QR (Q orthogonal, R obere Dreiecksmatriz). (2.7)

Q kann als Produkt von Householder-Transformationen konstruiert werden
(vgl. [129, Abschnitt 4.7]).

/
b) Falls n = #1 > m = #J, hat R die Blockstruktur L‘? ] , wobei die

obere n x n-Untermatriz R’ eine quadratische obere Dreiecksmatriz ist. Die
entsprechende Blockzerlequng Q = [Q' *] liefert iber M = QR = Q'R’ die
komprimierte QR-Zerlegung

M=QR  (QeR™ R eR™) (2.8)
Der Aufwand fiir (2.8) betrigt Anm? = 441 (#J)> Operationen (vgl. [46,
§5.2.9]).

Die Berechnung der komprimierten Singuldrwertzerlegung kann wie folgt
vorgenommen werden:

Algorithmus 2.5.3 (komprimierte Singuldrwertzerlegung) Die Fak-
toren in M = ABT € R((,1,J) seien A € Rt ynd B € RIALth,

1) Man berechne die komprimierte QR-Zerlegung A = QaRa mil
Q4 € Rt ynd der oberen Dreiecksmatriz Ry € R{UL-thx {103
2) Man berechne die komprimierte QR-Zerlegung B = QpRp mit

Qp € R ynd der oberen Dreiecksmatriz Rp € Ribrhx {1t}
3) Zu RaR} € R4 berechne man die Singuldrwertzerlegung
RARL =UXVT (alle Matrizen im Format R{--¢Hx {10}y,

4 Firn > 5 ist die Berechnung der Singulirwertzerlegung mittels endlich vieler
Operationen nicht exakt ausfithrbar, daher hingt der Aufwand z.B. von der
Maschinengenauigkeit ab.
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4) Man definiere U := QAU e R0 ypd Vo= QBV e R/> {1l

Dann ist M = UXVT die komprimierte Singulirwertzerlegung und
bendtigt fiir ihre Berechnung weniger als 602 (#1+#J) + %63 <
602 (#1 + #J + 3.62 - £) Operationen.

Beweis. Da Q 4, Qp orthogonal sind, tibertriagt sich die Orthogonalitit von
U , V auf U, V. Beziiglich des Aufwandes hat man noch zu beriicksichtigen,
dass die Multiplikation R4 R} einen Aufwand von %E (262 + 1) Operationen
erfordert. Zusammen mit den schon beschriebenen Kosten (zwei komprimierte
QR-Zerlegungen mit 4#1¢? und 4#.J¢? Operationen, Singulirwertzerlegung
mit 21¢3 Operationen, Multiplikation QAU und QpV mit (41 (20 — 1) und
(4#J (2¢ — 1) Operationen) folgen die Gesamtkosten. ]

M =UX VT sei wie oben berechnet und 0 < k < ¢ < min{#1I,#J}. Die

!
>0 ], wobei X' € R¥*F die

Diagonalmatrix hat die Blockstruktur X' = [ Y

!

0 0
an M ist M’ = UX), V. Auch hier kann wieder komprimiert werden: Seien

&
U= [U’ U"] und VT = [V/

Matrix Xy = [2 0] aus (2.3b) definiert. Die beste Rang-k-Approximation

V”T} die entsprechenden Blockstrukturen. Dann
folgt
U' =Ulrxq,... iy € Rk}
M = U/Z/V/T mit 3 — 2|{1,“.,k}><{1,..4,k} c R{l,... k}yx{1,..., k}7

V' =V]sxq, iy € RVUok)

Indem man U’ - X’ auswertet (die Kosten in Hohe von k#I Operationen
sind eine Grofenordnung kleiner als jene aus Lemma 2.5.3), erhilt man
fir M’ = A’B'" € R(k,I,J) die Faktoren A’ := U’'Y’ und B’ := V’. Falls
#J < #I , sollte man stattdessen A’ := U’ und B’ := V'Y’ wihlen.

Wir fassen zusammen:

Anmerkung 2.5.4. Sei k < £. Zu einer Rang-¢-Matrix M € R(¢, I, J) kann mit
einem Aufwand von

Nrr(0) < 602 (1 +#J) + 2263 (2.9)

Operationen eine im Sinne von (2.3a) optimale Rang-k-Matrix
M’ € R(k,I,J) bestimmt werden. Die Abbildung

mit M’ = T,% ,(M) wird “Kiirzung auf Rang k” genannt. Fiir k& > ¢ wird
TR , als Identitét definiert.

Falls der Rang der Argumentmatrix nicht vordefiniert ist, wird zur Ver-
einfachung auch M’ = T,%(M) geschrieben:
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R R
TR(M) = T pangan (M). (2.11)

Man beachte, dass im Falle von o3, = o111 das Resultat M’ nicht eindeutig
ist (vgl. Satz 2.4.1). In diesem Fall miisste man 7% , eigentlich als mengen-
wertige Funktion ansehen. In der algorithmischen Durchfithrung wird eine
Auswahl einer Losung vorgenommen, die einerseits von der konkreten Imple-
mentierung und andererseits von Rundungsfehlereinfliissen bestimmt wird.
Dieses Resultat wird im Folgenden als 7, ,(M) bezeichnet.

2.6 Rang-k-Matrix-Addition mit anschlie3ender
Kiirzung

2.6.1 Formatierte Addition

Zwar ist die Addition von Matrizen M’ € R(K',I,J) und M" € R(k",1,J)
ohne arithmetische Operationen durchfithrbar (vgl. Anmerkung 2.3.1b), sie
vergroflert aber im Allgemeinen den Rang;:

M eR(K . 1,J), M" e R(K",1,J) = M+ M" € R(K +k',1,J). (2.12)

Im Folgenden wird es sich als verniinftig erweisen, das exakte Resultat an-
schlieBend auf einen Rang k < k' + k" “abzurunden”. Diese gerundete Addi-
tion wird als

M @, M" =T, (M + M) (2.13)

geschrieben und auch als formatierte Addition bezeichnet (Bildbereich im
Format R(k,I,J)). Wenn der Zielrang k bekannt ist, wird der Index ; auch
weggelassen und die Summe als M’ @ M" geschrieben.

Insbesondere ist der Fall ¥ = k” = k von Interesse, da dann @j eine
Matrixoperation innerhalb der Menge R(k,I,.J) ist. @, wird dann auch
“R(k)-Addition” genannt.

Korollar 2.6.1. a) Fir M',M" € R(k,I,J) erfordert die formatierte
Matrizaddition @) Kosten in der Héhe wvon 24k% (#1+ #J) + 176k3
Operationen.

b) Im Spezialfall k = 1 reichen 9(#I + #J) + 29 Operationen.

Beweis. Teil a) folgt aus Anmerkung 2.5.4 mit 2k statt k.

Teil b) Sei M’ = a;b], M" = asb) . Die exakte Summe ist AB" mit
A = [al ag]7 B = [bl bg]. Gemé$ (2.3b) hat M’ @; M"” die Darstellung
o1ab’ wobei a und b die ersten Spalten von U bzw. V und oy der erste
Singulidrwert sind. Demnach ist 0? der grofte Eigenwert der 2 x 2-Matrix
ATAB'B, b der zugehérige Eigenvektor von ATABTB und a der Eigenvektor
von BTBATA.

Die 2 x 2-Gram-Matrizen G, = ATA erfordern wegen ihrer Symmetrie nur
3 Skalarprodukte (a;,a;) . Analoges gilt fiir G, = BT B. Die Berechnung von
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G := ATAB'B = G,G, kostet 12 Operationen. Zusammen erfordert dieser
Teil 3+ (2#I — 1) +3- (2#J — 1)+ 12 =6 (#I + #J) + 6 Operationen.

Die Berechnung des grofiten Eigenwertes der 2 x 2-Matrix G ist mit 9
Operationen mdoglich (die Quadratwurzel wird als eine Elementaroperation
betrachtet). Die Ermittlung des zugehérigen normierten Eigenvektors v =
(Z;) erfordert nochmals 8 Operationen. Der gesuchte Eigenvektor b ergibt
sich als die Linearkombination b = v1b; + v2by mit einem Aufwand von 3#.J
Operationen. Schliellich wird oy a als M'b+ M"b berechnet. Man beachte, dass
in M'b = ay - (v (b1, b1) + va (b1, b2)) die Skalarprodukte bereits bekannt sind.
Ahnliches gilt fiir M”’b. Somit erfordert M’b+ M"b nur 341 4+ 6 Operationen.
Die Summe der Operationen in diesem Abschnitt ist 3 (#1 + #J) + 23.

Die Kosten summieren sich zu 6 (#1 + #J) + 6 + 3 (#I + #J) + 23 =
9(F#I + #J) + 29. [

2.6.2 Formatierte Agglomeration

Seien J; und Jo zwei disjunkte Indexmengen. Das Zusammensetzen der
beiden Matrizen M; € R7*7t und M, € RTX72 zu

M = [M; My] € R™* mit J:= J,UJ,

sei als Agglomeration bezeichnet. In der Notation von Definition 1.3.8 kann
die Agglomeration als Addition geschrieben werden:

[My My] = [My 0] + [0 My] = M| + My|P*7.

Wie die Addition erhéht die Agglomeration im Allgemeinen den Rang, sodass
eine Kiirzung vorzunehmen ist.

Anmerkung 2.6.2. a) Seien My € R(ky,1,J1) und Ms € R(ko, I, J5) Matrizen
mit ki,ks € Ny und J := J;UJy. Dann ist M : q;w—lirkg ([My M3)) =
M| @y Mo|P*7 € R(k, I, J) die formatierte Agglomeration.

b) Der Aufwand der formatierten Agglomeration ist geringer als der der
formatierten Addition, da die Behandlung der Summanden [AM; 0] und [0 Mo)]
wegen der Nullen billiger ist.

2.6.3 Mehr als zwei Terme

Bisher wurde nur die Summe M; + M, von zwei Matrizen bzw. die Agglo-
meration von zwei Teilmatrizen diskutiert. Nun untersuchen wir die Summe
Zgzl M; oder die Agglomeration von ¢ Teilmatrizen M;, wobei ¢ > 2. Die
Agglomeration wird wieder auf die Summe Y7 | M; |7 zuriickgefiihrt.

Die genauste Behandlung von Y ¢_, M; mit M, € R(k;, I, J) innerhalb der
formatierte Arithmetik wére

TR s (Z Mz> (2.14)

i=1
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Im Standardfall ist k; = k, also ist eine Kiirzung von Rang gk auf k notig. Ein
Blick auf den Aufwand Nz= (¢k) in (2.9) zeigt, dass die Zahl ¢ der Summanden
den Aufwand unangenehm wachsen lisst.

Eine Alternative ist die paarweise Kirzung

T btk (Ml ot T (qu2 + T sy (M1 + Mq)) ) ,

die mit

M =T, o, (My—1 + M,);

for i := q—2downto 1do M := T, ., (M; + M); (2.15a)

beschrieben ist. Das Resultat sei als
q

M=TE (Zizl Mi> (M; € R(k;, 1,J), M € R(k,I,J)) (2.15b)
notiert. Der hochste, zwischenzeitlich auftretende Rang ist beschriankt durch
max{kq_1 + kg, k+ ki :1<i<qg-—2}
Ubung 2.6.3. a) Was ist der Aufwand von (2.15a)? b) Man konstruiere ein
Beispiel mit k;, =k =1 und M := 23:1 M; € R(1,1,J), sodass die Kiirzung
zZu ’Tﬁ,aarw (Z?Zl Mz) = 0 # M fiihrt, obwohl die Summe ohne Kiirzung dar-

stellbar wére.

Das Beispiel aus Teil b), das der Ausléschung der iiblichen Rechner-
arithmetik entspricht, zeigt, dass der relative Fehler beliebig schlecht aus-
fallen kann. Um die Wahrscheinlichkeit der Ausloschung herabzusetzen, ist
eine Variante von (2.15a) denkbar: Die zwischenzeitlichen Ergebnisse werden
als Rang-k’-Matrix mit &' > k behandelt, nur das Endresultat erhilt wieder
den Rang k:

M= %RHkq,l+kq (Mg—1 + My);
for i := ¢ —2downto 2do M := T, . (M; + M); (2.15¢)
M =T, (M + M);

Die folgende Ubung iibertrigt die paarweise Kiirzung auf die Agglomera-

tion.

Ubung 2.6.4. Seien I = I,UI, und J = J;U.J, disjunkt zerlegt. Die Matrix
M € R(4k,1,J) habe die vier Untermatrizen

M;j = M|p,xg, € R(k. L, J;)  (1<4,5<2).
In Analogie zu (2.15a) berechne man der Reihe nach
My == T2 5 ([M1y Mia)),
My := T, o). ([May May)),
M= ([30]).

Was ist der Aufwand? Was wiirde M := T, ,, (M) kosten?
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2.6.4 Stufenweise ausgefiihrte Agglomeration

Die Agglomeration wurde in §2.6.2 + T,
als Sonderform der Addition auf- M| — + - -
gefasst. Allerdings bringt sie eine A A A i
neue Struktureigenschaft mit sich: die
Summanden besitzen unterschiedliche
Tréger (in der obigen Notation I x Jy
und I x J3), die Unterblocke der Gesamtstruktur I x J sind. In spéteren An-
wendungen (vgl. §7.2.3) wird diese Zerlegung in Teilblcke iteriert auftreten.
Der paarweisen Kiirzung (2.15a) entspricht ein stufenweises Kiirzen bei der
Agglomeration. Wihrend aber bei der Addition die Ausléschung keine gene-
relle Genauigkeitsgarantie erlaubt (vgl. Ubung 2.6.3b), liegen die Summanden
bei der Agglomeration auf verschiedenen Blocken und sind daher orthogonal
beziiglich (-, -)p (vgl. (C.2)).

Eine typische, stufenweise ausgefiihrte Agglomeration ist in Abbildung 2.1
illustriert.

Abb. 2.1. stufenweise Agglomeration
der mit * gekennzeichneten Blocke

1. Sei A € R’/ die Ausgangsmatrix. Sie habe die Blockstruktur A =
(Alp)pep (vel. §1.3.2.11). Im ersten Schritt wird jeder Matrixblock Al
auf Rang k gekiirzt. Das Resultat sei mit A; := (’];R(A|b))bep bezeich-
net.

2. Sei b/ = U?Zl b; mit by,...,by € P einer der mit Sternen markierten
Unterblocke. Die vier Matrixblocke A1 |, werden zu As|y € R(k, V') agglo-
meriert (inklusive der Kiirzung auf Rang k). Die nichtmarkierten Blocke
b von A; werden unveriindert gelassen und definieren As|, = Aj|p. Damit
ist Ay = (A2lp),e p, mit der groberen Blockstruktur P definiert.

3. In analoger Weise werden A3 aus A, und schliellich A4 aus Aj definiert.
Ay € R(k,I,J) ist eine globale Rang-k-Matrix und wird als Ersatz der
Bestapproximation 7,”¥(A) verwendet.

Im Folgenden werden die Fehler |44 — TR (A)|p und ||As — Al ab-
geschétzt. Wir schreiben A als

A=R+5 mit R:=TF(A) e R(k,I,J) und§ := A — R.

Der obige Schritt 1 definiert A;|, = T,X(Al,) fiir b € P. Es gilt A], =
R|p + 6|y, wobei R|, € R(k,b) nach Anmerkung 2.2.6. Aus Lemma C.2.6
folgt die Abschitzung

A1]s = Rlsllp = || T (Rls + 6]6) — Rls ||y < 2/16]s]|p -

Summation iiber alle Blocke b € P ergibt

A1 = RIg =" [ Aily — RIJIE < 4> 10115 = 4110113 -
beP beP
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In Schritt 2 werden je vier Matrixblocke Aql, (b € P) zu einem Block
b € P’ agglomeriert. Wir schreiben A; = R + 41, wobei §; := A; — R
oben durch ||01]lz = |41 — R||g < 2||d]|p abgeschétzt ist. Die Agglomeration
definiert Ay mittels As|y = TX(A1]y) = T,F(R|y + 61]p). Wie oben gilt

|Azly — Rly llp = || X (Rly + 01ly) — Ry

| < 2001 llg -

Summation iiber ' € P’ ergibt
2 2 2 2
[A2 = Rllp = > Aol — Rlpllz =4 > I6ilwllz = 4161,
veP! v eP!

also
[A2 — Rl[p < 2|[61]p < 4[|6]f-

Auf diese Weise erhiilt man nach p Schritten (im obigen Beispiel p = 4)
[14p = Rllp <27 [6]p -

Zusammen mit ||A— R|y < ||¢||zp und der Dreiecksungleichung folgt die
schlieBliche Fehlerabschétzung

14y = Allp < (27 + 1) |6l = (2° + 1) [[A = TF(A)|, - (2.16)

Die stufenweise ausgefithrte Agglomeration wird in §7.2.3 noch formalisiert
werden.

2.7 Varianten der Rang-k-Matrixdarstellungen

2.7.1 AKB-Darstellung

Die Faktorisierung (2.1) in zwei Matrizen (M = ABT) wird erweitert zu einer
Faktorisierung

M =AKB"  mit (2.17)
AERIX{l ..... kl}, KeR{l ..... ki}x{1,..., k‘g}7 BERJX{l ..... kg})7 kl,kQ GNO,

die eine zusitzliche “Koeflizientenmatrix” K enthélt. Die (2.17) entsprechende

Formulierung lautet
k1 ko

M=>"Y Kiab,. (2.17")

i=1 j=1

Falls M mittels der Daten A, K,B aus (2.17) vorliegt, schreiben wir
M € R(ky, ko, I,J) .
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Anmerkung 2.7.1. a) Der Speicheraufwand fiir eine Matrix M €
R(kl, k27 I, J) betréigt

b) Jedes M € R(k,I,J) definiert die Darstellung (2.17) mit k1 = ko 1=k
und K := I (Einheitsmatrix in R{b--*#x{Lkby und damit M € R(k, k, I,.J).
Umgekehrt liefert ein Ausmultiplizieren von KB' bzw. AK in (2.17) eine
Darstellung als R(k1)- bzw. R(kz)-Matrix. Der benétigte Transfer-Aufwand
ist kl#J (2]€2 - ].) bzw. kl#I (2]{}2 — 1) .

¢) Im Prinzip lassen sich ki, ko auf k := min{ky, ko } reduzieren, allerdings
wird sich in Anmerkung 2.7.2 der Vorteil von méglicherweise unterschiedlichen
k1, ko zeigen.

d) Sei ki = ko (im Folgenden k genannt). Solange man von k <
min{#I,#J} ausgeht, ist S aus (2.18) nur unwesentlich gréfler als der
Speicherbedarf k (#1I + #J) fiir (2.1).

Der Vorteil von (2.17) zeigt sich bei der Matrix-Matrix-Multiplikation:
Fir #1 = #J = #K = nund k| = k), = k{ = k) =: k braucht die R(k)-
Darstellung nach Anmerkung 2.3.1c 4nk? —nk — k? Operationen, withrend die
nachfolgende Anmerkung fiir die R(k, k)-Darstellung 2nk? + O(k3) Opera-
tionen notiert.

Anmerkung 2.7.2. Seien M’ € R(k}, kb, I,J) und M" € R(k{, kY, J, K) gege-
ben:
A e Rlx{l,...,k’l},
M = AK'B'T mit B e RJx{l,...,kg}’
K e R{l,...,k;}x{l,...,k;},
A" € R <AL, kY'Y
M = A//K//B//T mit B’ e RKx{l ..... kY'Y
K" e R{l,...,k’l’}x{l,...,k;’}.

Dann gehort das Produkt M’ - M zu R(k}, kY, I,J), wobei die Darstellung
M = A’KB"T mit unverinderten Faktoren A’ und B”T sowie

K = K/ (B/TA//) K//

gilt. Die Berechnung von K erfordert Ng.p = 2#Jk}ky + O(k®) Operationen,
wobei O(k?) fiir einen kubischen Term in den GréBen k] und k! steht.

Die Addition M, + My = A K\B] + AyK,;B, ist wieder ohne arith-
metische Operationen durchfithrbar, da die Summe als M = AKBT mit

K, 0
A=[A Ay)], K = [ 01 KQ] und B = [B; By).
-
Die Agglomeration M = [My M) = [A; A ] [Igllg } [Bol BOT} ist
2 2

ebenfalls bereits von der gewiinschten Form.
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Die Beschrinkung von M = AKB' € R'*/ auf die Untermatrix I’ x .J' C
I x J geschieht durch Beschréinkung von A auf I’ x {1,...,k} und von B auf
J xA{1,... k}.

2.7.2 SVD-Darstellung

Da die Niedrigrangmatrizen im Weiteren héufig durch Kiirzung mittels Singu-
larwertzerlegung gewonnen werden (vgl. §2.5), liegt es nahe, die komprimierte
Singulérwertzerlegung (2.4) als Darstellungsform zu wihlen (vgl. [13, §4]):

U e RP*{L-k} ynd
M=USV"eR(k,I,J) V € R7>*{Lk} orthogonal, (2.19)
Y =diag{o1,...,01}.

Wihrend die Addition in der Standardform kostenlos ist (vgl. Anmerkung
2.3.1b), erhélt man nun das Zwischenresultat

My + My = U 2V, + U X5V, =U2,V,"  mit

210}

U=, Ve=DAv, Za= | g

in dem U, und V, noch nicht orthogonal sind. Um diese herzustellen, wendet
man die QR-Zerlegungen

U,=URy, V,=VRy mit
U= {Ul UQ:| und V = [Vl Vg} orthogonal,
_ 1 RU,I o I RV,I
RU—[ ],RV_[ORV,O:|7
Ry 0, Ry,0 obere Dreiecksmatrizen,
an, sodass X X
M, + M, =U, %, V,] =URy SR, V'.

Die k x k-Matrix® RUZGR; wird mittels Singulirwertzerlegung als UXV T
geschrieben:
Mi+My=UUXV'VI =UxV"
hat die gewiinschte Darstellung mit U := UU und V := VV. Hier besteht die
Mboglichkeit, von Rang k auf einen kleineren Rang k' zu kiirzen. Da hierbei
nur Spalten von U und V' gestrichen werden, ist der Rest noch orthogonal.
Die Agglomeration gestaltet sich sogar noch einfacher:

0] [vim oo
[My M) = [U121V1T U222V2T} = [Ul UQ] { 01 22] [ 6 ‘/QT:l .

5 Hier ist k = k1 + ko, wobei k1 und ko die Ringe der Summanden M; und M,
sind.
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Die Matrix [Ul UQ] ist wie bei der Addition zu orthogonalisieren, wihrend
V= {Vl 0 bereits orthogonal ist.
0V,
Eine neue, vollstdndig durchgefiihrte Singuldrwertzerlegung ist notwendig,
wenn von M = UXV T eine Teilmatrix M| (I' C I, J' C J) in das Format
(2.19) gebracht werden soll.
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Einfiihrendes Beispiel

%@% Dass es blockweise moglich ist, eine Matrix
zu vereinfachen, ist nicht neu. Paneel-
%% Clusterungsmethoden  (vgl.  [90], [125,
%% §7]), Multipolverfahren (vgl. [122], [125,
%@% §7.1.3.2]), Mosaikapproximation (vgl. [131])
und Matrixkompressionstechniken bei Wave-
% lets (vgl. [35]) beruhen auf dem gleichen
%% Konzept. Allerdings ist es in keinem dieser
% Félle moglich, andere Matrixoperationen
als die Matrixvektormultiplikation effizient
%% durchzufithren. Deshalb soll in diesem
Kapitel herausgestellt werden, wie die
Matrixoperationen ausgefithrt werden und
was ihr Aufwand ist. Insbesondere wird
sich herausstellen, dass alle Matrixoperationen mit fast linearem Aufwand
berechnet werden konnen (statt O(n?) oder O(n?®) wie bei voller Matrix-
darstellung), wobei aber zu beriicksichtigen ist, dass die Resultate im
Allgemeinen Approximationsfehler enthalten.
In diesem Modellbeispiel ist das Matrixformat fest vorgegeben. In den
praktischen Anwendungen ist das Format dagegen speziell fiir die jeweilige
Aufgabe zu konstruieren (dies wird in §5 beschrieben werden).

Abb. 3.1. Blockzerlegung von
Hr7 (n=128)

3.1 Das Modellformat H,

Wir beschrinken uns auf die Indexmengen I = {1, ...,n} mit Zweierpotenzen
n =27 (3.1)

und definieren induktiv in p das Matrixformat H,. Um I in Abhéngigkeit von

p zu charakterisieren, schreiben wir auch I, fiir 1.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_3,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Fiir p = 0 ist M € R eine 1 x 1-Matrix, die formal als volle Matrix
dargestellt sei. Entsprechend sei H die Menge aller 1 x 1-Matrizen in der Dar-
stellung Volle Matrix(1,1). Die weiteren Darstellungen H, werden rekursiv
definiert.

Wir nehmen an, dass das Darstellungsformat von H,_; fiir Matrizen aus
RI»-1%Ip—1 hekannt sei. Eine Matrix aus R’»*!» kann als Blockmatrix

My Mo

M =
[le Mao

} . My € RIp—Xlom1 (3.2a)

dargestellt werden. Wir schrinken die Menge aller M € R*! durch die
folgende Forderung ein:

M1, My € Hp—1, Mo, Mo € Rp—1(k), (3.2b)

wobel R,_1(k) := Rp—1(k,Ip—1,I,—1) die Rang-k-Matrixfamilie aus Defini-
tion 2.2.3 ist. Die Menge der Matrizen (3.2a) mit (3.2b) bildet die Menge H,,.
Der lokale Rang k ist eigentlich so zu wéhlen, dass eine bestimmte Approxi-
mationsgiite erreicht wird. Da in diesem Abschnitt die Approximation keine
Rolle spielen soll, treffen wir in (3.2b) die einfache Wahl

k=1 (3.2¢)
und schreiben kurz R,_; fiir R,_1(1). Die rekursive Struktur von H, kann

durch

_ prl Rpfl
H, - [R HPJ (3.24)

charakterisiert werden. Lost man die Rekursion auf, erhélt man die folgenden
Blockzerlegungen, die in

p=0 p=1 p=2 p=3

= (3.3)

mE
H

fiir p = 0,1,2,3 wiedergegeben sind. Abbildung 3.1 zeigt den Fall n = 27 =
128. Nach Definition von R, (k) kann jeder Block b einen beliebigen Matrix-
block M|, mit Rang(M|y) < k enthalten, wobei hier k = 1 gemifl (3.2¢).

3.2 Zahl der Blocke

Als Erstes sei die Zahl der Blocke in Matrizen aus M, per Induktion be-
stimmt. Fiir p = 0 in (3.1) liegt eine 1 x 1-Matrizen vor, d.h. Npjoek(0) = 1.
Die Rekursion (3.2d) zeigt Nijock(p) = 2 + 2Npiock(p — 1) fiir p > 1. Diese
Rekursionsgleichung wird erfiillt durch

Nblock(p) =3n—2. (34)
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3.3 Speicheraufwand

Der Speicheraufwand einer R,-Matrix (n = 2P) ist Sg(p) = 2°*! (vgl. An-
merkung 2.2.5). Sei S, der Speicheraufwand einer Matrix aus H,. Fiir p =0
ist nur eine 1 x 1-Matrix zu speichern, d.h. Sy = 1. Die Rekursion (3.2d) zeigt

Sp = QSRl(p — 1) + 2Sp_1 = 2p+1 + QSp_l.
Zusammen mit Sy = 1 folgt S, = (2p + 1)n. Dies beweist das
Lemma 3.3.1. Der Speicherbedarf einer Matriz aus H, (n = 2P) betrdgt

Sy, = n+ 2nlog, n. (3.5)

3.4 Matrix-Vektor-Multiplikation

Seien M € H, und = € R’ mit n = 27. Die noch zu bestimmenden Kosten
fiir M - x seien mit Nyrv(p) bezeichnet. Fiir p > 1 sei M wie in (3.2a) zerlegt:
My My
M =
Msy Maa
zerlegt. Die Multiplikation Mz reduziert sich auf die Berechnung von

]. Entsprechend wird z in z = {xl mit x1,x9 € Rip-1
2

y11 = M2y, Y12 = Miz22, Y21 = Mai2q, Yoz = Moo

und die Additionen y11 + y12 und y21 + yoo. Nach Anmerkung 2.3.1a kosten
Misxs und Moy je 3% —1 Operationen, wihrend die Additionen je % Opera-
tionen benétigen. Dies fithrt auf die Rekursion

NMV(p) = 2NMV(p — ].) +4n — 2
mit dem Startwert Nyry(0) = 1. Thre Losung lautet Nyv (p) = dnp — n + 2.

Lemma 3.4.1. Sei n = 2P. Die Matriz- Vektor-Multiplikation von M € H,
mit x € R» bendtigt den Aufwand

Nuv(p) = 4nlogyn —n+ 2. (3.6)

Im Gegensatz zu den folgenden Operationen wird die Matrix-Vektor-
Multiplikation exakt durchgefiihrt.

3.5 Matrix-Addition

Wir unterscheiden drei Typen von Additionen:

1) A@1Be R, fir A,BeR,mit I ={1,...,n} mit den Kosten Nr4r(p).
2) A®1 B € H, fir A, B € H, mit den Kosten Ny (p).
3) A®1 B e H, tir A e H, und B € R, mit den Kosten N4 r(p).
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Das Symbol @7 macht deutlich, dass nicht die exakte Addition vorliegt,
sondern blockweise auf Rang-1-Matrizen gekiirzt wird.

Gemifl Korollar 2.6.1b ist Npyr(p) = 18n + 29 (spiter in der Form
Nryr(p—1) = 9n + 29 angewandt).

Im Falle A, B € 'H,, verwenden wir die Blockstruktur (3.2d). Die Summe
hat die Gestalt

Hp_l Rp_1 4 Hp_l Rp_l _ Hp_l + Hp_1 Rp_l —|—Rp_1
Rp_l Hp_l Rp_l Hp_l Rp_l + Rp_l Hp_l +Hp_1 ’

Die exakte Definition der Operation ®; : H, x H, — H, lautet: Fiir p = 0 ist
@1 = + die exakte Addition. Ansonsten gilt die Rekursion

(3.7)

M’ O, M = {Mh D1 Mfll M{2 D1 M{IZ]

M3y 1 My, May &1 My

Dabei ist in den AuBerdiagonalblocken @1 : Rp—1 X Rp—1 — Rp—_1 die schon
definierte formatierte Addition von R,_i-Matrizen (vgl. (2.13)), wihrend in
den Diagonalblécken die Operation @1 : Hp—1 x Hp—1 — Hp—1 der Stufe p—1
vorliegt.

Gemé$ (3.7) erhélt man fiir den Aufwand die Rekursion

NH+H(p) = QNH+H(p — 1) + 2NR+R(p — 1) = 2NH+H(p — 1) + 18n + 58.
Zusammen mit Ny, (0) =1 folgt
Ny+u(p) = 18nlogy n + 59n — 58. (3.8)

Bll B12

Im dritten Fall lasst sich B als
m dritten 1 { Boy Boy

} mit B;; € R,—1 schreiben:

B= Rp—1 Rp-1 (vgl. Anmerkung 2.2.6). Die Summe
Ryt Ry

A= Mo Rt Tt ]

Rp—l + Rp—l Hp—l + Rp—l

zeigt die Rekursion Ny yr(p) = 2Ngir(p — 1) + 2Ngir(p — 1). Da diese
und der Startwert Ny r(0) = 1 identisch mit denjenigen fiir Ny 4z (p) sind,
ergeben sie ebenfalls Ny r(p) = 18nlog, n + 59n — 58.

Lemma 3.5.1. Set n = 2P. Die formatierte Addition &1 zweier Matrizen
aus ‘H, bendtigt ebenso wie diejenige einer Hy,-Matriz mit einer R,-Matriz
18nlog, n + 59n — 58 Operationen.

3.6 Matrix-Matrix-Multiplikation

Sei n = 2P. Bei der Matrix-Matrix-Multiplikation sind drei verschiedene Fille
und die zugehorigen Kosten zu unterscheiden:
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1) A-BeR, firA,BeR, mit den Kosten Ng.r(p).
2a) A-BeR, ftirAeR,und BeH, mitden Kosten Ng.g(p).
2b) A-BeR, firAeH,und BeR, mitden Kosten Ny.g(p).
3) AGBeH, firA BeH, mit den Kosten Ny.z(p).
In den Féllen 1) und 2) sind die Resultate exakt. Im Falle 3) wird das Produkt
approximativ in H,, bestimmt.
Im ersten Fall lautet die Losung Ng.r(p) = 3n—1 (vgl. Anmerkung 2.3.1c).
Im Falle A € H,,, B € R, verwendet man A-ab’ = (Aa)-b", d.h. das Resul-
tat ist ’b’ € R, mit o’ := Aa und kostet eine Matrix-Vektor-Multiplikation
A - a. Gemé Lemma 3.4.1 sind die Kosten Np.gr(p) = 4nlogyn —n + 2.
Fiir B € R,, A € H,, gilt entsprechend BA=ab' -A = a- (ATb)T , sodass
Np.u(p) = Nu.r(p).
Im dritten Fall A® B fiir A, B € H, hat das Produkt die Gestalt
Hp—1 Rp—1| | Hp-1 Rp-1
Rpfl prl ’R«p71 prl
_ Hp_1 'Hp_1 + Rp_l 'Rp_1 Hp_1 . Rp_1 + Rp_l 'Hp_1
Rp_l . Hp_l + Hp_l . Rp_l Rp_l . Rp_l + Hp_l : Hp_1

Auf der Stufe p — 1 treten alle drei Multiplikationstypen auf. Der dritte
Multiplikationstyp H,—1 - Hp—1 erfordert die Approximation durch ©.
Schliellich ist die Addition mittels @; anzunihern. Abzihlen der Opera-
tionen liefert die Rekursion

NH‘H(p) = 2NH~H(p — 1) + QNR.R(p — 1) + QNH.R(p — 1)
+2Nr.u(p —1)+2Nuir(p— 1) + 2Ngyr(p — 1).
Wir setzen die bekannten Gréfien

3
Nrr(p—1)=gn—1, (3.9)

NH,R(pfl):NR.H(pfl):4glogzgfg+2:2nlog2nfgn+2,
41

Niyrlp—1) = 18glog2 g +59% 58 = 9nlogyn+ —n — 58,

NR+R(p—1):18g+29 — 9n+29

ein und erhalten Ngy.g(p) = 2Ng.g(p — 1) + 26pn + 52n — 52. Diese Re-
kursion und der Startwert Ng.z(0) = 1 ergeben die Losung Ngy.g(p) =
13np? + 65np — 51n + 52 .

Lemma 3.6.1. Die Multiplikation zweier H,-Matrizen kostet

Ny (p) = 13nlogan + 65nlog, n — 51n + 52 Operationen.



48 3 Einfiihrendes Beispiel

Das Produkt zwischen H, und R, erfordert
Np.r(p) = Nr.u(p) = 4nlogs n — n + 2 Operationen,
die Multiplikation zweier R,-Matrizen bendtigt

Npr.gr(p) = 3n — 1 Operationen.

3.7 Matrixinversion

Im Folgenden wollen wir die Inverse M ! einer Matrix M € H, approxi-
mieren. Dazu wird die Inversionsabbildung Inv : D, C ‘H, — H, rekursiv
definiert. Fiir p = 0 kann Inv(M) := M~ als exakte Inverse der 1 x 1-Matrix
M definiert werden, solange M # 0. Sei Inv auf D,_; C Hp_; definiert. Die
(exakte) Inverse von M mit der Blockstruktur (3.2d) ist

Mt +M111M125 LMoy M —M11 My2871

—1
M S My M 51 :

(3.10)
wobei das Schur-Komplement S := Moy — M21M1_11M12 bendétigt wird. Man
beachte, dass die Darstellung (3.10) und damit auch der zu beschreibende
Algorithmus voraussetzen, dass M7 regulér ist.

Ubung 3.7.1. a) Ist M positiv definit, so ist My regulir.
b) Sind M und My, regulir, so ist auch das Schur-Komplement .S regulér.

In (3.10) wird M;;" durch Inv(M;;) ersetzt. Die Multiplikationen mit Mo
und My, koénnen exakt durchgefiihrt werden, da diese aus R,_; stammen.
Die Additionen (zu denen auch die Subtraktion gezéhlt wird) werden als @&,
durchgefiithrt. Damit kénnen sowohl S als auch alle Matrixblocke aus (3.10)
approximativ berechnet werden, und Inv(M) ist vollstindig definiert. Die
genaue Abfolge der Operationen ist

Matrixoperation Kosten |approximierter Ausdruck
M11 — Nll = Inv(Mn) c Hp—l Ninv Mﬂl

M21, N11 — Xo1:= M1 - Ni1 € Rp—1|Nr.m ]\/[21]\41711

IN11, M1a +— Xi2:= Ni1-Mi2 € Rp—1|Nu.r | M;'Mia

Xgl,Mlg — Xog:= Xo1- Mo € Rp_l Ngr.r MQlellMlQ

Mag, Xog — S := Moy &1 Xop € Hp—1| Nuyr | Moz — Moy My, Mo

S — T := Inv(S) € Hp—1| Niny S5t

(', Xo1 — Zoy =T -Xo1 €Rp-1|Nu.r —SilelMl_ll

X12, T  + Ziz:=—X12-T €Rp_1|Npu |-M;'M2S™*

X12, Zo1 +— Xi1:=X12-Zo1 € Rp—1|Nrr |—M'M12S™ Moy M7

N1, X11 +— Zi1:= Ni1 @1 X11 € Hp—1| Ngsr | M'+ M Mi2S™ Moy M7

Somit i | Zu Zaeo . . .. ..
omit ist Inv(M) = Zor T } bestimmt. Die Addition der aufgezéhlten

Kosten ergibt die Rekursion



3.8 LU-Zerlegung 49

Ninv(p) = 2Ninv (p - 1)
+2Nra(p—1)+2Ng.r(p = 1) + 2N +r(p — 1) + 2Nr.r(p — 1)
(sehr &hnlich zur Np.g-Rekursion). Mit den Werten aus (3.9) folgt
Ninv(p) = 2Niny(p — 1) + 26nlog, n + 34n — 110.

Zusammen mit N, (0) = 1 ergibt sich Ny, (p) = 13p*n + 47pn — 109n + 110.
Dies beweist das

Lemma 3.7.2. Die approzimative Inversion einer Matriz aus H, bendtigt
13n logg n + 47nlogyn — 109n 4+ 110 Operationen.

3.8 LU-Zerlegung

Eine LU-Zerlegung (ohne Pivotwahl) braucht nicht zu existieren. Hinreichend
sind a) nichtverschwindende Hauptunterdeterminanten, b) Positivdefinitheit
oder ¢) H-Matrix-Eigenschaft (vgl. [66, Kriterium 8.5.8]).
Die hierarchischen Matrizen fiir die Faktoren L und U stammen aus den

folgenden Untermengen:

Hp,L :Z{MEHPZM“‘:L Mij :0f1'irj>z'}7

Hp7U :{MGHPM”:OfUI']<Z}
Wie bei der iiblichen Abspeicherung als volle Matrix gilt auch hier, dass der

Speicherplatz fiir die beiden Matrizen L € H, ; und U € H,y zusammen
dem einer allgemeinen Matrix M € H, entspricht.

3.8.1 Vorwirtssubstitution

Seien eine normierte untere Dreiecksmatrix L € H, ; und eine rechte Seite
y € R» gegeben, wihrend die Losung 2 € R» von Lz = y zu bestimmen ist.
Fiir p > 1 zerféllt L in die Blocke

L4110 .
L = |:L21 L22:| mit Lq1,Los € Hp—1,r, und Loy € Rp—1.

Ferner seien die Vektoren blockzerlegt: x = [il} LY = {zl} . Die Losung von
2 2
Lx = y geschieht mittels der Vorwértssubstitution, die zur Rekursion
lose Llll‘l =Y, setze z 1= Yoz — L21l‘1, lose LQQIQ =z

fithrt. Nach Anmerkung 2.3.1a benétigt man 35 — 1 Operationen fiir die
Matrixvektormultiplikation Lojz1. Die Addition von yo kostet 5 Operationen,
sodass die Rekursion fiir den Aufwand wie folgt aussieht:

Nyorw(P) = 2Nyorw(p — 1) +2n — 1 (3.11a)
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Fiir p = 0 ist die Auflésung von Lx = y kostenlos, da' = = y, sodass
Nyorw(0) = 0. Die Losung der Rekursion fiir Nyopw (p) lautet

Nyorw(p) = 2nlogan —n + 1 (n = 27).

3.8.2 Riickwirtssubstitution

Die Kosten der Auflosung der Gleichung Uz = y fir U € H,y seien
mit Nygekw(p) bezeichnet. Die Rekursionsformel ist mit Ny identisch:
Nriickw () = 2Nviickw (p — 1) + 2n — 1, aber der Startwert lautet Nyorw (0) = 1.
Dies liefert

Nritckw (p) = 2nlogon + 1 (n=2P). (3.11b)

Im néchsten Unterabschnitt benotigt man eine Variante der Riickwéarts-
substitution: die Auflésung von z'U = y' nach z. Sie ist dquivalent zu
Uz =y, wobei U eine obere Dreiecksmatrix ist. Da U T aber nicht normiert
ist, ergibt sich der gleiche Aufwand Nyjckw (p) wie oben.

3.8.3 Aufwand der LU-Zerlegung

[Ly1 0 R RYUTR YUY . o
Der Ansatz L = [Lm L22} € Hpr, U= {O U22] € Hpu fiir LU =M =
[%; %;j € H, fithrt auf die vier Gleichungen

My = L11Uy, Mip = LUy, May = LaUyy, Moy = LoUia+LagUss.
Damit stellen sich die folgenden Unteraufgaben:

1)  bestimme die LU-Zerlegung von M, (Resultat: Li1,Usq),
2) berechne U12 = L1_11M12 und L21 = ]\421(]1_117
3)  Dberechne die LU-Zerlegung von Moy — Lo1U1a  (Resultat: Log, Uss).

Da Mz € Rp—1, gilt M2 = ab' fiir geeignete a,b € R»-1. Die Darstellung
von Uy € R, ist gegeben durch a’b" mit o’ = L7;'a. Offenbar erhilt man
a’ mittels Vorwiirtssubstitution aus Li1a’ = a zu den Kosten Nyoryw(p — 1).
Analog kostet die (exakte) Berechnung von Loy = MglUﬁl € Rp—1 gerade
Nritekw (p — 1). Es ergibt sich eine rekursive Aufwandsbeschreibung:

NLU(p) = 2NLU(p - 1) + Nvorw(p - 1) + Nriickw(p - 1)
+ Nrr(p—1) + Nutr(p — 1)

= 2Npu(p— 1)+ [np—1) = 5 +1] + [lp— 1) + 1]

+ [3% - 1} + [9n(p 1)+ 59% - 58}

! Hier wird ausgenutzt, dass L normiert ist, d.h. Ly = 1 fiir alle i € I.
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39
= 2NLU(p - 1) + 11np+ ?’I'L — 57

mit dem Startwert Np(0) = 0. Die Losung lautet
1mn o,
Npu(p) = ?nlog2n+25nlog2n—57 (n—1). (3.11c¢)

Damit ist der Aufwand deutlich niedriger als die Berechnung der Inversen mit
Niny(p) = 13nlogin + .. ..

Ubung 3.8.1. Fiir positiv definite Matrizen M im H,,-Format formuliere man
die Cholesky-Zerlegung (vgl. (1.5b)).

3.9 Weitere Eigenschaften der Modellmatrizen und
Semiseparabilitit *

Die Inversionsabbildung Inv aus §3.7 wurde als approximativ beschrieben. Es
gibt aber einen wichtigen Fall, in dem Inv exakt ist:

Proposition 3.9.1 (tridiagonale Matrizen). Sei M € R»*%» tridiagonal.
a) Dann gilt M € H,.

b) Ist M zudem regulir, so gehért auch M~ zu H,.

c¢) Alle Hauptuntermatrizen M|, <1, (0 < q < p) seien reguldr. Dann ist das
Resultat Inv(M) aus §3.7 wohldefiniert und liefert die exakte Inverse M~*.

Der Beweis wird anschliefend an Korollar 3.9.9 nachgeholt.

Proposition 3.9.1 ist leicht auf Bandmatrizen mit Bandbreite 2k + 1 (k
obere und k untere AuBerdiagonalen, k > 1) zu verallgemeinern, indem man
in der Definition von H, statt der Rang-1-Matrizen R, = R(1,1,,I,) die
Rang-k-Matrizen R(k, I, I,) verwendet.

Die obige Aussage macht davon Gebrauch, dass die Inverse tridiagonaler
Matrizen spezielle Eigenschaften besitzt. Es gibt auch die umgekehrte
Fragestellung: Unter welchen Bedingungen hat eine Matrix eine tridiagonale
Inverse? Dies fithrt auf den Begriff der Semiseparabilitdt. Da tridiagonale
Matrizen (oder etwas breitere Bandmatrizen) sich aus eindimensionalen
Randwertaufgaben ergeben und in der Praxis eher zwei oder mehr
Raumvariablen auftreten, ist die Anwendbarkeit der Semiseparabilitéits-
eigenschaften allerdings beschrénkt.

Weil in der Literatur die Semiseparabilitdt nicht einheitlich definiert
ist (vgl. [132]), wird hier auf eine Definition verzichtet. Stattdessen be-
schreibt Definition 3.9.2 eine Menge, die hier neutral als S bezeichnet sei
und den semiseparablen Matrizen nahekommt. Fiir unsere Zwecke wird eine
schwiichere Bedingung an die Menge My, ; ausreichen (vgl. Definition 3.9.5).
Die hier definierten Sj- und My, -Matrizen haben interessante Invarianz-
eigenschaften beziiglich verschiedener Operationen.
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Definition 3.9.2. Seien I angeordnet und 1 < k < #I. M € RIxI gehort
2u Sk, wenn Rang(M|y) < k fiir jeden Block b C I x I gilt, der im strikten
oberen Dreiecksteil {(i,7) :1 < j} oder im strikten unteren Dreiecksteil ent-
halten ist.

Offenbar gehort jede Matrix M € R zu Sy mit k = #1 — 1.

Anmerkung 3.9.3. a) Tridiagonale Matrizen gehéren zu Sj.

b) Bandmatrizen mit hochstens k& oberen und k unteren Nebendiagonalen
gehoren zu Sy.

c) Sei D€ R!*! diagonal. Dann gehéren M und M +D zu S, mit gleichem k.
d) Jede Matrix M € S NR™™ (n = 2P) ldsst sich im Format H, exakt
darstellen, wenn anstelle von (3.2¢) der lokale Rang k gewihlt wird.

Beweis. a) Spezialfall K = 1 von b). b) M|, enthélt hochstens k& Nichtnull-
zeilen. ¢) Die Diagonale ist fiir S irrelevant. d) Die Diagonalblocke im -
Format sind (volle) Matrizen der Grofle 1 x 1 und enthalten ohnehin die
exakten Daten. Alle anderen Blocke b sind ganz im oberen bzw. unteren
Matrixdreieck enthalten, sodass Rang(M|p) < k. Damit konnen sie aber exakt
im Format R(k,b) dargestellt werden. ]

Die folgende Ubung kniipft an eine andere Definition semiseparabler

Matrizen an.
Ubung 3.9.4. Sei I = {1,...,n}. Man zeige: a) Wenn es Matrizen M°, M" €
M. fiir j >
ibt. sodass M — ij 0 g
R(k,I,I) gibt, sodass M;; {lez fii j < i } , 80 ist M € Sy.

b) Fiir alle 1 < v < n — 1 und die zugehorigen Blocke b = {1,...,v} x
{v+1,...,n} gelte, dass die erste Spalte in M|, linear abhingig von den
tibrigen sei. Dann gibt es ein M° € R(k, I, 1), sodass M;; = M, fiir j > i.
Man formuliere eine entsprechende Bedingung, sodass auch M;; = M} fir
J < i mit einem M" € R(k,I,I).

Im Weiteren untersuchen wir eine Matrixfamilie My, ; mit schwécheren
Eigenschaften. Insbesondere braucht I nicht angeordnet zu sein.

Definition 3.9.5. Seien ) # 7 C I eine Indexteilmenge, 7 = I\T
ihr Komplement und k € N. Eine Matriz A gehirt zu My -(I), wenn
Rang (Alrx+) <k wund Rang (Al «r) < k. Falls die Angabe von I
entbehrlich ist, wird auch My, . anstelle von My, -(I) geschrieben.

Falls die Indizes so angeordnet werden, dass zuerst die Indizes aus 7
kommen und dann die aus 7’ folgen, erhalten wir die Blockaufteilung

T =1\
A | Aro T

A= 3.12
Ay | Ao - (3.12)

Definition 3.9.5 besagt, dass Rang(Aj2) < k und Rang(Aa1) < k.
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Der Zusammenhang mit Sy wird gegeben durch die

Anmerkung 3.9.6. Sei I = {1,...,n} angeordnet. M € RI*! gehért genau
dann zu Sy, wenn fiir alle ¢ < n die Eigenschaft M € My (I) fir 7 =

{1,...,i} gilt.

Im Folgenden sind die Matrixoperationen *,~ !, 4 in ihrer exakten Form,
d.h. ohne jede Kiirzung gemeint.

Lemma 3.9.7. a) Seien A € My, .(I) und B € My, (). Dann gilt
AxB e ./\/lkﬂ—(f) firk =ka+ kp.

b) Sei A € My ,(I) regulir. Dann gilt A=t € My, ,(I) mit gleichem k.

¢) Sei A € My, (I). Dann ist A+ D € My, .(I) fiir alle Diagonalmatrizen
D e RI*I,

d) Sei A€ My (I) und O # 7 CI' G I. Dann gehért die Hauptuntermatriz
Alpxr zu My, - (I"). Die gleiche Aussage gilt fir das Schur-Komplement S =
Alrsr — Al (Alprsrn) " x Alpoer (I = I\I'), falls dieses existiert.

Beweis. a) Mit der (3.12) entsprechenden Notation fiir A, B und C' := AB
ist C1o = A11B1o + A19Bgs. Aus Rang (AHBlQ) < Rang (Blg) < kp und
Rang (A12B22) < Rang (A12) < kj schliet man auf Rang(Cha) < ka +kp.
Analog fiir Rang(Ca1).

bl) Sei Aj; als regulir angenommen. Dann ist das Schur-Komplement
S = Ay — A21A1_11A12 ebenfalls reguliir, und die Inverse von A aus (3.12) ist

— Al_l1 + A1_11A12571A21A1_11 —A1_11A12571
B —1

1
4 —S_lAglAfll S

(3.13)

(vegl. (3.10)). Da Rang(A™Y, ) = Rang(—Aj A12S™1) < Rang(A12) < k
wie auch Rang(A|,x-) < Rang(A12) < k, folgt A= € My . (I).

b2) Falls Aj; singuléir ist, wird die Matrix A, := A + e[ fiir hinreichend
kleines ¢ # 0 reguldr. Da Rang (A7'|;x-) < Rang(Ai2) unabhiingig von
e gilt, folgt AZ! € My -(I). Der Limes lim._o AZ! ist A~!, da nach An-
nahme A reguliir ist. Der Rang erfiillt nach Ubung 2.1.2 Rang (A*I\TXT/) =
Rang (limgﬁo A;l\TXT/) < lim._.g Rang (A5_1|T><T/) < Rang (A12) < k. Zu-
sammen mit der analogen Ungleichung Rang (A_1|T/XT) < k ergibt sich die
Behauptung A=! € My . (I).

¢) Anderung der Diagonale éindert nicht die Teile k| oers und |7 yr

d1) Restriktion der Matrix auf I’ x I’ C I x I kann den Rang nur ver-
kleinern: A|p € My, (I').

d2) Sei A als regulér angenommen. Das inverse Schur-Komplement (S7/)~
ist die Haupt-I’xI’-Untermatrix von A~!. Nach Teil b) folgt A~' € M, (1),
und d1) zeigt (Sp)~" € My .(I"). Erneute Anwendung von b) mit (Sp)”"
anstelle von A liefert die Behauptung Sy € My (I’). Fiir singuléres A argu-
mentiert man wie in b2).

1
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Eine Konsequenz von Lemma 3.9.7 ist die folgende Aussage.

Lemma 3.9.8. Sei R(-) eine rationale Funktion R(x) = P!(x)/P'(x) mit
Polynomen P!, P! der Grade dr,dr; € No. Die Eigenwerte von A € My, ,(I)
seien verschieden von den Polen von R. Dann gehirt die Matriz®> R(A) 2u
Mg (I) mit kr =k *dg, wobei dg := max (dy,d;;) der Grad von R ist.

Beweis. Die Polynome P!, P! seien in P'(z) = ar[[, (z—a!) und
Pl(z) = ajs Hf;’l (x—:viH) faktorisiert®. Fiir i < min (dr,drr) treten

— =1+ (a/f —2!) / (x — z!') auf. Ersetzung von z

durch A € My, ,(I) liefert R;(A) := I + (z!1 — 1) (A— 2 11) ™" € My, ()
gemifl Lemma 3.9.7c. Also ist R(A) ein Produkt von min (dy, drr) rationalen
Faktoren R;(A) und max (dy,d;r) — min (dy,dr;) Faktoren der Form A —z!1
fiir df > dy; und (A—yci”I)_1 fir d; < dyg, die alle zu My, -(I) gehoren.
Nach Lemma 3.9.7a liegt das Produkt in My, -(I) mit kg = kdg. [

rationale Faktoren ;

Korollar 3.9.9. Die bisherigen Aussagen tibertragen sich gemdfS Anmerkung
3.9.6 entsprechend auf Sk-Matrizen. Zum Beispiel ist die Inverse, wenn sie
ezistiert, wieder in Sk.

Wir holen nun den Beweis zu Proposition 3.9.1 nach.

a) Teil a) folgt aus Anmerkung 3.9.3a,d.

b) Teil b) folgt aus Korollar 3.9.9.

¢) Nachdem Teil b) verwendet werden kann, bleibt nur zu zeigen, dass der
Algorithmus Inv wohldefiniert ist und keine Approximationsfehler einfiihrt.
Wir verwenden Induktion iiber p. Definitionsgemafl ist Inv auf Hy exakt.
Die Aussage gelte fiir p — 1. M € RI»-1*Ir—1 gei gemiB (3.2a) zerlegt. Die
Untermatrizen M1, My sind wieder tridiagonal, wobei Mp; nach Voraus-
setzung reguldr ist und nach Induktionsvoraussetzung M fll = Inv(My) gilt.
Bei der Berechnung von My @ Inv(My1) ® Mis sind alle Zwischenresultate
vom Rang < 1 und werden somit exakt ausgewertet. Lemma 3.9.7d zeigt,
dass S = Myy — M21M1_11M12 ebenso wie die nach Ubung 3.7.1 existieren-
de Inverse S—! im H,—1-Format darstellbar ist. Die exakte Inverse von M
ist durch (3.10) gegeben. Fiir die Nebendiagonalblocke —M; ;' M12S~" und
—ST Moy M fll gilt ebenfalls, dass nicht nur das Gesamtprodukt, sondern auch
die Zwischenresultate exakt in R, dargestellt werden. Damit ist Inv auch
auf der Stufe p exakt.

Zusammenhénge zwischen Mj, » und der schwachen Zuléssigkeit werden
in §9.3.3 diskutiert werden.

2 Zu Matrixfunktionen sei auf die spiiteren Definitionen in §13.1 verwiesen.
3 Entgegen der bisherigen Beschriinkung auf R kénnen komplexe z!,z!! auftreten.
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Separable Entwicklung und ihr Bezug zu
Niedrigrangmatrizen

In den vorhergehenden Kapiteln wurden Niedrigrangmatrizen und Modell-
formate mit Niedrigrangmatrizen als Matrixblocken diskutiert. Es bleibt die
wesentliche Frage, ob und in welchen Féllen Niedrigrangmatrizen eine gute
Approximation sein kénnen. In vielen Féllen folgt diese Eigenschaft aus dem
Vorhandensein einer separablen Entwicklung, die Gegenstand dieses Kapitels
ist.

Wie man aus (1.28) sieht, kénnen Matrizen mit einer Funktion s»(z,vy)
assoziiert sein. Falls Untermatrizen durch Rang-k-Matrizen gut approximiert
werden konnen, ist dies meist eine Folge der Eigenschaften von s. Die beiden
FEigenschaften, die sich entsprechen, sind:

e Approximierbarkeit einer Untermatrix M|, (b geeigneter Block) durch eine
Rang-k-Matrix.

e Approximierbarkeit der Funktion s (x,y) beschrinkt auf einen geeigneten,
dem obigen Block b entsprechenden Teilbereich durch eine sogenannte
separable Entwicklung.

Ubersicht iiber dieses Kapitel:

In §4.1 werden die im Folgenden benétigten Grundbegriffe erldautert: Von
zentraler Bedeutung ist die separable Entwicklung (§4.1.1), insbesondere wenn
sie exponentielle Konvergenz (§4.1.2) aufweist. Damit iibliche Kernfunktionen
»(x,y) diese Eigenschaft besitzen, bendtigt man eine Zuldssigkeitsbedingung
(84.1.3) an den Definitionsbereich X x Y von (-, -).

In §4.2 werden separable Entwicklungen mittels Polynomen diskutiert.
Neben der Taylor'-Entwicklung (§4.2.1) bietet sich insbesondere die Inter-
polation (§4.2.2) an. Eine geeignete Regularitétsbedingung an die Kern-
funktion s¢ ist die asymptotische Glattheit, da sie exponentielle Konver-
genz garantiert (§4.2.3). Anschlieend werden die Fehlerabschditzungen fiir die
Taylor-Entwicklung (§4.2.5) und die Interpolation (§§4.2.6-4.2.8) diskutiert.

! Brook Taylor, geboren am 18. August 1685 in Edmonton, Middlesex, England,
gestorben am 29. Dezember 1731 in Somerset House, London.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9.4,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Polynomapproximation ist nicht die einzige Wahl. In §4.3 werden weitere
Techniken diskutiert (§§4.3.1-4.3.5). In §4.3.7 wird fiir theoretische Zwecke
die optimale separable Entwicklung eingefiihrt, die im Diskreten der Sin-
guldrwertzerlegung entspricht.

In §4.4 zeigt sich die zentrale Bedeutung der separablen Entwicklung: Die
Diskretisierung von Integralkernen mit Separationsrang k liefert Matrizen vom
Rang < k.

Schlielich beschreibt §4.5, wie der Fehler der Matrixapproximation mit
Hilfe des Fehlers der separablen Entwicklung abgeschitzt werden kann.

4.1 Grundbegriffe

Im Folgenden geht es um die Entwicklung von Funktionen s(z,y), die spiiter
als Kernfunktionen der Integraloperatoren auftreten werden. Obwohl die
beiden Variablen x,y des Integralkerns im Allgemeinen im gleichen Bereich
I' variieren, betrachten wir hier statt I" x I" einen reduzierten Definitions-
bereich X x Y, wobei in §4.1.3 noch spezielle Anforderungen an X, Y gestellt
werden. Welche konkrete Teilbereiche X, Y auftreten werden, wird aus §5.2
hervorgehen, wenn die Blockzerlegung einer Matrix bestimmt wird. Die dort
definierten Mengen X := X, und Y := X, werden die Zuléssigkeitsbedingung
aus Definition 4.1.7 erfiillen.

Die Anforderungen an die separable Entwicklung sind (i) die Trennung der
Variablen z,y in unterschiedliche Faktoren und (ii) ein hinreichend kleiner
Restterm. Punkt (i) wird in §4.1.1 diskutiert, Punkt (ii) in §4.1.2.

4.1.1 Separable Entwicklungen

Definition 4.1.1 (separabler Ausdruck, separable Entwicklung).
a) Jede Funktion, die in der Form

Z@(k) oP(y)  firceX, yey (4.1)

geschrieben werden kann, heifit separabler Ausdruck in X x Y. Dabei diirfen
<pl(,k) und w,(,k) beliebige Funktionen sein (der obere Index (*) bezeichnet nicht
die k-te Ableitung, sondern nur die mogliche Abhingigkeit von k). Die Zahl k
der Summanden in (4.1) wird Separationsrang von %) genannt.

b) Die rechte Seite in

ZQD (y) + Ri(z,v) firzre X, yeY (4.2)

heifit separable Entwicklung von s (mit k Termen) in X X Y mit Restglied
Ry.
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Man beachte, dass in (4.1) lediglich der Umstand wesentlich ist, dass o

nur von z und 1/1,(, ) nur von y abhéngen.

Im Falle der separablen Entwicklung (4.2) hofft man auf eine Konvergenz
Ry — 0 in einer geeigneten Norm fiir k& — oo. Falls die Funktionen cp,(,k)7 ,(,k)
nicht vom Separationsrang k abhiingen, ist die Konvergenz »*) — 3 mit

einer konvergenten, unendlichen Summendarstellung

=N e (@nly) firzeX, yeY (4.3)

identisch. In der Theorie der Integralgleichungen werden Kerne der Form
(4.1) bzw. der zugehorige Operator als ausgeartet bezeichnet (vgl. Riesz-
Nagy [119, IV.69]). Operatoren mit dem Kern (4.3) heiflen nuklear, falls
S Neull Y]] < oo (vgl. Werner [134, §VL5]).

Proposition 4.1.2. a) Die separablen Ausdriicke bilden einen Ring, d.h.
Summen und Produkte von separablen Ausdriicken sind wieder separabel.

b) Polynome in x undy sind separabel.

¢) Fine Substitution © = «(z") von x und eine Substitution y = B3(y’) von
y erhalten die Separabilitit bei gleichem Separationsrang.

d) Soweit die auftretenden Funktionen differenzierbar sind, sind auch die
Ableitungen eines separablen Ausdrucks wieder separabel. Gleiches gilt fiir
Stammfunktionen beziiglich x oder y.

Beweis. a) Die Aussage fiir die Summe ist trivial, wobei der Separationsrang

die Summe der einzelnen Rénge ist. Beim Produkt von Zy 1 cpgku)( ) gk;) (y)

und Z# 1 <pH u( )wHM( ) erhilt man hochstens den Separationsrang k'k”
d Torme der F K 10 ®) (1) -+ (0E ()

und Terme der Form (¢;, (as)gon}u(:v) T (y) 1 (y)) -
b) Jedes Polynom P(z,y) lédsst sich in der Form

P
= Zpl,(x)y" oder auch  P(z,vy) Z z"q,(y (4.4)

schreiben. Dabei ist p (bzw. ¢) der Polynomgrad in x (bzw. y), und p, und
g, sind Polynome in einer Variablen. Im ersten Fall gilt (4.1) mit gp( )( ) =

py—1(z) und Pk ( ):=y""tund k := p+ 1 (man beachte, dass die Summe
in (4.1) bei v = 1 beginnt).
¢) Die Aussagen c¢) und d) sind offenbar. ]

4.1.2 Exponentielle Konvergenz

Im Folgenden wird fast durchweg vorausgesetzt, dass die Restglieder Ry
besonders schnell, ndmlich exponentiell konvergieren. Die zugrundeliegende
Norm kann beispielsweise die Maximumnorm
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[ Rrll oo, x xy := sup{|Ri(z,y)| : z € X, y € Y}

oder die L?-Norm

||Rk||L2(X><Y) = \//Y/Xle(a?,yﬂdedy

/ Ri(9)f (y)dy
Y

sein. Die Norm

||Rk||L2(X)<—L2(Y) = sup

SN 2y
0AfEL2(Y) X)

L2(
wird meist mittels || Ry ;2 ) abgeschétzt.

Definition 4.1.3. Die separable Entwicklung (4.2) heifit exponentiell konver-
gent (beziiglich der Norm ||| ), falls es Konstanten ¢; > 0 und ¢, > 0 gibt,
sodass

|Rk|| < c1exp (—cak®). (4.5)

Im Vorgriff auf spitere Anwendungen sei angemerkt, dass der wichtige

Exponent « oft den Wert

a=1/d (4.6)
annehmen wird, wobei d die riumliche Dimension von R? oder die Dimension
der Integrationsmannigfaltigkeit bezeichnet.

Die Konstante ¢; kann in der Notation ||Rg| < O(exp (—cak®)) versteckt
werden. In der Definition der exponentiellen Konvergenz wird die Konstante
¢o nicht fixiert. Dies hat den Vorteil, dass z.B. zwischen O(exp (—c2k®)) und
O(P(k) exp (—c2k®)) fur Polynome P nicht unterschieden werden muss, wie
das néchste Lemma zeigt.

Lemma 4.1.4. Seien c¢; > 0, o > 0. a) Fiir jedes Polynom P(-) (oder jede
hdchstens polynomiell wachsende Funktion P) und jedes ¢’ € (0, cz) ist

P(k)exp(—c2 k%) < O(exp(—c'k®)).
b) Es gilt

oo

Z exp(—ca v*) = O(exp(—c'k®)) fiir jedes ¢’ € (0, ¢2),
v=k+1

wobei fiir « > 1 auch ¢ = co mdéglich ist.
¢) Falls o, < O(exp(—co k)) fir alle k € N, so gilt auch

Z o2 < O(exp(—c'k®)) fiir jedes ¢ € (0, ca),
v=~k+1

wobei fiir « > 1 die Wahl ¢’ = co méglich ist.
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Beweis. 1) Da jedes Polynom durch Exponentialfunktionen majorisiert
wird, gilt |P(k)| < Of(exp(nk®)) fiir alle n € (0,c2). Teil a) folgt mit
ni=cy—c >0.

2) Es gilt die Abschétzung

o0 o0
> oexp(—cav®) < [ exp(—coz®)dz
v=k+1 k
1 i a—1 a
< kfaa: exp(—coz®)dx
oy [ emdE = 1 exp(—eak)
= e 2 = € —C .
=z k1 k{ acoke—1 *pime

Falls v > 1, ist hiermit Y 77, ; exp(—c2 v®) = O(exp(—c2k®)) gezeigt. Wenn
a € (0,1), wichst der Vorfaktor W héchstens polynomiell und Teil a)
ist anwendbar.

3) Teil ¢) ist direkte Folgerung aus Teil b). |

In (4.5) wird Ry in Abhéngigkeit von k abgeschitzt. Wenn die Bedingung
|Ry|| < e erfiillt werden soll, ist € = ¢1 exp (—c2k®) nach k aufzuldsen.

Anmerkung 4.1.5. Es liege die exponentielle Konvergenz (4.5) vor. Die
Abschétzung [|Ry|| < € erfordert k = [(é log & )1/6‘—‘ , d.h.

k= O(log'/® %) (e — 0). (4.7)

Fiir (4.6) gilt insbesondere k = O(log? 1).

Ubung 4.1.6. Die Funktionen s!(z,y) und »'!(z,y) mégen exponentiell
konvergente separable Entwicklungen (4.2) besitzen. Man zeige:

a) Die Summe »! + 3! ist wieder exponentiell konvergent, wobei sich die
Konstante ¢z in (4.5) &ndern kann.

b) Das Produkt s!»!! ist ebenfalls exponentiell konvergent, wobei sich
die Konstanten ca, o in (4.5) d&ndern konnen.

4.1.3 Zulassigkeitsbedingungen an X,Y

Wie oben erwéahnt, sei X xY

eine Untermenge des gesam-

ten Definitionsbereiches von L disuX,Y)

»(-,-). Eine fiir die spéteren

Anwendungen typische Ein-

schrinkung besagt, dass X ~  diamX) diam(Y)
und Y disjunkt sein mégen Abb. 4.1. Definitionsbereiche X und Y
und ihr Abstand in einem

Verhiltnis zum Bereichsdurchmesser steht.
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Fiir Entwicklungen in der Variablen x erhilt man die erste Bedingung:
Fiir ein n > 0 gelte
diam(X) < ndist(X,Y). (4.8a)

Bei Entwicklungen in der Variablen y fordert man entsprechend
diam(Y') < ndist(X,Y). (4.8b)
Kann man zwischen der z- und y-Entwicklung wéhlen, reicht die Annahme
min{diam(X), diam(Y)} < ndist(X,Y). (4.8¢)
In einigen Fillen braucht man beide Bedingungen (4.8a,b), d.h.
max{diam(X), diam(Y")} < ndist(X,Y). (4.8d)

Definition 4.1.7 (n-Zuléssigkeit). Sei n > 0. Die Bereiche X,Y heifien
n-zuldssig, wenn die passende der Bedingungen (4.8a-d) erfiillt ist.

Je kleiner der Parameter 7 ist, umso giinstiger ist die Zuléssigkeitseigen-
schaft. In einigen Anwendungsbeispielen wird man 1 < 7y fordern, bei anderen
bendétigt man keine obere Schranke. Sobald 7 fixiert ist oder aber nicht spe-
zifiziert werden soll, wird kiirzer von der Zulissigkeit (statt 7-Zuldssigkeit)
gesprochen.

In §4.2.3, in den Sétzen 4.2.8, 4.2.10 und §54.2.7-4.2.8 wird von den
Zulassigkeitsbedingungen Gebrauch gemacht werden.

4.2 Separable Polynom-Entwicklungen

4.2.1 Taylor-Entwicklung

Sei #(-,-) : X x Y — R eine Funktion aus C™(X x Y), wobei X C R Wir
wiihlen einen Entwicklungspunkt? zq € X und wenden die Taylor- Entwicklung
mit Restglied an:

Aoy = Y @-w0) Oaeoy) + R (49)

aENg, la]<m

wobei k = k(m,d) die Anzahl der Summanden in ZaeNg’ la|<m angebe (siehe
(4.11); zur Multiindex-Notation vergleiche man Anhang B.1.2). Die Approxi-
mation von »(x,y) durch
2 o braucht nicht zu X gehdéren, wenn der Definitionsbereich gréfer gewihlt
werden kann. Zum Beispiel sind die Fundamentallésungen, die als Kernfunktionen
nur iiber die Oberfliiche I" zu integrieren sind, im gesamten R? bis auf die Singu-
laritédtenstellen definiert.
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B (2, y) = Z (x — x0)” iaﬁx(xo,y) mit k = k(m,d) (4.10)

OéGN& |a]<m

ergibt einen Fehler, der durch den Restterm Rj beschrieben wird. Aussagen
iiber Ry sind nur moglich, wenn man niihere Annahmen iiber s macht.

Anmerkung 4.2.1. Die Taylor-Approximation aus (4.10) ist ein separabler
Ausdruck der Form Y, ¢a(2)9a(y), wobei pq () := (z — 29)” Monome sind,
wihrend 1, (y) := i@g‘%(xo,y) allgemeine Funktionen in y darstellen. Die
Anzahl der Summanden (Separationsrang) betrigt

k=k(m,d) :=#{a € N: |a] <m} (4.11)
1 m
= a(m—i—l)(m—i—?)-..u(m—l—d) = ( jd).
Beweis. Zum Beweis von (4.11) stellt man die Rekursion k(m,d) =
Yoo k(u,m — 1) auf. Zusammen mit k(m,1) = m + 1 leitet man die
Behauptung ab. [ ]

In der néchsten Anmerkung disku- 0 ‘ b ‘ !
tieren wir Modifikationen der Taylor- a X ¢ dl

Entwicklung. Abb. 4.2. Intervalle X und Y

Anmerkung 4.2.2. a) In (4.9) wird beziiglich 2 entwickelt. Genauso gut kann
man eine Entwicklung beziiglich y um yo € Y vornehmen. Vorausgesetzt, dass
die z- und y-Ableitungen (die schlieBlich im Restterm auftreten) von &hnlicher
Grofle sind, entscheiden die Groflen

ry i=sup{|r —xo| :x € X} und 7, :=sup{ly—yo|:x €Y}

iiber die Auswahl: Bei 7, < 7, ist die z-Entwicklung vorteilhafter, sonst die
Entwicklung in y. Zudem empfiehlt sich die Wahl von z¢, yo in den Cebysev’-
Zentren* von X,Y, fiir die die Ausdriicke r, und r, als Funktion von zo bzw.
yo minimal werden. Die resultierenden r,, r, heilen Cebysev-Radien.

b) Eine Taylor-Entwicklung in beiden Variablen liefert ein Polynom von
der Form (4.4) (v bzw. p sind dabei durch Multiindizes zu ersetzen, wenn
d > 1). Diese Entwicklung bringt im Allgemeinen nur dann einen Vorteil,
wenn man die explizite Polynomform (¢, und 1, sind Polynome) ausnutzen
kann.

Zunichst sei ein typisches Beispiel vorgefiihrt (vgl. Abbildung 4.2).

3 Pafnuti Lvovi¢ CebySev, geb. am 14. Mai 1821 in Okatovo (westliches Russland),
gestorben am 8. Dez. 1894 in St. Petersburg.

1 Sei B C R™ eine Teilmenge und K die eindeutig definierte abgeschlossene Ku-
gel, die B enthilt und minimalen Radius besitzt. Der Mittelpunkt von K heifit
Cebysev-Zentrum und der Radius der Cebysev-Radius.
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Beispiel 4.2.3. Die Kernfunktion log |« — y| (x,y € [0, 1]) ist analytisch, wenn
man fiir  und y disjunkte Bereiche wihlt: X = [a,b], Y = [¢, d] mit

0<a<b<e<d<l.

Geméfl Anmerkung 4.2.2a ist die Entwicklung in x angebracht, falls

b—a < d— c. Das Cebysev-Zentrum von X ist g = QT“’ Die Ableitungen
0 -1 (£=1)!
—log|lz —y| = (-1 -—_— leN 4.12
garlosle = (-0 = e (412)

liefern die Taylor-Approximation

E

-1
X -1 a+b
5 (z,y) = loglzo —y| + Y (¢ —20) ———,  w0= =
1 g(yfxo)

Die Abschitzungdes zugehorigen Restterms findet sich in Anmerkung 4.2.4.

~
Il

4.2.2 Interpolation

Die Taylor-Entwicklung ist eine spezielle Hermite®-Interpolation, aber
keinesfalls besser als eine Interpolation beruhend auf Interpolationspunkten
{z;:i=1,...,k} und den zugehdrigen Interpolationswerten s(x;,y).

Im Falle des vorherigen Beispiels 4.2.3 sollten die x; im Intervall [a,b]
liegen, z.B. sind die Cebysev-Knoten® eine gute Wahl (vgl. §B.3.1.4).
Die zugehorigen Lagrange’-Polynome sind L;(z) = Hje{l,...,k}\{i}%
(vgl. (B.12)). Sie erlauben die Darstellung des Interpolationspolynoms durch

k
2B () = Z L, (z) »(zy,y). (4.13)

v=1

Offenbar ist wieder die separable Form (4.1) erreicht, wobei gol(,k) () = L,(x)

ein Polynom ist, wihrend wﬁ’“)(y) = »(x,,y) von allgemeinerer Art ist. Die
Interpolation (4.13) hat entscheidende Implementierungsvorteile gegeniiber
der Taylor-Entwicklung, da lediglich die Auswertung der Funktion s(z,y)
erforderlich ist, Ableitungen miissen nicht bereitgestellt werden.

Falls das Argument x aus »(x,y) in einem Bereich des R? mit d > 1
variiert, empfiehlt sich eine Tensorprodukt-Interpolation (vgl. §B.3.2). Dabei

5 Charles Hermite, geboren am 24. Dezember 1822 in Dieuze, Lorraine, gestorben
am 14. Januar 1901 in Paris.

6¢ = COS(#W) €[-1,1],% =1,...,k, sind die Nullstellen des k-ten Cebysev-
Polynoms Tj. Die affine Abbildung von [—1, 1] auf [a, b] ergibt die gewiinschten
Cebysev-Knoten: x; = “TH’ + b*T"&

7 Joseph-Louis Lagrange, geboren am 25. Januar 1736 in Turin, gestorben am 10.
April 1813 in Paris.
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fithrt man hintereinander d jeweils eindimensionale Interpolationen beziiglich
z; (i-te Komponente von x € R?) in den Stiitzstellen z; ; (j = 1,...,m) aus.
Die Zahl der Terme in

7 (2, y) ==
m m m
> Liv (1) D Lowy(r2) .. > Law,(€a) (@10, Tdwy),y)
l/1:1 l/2:1 I/d:1 _x\/—/
Viy.--5Vad
ist k = md.

Gelegentlich ist die Kernfunktion s eine (ein- oder mehrfache) Ablei-
tung einer einfachen Funktion g, z.B. ist s(x,y) := <grady g(z,y),n(y)) die
Normalenableitung beziiglich z (vgl. (10.6)). Die Ableitungen bestehen in der
Regel aus mehr Termen und ihre Auswertung ist daher teuerer. Hier bietet es
sich an, die einfachere Funktion zu interpolieren und die Ableitungen auf das
Interpolationspolynom anzuwenden. Die zugehorige Fehlerabschiatzung wird
hier nicht behandelt, findet sich aber zum Beispiel in [26]. In Hayami-Sauter
[92] wird fiir die Randelementformulierung der Elastostatik die matrixwertige
Fundamentallosung im Wesentlichen auf zweite Ableitungen der Funktion
|x — y| zuriickgefiihrt.

4.2.3 Exponentielle Fehlerabschitzung

Das Ziel ist eine Abschétzung des Taylor- bzw. Interpolationsfehlers Ry, durch
eine exponentielle Schranke der Form ¢y exp (—cok®) aus (4.5). Hierfiir sind
zwei Voraussetzungen zu stellen:

e (-,-) muss (mindestens in einer Variablen) asymptotisch glatt sein (vgl.
§4.2.4). Dies sichert Schranken fiir die in Ry, auftretenden Ableitungen von
.

e Die Bereiche X, Y miissen n-zuléssig sein.

Zusammen erreicht man dann typischerweise eine Fehlerabschétzung der Art
132 = 32" loo, xxv = [|Ri]loo,xxy < c1 ()™ mit k= k(m —1,d) (4.14)

(vel. Sitze 4.2.10 und 4.2.13). Da (c4n)™ = exp(mlog(cyn)) und m ~ k4,
folgt (4.5) mit ¢g := —log(chn) und « wie in (4.6). Damit co > 0 (d.h. ¢hn < 1)
ist, muss 1 < 1/¢ vorausgesetzt werden.

Dass exponentielle Konvergenz auch fiir alle n > 0 gesichert werden
kann, zeigt das Beispiel 4.2.3, dessen Taylor-Rest in der ndchsten Anmerkung
analysiert wird.

Anmerkung 4.2.4. »(z,y) = log |z — y| und die Bereiche X = [a,b], Y = [¢, d]
sowie das Taylor-Entwicklungszentrum xy = ‘IT“’ seien wie in Beispiel 4.2.3.
Die Abschétzung
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|z—=o|
|Ry.( <1M fir alle z € X und y € Y 4.15
kx,y)|_k1 e—aal tir alle x € X und y € (4.15a)
= Jy—=ol

zeigt wegen |z — xo| < |y — xo| exponentielle Konvergenz. Da ¢ > b voraus-
gesetzt ist, sind die Bereiche X und Y n-zulédssig mit

n = diam(X)/dist(X,Y) = (b—a)/(c =)

(vgl. (4.8a)). Die Ungleichung

k
2
| Ry (z,y)| < % <#> firallez e X, yeY (4.15b)

zeigt, dass fiir alle n > 0 exponentielle Konvergenz vorliegt.

ye—1
Beweis. Aus Ry(z,y) = Y4 (z — x0)" Z((;c(l))—y)e (vgl. (4.12)) folgt |Ry| <

¢
Dy (‘lio_f;}) . Diese geometrische Reihe liefert die Abschitzung (4.15a).

Uber |z — xo| < (b—a) /2und |y — zo| = y—x0 > c—20 = (b—a) /2+(c — )
folgen

|z —xo| _ (b—a)/2 _ 1 _
ly—axo| =~ (b—a)/24+(c=b) 142(c—=b)/(b—a) 14+2/n 247

und (4.15b). |

4.2.4 Asymptotisch glatte Kerne

Die schon erwihnte Kernfunktion log |z — y| erfiillt ebenso wie viele andere
Fundamentallssungen® elliptischer Gleichungen die Eigenschaft, asymptotisch
glatt zu sein (man spricht auch von Calderén-Zygmund-Kernen).

Definition 4.2.5. Seien X,Y C R? Teilmengen, sodass die Kernfunktion
w(x,y) firx € X,y €Y, x # y, definiert und beliebig oft differenzierbar
ist. ¢ heif$t asymptotisch glatt in X x Y, falls

1000 3¢(2,y)| < cas(ax + B)|x —y| 11717172 (4.16a)
firze X, yeY, x#y, a,BEN], a+B#0,

mit einem s € R und
cas(v) = CV! V" AV (v e Nd) (4.16b)

gilt, wobei C,r,v geeignete Konstanten sind.

8 Zu Fundamentallésungen (Singularititenfunktionen) vergleiche man [67, §2.1].
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Anmerkung 4.2.6. a) Der Faktor || in (4.16b) erlaubt eine feinere Justierung
des Wachstumsverhaltens. Man kann auf diesen Faktor verzichten, da er durch
eine VergréBerung von C und ~ aufgefangen werden kann (vgl. Lemma 4.1.4a).

b) Der Exponent s in (4.16a) beschreibt im Allgemeinen die Singularitét
in = y, wie man formal fiir « = 8 = 0 sieht (vgl. aber Teil d)).

¢) Wenn X,Y unbeschriinkt sind (z.B. X = Y = R9), beschreibt (4.16a)
fiir |z —y| — oo und |a| +|8] > —s, dass die entsprechenden Ableitungen
gegen null streben.

d) Der Fall a4+ = 0 ist ausgenommen, weil fiir 7 > 0 der Faktor ¢,5(0) ver-
schwéinde. Auflerdem gibt es > mit logarithmischer Singularitét. Diese erfiillen
(4.16a) nur fiir o + S # 0.

Fiir die spezielle Wahl 8 = 0 bzw. o = 0 erhalten wir die Ungleichungen

a “la|—s reX,yeY, x
109 5(2,y)| < cas(a)|z — y[~ ( O;éyaeNg 7é‘y), (4.16¢)

(o) < cwla =gl (TSP IERLEY) G

Meist ist es bequemer, mit Richtungsableitungen Dy, = Zle ti%

(t eRY |t = 1) zu arbeiten. Die entsprechenden Formulierungen lauten dann

P | 7 AP | p—s $€X7y€Kl’#y
| DY (2, y)| < Cplp" P |z —y| < pen, [ =1 . (4.16¢)

P 1T AP | e of|—P—S x€X7y€Y7x7éy
D el < Cotr o=yl (L LN EPY) e

fiir alle Richtungen t.

Beispiel 4.2.7. Fiir jedes a € R ist die Funktion »(z,y) = | — y|~* asymp-
totisch glatt in X = Y = R? mit s = a. Die genauen Abschiitzungen
finden sich im Anhang E und werden dort bewiesen. Auch log |z — y| ist in
X =Y = R? asymptotisch glatt mit s = 0.

Der Beweis zu log |z — y| fiir d = 1 ergibt sich direkt durch Inspektion der
Ableitungen (4.12).

4.2.5 Taylor-Fehlerabschitzung

Es liege der mehrdimensionale Fall d > 1 mit & = k(m — 1,d) vor. Auf-
grund der asymptotischen Glattheit kann der Taylor-Rest in der Form Ry =
2 >m (@=20)" 5 3¢(o, ) geschrieben werden. Sei & € R? der Vektor mit den

v!

Komponenten & = |z; — x|, sodass £ = |(x — x0)"| (|-]: Absolutbetrag).
Wir verwenden (4.16¢) mit C,r,~ aus (4.16b) und schitzen wie folgt ab:
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R D M e )V'=C|x—y|-si(| y|) e

|lv|>m L=m |v|=¢

Fiir ¢q,(€) = 32, € ist in Lemma E.3.1 die Schranke O(\§|£) bewiesen.
Mit €| = |z — x| folgt

00 L
Rl <C" > (M) - (4.17)
—m lzo — vl 1=9
mitz?::ﬂx_xo‘ e r$—max|x xo,

w0 =yl ~ |lzo —yl’ zeX
vorausgesetzt dass ¥ < 1 die Konvergenz sichert. Dies beweist den

Satz 4.2.8. x(x,y) sei asymptotisch glatt® in X x Y C R? x R, Sei r, =
maxgex | — zo|. a) Y erfille dist(xo,Y) > yry, wobei v die Konstante in
(4.16b) ist. Dann gilt fir alley € Y die Abschitzung (4.17).

b) Wenn X,Y n-zulissig im Sinne von (4.8a) sind, gilt r,, < diam X und
dist(zg,Y) > dist(X,Y), sodass ¥ < ny. Damit garantiert n < 1/~ exponen-
tielle Konvergenz.

Anders als im eindimensionalen Fall (d=1)
braucht dist(xo,Y) nicht wesentlich grofer als
dist(X,Y’) zu sein, auch wenn diam(X) nicht klein
ist. Das Gegenbeispiel ist in Abbildung 4.3 veran- Y
schaulicht. X

Die im Weiteren diskutierten Interpolationsfehler
konnen als Taylor-Fehler angesehen werden, wenn Abb. 4.3. Beispiel fiir
man die Interpolationsstiitzstellen x; gegen das dist(z0,Y) = dist(X,Y)
Taylor-Entwicklungszentrum zo streben lidsst (vgl.

Lemma 4.2.9, Korollar 4.2.11 und Satz 4.2.13b).

4.2.6 Interpolationsfehler fiir d = 1

Sowohl die Taylor-Entwicklung als auch die Interpolation (4.13) mit den
Stiitzstellen z; fithren auf den Fehler'©

k
e mit w(z H x—x;), (4.18)

- i=1

)~ 20w, 9) = “Dof (o, )

? Bs wird lediglich die Ungleichung (4.16c) benotigt
' Im Falle der Cebysev-Knoten z; € [a,b] ist [[\_, (z —ai) = (252)"T5(€) fiir

&€ = (z— =t)/252 € [-1,1]. Damit folgt [, (z—ai)| < (552)* fiir alle z €
[a,b]. Im Fall der Taylor-Entwicklung gilt dagegen ‘H (x — ;)
(%52)". Fiir beliebige Wahl der z; € [a, b] trifft ‘H (x —x4)

= |a:—xo|

< (b—a)* zu.
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wobei £ ein Zwischenwert im Intervall [min{x, x4, ..., 2, }, max{z, z1,...,2,}]
ist (im Taylor-Fall ist a; := x¢ fiir alle ¢ zu setzen; vgl. (B.14)).

Fiir viele Zwecke sind ableitungsfreie Fehlerabschitzungen hilfreicher.
Hierbei ist vorausgesetzt, dass (-, y) beziiglich des ersten Argumentes in einer
komplexen Umgebung analytisch ist (vgl. Satz B.3.3).

Lemma 4.2.9. »(z,y) sei asymptotisch glatt'' in X x Y C R x R, wobei
X ein Intervall sei. Die Interpolation beziiglich x verwende Stiitzstellen in X
und produziere »\®) (x,y) (Grad der Polynominterpolation ist k —1). Es gelte
k>0undk+s>0 (s aus (4.16¢)). Dann gilt die Abschitzung

cy - diam(X) 1"

H%(-,y) - %(k)(.vy)Hoon < [ dist(y, X) } fir alley € Y\X (4.19)

mit Konstanten cy,cly unabhingig von k. Die gleiche Abschitzung gilt fir die
Taylor-Approzimation (4.10) mit xg € X.
Beweis. Gemif (4.18) ist

Cas (k)
k!

e(a.0) = 29 9)| < [gro@bat )] < S ol le -y,

Da der Zwischenwert & in X liegt, folgt |€ — y|7F~* < dist(y, X)~*=%. Die
Funktion w(z) = Hle (x — x;) kann im schlechtesten Falle durch diam(X)"
abgeschitzt werden. Der giinstigste Fall |w| = (dr%(x))k ergibt sich fiir
die Cebysev-Knoten z; (vgl. (B.20%)). Es gilt also |lw||, < (¢))* diam(X)*
fiir ein ¢§ € [%,1]. SchlieBlich ist pak—(,k) = Ck"~4* mit C,r,v aus (4.16b). Zur
Vereinfachung folgen wir der Anmerkung 4.2.6a und nehmen 0.B.d.A. r = 0
an, d.h. Cak—(,k) = C'~". Insgesamt erhalten wir

(i, ) — 5P (2, y)| < O ()" diam(X)* dist(y, X) 5.

Wir setzen ¢; := Cdist(y, X) ™%, ¢b := vc§ und gelangen zu (4.19). |
Da im n-zuléssigen Fall

diam(X) < ndist(X,Y) < ndist(y, X) firalley e Y
gilt, folgt der nichste Satz, der die Ungleichung (4.14) bestétigt.

Satz 4.2.10. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen in Lemma 4.2.9 seien X,Y
n-zuldssig im Sinne von (4.8a). Dann gilt mit den Konstanten cy,ch aus (4.19)
die Abschdtzung

3¢ = 5¢M) oo x 0y < ex ()" (4.20)

1 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16e) bendtigt.
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Korollar 4.2.11. a) Die Konstante ¢ aus (4.19) und (4.20) ist v/4 mit ~
aus (4.16e) im Falle der Cebysev-Interpolation (vgl. §B.3.1.4). Fir die Taylor-
Entwicklung im Cebysev-Zentrum von X gilt ¢ = ~v/2.
b) Fir »(z,y) = |z — y|~* und »(z,y) = loglz —y| (k > 0)ist vy =1
(vgl. Satz E.1.1) und damit ¢y = 1/4 bzw. cb = 1/2 in beiden Fillen aus a).
¢) Im Falle der Interpolation beziiglich y € Y gilt entsprechend

P k
H%(az, Y = 2B (z, .>Hoo,y < [%] fir alle x € X\Y. (4.21)

Die Zulissigkeitsbedingung (4.8b) liefert (4.20).
d) Interpolation beziiglich x € X undy € Y fiihrt auf

/ : . k
W - b - max{diam(X), diam(Y")}
H% ” Hoo,XXY =a [ dist(X,Y) ' (4.22)

Mit der Zulissigkeitsbedingung (4.8d) folgt wieder (4.20).

4.2.7 Verschirfte Fehlerabschitzung

Fiir die eindimensionale Interpolation Idsst sich wie fiir die Taylor-
Entwicklung in Anmerkung 4.2.4 ein verschérftes Resultat zeigen, das
exponentielle Konvergenz fiir alle Parameterwerte n garantiert. Zwar steigen
die k-unabhéngigen Faktoren in der nachfolgenden Abschitzung (4.23) fiir
dist(y, X) \, 0 polynomiell gegen co. Aber der Faktor [1+ QdiSt—(y’X)]_k

~ diam(X)
konvergiert fiir dist(y, X) \, 0 exponentiell gegen null.

Satz 4.2.12. »(x,y) sei asymptotisch glatt'? in X xY C R xR, wobei X ein
kompaktes Intervall sei und X NY = (. Die Interpolation in x vom Polynom-
grad k — 1 habe auf X die Stabilititskonstante Csap, (vgl. (B.17)) und produ-
ziere die Interpolierende »®) (- y). Dann gilt die Abschitzung

et =B (4:23)
iam 1 ist(y, X)] "
<K 1+ ] e U Sde) eV

mit K := 4e (1 + Cstap) C und C,r,y aus (4.16e). Sind X,Y n-zulissig im
Sinne von (4.8a), so folgt

(k) K m \"
- <K (1 .
H“ o HOQ,XXY <K 04+ Gz vy (2+~m)

12 Es wird lediglich die Ungleichung (4.16e) bendtigt.
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Beweis. y € Y sei fest. Der Interpolationsfehler ||s(-,y) — 3*) (-, y)||oo.x ist
gemif Lemma B.3.2 abschiitzbar durch (1 + Cspap) multipliziert mit dem
Bestapproximationsfehler. Fiir Letzteren wird in Lemma B.2.3 die Schranke
(B.11b) bereitgestellt. Die Grofien C,,, v, fir u = 3(-,y) aus (B.11a) ergeben
sich aus (4.16e) als C, := Ck" dist(y, X)™* und =, := v /dist(y, X). Ein-
setzen dieser Grofien in (B.11b) zeigt die Behauptung. ]

Die letzte Ungleichung des Satzes liefert iiber Lemma 4.1.4a wieder (4.14).

4.2.8 Interpolationsfehler fiir d > 1

Im mehrdimensionalen Fall d > 1 verwenden wir die Tensorprodukt-Inter-

d
polation im Quader X = [] [as, b;]. Der Interpolationsfehler betréigt
i=1

r,y) — V) ()| < 7cjtag Z [

mit wz x, : H —:cm

f||oo « (424)

wobei k = m? (vgl. (B.22)). Zur Stabilititskonstante Cygap (m) vergleiche man
(B.17) und (B.21).

Man beachte, dass der Separationsrang k und der Polynomgrad m nicht
mehr wie fiir d = 1 identisch sind. Wegen k = m? verschlechtert sich der
Separationsrang fiir eine fixierte Genauigkeit mit zunehmender Dimension d.

Satz 4.2.13. a) »(x,y) sei asymptotisch glatt™® in X xY C RYxRY. Dabei sei
X = Hf:l[ai,7 bi]. Die Tensorprodukt-Interpolation verwende den Grad m — 1
in allen Koordinatenrichtungen x; mit Stitzstellen in [a; ,b;] und produziere
»F) (z,y) (k = m?). Fiir die Stabilititskonstante gelte Cspap(m) < O(const™).
Ferner sei m+s >0 (s aus (4.16¢)). Dann gilt die Abschitzung

H%(.,y) _ %(k)("y)H [cé'dlamOO(X

"
ox = Dist(y, X) fir alley € YAX (4.25)

mit Konstanten ¢y, ch unabhdngig von m. Hierbei ist

diamo(X) = max{b; —a; : 1 <i <d}
der Durchmesser beziiglich der Maximummnorm. Sind X,Y n-zuldssig im Sinne
von diam.. (X) < ndist(X,Y), so folgt (4.14).

b) Die Taylor-Entwicklung (4.10) vom Grad m — 1 um xg € X liefert
k=k(m —1,d) Terme (vgl. (4.11)). Der Taylor-Rest geniigt der Ungleichung

13 Bs wird lediglich die Ungleichung (4.16e) bendtigt.
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L - diam(X) ™
y) — B H < [2CAmMA) i V\X, (4.2
H%( v y) — 2 (4 y) xS 1 { dDist(y, X) fir alley € Y\X, (4.26)
wobei jetzt diam(X) mittels der Euklidischen Norm definiert ist. Sind X,Y
n-zuldssig im Sinne von (4.8a), so folgt (4.14).

Beweis. a) Da in (4.24) nur Ableitungen in einer Koordinatenrichtung
auftreten, wird die asymptotische Glattheit lediglich in der Form (4.16e)
benétigt. Der Beweis von Lemma 4.2.9 kann analog auf den Fall d > 1
iibertragen werden. Zu beachten ist nur der zusétzliche Faktor Csdt;é (m) in
(4.24), der die Wahl von ¢y beeinflusst.

b) Der Taylor-Rest Ry,—1 = 5D s(xo+V (x — x0) ,y) aus (B.7) lautet
nach der Normierung ¢ := |z — zo| ™" (z — 20) € R?

|R7n—1| - |Dln%(x0 + U (‘T - '1:0) ay)|

| — a0
!

< C |z —xo|™ Y™ xo + 9 (2 —30) —y| " *

und ist durch O ([|x — xo|~y/ dist(y, X)]™) beschrinkt. ]

4.3 Weitere separable Entwicklungen

4.3.1 Andere Interpolationsverfahren *

Die Polynominterpolation ist wegen ihrer Einfachheit oft die erste Wahl, aber
andere Interpolationsverfahren kénnen ebensogut verwendet werden. Hierzu
gehoren zum Beispiel die trigonometrische Interpolation (vgl. [129]) oder die
in §D.2 diskutierte Sinc-Interpolation.

Stiickweise Interpolationen kommen weniger in Frage, da dort die Fehler-
abschétzungen ungiinstiger sind. Wenn allerdings die Kernfunktion s nicht
asymptotisch glatt, sondern nur stiickweise glatt ist, wéren stiickweise Inter-
polationen wie in §4.3.3 beschrieben die beste Methode.

Auf Interpolation bzw. Approximation durch Ezponentialfunktionen wird
speziell in Abschnitt 4.3.4 hingewiesen.

4.3.2 Transformationen *

Eine weitere Moglichkeit ist, die Funktion s (z,y) zuerst mittels x = ¢(t)
geeignet zu transformieren: (¢, y) := s(¢(t),y). Die Interpolation von (¢, y)
liefere die Darstellung

(t,y) = 7P (t,y) = Z s(ty,y)L;(t)



4.3 Weitere separable Entwicklungen 71

(t;: Stiitzstellen, L;: Lagrange-Funktionen'*). Sei ¢! die Umkehrfunktion zu
. Dann schreibt sich die Naherung équivalent in der Form

wla,y) m M (2,y) =Y w(olty), y) Ly~ (@)
J
Das Resultat ldsst sich als eine Interpolation mit Hilfe der Funktionen
L;(¢7*(-)) deuten. Diese Methode ist zum Beispiel interessant, wenn ¢ die
Parametrisierung einer Kurve beschreibt.

4.3.3 Stiickweise separable Entwicklung *

Der Bereich X x Y, in dem die separable Entwicklung (4.1) bestimmt werden
soll, kann auch disjunkt in Teilbereiche zerlegt werden, die jedoch alle die
Produktform X’ x Y besitzen miissen. Separable Entwicklungen in den Teil-
bereichen koénnen dann zu einer separablen Entwicklung im Gesamtbereich
zusammengesetzt werden.

Beispielsweise wihle man eine disjunkte Zerlegung von X in X;UX, und
von Y in Y,UY,. Fiir alle vier Kombinationen X; x Y; € X xY bestimme
man jeweils eine separable Entwicklung

k
B0 (2, y) =" ) @)y (y) firw e X, yeY; (1<id,j<2).
v=1
Dabei diirfen die jeweiligen Entwicklungen nach unterschiedlichen Methoden
konstruiert sein. Wir setzen

(p(4k) 4 o (pg/kw) Yx
e iy <4< 1<0 <R
Vld—1)426-D)4j—1 = P07 XY

wobei ¢ die charakteristische Funktion der Menge C' bezeichnet. Produkte
mit x¢ seien auflerhalb von C' stets als null definiert, auch wenn der andere
Faktor dort nicht definiert ist. Damit erhilt man eine separable Entwicklung
der Form (4.1):

248 (5 Z P () (4R ) Z Z ( (ki) ,) (x) (wﬁk’i’j)xn> (y)-

i,j=1v=1

Die Zahl der Terme betragt k& multipliziert mit der Anzahl der Teilbereiche
(hier 4). Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir (z,y) € Xy x Y}, alle Kombina-

tionen 7, j aus 22 _, zu null fithren bis auf i = i’, j = 5/, sodass »**)(z,y)
wie vorher mit Ey 1 <pl(,k 27])( )wﬂ““)(y) iibereinstimmt.
' IL; heifit Lagrange-Funktion, wenn sie im gewiinschten Interpolationsraum liegt

und L;(tx) = d;% (Kronecker-Symbol) erfiillt. Falls der Interpolationsraum durch
Polynome gegeben ist, sind die L; die Lagrange-Polynome.
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Anmerkung 4.3.1. Beim stiickweisen Vorgehen darf die Zerlegung des z-
Bereiches nicht vom Argument y abhéingig gemacht werden und umgekehrt.
Wie im obigen Beispiel miissen die Teilbereiche kartesische Produkte X; x Y}
sein. BEs ist z.B. nicht méglich, das Quadrat [0,1]° in die beiden Dreiecke
{(z,y) : 0 <z <y <1} und {(z,y) : 0 <y <z <1} zu zerlegen.

4.3.4 Kerne, die von  — y abhingen

Viele der interessanten Kernfunktionen sind eine Funktion der Differenz x —y,
d.h.

x(z,y) = s(z —y).

Wenn z und y in X bzw. Y variieren, gehort die Differenz ¢t = x — y zu
B =B(X,)Y)={x—y:zeX,ye Y}

Falls man s(-) in By durch ein Polynom approximiert: s(¢) ~ P(t) (Taylor-
Entwicklung, Interpolation usw.), ist P(x — y) offenbar ein Polynom gleichen
Grades in x und y. Wegen (4.4) ist damit eine separable Approximation (4.1)
fiir »(z,y) = s(x — y) gefunden, bei der gol(,k) und ’(/J&k) Polynome sind.

Eine weitere Moglichkeit ist die Approximation von s(¢) durch eine b/a
der Form s(*)(t) := Zl]f:l wy exp(—ayt) (vgl. §13.2.3.2, §D.4.2). Dann besitzt
s W)z, y):= 5"z — y) den gleichen Separationsrang k.

Zum Teil wendet man fiir verschiedene Bereiche von ¢ verschiedene Ent-
wicklungen an. Wegen Anmerkung 4.3.1 kann ein Bereich aber nicht impli-
zit durch {(z,y):t <2 —y <1} definiert werden, sondern muss die Gestalt
X XY besitzen. Umgekehrt ist zu beachten, dass auch fiir disjunkte Bereiche
X XY und X’ x Y’ die Mengen By(X,Y) und B;(X’,Y”) iiberlappen kénnen.

4.3.5 L-harmonische Funktionen *

Die in §4.2 behandelten Approximationen verwenden Polynome. Fiir die Wahl
der Polynome spricht, dass diese fiir analytische Funktionen die optimale
Approximationsordnung liefern.

In vielen Anwendungen sind die Kernfunktionen Fundamentallosungen
elliptischer Gleichungen, das heifit, sie erfiillen L,sx(z,y) = d(x — y) und
Ly »(x,y) = 6(x — y). Dabei sind L ein elliptischer Differentialoperator (z.B.
L=A= Z?Zl 9?/0z%) und L* der adjungierte Operator. Der untere Index
in L, bzw. Lj besagt, dass L auf die - bzw. y-Variable angewandt wird.
d(-) ist die Diracsche Deltafunktion. Wahlt man disjunkte Bereiche X und Y,
folgt L.s(x,y) = Ljs(x,y) = 0 fir z € X und y € Y. Damit sind s(-,y)
L—harmonisch und s(x,-) L*-harmonisch im Sinne der folgenden
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Definition 4.3.2. Fine Funktion u(-) mit Lu = 0 heifit L-harmonisch'®.

Fiir die Entwicklung »(®) (z,y) = ij:l <p,(,k) (x) ) (y) kann man fordern,
dass auch »(®) L-harmonisch in z und L*-harmonisch in y seien:

Lo =0, Ly =o0.

Fiir den Laplace-Operator A ergeben sich als Kandidaten die harmo-
nischen Polynome. Im Falle d = 2 lauten die harmonischen Polynome in
x = (x1,22) :

Grad=0: 1

Grad=1: a4 To

Grad =2 x% — x% T1T2

Grad =3: 2} —3z123 3 — 323wy

Grad =4: 2} — 6323+ 25 2310 — 2123

Der offensichtliche Vorteil ist, dass die Anzahl der harmonischen Polynome bis
zu einem Grad m nur O(m) betrigt (statt O(m?) im allgemeinen Fall; vgl. An-
merkung 4.2.1). Bei Raumdimension d reduziert sich die Zahl von O(m?) auf
O(m?=1). Die Hinzunahme der nicht-harmonischen Polynome verbessert die
Approximation an eine harmonische Funktion nicht.

Ansétze mit L-harmonischen Funktionen werden in Multipol-Verfahren
verwendet (vgl. [122], Sauter-Schwab [125, §7.1.3.2]). Man beachte, dass fiir
spezielle Differentialoperatoren L auch spezielle Funktionensysteme benotigt
werden. Fiir L mit variablen Koeffizienten kennt man im Allgemeinen die
L-harmonischen Funktionen nicht explizit.

4.3.6 Separable Entwicklungen mittels Kreuzapproximation *

Die Anwendung der Kreuzapproximation auf bivariate Funktionen wird in
§9.4.4 erlautert werden. Sie liefert separable Entwicklungen, die in §9.4.5 fiir
die sogenannte hybride Kreuzapproximation ausgenutzt werden.

4.3.7 Die optimale separable Entwicklung

Bei Matrizen ermoglicht die Singuldrwertzerlegung die beste Approximation
durch Rang-k-Matrizen (vgl. Satz 2.4.1). Im Anhang C.4 findet sich die Her-
leitung der Singulédrwertzerlegung fiir kompakte Operatoren. Das Resultat ist
die Darstellung

!5 Falls Au = 0 fiir den Laplace-Operator A = "% (9/9z;)? gilt, heift u harmo-
nisch. Der Name “L-harmonisch” ist eine Verallgemeinerung fiir andere Differen-
tialoperatoren L als A. Die Bedingung Lu = 0 kann auch in der schwachen Form
(Variationsformulierung) angegeben werden.
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w(w,y) =Y ovpu(@)(y)  (weX, yeY) (4.27)
v=1

mit Singuldrwerten o1 > o2 > ... > o, \, 0 und Funktionensystemen
{p, : v € N} und {9, : v € N}, die jeweils Orthonormalsysteme in L?(X) bzw.
L?(Y) darstellen (vgl. Satz C.4.1 und Anmerkung C.4.2b).

Wie im Matrixfall ergibt sich die beste k-Term-Approximation als die Teil-
summe

k
X ay) =Y ovpu(@)uly)  (weX,yeY), (4.28)

die (4.1) mit ga,(,k) := 0,p, und 1/11(,k) = 1), entspricht. Die Fehler sind gemif3
(C.17) und (C.20)

1Kxy = K2 020y = o1,

k )
||%_ %(k)”Lz(XXY) = ||ICXY - ]Cg(;/HF = \/m

Dabei sind Kxy und Kg?g/ die Integraloperatoren mit den auf X x Y definier-
ten Kernfunktionen s und »(*):

(Kxyu) (z) == /Y (e, y)uly)dy,

(4.29)

(z € X) (4.30)
(K (z) = / ) (&, y)uly)dy
Y

(vgl. FuBnote 22 auf Seite 18). Es gibt kein () von der Form (4.1),
das in (4.29) bessere Abschitzungen erzielen kann (vgl. Satz C.4.6).
Damit bestimmen allein die Singuldrwerte o, die bestmdglichen Fehler
1Kxy — K ll2(x)rz(vy und [l = 528)|| 12 xyy -

Im Allgemeinen ist die Entwicklung (4.27) nicht zugéinglich. Interessant ist
aber bereits das asymptotische Verhalten der Singuldrwerte o,. Falls beispiels-
weise |o,| & ] exp (—chv™) gilt, wire eine separable Entwicklung mit dem
Fehlerverhalten (4.5) (bei gleichem «) asymptotisch optimal.

4.4 Diskretisierung von Integraloperatoren mit
separablen Kernfunktionen

4.4.1 Einfiihrung: Separable Entwicklung und
Galerkin-Diskretisierung

Zum Zwecke der Einfithrung nehmen wir die folgende Situation an:

1. Die quadratische Matrix K € R’*! werde auf einen zulissigen Block
b=17x o (1,0 C I) beschrinkt.
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2. Die Funktion »(x,y) sei fiir x,y € I' definiert. Gegeben Teilbereiche X

und Y von I, betrachten wir im Folgenden die Beschriinkung von s(z,y)

auf X xY und die hierdurch definierten Integraloperatoren Cxy und ICE’;;/

aus (4.30).
3. Der Zusammenhang von K und s(z,y) sei durch (1.28) gegeben:
= [ [px(x,y)di(x)¢;(y)dxdy (¢; fiir i € I sind die Basisfunktionen
des Galerkin-Verfahrens, vgl. (1.22a)). Die Voraussetzung an die
Indexteilmengen 7, o ist, dass sie im folgenden Sinne zu X,Y passen:

Trager(¢;) C X fiiri € 7 und Triger(¢;) CY firjeo.  (4.31)

Damit ldsst sich der Integrationsbereich von I' x I auf X x Y reduzieren:
K;; = / / w(x,y)di(x)p;(y)dady firalleier, jeo. (4.32)

xJy
4. Zu einem k sei eine Approximation »(*)(z,y) = Zﬁ 1<p5,k)( )wﬁk)(y)

gemiif (4.1) gegeben.

In (4.32) ersetzen wir » durch »(*) und erhalten

KW // (2, y)¢i(2)d;(y)dady i alleier, jeo.  (4.33)

Dies definiert den Matrixblock K® |, ,, vorausgesetzt dass die Mengen X, Y
aus (4.31) die Zu1a851gkeltsbed111gu11g aus §4.1.3 erfiillen'®

Der Fehler K \TXU — K|;xo hingt offenbar eng mit s — »*) zusammen
und wird in §4.5 diskutiert werden. Die folgende Feststellung ist einfach, aber
fundamental.

Satz 4.4.1. Wenn »%) ein separabler Ausdruck der Form (4.1) ist, gehort
K®| o 2uR(k,T,0).

Beweis. Fir i € 7 und j € o ist

kP = / | Aot sy
—Z /. / AP (@) (1) 9n ()6 (4)drdly =
_Z/ (®) (5 /w(k)( Zaw .

= Qi = bju

16 Mit der spiter eingefiihrten Notation wird dies als 7xo € P geschrieben. Es wird
auch (kleine) Blocke b = 7 X o € P~ geben, die nicht notwendigerweise zuléssig
sind und fiir die die exakten Matrixwerte K" |, = K|, verwendet werden.
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Damit ist offenbar K*)|.,, = ABT eine Matrix aus R(k, T, o). [ ]

Somit ist anhand der Galerkin-Diskretisierung illustriert, wie man von
der Existenz einer separablen Approximation vom Separationsrang k zu einer
R(k, T, 0)-Matrix gefiihrt wird!”. Diese Implikation ist nicht auf die Galerkin-
Diskretisierung beschriankt, wie man in §4.4.2 sehen wird.

4.4.2 Separable Entwicklung und allgemeine Diskretisierungen *

Seien K|;, die Untermatrix zum Indexblock b =7 x o und s(-,-) : I'x I’ = R
die Integralkernfunktion des Integraloperators KC aus (1.25b), wobei I' eine
Oberfliiche oder ein Teilbereich von R sein kann.

Wir betrachten die Funktion » nur in dem Teilbereich

x: X xY — R,

in dem die separable Entwicklung (4.1) gelte (hierzu wird im Allgemeinen
vorausgesetzt, dass X,Y C I' einer der Zuldssigkeitsbedingungen (4.8a-d)
geniigen). Die Beschrinkung auf X xY definiert den Integraloperator Kxy aus
(4.30). Kxy kann als Abbildung zwischen den Hilbert'® Rdumen L?(Y) und
L?(X) angesehen werden kann (vgl. Definition C.3.7). Wir gehen im Folgenden
von einer separablen Entwicklung »(*) gemiB (4.1) aus und definieren hierzu

den Integraloperator ICEQ, wie in (4.30).

Geméf (1.33a,b) lassen sich alle Diskretisierungen von K als K = A; A3
schreiben, wobei A; : L?(I") — R™ (i = 1,2) lineare Abbildungen sind. Die
Komponenten A; ; von A; sind Funktionale. Die Beschréinkung auf 7 ergibt
Ailr := (A1), (gleiche Notation wie in (1.12)). Analog sei Az|, definiert.

Wie in (4.31) setzen wir voraus, dass

Tréager(A; ;) C X furi e, Tréager(As ;) CY firjeo (4.34)
(vgl. Definition C.3.2). Eine triviale Folge ist
Kij = (MKAY);; = M KAS ;= A i Kxy Ay firi €7, j€o,  (4.35a)
oder
K|y = M| K (As])* = A1) Kxy (A2]5)" fiirb =17 X 0. (4.35b)
Approximation von s durch () liefert
K =M, K$ A3,  firier, jeo (4.35¢)
17 Man beachte, dass der Rang kleiner ausfallen darf: Der Fall Rang(K®|,x.) < k
kann auch dann auftreten, wenn k in (4.1) minimal ist.

18 David Hilbert, am 23. Januar 1862 in Kénigsberg (Preuflen) geboren und am 14.
Februar 1943 in Gottingen gestorben.
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oder in kompakter Form!?
. Malr = (Avg),
KM, = 4], K& (As],)* R ier 4.35d
lb 1lr Kxy (A2]5) L Agly = (Ay ieo- ( )

Mit Hilfe der Ubung C.3.3 erhilt man die

Anmerkung 4.4.2. a) Galerkin: Fiir die Abbildungen A; = Ay des Galerkin-
Verfahrens gilt

Trager(A; ;) = Triger(As ;) = Tréger(¢,) (4.36a)

(¢;: Basisfunktion aus (1.28)).

b) Kollokation: Fiir das Kollokationsverfahren in den Kollokationspunkten
x; ist

Tréager(A1 ;) = {z:} (x; aus (1.30)), (4.36b)

wéhrend (4.36a) fiir Ay zutrifft.

¢) Nystrom: Der Punktwert (4.36b) gilt auch fiir die beiden zum Nystrgm-
Verfahren gehoérenden Abbildungen A; und As.

d) Die Bedingungen (4.34) erfordern daher

Galerkin-Verfahren:

Triger(¢:) C X fir i€ 7, Triger(¢;) C Y fiir j € o, (4.372)
Kollokationsverfahren: (4.37b)
z; € X fiiri €T, Tréger(¢;) C Y fur j € o, '

Nystrom-Verfahren: (4.37¢)

r; € X firi € T, x; €Y fiir j € o.
Die Verallgemeinerung des Satzes 4.4.1 lautet wie folgt.
Satz 4.4.3. Sei b =7 x 0 ein Indexblock.
M|y i LA(X) = R™ und Ay, : LA(Y) = R

seien lineare Abbildungen mit der Trdgereigenschaft (4.31). Der separable
Ausdruck »%) sei von der Form (4.1), und der zugehirige Integraloperator

ICE’;%/ sei durch (4.30) definiert. Dann liefert

KO, = (4]) K% (4ol Zm o) (Aalow)) 438)

k
= E ayb)
v=1

19 Die Schreibweise K™ |, = Ai|, K® (Az],)* mit K*) statt ICE?;, wire mnicht
korrekt, da K*) als Operator von L?(I") nach L?(I') nicht definiert ist. Nur
wenn ' X I in disjunkte Teilbereiche der Form X x Y zerlegt ist und auf allen
Teilbereichen eine Approximation »(*) definiert ist, ldsst sich K*) erkléren.
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mit a, = Aq]-(¢ E,k)) € R™ und b, = As|s( ,(,k)) € R? eine Darstellung als
Rang-k-Matriz.

Beweis. a) Wegen (4.31) sind die Funktionale Al,i(<pl(,k)) (t € 7) und Ay ;( (k))

(j € o) wohldefiniert und ergeben die Vektoren a, € R™ und b, € R7.
b) Definitionsgemés ist b, = As|, ( ) € R7, sodass fiir alle u € R” gilt:

o= = (1 0), = (9.0 ),.
- /Y 69 () ((Aalo) 1) () dy. (4.39)

Fir z € Y und u € R? folgt

(K8 (ko)) @) = [ 20a.9) ((Aelo)"w) ()

/(Z% (2)0) (1)) ((42lo)" ) () dy

- zw / 6P() ((Aslo)" u)(y) (439)20(’“

also (ICE’;%/ (/12|g)*> (x) = Zﬁ 1 <pl(,k)( ) b} . Anwendung von A;|, liefert

K(k)|b /11| ,C(k) ( _ Al (ZSD k) bT)
k
= ZAl‘T(<p£k)) b;F = Zayb;r'
v=1 v=1

4.5 Approximationsfehler *

4.5.1 Operatornormen

In diesem Abschnitt werden wir den Fehler K|, — K(®)|, eines Matrixblockes
zu b = 7 x o studieren, der durch die Approximation von s durch () her-
vorgerufen wird. Der Fehler der Gesamtmatriz K*) wird spiter in §6.5.4
diskutiert werden, nachdem die Partition der Matrix in Teilblocke festgelegt
worden ist.

Drei mathematische Objekte konnen Gegenstand der Fehlerbetrachtung
sein:
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e der Fehler K|, — K|, der Matrixblécke,

e die Differenz xy — Ing, der Operatoren oder

e die Differenz » — »(*) der Kernfunktionen,

wobei die letzten beiden Grofien eineindeutig aufeinander bezogen sind. Fiir
alle genannten Groflen bieten sich mehrere Normen an. Eine bequeme Norm
fiir Cxy — ngg/ ist die Hilbert-Schmidt?°-Norm ||-||¢ (vgl. (C.19)), denn es
gilt der definitionsgeméfie Zusammenhang

IKxy = K& e = 15 = 59| 2 (x vy (4.40a)

Naheliegender ist oft die Operatornorm von £(L?(Y), L?(X)) (vgl. §C.3 zur
Definition der Norm). Aufgrund der Ungleichung

IKxy — K llze (0 r2vy < [Kxy — Kih e (4.40b)

gelingt die Kombination mit (4.40a).

Diese auf L?-Normen basierenden Abschiitzungen sind fiir das Galerkin-
Verfahren geeignet. Bei der Kollokation verlangt die Punktauswertung
beziiglich z zumindest Stetigkeit in =z, sodass [[K — K®|lcx)—r2(v)
naheliegt. Im Nystrom-Fall ist Stetigkeit in beiden Variablen notwendig:
IK — K®|cx)—c(v)- Auch hier lassen sich leicht die Zusammenhéinge

zwischen Kxy — Kg?g, und s — ) beschreiben, z.B. gilt

k
Kxy = K oo —rav) = sup 5¢(x, ) = 59 (@, ) p2evy. (4.40c)
EaS
Auch diese Norm kann zur Abschitzung von ||[|z2(x)—r2(y) verwendet

werden (u(X): Maf von X):

k k
1Kxy = K& 2y r20r) < ViX) 1Kxy — K8 lloo 2y (4-40d)

4.5.2 Matrixnormen

Der interessante Zusammenhang ist der zwischen K|, — K|, ecinerseits
und Lxy — Kg?z, bzw. 3 — %) andererseits. Wir werden uns hier auf das
Galerkin-Verfahren konzentrieren, fiir das in §C.5.2 die Prolongation P, die
Restriktion R und die Gramsche?! (Masse-)Matrix M eingefiihrt werden. Fiir
das Galerkin-Verfahren gilt gemé8 (1.33b) und Anmerkung 4.4.2, dass die die
Diskretisierung charakterisierenden Abbildungen A1, A5

R=Ay =4/,  P=Al=A;

lauten (vgl. (C.24)). Fiir die Beschréinkungen R|, notieren wir kiirzer R,.
Entsprechend ist P, := P|, = R}.

20 Erhard Schmidt, geboren am 13 Januar 1876 in Dorpat (jetzt Tartu, Estland),
gestorben am 6 Dezember 1959 in Berlin.

21 Jérgen Pedersen Gram, geboren am 27. Juni 1850 in Nustrup (Dénemark), ge-
storben am 29. April 1916 in Kopenhagen.
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Lemma 4.5.1. R, K|, und K*)|, seien mittels der Galerkin-Diskretisierung
definiert. a) Es gilt:
1/2 1/2
IRels = 1 Bellar o) = M2, I Rall2 = IMo]13, (4.41a)

wobei My := M|, x, die Beschrinkung der Gramschen Matriz (1.24) ist. Ent-
sprechend ist My = M|sxo-
b) Beziiglich der Spektralnorm gilt

| Kl = KOs < 1R I Boll2 1K= K® 2o pory. (441D)
¢) Komponentenweise gilt

k )
|Kij_Ki(j)| < H%_%(k)||L2(Tréiger(¢i)><Tréiger(¢]~))||¢iHL2(X)H¢jHL2<Y)- (4.41c)

d) Die Frobenius-Norm wird abgeschitzt durch

[Klo = KO < e = ooy M3 1M1 (4.414)
Beweis. a) Teil a) folgt aus Lemma C.5.1b.
b) Folgerung aus K|, — K®|, = R,KP, - R,K®P, =
(C.33) und (4.35b) P,=(R,)*

R (K- IC(’“)) (R,)" und der Abschiitzung der Faktoren.
c¢) Man wende die Schwarzsche?? Ungleichung an auf

Kig =K = [ (6= 29 (@ 0)0u(0)0, )y
X XY
d) Die lineare Abbildung A : L?(X x Y) — R? sei mittels
ANg) = Vij)ijyey it vy = /X Yg(x,y)@(x)qu(y)dxdy
X

definiert, sodass K;; — Kfj) A (32— >®)) . Wie in a) gilt [|AI3 = [|AN*]|2.
AX* st das Tensorprodukt M, ® M, und daher |[A\*[ls = ||[M;|2]|Ms]|2

(vel. Ubung 15.3.2). ]

Ubung 4.5.2. Man zeige || M, |2 < || dier w(Trager(¢;))| @120, x, wobei p
das entsprechende Flichen-, Volumen- oder Oberflichenmafl und |- y die
Maximumnorm in X sind.

22 Hermann Amandus Schwarz, geboren am 25. Januar 1843 in Hermsdorf, gestorben
am 30. November 1921 in Berlin.
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4.5.3 Sachgerechte Normen

Die Normen ||K|, — K®|3||o oder ||K|, — K®|y||r sind nicht die besten
Beschreibungen des Fehlers. Beispielsweise kénnen Matrizen verschiedener
Diskretisierungsarten verschieden skaliert sein (die Koeffizienten K;; der
Galerkin- und der Nystrgm-Diskretisierung unterscheiden sich um den Faktor
h2?, wobei h die Schrittweite sei und d die Dimension des Integrations-
bereichs). Bei ungleichméfigen Schrittweiten, beispielsweise bei lokaler
Gitterverfeinerung, ist die Galerkin-Matrix in verschiedenen Bereichen unter-
schiedlich skaliert. Eine Standardmatrixnorm nimmt hierauf keine Riicksicht.
Bessere Matrixnormen basieren auf der Norm || - ||| aus §C.5.3.

Die Galerkin-Diskretisierung kann mit Hilfe der orthogonalen Projektio-
nen II,,II,, die auf den Ansatzraum span{¢; : j € o} C L*(Y) bzw. den
Testraum span{¢; : j € 7} C L?(X) abbilden, definiert werden. Das nach-
folgende Lemma stellt die Zusammenhinge zwischen K|y, Kxy, II;, I1,, der
Prolongation P, und den Massematrizen M, = PP, und M, = P}P, her.
Die Aussage ergibt sich aus Lemma C.5.6. Man beachte den Zusammenhang
von P, = (A3],)" mit R, = Ay|, (A; aus Anmerkung 4.4.2, R vom Beginn
dieses Unterkapitels) mittels R|. = R, und P; = R¥.

Die Darstellung K|, = R*K P, und die Definition der Projektionen
11, II, ergeben das nichste Lemma.

Lemma 4.5.3. In der Galerkin-Diskretisierung besteht zwischen KC und K der
Zusammenhang
P, M ‘K|, M;'Pr =1.K II,,
wobei Py : RT — L3(X) mit x = ())jer € RT = > e, 2id; und I =
P.M-'P?. Die Abbildungen II, und II, sind die orthogonalen Projektionen
auf span{¢; : j € T} bzw. span{¢; : j € o}. Ebenso gilt
P.MAEW ), Mo P =11, KW 11, .

Die Norm ||[P, M K|,M; P} 2(x)—r2(v) entspricht im Wesentlichen
der Norm von K und ist insbesondere invariant gegeniiber der Basiswahl,
gegeniiber Skalierungen der ¢; bzw. gegeniiber unterschiedlichen Gittergrofien
bei lokal verfeinerten Triangulationen. Deshalb ist diese Norm den vorher-

gehenden vorzuziehen. Dies legt die Verwendung der folgenden Operatornorm
nahe (vgl. auch §C.5.3):

WAl == [|M-Y? A M7Y2?|,  fiir A e R, (4.42)
Auf Grund von (C.29d) gilt die Identitét
1P A Ky M B ) navy = (M7 2K M 2. (443)

Satz 4.5.4. Fiir die Galerkin-Diskretisierung gilt die Identitdt und Ab-
schétzung
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1610 = Kl = 17 (K = KO ) Mol )20 (4.4
<K - IC(k)”L?(XTy—L?(XU) <K - ’C(k)HL2(X)<—L2(Y)
mit X; C X und X, CY aus (5.5a,b).

Beweis. Analog zu (C.34) gilt
1L, (K = K®) 1, = Py (K] = KO)) My Py

Die L(L*(Y),L?*(X))-Norm des letzten Ausdruckes ist gemif (4.43)
gleich || K|, — K®|,||. Die letzte Ungleichung in (4.44) ist Folge von
I || L2 (x)—r2(x) = ol L2 (v)—r2(v) = 1. u

Ubung 4.5.5. Wie ist ||| - ||| fiir die Félle der Kollokations- bzw. Nystrgm-
Diskretisierung zu definieren?

Aus diesem und dem vorigen Abschnitt lassen sich die folgenden Schliisse
ziehen:

e FEine separable Approximation ) (z,y) = ZIZ:1 gpf,k)(x) ,(,k)(y) in
X xY fithrt auf eine Rang-k-Matrix K|, in b = 7 x o, wenn die
Triagerbedingung aus (4.37a-~c) zutrifft.

e Der Matrixfehler K|, — K*)|, gemessen in der Norm ||| - ||| ist beschriinkt
durch den Operatornormfehler || — K *) llL2(x)—r2(v)-

Es bleibt die prinzipielle Aufgabe, Approximationen () mit Separa-
tionsrang k zu finden, sodass ||IC — K(k)”Lz(X)(_[g(y) moglichst klein ist.
Die bestmogliche Approximation ergibt sich wieder durch die Singuldrwert-
entwicklung (4.28). Konkrete Approximationen sind in §§4.2-4.3 konstruiert
worden.

Im nachfolgenden Kapitel wird die Matrix in Unterblocke partitioniert.
Die obigen Fehlerabschitzungen fiir K|, — K *)|, kénnen fiir alle Blocke b der
Partition angewandt werden. Die Abschiitzungen fiir die Gesamt-H-Matrix
findet sich dann in §6.5.4.
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Matrixpartition

5.1 Einleitung

5.1.1 Ziele

Am einfachsten wiire es, wenn die gesamte Matrix M € R’*”/ durch eine Rang-
k-Matrix approximiert werden koénnte. Da dies in der Praxis selten moglich
ist, wurde schon in §1.7.1 angekiindigt, dass stattdessen Untermatrizen M|,
bei geeigneter Auswahl der Blocke b C I x J durch Rang-k-Matrizen er-
setzt werden. Im einfithrenden Beispiel von §3 wurde im Falle der Indexmenge
I=J={1,...,n = 2P} eine Zerlegung der Matrix in 3n — 2 Untermatrizen
angegeben (vgl. (3.4)). Wir nennen dies eine Blockpartition der Matrix (kurz:
“Partition”; genauer gesagt ist es eine Partition der zugrundeliegenden Index-
paarmenge I x J). Die exakte Definition einer Blockpartition P von I x J wird
in Definition 1.3.6 gegeben.
Im Folgenden sammeln wir Wiinsche an eine solche Partition:

1. Die Partition P soll méglichst wenige Blocke enthalten, da eine Erhohung
der Anzahl den Speicheraufwand wachsen lisst. Eine Anzahl #P =
O(max{#I,#J}) wie im einfithrenden Beispiel wére wiinschenswert.

Da alle Blocke zusammen #1-#J Eintrége enthalten, d.h. } 7, p #b = #1-#J,
ist eine moglichst kleine Blockanzahl mit der néchsten Forderung dquivalent:

2. Die Blocke b € P der Partition P miissen moglichst grofl sein. Zudem gibt
es eine Mindestgrofie, da die Ersetzung einer Untermatrix M|, mit b =
7 x o durch eine Rang-k-Matrix nur Sinn macht, wenn k < min{#r, #o};
noch besser wire k < min{#r, #o}.

3. Zu grofie Blocke b enthalten Untermatrizen M|, deren Approximation
durch eine Rang-k-Matrix vielleicht ein zu grofiles k verlangt. Daher
miissen die Blocke b € P der Partition P klein genug sein, sodass M|,
noch durch eine Rang-k-Matrix mit relativ kleinem k gut approximierbar
ist.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_5,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009



84 5 Matrixpartition

4. Die Blockstruktur der Blockpartition muss so geartet sein, dass die
Matrixoperationen wie im einfithrenden Beispiel von §3 moglichst billig
durchfiihrbar sind.

Offensichtlich sind die 2. und 3. Bedingung gegenldufig. Die Wiinsche
nach geringen Speicherkosten und hoher Approximationsgenauigkeit sind
nicht gleichzeitig realisierbar. Die richtige Balance wird mit Hilfe der
Zulassigkeitsbedingung aus §5.2 erreicht werden.

Die 4. Bedingung wendet sich gegen eine Blockzerlegung wie z.B. in
M =|. .[-]- . Hier wére eine Multiplikation M - M sehr erschwert, da die

Zeilen- und Spaltenindex-Untermengen der Blocke nicht richtig zusammen-
passen. Fine geeignete Blockstruktur der Partition muss wie in §3 aus einer
hierarchischen Konstruktion hervorgehen. Dies wird Gegenstand von §§5.3-5.4
sein.

§5.3 liefert eine Menge T'(I) von Blocken (die sogenannten “Cluster”), die
Teilmengen der Indexmenge I sind. Diese Blocke konnen benutzt werden, um
einen Vektor » € R’ in einen Blockvektor zu zerlegen. Der “Clusterbaum”
T(I) wird Blocke jeder Grofienordnung enthalten, sodass sowohl grobe als
auch feine Blockstrukturen zur Verfiigung stehen.

Da die Matrixeintrige durch Indexpaare (i,j) € I x J indiziert werden,
braucht man fiir Matrizen den “Blockclusterbaum” T'(I x J). Dieser wird in
85.5 eingefiihrt.

Im Folgenden werden wir eine Teilmenge (ein “Cluster”) der allgemeinen
Indexmenge I mit dem griechischen Buchstaben 7 bezeichnen (7 wird Element
des Baumes T'(I) sein). Fiir Paare von Clustern werden im Allgemeinen die
Notationen 7 und o (z.B. in 7 x ¢) gewéhlt. Der Block b = 7 x ¢ ist Element
des Blockclusterbaums T'(I x .J).

5.1.2 Eindimensionales Modellbeispiel

Zur Illustration der folgenden Konstruktionen wird eine eindimensionale
Integralgleichung als Modellbeispiel verwendet:

u(z) —|—/0 log |z — ylu(y)dy = g(x) fiir z € [0, 1]. (5.1)

Das Intervall B = [0, 1] wird dquidistant in n = 2P Teilintervalle
Ji=[(i—1)hin), 1<i<n,
der Lénge h = 1/n unterteilt. Die stiickweise konstanten Funktionen

1 fir x € J;,
i(w) = {O sonst }
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definieren den Unterraum V,, = span{¢i, ..., ¢,}. Dazu werden die Kolloka-
tionspunkte &; = (z — %) h gewahlt. Die Indexmenge ist demnach
I1={1,2,...,n} (5.2)

Das Kollokationsverfahren lautet:
1
Man suche v € V,, mit u(&;) —|—/ log & — ylu(y)dy = g(&) fiir i € 1.
0

Macht man den Ansatz u =
Gleichungssystem

x+Kx=g (5.3)

jer Tidi, erhalt man fiir x = (z;),; € R das

ih

mit K;; = / logl& —yldy, g=(9i)ics>» 9i:=9(&)
(G=1Dh

(vgl. (1.29) und (1.30)). Um an die Notation K = A;KA% aus (1.33a) anzu-

kniipfen, wihlt man die Funktionale® Ay ; und Ay ; (Komponenten von Ay, Az)

als )
jh

M) =ul€), Ay = [ uldy (el
(G=1Dh

Im Falle des Galerkin-Verfahrens wire A ;(u) = f(iih_l)h u(y)dy von der
gleichen Gestalt wie Ay ;. Die Approximation des Integrals durch eine 1-
Punkt-GauB-Quadratur liefert A;;(u) = hu(&;). Somit fithrt die Galerkin-
Diskretisierung mit dieser Quadratur zu den Gleichungen aus (5.3) multi-
pliziert mit dem Faktor h.

Fiir die Trager der Funktionale gilt

’I‘I‘égel‘(ALi) = {gl}, Tréger(/lgd-) = Jj = [(] — 1) h,jh] (54)

Es wird sich herausstellen, dass fiir diese Matrix die Blockstruktur aus
Abbildung 5.1 die am besten geeignete ist.

5.2 Zulassige Blocke

5.2.1 Metrik der Cluster

Sei 7 C I eine beliebige Teilmenge (“Cluster”) der Indexmenge. Zu jedem
i € 7 gehore wie in (5.4) eine Teilmenge X; C RY. X; kann eine Punktmenge
sein (z.B. X; = {&} wie links in (5.4)) oder eine Teilmenge mit positivem
Volumen (z.B. X; = [(i — 1) h,ih] wie rechts in (5.4)). Die Standardwahl im
zweiten Fall ist

X; = Trager(¢;), (5.5a)

! Die Kollokation Ay ist auf V = L?(B) nicht definierbar. Hier nutzt man jedoch
aus, dass die rechte Seite g € L?(B) in (5.1) zu einer Losung u € H'(B) C C(B)
fithrt. Damit gilt v € C(B), und A; : C(B) — R" ist wohldefiniert.
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wobei ¢; die Basisfunktion zu i ist.

Beispiel 5.2.1. In dem Beispiel aus §5.1.2
liegt eine quadratische Matrix vor, aber
wegen der unterschiedlichen Tréger in (5.4)
sollte die Matrix K aus (5.3) als Element
von RT*7 betrachtet werden, wobei I und J
zwar isomorph sind, aber als elementfremd
behandelt werden. Dann sind X; = {¢;} fiir
telund X; =[(j — 1) h,jh] fir j € J wohl-
unterscheidbar.

Fiir jede Teilmenge 7 von I definieren wir

Abb. 5.1. Blockstruktur aus der

X, = U X; CR? (rcI). (5.5b) Rekursion (5.15) fiir eine 128 x

ier 128-Matrix

Wir nennen X, den Triager der Teilmenge 7.
Damit lassen sich der Durchmesser eines Clusters 7 und der Abstand zweier
Cluster 7 und o (beziiglich der Euklidischen Norm) definieren:

diam(7) := max{||2’ — 2"| : 2/, 2" € X}, TC1, (5.6a)
dist(r,0) :=min{|jlz —y|| :x € X;, ye X,}, 7CI, 0 CJ, (5.6b)

wobei J eine zweite Indexmenge ist (eventuell mit I = J).

Selbst wenn X; = {§;} einfache Punktmengen sind, kann die Berechnung
von diam(7) aufwindig werden. Ein einfacher Fall liegt dagegen fiir Quader
vor. Zur Vereinfachung werden daher wie im folgenden Lemma Quader als
Obermengen gewihlt.

Lemma 5.2.2. a) Wenn X, C R? im Quader Q, = H?Zl[ai,bi] enthalten
ist, gilt

diam(r) < diam(Q,) = /37 (b )’ (5.7a)

(analog gilt diam., (1) < diamy (Q,) = max?_, (b; — a;) beziiglich der Mazi-
mumnorm).

b) Wenn X, C Q, = [[[al,b]] und X, C Qo = [[[a?,b]], ldsst sich die
Distanz durch

dis(r.0) > dit(@r. Q) =[S0 di? (. b7 b)) (57)

abschitzen (analog gilt diste(T,0) > max?_, dist([a],bI], [aZ,b7]) beziiglich
der Mazimumnorm,).

¢) Der kleinste Quader mit X, C Q, heifft Minimalquader Qumin(X;)
(“bounding boz”). Sei X; = {&;} oder sei X; (z.B. Quader, Tetraeder usw.)
die konvexe Hiille mehrerer {fj}. Die bendtigten Punkte seien (ff)kzl ,,,,,
K = O(#7). Dann ist der Minimalquader mit O(#71) Operationen berechen-
bar.
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Beweis zu c¢). Die a;,b; in der Darstellung Q, = H?Zl[ai,bi] des Minimal-
quaders sind das Minimum bzw. Maximum der Komponenten (&;); bzw. (ff)“
1 < k < K, iiber alle j € 7. Diese Extrema werden mit O(#7) Operationen

berechnet. ]

Es sei bemerkt, dass die Definition der Quader von der Achsenorientierung
abhéingig ist. Die Definition geeigneter Quader @), D X, beliebiger Orien-
tierung wére moglich, wiirde aber die Berechnung wesentlich komplizierter
gestalten. Die néchste Anmerkung soll darauf aufmerksam machen, dass @
sich deutlich von Teilmengen des Integrationsbereiches B unterscheiden kann.

Anmerkung 5.2.3. Wenn der Integrationsbereich B C R? eine (d — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt, ist X, von der Dimension d — 1, die
Obermenge @, aber von der Dimension d.

5.2.2 Zulissigkeit

Fiir Matrizen in R7*7 sind die Blocke durch das Produkt 7 x o der Cluster
7 C I und o C J charakterisiert. In Anlehnung an Definition 4.1.7 gilt die

Definition 5.2.4 (n-Zulassigkeit eines Blockes). Sei n > 0. Zu den
Clustern T C I und o C J seien die Triger X, und X, assoziiert. Der
Block b =1 x o heif$t n-zuldssig, wenn

min{diam(7), diam(o)} < ndist(r, o) (5.8)

im Sinne von (5.6a,b).

Die Abbildung 5.2 entspricht der Abbildung 4.1
mit X und Y durch X, und X, ersetzt. distX,Y,) ‘
Anmerkung 5.2.5. a) Wenn der spezielle Wert von dam(Xe) o)

1 nicht explizit betont werden soll oder 7 aus App. 5.2. Clustertriiger
dem Zusammenhang hervorgeht, wird nur von der x_ und X,
Zuldssigkeit von b gesprochen.

b) In Analogie zu (4.8d) und (4.8a,b) gibt es die folgenden Varianten der
n-Zuldssigkeit:

max{diam(7), diam(c)} < ndist(r, o), (5.9a)

diam(7) < ndist(r, o), (5.9b)

diam(o) < ndist(r, o). (5.9¢)

Da die exakte Berechnung von diam(7), diam (o), dist(r, o) sehr aufwindig

wiire, ist die folgende Aussage hilfreich, die aus den Ungleichungen (5.7a,b)
abgeleitet wird.
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Lemma 5.2.6. Set b = 7 X 0, und X; C @, und X, C Q, gelte mit
den (Minimal-)Quadern aus Lemma 5.2.2. Dann folgt die n-Zuldssigkeits-
bedingung (5.8) aus

min{diam(Q, ), diam(Q,)} < ndist(Q-, Qs). (5.10)
Analog folgen (5.9a-c) aus den entsprechenden Ungleichungen fiir Q, und Q.

Das Ziel der Charakterisierung eines zuléssigen Blocks ist, hierdurch in-
direkt Blocke zu identifizieren, die gut durch Rang-k-Matrizen approximiert
werden konnen. Wie der nichste Satz zeigt, ist die Zuléssigkeitsbedingung
(5.8) auf asymptotisch glatte Kernfunktionen zugeschnitten.

K sei ein Integraloperator (1.25b) mit asymptotisch glatter Kernfunktion
sx(z,y) in X x Y C R? x R% Die Diskretisierung von K ergebe die Matrix
K € R Fiir den n-zuléssigen Block b =7 x o C I x I gelte X, C X und
X, C Y. Aufgrund der n-Zuléssigkeit ist

min{diam(X, ), diam(X,)} < ndist(X,, X, ).

0.B.d.A.? sei das Minimum fiir diam(X,) angenommen. Damit sind X, und
X, n-zuléssig im Sinne der Definition 4.1.7. Fiir die verschiedenen Konstruk-
tionen separabler Entwicklungen »(*) sind in §4.2 Abschitzungen der Art

co - diam(X;)

2 e\t < m .
dist(XT,XU)] < (en) (5.11)

|| 2 — %(k)”oo,X.,xX‘, < [

nachgewiesen worden, wobei k = k(m — 1,d) = O(m?) der Separationsrang
ist. In (5.11) lisst sich der Exponent m auch als O(k/?) ausdriicken.

Nach Satz 4.4.3 gehort zu »(*) der Matrixblock K(k)|b € R der eine
Rang-k-Matrix darstellt. Satz 4.5.4 garantiert die Fehlerabschétzung

1Ky — K& < ||’C7’C(k)HL2(X,.)<—L2(XU) (b=71xo0). (5.12)

Da [[K=K® |2 x,)r2(x,) < VX (X0 |52 = 55 oo, x, xx, (1(-): MaB
passend zum Integrationsgebiet) eine triviale Abschétzung ist, liefert die Kom-
bination von (5.11) und (5.12) die Fehlerschranke

KT — KO < e/ B (zn)™ (k= k(m — 1,d) = O(m%)).

Damit fillt der Fehler exponentiell mit m, vorausgesetzt dass n < 1/cq. Die
Beschriankung von 7 entfillt, wenn die verschirften Ungleichungen (4.17)

oder (4.23) gelten, in denen statt can zum Beispiel 1/ |1 + %}W} <

1/ [1 + %} < 1 auftritt.

2 Sonst ist die Interpolation bzw. Taylor-Entwicklung beziiglich 3 vorzunehmen.
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Satz 5.2.7. KC sei ein Integraloperator (1.25b) mit asymptotisch glatter Kern-
funktion »(x,y) in I' x I' C R? x R, Die Diskretisierung von K ergebe
die Matriz K € R'™I. Die obigen Konstruktionen mdégen die Approzima-
tion K(k)h7 fiir einen n-zuldssigen Block b = 7 X o definieren. Dann gelten
Ungleichungen der Form

cakl/d
K, = KO || < o1 v/p(Xn) (X)) (cam)™™ .

5.2.3 Verallgemeinerte Zulissigkeit

Die Zuldssigkeitsbedingung (5.8) ist die passende Beschreibung, wenn in einer
Ungleichung wie (5.11) der Quotient diam(X)/dist(X,, X,) die kritische
Grofle ist. Fiir Kernfunktionen, deren Eigenschaften von den asymptotisch
glatten Funktionen stark abweichen, sind aber auch andere Charakterisierun-
gen denkbar.

Die Zulassigkeitsbedingung ist kein Selbstzweck, sondern nur ein beque-
mes Hilfsmittel, um a prior: Informationen iiber die Approximierbarkeit eines
Matrixblockes M|, durch R(k,b)-Matrizen zu erhalten. Erhélt man diese In-
formationen oder Zusatzinformationen auf andere Weise, sollte man dies in
die Definition der Zuléssigkeit einbauen. Ist z.B. nur eine einzige Matrix M
als hierarchische Matrix darzustellen und ist bekannt, dass M|, = 0 ein Null-
block ist, so sollte b als zuldssig erklart werden, damit keine unnétigen Block-
zerlegungen auftreten. Dieser Fall tritt beispielsweise bei der LU-Zerlegung
auf, bei der bestimmte Nullblocke der schwach besetzten Ausgangsmatrix M
wihrend der LU-Zerlegung nicht aufgefiillt werden, sodass L|, = Ul, = 0 fiir
die Faktoren von M = LU gilt (vgl. §9.2.6).

Fiir die weiteren Uberlegungen kann die konkrete Zuléssigkeitsbedingung
(5.8) durch eine allgemeine Boolsche Funktion

Adm : P(RY) x P(RY) — {true, false} (5.13a)

(P(RY) ist die Potenzmenge: Menge der Teilmengen von RY) ersetzt werden,
die die folgende Monotonie-FEigenschaft besitzen soll:

(X CX'AY CY' ANAd(X',Y') = true) = Adm(X,Y) = true, (5.13b)

d.h. Untermengen zuléssiger Mengen seien ebenfalls zuldssig. Eventuell muss
auch die Symmetrie

Adm(X,Y) — Adm(Y, X) (5.13¢)
vorausgesetzt werden, die fiir (5.8) und (5.9a) zutrifft, nicht aber fiir (5.9b,c).

Anmerkung 5.2.8. Im Falle der Zulidssigkeitsbedingung (5.8) wurde die
Monotonie-Eigenschaft (5.13b) in Lemma 5.2.6 ausgenutzt. Mit (5.13b)
ist es auch fiir die allgemeine Zuldssigkeitsbedingung (5.13a) moglich, die
Zulassigkeit anhand einfacherer Obermengen zu priifen.
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5.2.4 Erlduterung am Beispiel aus §5.1.2

Sei h = 1/n. Die Matrix K = (Kj;;)icr, jes aus (5.3) fihrt gemé$ (5.4) auf die
Trigermengen®
={(i—Yh:ier}[0,1],

5.14
= [minje, (j — 1) h, max;e, jh] C [0,1]. ( )

In §3 wurde in (3.3) fiir n = 4 die Blockmatrix H m= verwendet. Wir

priifen den oberen rechten Block b = 7 x o mit 7 = {1,2}, 0 = {3,4}. Die
zugehorigen Tragermengen sind X, = {1/8,3/8} und X, = [1/2,1], sodass
min{diam(7), diam(c)} = diam(7) = 1/4 und dist(r, o) = 1/8. Fiir beliebiges
n = 2P ergibt sich fiir den oberen rechten Block min{diam(r),diam(o)} =
diam(7) = diam({h/2,3h/2,...,(% — $)h}) = 1/2 — h und dist(7,0) = h/2,
sodass

min{diam(r),dlam(o)} _ 1/2—h 1 5

dist(r, o) -~ h/2  h
nicht gleichmiflig durch ein 7 abgeschétzt werden kann. Damit erfiillt dieser
Block nicht die Zulassigkeitsbedingung (5.8). Infolgedessen ist die Partition

aus §3 nicht zuléssig im Sinne der spéteren Definition 5.5.6b.

Eine Abhilfe sieht wie folgt aus. Die Rekursion H,, = {gp - zp 1] aus
(3.2d) wird ersetzt durch p—1 Tlp—1

N, Rp-1Rp— Rp-1 N
p—1/Vp—1 — |17V p—-1 *_ [ vp=1/Vp—1
Hyp= [N* H J Np [NlepJ, N, [Rp_lRp_J' (5.15)

Diese fithrt auf die Blockstruktur aus Abbildung 5.1 von Seite 86. Fiir den
Block links von dem rechts oben liegenden Block in Abbildung 5.1 gilt 7 =
{1,...,32} und o = {65,...,96}, sowie min{diam(7), diam(o)} = diam(r) =
1/4 — h, dist(7,0) = 1/4 4+ h/2. Die Ungleichung

min{diam(7), diam(c)} < ndist(r,0) mitn=1 (5.16)

ist nicht nur fiir diesen Block erfiillt, sondern fiir alle Blocke in Abbildung 5.1,
ausgenommen die 1 x 1-Blocke im Tridiagonalband. Damit sind alle Blocke
bis auf die genannten Ausnahmen n-zuléssig mit n = 1.

Es ist leicht nachzupriifen, dass auch Matrizen vom Format (5.15) Kosten
der gleichen Grofienordnung wie fiir (3.2d) verursachen (vgl. Hackbusch [69]).
Damit bleiben die giinstigen FEigenschaften hinsichtlich der formatierten
Matrixoperationen erhalten.

Dass das Matrixformat (5.15) die Eigenschaft (5.16) fiir alle Blécke aufler-
halb des Tridiagonalbandes besitzt, liegt an zwei Gegebenheiten:

3 Damit die Darstellung fiir X, richtig ist, muss angenommen werden, dass o alle
Indizes jmin := min{j € 0}, jmin + 1, jmin +2,..., Jmax := max{j € o} mit
Triger in diesem Intervall enthilt (vgl. (5.21)).
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a) Das Matrixformat ist regelméBig und die Schrittweite in §5.1.2 dquidistant.
b) Das Modellproblem ist eindimensional, sodass der Indexabstand im Wesent-
lichen proportional zum Abstand der Tréiger ist.

Da wir aber auch fiir nichtregelméflige Diskretisierungen und héherdimen-
sionale Probleme ein passendes Blockformat konstruieren wollen, brauchen
wir Verfahren, die anhand der Diskretisierung die Blockzerlegung automatisch
finden. Dies ist das Thema der beiden folgenden Unterkapitel.

5.3 Clusterbaum T'(I)

Die konkrete Konstruktion eines Clusterbaums wird in §5.4 nachgeholt. In
diesem Abschnitt wird nur der Rahmen in Form einer formalen Definition ge-
geben. Die grundlegenden Begriffe zu Biaumen (Wurzel, Shne, Blitter, usw.)
sind in Anhang A erkléart.

5.3.1 Definitionen

Wir gehen von einer (endlichen) Indexmenge I aus. Der Clusterbaum T'(1) ist
erklart als Zerlegungsbaum der Menge I im Sinne der Definition A.4.1. Dazu
seien die Elemente von T'(I) mit 7 notiert. S(7) sei die Menge der S6hne von 7.
Mit £(T(I)) wird die Menge der Blétter bezeichnet: L(T'(I)) = {7 : S(r) = 0}.
Die Bedingungen an 7'(I) lauten dann

I € T(I) ist die Wurzel des Baumes T'(I), (5.17a)
fiir alle 7 € T(D\L(T(I)) ist U o = 7 disjunkte Vereinigung (5.17b)
oceS(T)

(vgl. §A.4). Anwendung von (5.17b) auf 7 = I zeigt induktiv, dass 7 C I fiir
alle 7 € T(I) gilt (d.h. T(I) C P(I)). Zusitzlich sei 7 = () ausgeschlossen:

T(I) C P(I)\{0}. (5.17¢)

Da Teilmengen 7 C I “Cluster” (von Indizes aus I) genannt werden, erklért
sich der Name “Clusterbaum”.

Eventuell mochte man zu kleine bzw. hinreichend grofie Cluster kennzeich-
nen und fithrt deshalb die folgende Boolsche Funktion ein:

Grossep(ry : P(I) — {true, false} mit den Eigenschaften:

Grossep(r)(t) = true und 7 O 7 = Grossep (1) = true, (5.18)
Grossep(r)(T) = false fiir alle 7 € L(T(I)).

Die erste Bedingung bedeutet: Ist 7 hinreichend grof}, so auch jede Ober-
menge. Die zweite Bedingung besagt, dass Blatt-Cluster hinreichend klein
sein miissen. Eine Verschéirfung der Bedingungen wird in Anmerkung 5.3.7
eingefiihrt.
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Beispiel 5.5.1. Sei nyin € N fixiert. Die Standarddefinition von Grb'sseT([)
lautet
Grossep(r)(T) = (#7 > Nmin) - (5.19)

Sie geniigt der Bedingung (5.18), vorausgesetzt die Blitter von T'(I) enthalten
hochstens npin Elemente.

Anmerkung 5.3.2. Die gewéhlte Beschreibung kann auf das folgende Problem
fithren. Falls ein 7 € T(I) nur einen Sohn besitzt, muss nach Eigenschaft
(5.17b) fiir den Sohn o € S(7) die Gleichheit 7 = o gelten, was im Wider-
spruch dazu steht, dass der Sohn und der Vater zwei verschiedene Elemente
des Baumes sein miissen. Diese Schwierigkeit ldsst sich auf mehrere Weisen
vermeiden:

1) Man fiihrt die prézise, aber umsténdlichere Schreibweise aus Definition
A.4.1 ein, bei der man zwischen den Baumknoten v € T(I) und den Bezeich-
nungen (Clustern) p(v) € P(I)\{0} unterscheidet, oder

2) man ersetzt 7 durch das Paar (7,¢) € T(*)(I), wobei ¢ die Stufe bezeich-
net (vgl. (A.2)), oder

3) man verbietet den Konfliktfall durch die Vorschrift

#S(1) #1 fiir alle 7 € T(1). (5.17d)

Im Folgenden verwenden wir die einfachere Notation aus (5.17a-c). Falls
(5.17d) nicht gilt, fillt es nicht schwer, je nach Zusammenhang 7 € T'(I) als
Baumelement bzw. als Cluster (eigentlich p(7)) zu interpretieren. Die Sohn-
funktion S(7) bezieht sich zum Beispiel stets auf 7 als Baumelement.

Schliefilich sei daran erinnert, dass zu jedem 7 € T'(I) eine Trigermenge
X, gehort. Die Definition (5.5b) zusammen mit (5.17b) liefert

X, = |J X, fiir r € T()\L(T(I)). (5.20)
oceS(r)

5.3.2 Beispiel

Im Modellbeispiel aus §5.1.2 ist J = {1,...,n}. Fiir eine Zweierpotenz n = 23
bietet sich ein binérer Clusterbaum an:

J=1{1,2,3,4,5,6,7,8) Stufe 0
/ \
{1,2,3,4} {5,6,7,8} Stufe 1
(5.21)
1,2} (3,4} (5,6} (7,8} Stufe 2

R N N N W A
{1y {2} 8+ {4 {5 {6} {7} {8}  Stufe3

Die zugehorigen Triiger X, (zweiter Fall in (5.14)) sind die Intervalle
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[0,1] Stufe 0
/ \
[0,%] [%,1] Stufe 1
/A A
[0,7] 53] (53] .11 Stufe 2
/1 1\1 1/3 3\1 1/5 f\g 3/7 7\
05 [gz [0z (53] B3] 81 s 51 Stufe 3
Im Falle von n = 2 besteht der binire Baum T'(J) aus den Clustern

{rf:0<¢<L,1<i<2"%, wobei

th={{i-1)-2L"¢+1,(i—-1)- 2L +2,.. .20}

5.22
(0<¢<L,1<i<2. (5.22)

J ist die Wurzel. Die Cluster der Stufe L bilden die Blitter. Da #7/ =1,
erfiillen die Blédtter die Bedingung (5.19) fiir jedes nmin € N. Die Soéhne
von 7f (¢ < L) sind 74, und 74 Die Tréiger und ihre Durchmesser bzw.
Absténde sind

X, =[(i—-1)-27%-277  firr=1/,

diam(rf) =27¢,  dist(7{,7) = 27 max{0,[i — j| — 1}.

(5.23)

5.3.3 Blockzerlegung eines Vektors

Der Clusterbaum 7(I) kann genutzt werden, um einen Vektor x € RI!
als Blockvektor zu strukturieren. Dazu ist I als disjunkte Vereinigung von
Clustern 7; € T'(I) (1 <4 < p) darzustellen. Die Definition 1.3.2 einer Partiti-
on P ist dazu um die Bedingung P C T'(I) zu ergénzen. Im Folgenden wihlen
wir hierfiir die Formulierung “P C T'(I) sei eine Partition (von I)”.

Wé&hlt man z.B. 7 = {1}, 72 = {2}, 73 = {3,4} und 7, = {5,6,7,8} aus
(5.21), erhélt man den Blockvektor

.’ET:’.Il‘l‘Q‘mg 1‘4‘175 T €Ty Ig‘

zur Partition P = {71, T2, 73, 74 }. Die wichtigen Merkmale sind: 1) Die Blocke
koénnen verschieden grof§ sein. 2) Es sind nur Blocke 7 € T'(I) zugelassen.
Wegen des zweiten Punktes sollte der Baum T'(I) Cluster der verschiedensten
Groflenordnungen anbieten.

Eine Partition ldsst sich auch anders charakterisieren. Im Falle des ge-
gebenen Beispiels betrachten wir den Teilbaum

I=1{1,2,3,4,56,7,8} Stufe 0

{1,2,3,4} {5,6,7,8} Stufe 1
/A

{1,2} {3,4} Stufe 2

/N
m {2 Stufe 3
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mit der gleichen Wurzel I (vgl. Anmerkung A.3.2). Seine Blitter stimmen mit
der Partition P {iberein. Dies fiithrt zu dem Isomorphismus, der in Lemma 5.3.5
beschrieben wird.

Notation 5.3.3 Sei T'(I, P) der Teilbaum im Sinne der Anmerkung A.3.2,
der aus allen Vorgingern v € T(I) von Clustern T € P besteht.

Ubung 5.3.4. Man zeige: a) Der Teilbaum T(I, P) ist auch eindeutig be-
schrieben durch die Eigenschaften I € T'(I, P) C T(I) und L(T(I, P)) = P.

b) Erfiillt T'(I) die Bedingungen (5.17a-c) [und eventuell (5.17d)], so auch
T(1, P).

Das folgende Lemma besagt, dass jede Partition P C T(I) als Blatt-
menge von T'(I, P) beschrieben werden kann. Umgekehrt fithrt jeder Teil-
baum 77(I) ¢ T(I) (im Sinne der Anmerkung A.3.2) zu einer Partition
P:=L(T'(I)) von I im Sinne von (1.11).

Lemma 5.3.5. Fin Zerlegungsbaum T'(I) sei gegeben. Zwischen allen Parti-
tionen P C T(I) und allen Teilzerlegungsbiumen T'(I) C T(I) (mit gleicher
Wurzel I) besteht der Isomorphismus

G:P—T(I):=TI,P) und & ':T'(I)— P:=L(T'(I)).

5.3.4 Speicherkosten fiir T'(I)

Sei n = #I. Dann gibt es hochstens n Blitter (im maximalen Fall wiren
diese wie in (5.21) einelementige Cluster). Fiir die Zahl der Baumknoten gilt
im Falle von (5.17d)

#T(I) < 24L(T(I) -1 < 2n—1

(vgl. Lemma A.3.4a). Damit sind O(n) Cluster zu verwalten. Dies fithrt mit
der nachfolgenden Konstruktion 5.3.6 zu einem Speicheraufwand von O(n).
Falls (5.17d) nicht gilt, kann #7°(I) beliebig grofl werden?. Falls die Baumtiefe
gegeben ist, liefert Lemma A.3.4b eine Abschéitzung.

Es bleibt die Aufgabe, jeden Cluster mit einem Speicheraufwand von O(1)
zu verwaltet. Eine mogliche Implementierung wird nachfolgend beschrieben.
Zunichst sind Anmerkungen zur Anordnung der Baumknoten (Cluster) vor-
auszuschicken. Zum Begriff des Vorgéingers vergleiche man §A.2.

Sei T ein Baum mit der Eigenschaft, dass fiir alle 7 € T die S6hne aus
S(7) angeordnet sind (Schreibweise: 7/ < 7" fiir 7/, 7" € S(7), wenn 7/ vor
7" angeordnet ist). Damit wird die nachfolgende Anordnung des gesamten
Baumes induziert. Fiir zwei Knoten 7,0 € T' mit 7 # o trifft genau einer der
folgenden drei Falle zu:

4 Beispiel in der 2. Notation der Bemerkung 5.3.2: L € N sei beliebig gewiihlt. Die
Wurzel sei (1,0), jeder Knoten (I, £) habe (I,£+ 1) als Sohn (0 < ¢ < L). Damit
ist #7°(I) = L + 1.
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(i) o ist Vorgéinger von 7. Dann gelte o < 7.

(ii) 7 ist Vorgéinger von o. Dann gelte 7 < o.

(iii) Es gibt p € T und 7,0’ € S(p) mit 7" # o', sodass 7" Vorginger® von 7
und ¢’ Vorgénger von o (p ist der néchste gemeinsame Vorgénger von 7
und o, vgl. Abbildung 5.3). Hier wird die Anordnung der Sohnmenge S(p)
verwendet: Falls 7/ < ¢’ [bzw. ¢/ < 7'], wird 7 < ¢ [bzw. o < 7| gesetzt.

Die Anordnung der Knoten von T'(I) induziert insbeson- p

dere eine Anordnung der Blitter in £(7'(I)). Die folgende /\
Konstruktion definiert Anfangs- und Endindizes o(7) und 4/

B(1) zu jedem 7 € T'(I). Im Teil ¢) werden diese Indizes | |

fiir alle Bldtter und danach in d) induktiv fiir alle iibrigen 7 g
Cluster definiert. Abb. 5.3. zu (iii)

Konstruktion 5.3.6 a) Die Indexmenge I braucht keine Anordnung zu be-
sitzen. Falls I angeordnet ist, wird diese Anordnung im Folgenden ignoriert.

b) Die Séhne o € S(7) aller 7 € T(I) werden in beliebiger Weise ange-
ordnet: S(1) = {01,...,045(r)}. Damit ergibt sich ein angeordneter Baum
(siehe oben); insbesondere sind die Blitter L(T'(I)) angeordnet. Diese werden
als {11, ..., Turrry)} geschrieben (innere Knoten von T(I)\L(T(I)) werden
bei dieser Nummerierung ignoriert!).

¢) Da I = U?&:ﬁ(T(I)) 7; eine disjunkte Vereinigung ist (vgl. Lemma
A.4.2a), brauchen nur noch die Indizes innerhalb der Teilmengen 7; C I an-
geordnet werden, um zu einer Anordnung innerhalb von I zu kommen. Man
nummeriere die Indizes der Elemente von Ti,. .., Tur(7(1)) in beliebiger Weise
durchgehend:

. . =1
1 ={i,:a(n) <v<0(n)} mit {ﬂ( — a(r) — 1+ #m,
Tj ﬁ(ijl) +1,
T ={ira(r) v <B(r)}  mit § B(7;) = a(r;) — 1+ #7;
fir'2 < j < #L(T(D).

Damit lassen sich alle Blitter ; durch die Paare (a(75), 8(7;)) € N? eindeutig
charakterisieren.

d) Die Darstellung der Cluster 7 € T(I)\L(T(I)) geschieht rekur-
siv: Sind 01,...,045(-) die Sohne aus S(7), so besteht T aus allen
{iv 1 a(r) <v < B(1)} mit (1) == alo1) und B(1) := B(ous(r)), sodass das
Paar (o(7), 6(7)) den Cluster T eindeutig reprasentiert.

Insgesamt ist ein n-Tupel {iy,...,i,} und je ein Paar aus N2 pro 7 € T'(1)
abzuspeichern. Wegen #7'(I) < O(n) ist der Gesamtaufwand proportional zu
n = #I.

5 Die Definition des Vorgiingers schlieBt die Fille 7/ = 7 bzw. ¢’ = o ein.
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Um die Kosten fiir die Abspeicherung von T'(I) und spétere Kosten fiir die
Suche in T'(I) gering zu halten, sollte die Tiefe des Baumes auf das notwendige
Minimum beschrénkt werden. Hierauf bezieht sich die

Anmerkung 5.3.7. Falls es einen Cluster 7 € T(I)\L(T(I)) mit Grosse(r) =
false gibt, gilt er als “klein” und wird in den spéteren Anwendungen nicht
mehr zerlegt. Daher sind Sthne aus S(7) ohne Interesse. Folglich kann der
Baum T'(I) durch den Teilbaum T'(1)\ U, ¢ g(,) T(7’) ersetzt werden (zu T(7")
vgl. Anmerkung A.3.3). Nach einer entsprechenden Verkiirzung des Baumes
gilt die Aquivalenz:

fir alle 7 € T'(I) gilt: Grosse(t) = false <= 7€ L(T(I)). (5.24)

Beweis. a) T € L(T(I)) = Grésse(t) = false: Diese Eigenschaft gilt gemé&s
(5.18) fur T'(I) vor der Kiirzung. Da S(7) nur dann aus T'(I) entfernt wird,
wenn Grosse(t) = false, bleibt diese Eigenschaft erhalten.

b) Grosse(t) = false = 7 € L(T(I)): Ware 7 ¢ L(T(I)), konnte auch
S(7) noch entfernt werden. [

Die Anwendung der Anmerkung auf das Beispiel aus (5.21) bedeutet:
Wenn Grosse mittels (5.19) und i, = 2 definiert ist, miissen alle Cluster
der Stufe 3 in (5.21) gestrichen werden.

5.4 Konstruktion des Clusterbaums T'(I)

Dieses Kapitel ist fiir die praktische Implementierung essentiell, kann aber im
ersten Durchgang iiberschlagen werden. Die nachfolgenden Definitionen sind
von diesem Kapitel unabhingig.

5.4.1 Notwendige Daten

Gegeben seien

e [: nichtleere Indexmenge, deren Elemente nicht angeordnet sein miissen.
Adm : eine Zuldssigkeitsbedingung (5.13a,b) fiir Paare von Teilmengen von
1. Letztere erfordert {iblicherweise die folgenden geometrischen Daten:

e X;: Teilmenge des R? zugeordnet zu i € I (z.B. X; = {¢;}). Hieraus wird
X, erklirt (vgl. (5.5b)).

o Grisse(r): Bewertungsfunktion; nur wenn Grisse(r) = true, soll 7 in
Teilcluster (die Sohne) zerlegt werden (vgl. (5.18)).

Man beachte, dass Adm nicht die spezielle Form (5.8), (5.9a-c) haben
muss. Unter Umstdnden konnen die Geometriedaten X; sogar entfallen (vgl.
§9.2.9).
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5.4.2 Geometriebasierte Konstruktion mittels Minimalquader
5.4.2.1 Knoten ¢;

Der einfachste Fall der zugeordneten Teilmenge ist X; = {&;}. Falls X; mehr
als einen Punkt enthélt, da X; z.B. Tréger einer Basisfunktion ist, wihlt man
einen Ersatzpunkt & (“Knotenpunkt” zu i € I), wofiir in Anmerkung 5.4.1b
ein Vorschlag gemacht wird. Als (achsenparallelen) Minimalquader (“boun-
ding box”) zu einer Menge X C R? definieren wir den kleinsten® Quader
Q = [1%,la:, b;] mit der Eigenschaft Q@ D X. Fiir den Minimalquader zu X
verwenden wir die Schreibweise Qpin (X).

Anmerkung 5.4.1. a) Ist X konvexe Hiille der Punkte {z1,...,z,}, so gilt
Qmin(X) = Qmin({z1,...,24}). Die Bestimmung von Qui, fiir eine endliche
Punktmenge wird in (5.29) beschrieben werden.

b) Da man in der Praxis nur Minimalquader fiir Punktmengen bestimmen
mochte, wird die Triagermenge X; (i € I) in folgender Weise durch eine ein-
elementige Menge X; = {&} ersetzt. Fiir jedes i € I sei Q; := Qmin(X;)
der Minimalquader zu X; (vgl. Abbildung 5.4). Dann definiere man &; als
Mittelpunkt von @;. In diesem Falle gilt

Qi D Xi, QD X;={&} und

5.25
max{|¢; — z| 1z € X;} < 2 diam Q; < @ diam(X;). (5.25)

c¢) Eine andere, etwas aufwiindigere Wahl wére das Cebysev-Zentrum &; von
X; (vgl. Anmerkung 4.2.2).

Im Weiteren nehmen wir an, dass X; und X, durch

X;={&} Gel), X,={&:iet} (rcl) (5.26)

ersetzt werden (falls X; schon einelementig ist, wird X, =X, gesetzt).
Fiir unterschiedliche Indizes 1i4,...,%, kann der ToloToToTolo s
Knotenpunkt &, = &, = ... mehrfach auftreten. Bei- [io]o[o]o]o]o]o]0
spiele sind i) Finite-Element-Ansitze, die im gleichen R D DD :

Knotenpunkt Basisfunktionen sowohl fiir den Wert als
auch fiir Ableitungen besitzen, oder ii) Systeme von Abb. 5.4. AuBeres
Differentialgleichungen, bei denen Basisfunktionen im Rechteck: Minimal-
gleichen Punkt fiir verschiedene Komponenten des Sys- quader @, D> X,
tems auftreten. Sei m die maximale Anzahl {iberein- Kreise: X, inneres
stimmender Knotenpunkte: Rechteck: @ O X7

mi=max{#{jel:¢ =1}z eR}. (5.27a)

Bei der geometrie-basierten Konstruktion werden Indizes nur aufgrund ihrer
Knotenpunkte &; bewertet, sodass Indizes mit iibereinstimmenden ; nicht

6 Eine formale Definition ist z.B. @ := N{Q’ D X : Q' achsenparalleler Quader}.
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getrennt werden konnen. Dies induziert die folgende Forderung an die Be-
wertungsfunktion Grosse:

#17<m = Grosse(r) = false. (5.27b)

Im Standardfall (5.19) muss somit 7,i, > m gewihlt werden.
_ Die folgenden Konstruktionen werden Cluster 7 und zugehdrige Quader
Q- erzeugen, sodass (vgl. Abbildung 5.4)

5 A . A I semif §5.4.2.2 oder
X, cO,,  wobeiQ, = {g}, iemaﬁ 25.4.2.3' (5.28)

Wir fassen zusammen:
X;, X, : exakte Cluster, )AQ,XT . Ersatzcluster,
Q;, Q- : Quader zu X;, X, @Q;,Q,: Quader zu X;, X,.

Falls X; = X;, treten keine weiteren Fragen auf. Andernfalls wird in §5.4.5
diskutiert, welche Ungenauigkeiten durch X; erzeugt werden bzw. wie diese
zu korrigieren sind.

5.4.2.2 Erste Variante: Regelmiflige Teilquader Q{_

Der (achsenparallele) Minimalquader zu einem Cluster 7 (Teilmenge von I)
ergibt sich als Resultat von

function Minimalquader(7);
begin for i =1 to d do {d ist Dimension des R%}
begin afi] := minje, & ;
b[l] = maXjer §ji {¢; ist das Element von Xj = {gj}} (529)
end;
Minimalquader := [T, [a[d], b[i]]
end;

Im Folgenden bezeichnen @, QS[1], QS[2] achsenparallele Quader. Die
folgende Prozedur zerlegt sowohl einen Quader @ in Teilquader QS[1], QS[2]
als auch den Cluster 7 in die Sthne o[1] und o[2]. Fiir die Eingabeparameter
Q, 7 wird vorausgesetzt, dass §; € @ fiir alle j € 7. Nach Ausfithrung der
Prozedur gilt dann o[1]Uc[2] = 7 und & € QS[i] fir alle j € ofi] (i =
1,2). Man beachte, dass die Halbierung des Quaders in Richtung der langsten
Ausdehnung stattfindet (vgl. j aus Zeile 4 der nachfolgenden Prozedur).
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procedure ZerlegungGeometrisch(Q, @S, 7,0);
{Q, T Eingabe, QSI[1 : 2], 0[1 : 2] Ausgabe}
begin {sei Q =[], [as, b;] mit a; < b;}

bestimme ein j mit b; — a; = max b; — a;
j J ¢
1<i<d

QS[1] := I/ 21 las, bl x [aj, a5 + § (b — a5)) x TIi s, bi;
QS[2) := T2y [ bi) X [ + 3 (b — a5) ) x T [, il
o[l] :=0; o[2] :== 0;
for all j € 7 do
dif & € QS[1] then o[1] :=o[1] U {j} else o[2] :== o[2] U {j}
end;

(5.30)

Falls §; € QS[1]NQS[2], ist die Zuordnung zu o[1] bzw. o[2] beliebig; 0.B.d.A.
wird hier o[1] gewé#hlt.

Ein Baum ist durch die Angabe von V' (Knotenmenge), root(T') (Wurzel)
und der Sohnabbildung S definiert (vgl. Definition A.2.1). Die Sohnmengen
werden in der nachfolgenden Prozedur als Feld S[r] iiber alle Indizes 7 € V
beschrieben und definiert.

procedure SohnCluster(r, Q,V, S);
{Eingabe: 7: Cluster, (): zugehériger Quader,
Ausgabe: V: Clustermenge, S: Feld der Sohnmengen}
begin S[r| := (; {S ist Sohnmenge}
if Grésse(r) then
begin ZerlegungGeometrisch(Q, QS[1 : 2], 7,01 : 2]);
for i = 1,2 do if o[i] # () then
begin V :=V U {o[i]}; S[r] := S[r] U {o][i]};
SohnCluster(c[i], QS[i], V, S)
end end end;

Sei I # 0. Der Baum T'(I) := (V,root(T), S) bestehend aus der Knoten-
menge V, der Wurzel und der Sohnabbildung S wird definiert mittels

V:={I}; Q= Quin(X1); root(T) := I; SohnCluster(I,Q,V,S); (5.32)

(5.31)

Im Folgenden identifizieren wir T'(I) wieder mit V und schreiben z.B. 7 € T'(I)
statt 7 € V. Der zu 7 konstruierte Quader Q sei mit QL bezeichnet. Aufgrund
der Konstruktion (5.30) hat er die Eigenschaft {; € QI fiir alle j € 7, d.h.
X, C QI wie in (5.28) verlangt.

Die Eigenschaften des Baumes T'(I) werden diskutiert in

Anmerkung 5.4.2. Vorausgesetzt sei (5.27b). Dann terminiert der Algorithmus
und produziert einen Baum, wobei fiir alle Cluster 7 € T'(I) die Anzahl der
Sohne durch 2 beschriinkt ist, aber #S5(7) = 1 nicht ausgeschlossen ist. Seien
Omin = min{||§; — &lloo 14,7 € I mit & # &} und dmax 1= max{[|&; — & :
1,7 € I}. Dann ist die Tiefe des Baumes beschriinkt durch

depth(T'(I)) < d [logy (Omax/0min)] - (5.33)



100 5 Matrixpartition

Beweis. Fiir den Minimalquader @ zu I (vgl. (5.32)) gilt diameo(Q) = Omax-
Die Halbierung der Quader entlang der lingsten Seite garantiert, dass jeder
Quader nach d Schritten einen halbierten Durchmesser hat. Nach L Schritten
haben alle Quader Q! einen Durchmesser diamq,(QL) = Gmax/25/4. Fiir
L = d [10g5 (6max/Omin)] ist dmax/25/4 < 81in, sodass nach Definition von
Omin jeder Cluster 7 identische Knotenpunkte enthalten muss und geméifl
(5.27b) Grosse(r) = false gilt. Damit induziert die Prozedur SohnCluster
keinen weiteren rekursiven Aufruf. [

Anmerkung 5.4.5. Die zu T € T(I) gehorigen Quader QL entstehen nach Kon-
struktion durch eine regelm#fige Zerlegung. Insbesondere sind alle Quader Q1
fiir Cluster 7 € T (I) der gleichen Stufe ¢ bis auf eine Translation identisch.

Auf der anderen Seite sind zwei ungiinstige Figenschaften anzumerken:
1) Die QL sind im Allgemeinen nicht minimal.
2) Teilquader, die von ZerlegungGeometrisch erzeugt werden, entfallen, wenn
diese keinen Knoten von 7 enthalten. Dies ist der Grund, dass #S(7) = 1
auftreten kann. Wegen der Bezeichnungsproblematik im Falle von #S5(7) = 1
sei auf Bemerkung 5.3.2 verwiesen.

5.4.2.3 Zweite Variante: Minimalquader Q_’;I

Wenn man die identische GréBe der Quader {QL : 7 € T (I)} nicht benétigt
und stattdessen eher einen Baum kleinerer Tiefe bevorzugt, sollte man die
Quader zu 7 als Minimalquader definieren. Hierzu ersetzt man die Prozedur
ZerlegungGeometrisch in SohnCluster durch die folgende:

procedure ZerlegungGeometrischMinimal(Q, QS, T, 0);

begin ZerlegungGeometrisch(Q, QS, 7, 0); (5.34)
for i = 1,2 do QS[i] := Minimalquader(o[i]) ’

end;

Die hierdurch erzeugten Quader seien als Q¥ bezeichnet. Die Abbildung 5.5
entspricht der Variante (5.34).
)L

v e ® Fd

Abb. 5.5. Der linke Minimalquader, der die Knotenpunkte &; enthélt, wird entlang
der z-Achse halbiert (Mitte). Im nichsten Schritt werden die neuen Minimalquader
entlang der y-Richtung zerlegt (rechts).
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Anmerkung 5.4.4. a) Im Falle von (5.34) ist T(I) ein Bindrbaum. Seine Tiefe
ist nicht grofler als die fiir 7'(1) aus (5.33).

b) Die Quader Q¥ sind eindeutig durch die Knotenpunkte {¢&; :i € 7} = X,
gegeben, da Q! = Quin(X-).

c¢) Die beiden Varianten aus §5.4.2.2 und §5.4.2.3 produzieren Béume, die im
Allgemeinen verschieden sind. Wie Abbildung 5.5 illustriert, sind die ent-
stehenden Quader QX im Allgemeinen von unterschiedlicher Gestalt und
Grofle.

Beweis. a) Sei QI = H?:1[ai7bi] der Minimalquader. Falls a; = b; fiir alle
i, wird 7 zum Blatt (vgl. (5.27b)). Andernfalls sei ¢ so, dass b; — a; maximal
ist. Sowohl zu a; als auch zu b; muss es nach Definition eines Minimalquaders
Indizes j, und j, aus 7 geben, sodass §;, ; = a; und &j, ; = b;. Eine Halbierung
erzeugt daher zwei Teilquader, denen nichtleere S6hne o; und o entsprechen.
Damit kommen nur die Félle #5(7) = 0 und #S(7) = 2 vor. |

5.4.3 Kardinalitéitsbasierte Konstruktion

Die nachfolgenden Aussagen gelten fiir den Fall m = 1 in (5.27a). Die Verall-
gemeinerung fiir m > 1 ist dem Leser {iberlassen.

Bei der vorherigen Konstruktion spielt die Verteilung der Anzahlen
#o[1] und #0[2] keine Rolle. Es kann aber auch eine Zerlegung gewiinscht
werden, sodass #o[l] und #o[2] dhnlich grof sind (im optimalen Falle
|[#0([1] — #0]2]| < 1). Hierzu ist die Prozedur ZerlegungGeometrisch in (5.31)
durch die folgende zu ersetzen, wobei #7 > 2 vorausgesetzt ist:

procedure ZerlegungKardinalitéit(Q, QS, 7, 0);
{Q, T Eingabe, QS[1 : 2],0[1 : 2] Ausgabe}
begin {Sei Q = H?Zl[ai, b;] mit a; < b;}

bestimme ein j mit b; — a; = max b; — a;
j J ¢
1<i<d

sortiere 7 = {i1,...,i4,} derart, dass (5.35)
fiir 1 S k S Y4 S #T gllt gilmj S gibj;
o[l :={i1, ... irgr 2} 02 = {irgr 2141,y igr b
for i = 1,2 do QS]i] := Minimalquader(c[i])
end;

Der Vorteil der kardinalitétsbasierten Konstruktion liegt in der minimalen
Baumtiefe (d.h. der Baum ist balanciert).

Anmerkung 5.4.5. Bei Verwendung von (5.35) betrigt die Baumtiefe
depth(T(1)) < [log, (#1)]

5.4.4 Implementierung und Aufwand

Fiir die Implementierung des Baumes ist die Nummerierung aus Konstruktion
5.3.6 hilfreich. Diese kann parallel zur Erzeugung des Baumes durchgefiihrt
werden:
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1. I sei beim Start beliebig nummeriert,

2. wird 7 in zwei S6hne o1, 09 zerlegt, so wird die Anordnung so geédndert,
dass alle © € o1 vor jedem j € oy stehen,

3. bei Erreichen der Blitter ist die Nummerierung beendet.

Die Bestimmung des Minimalquaders zu 7 kostet O(#7). Ebenso ist der
Aufwand fiir ZerlegungGeometrisch(Q,QS, T, o) proportional zu #7. Damit
ist der Gesamtaufwand O(3_ cp(p) #T7), wobei

Z Hr = Z #7 - (level(T) +1) < #I - (depth(T'(1)) +1).

reT(I) TEL(T(I))

Zum Beweis beachte man, dass jedes 7 € L(T'(I)) als Teilmenge in level(7)+1
Vorgéngern auftritt und dass ZTE“T(U) #17 = #1.

Tm Falle von (5.35) kostet die Sortierung O(#7 - log(#7)) Operationen.

5.4.5 Auswertung der Zulissigkeitsbedingung

Die Zuléssigkeitsbedingung (5.8) verwendet die GroBen diam(7) = diam(X)
und dist(r, o) = dist(X,, X,). In den obigen Konstruktionen werden die Men-
gen X, durch die einfacher zu verwaltenden Mengen X, ersetzt. Wihrend
diam(7) und dist(7, o) im Allgemeinen nicht billig berechnet werden kénnen,
kénnen geméB (5.7a,b) diam(Q) und dist(Q’, Q") fiir Quader @, Q’, Q" leicht
ausgewertet werden. Im Weiteren sind folgende Fille zu unterscheiden.

1) Falls Quader Q, D X, (7 € T(I)) als Obermengen vorliegen, kann
die Zuléssigkeitsbedingung anhand dieser Quader bestimmt werden (vgl.
Lemma 5.2.6).

2) Wenn anstelle von X, die Ersatzmenge X, aus (5.26) verwendet wird,
gelten die Inklusionen Q1 > X, (bei Konstruktion (5.32)) bzw. Q7 > X,
(bei Konstruktion (5.34)), aber im Allgemeinen nicht Q, D X, wobei Q,
je nach Konstruktion fiir QL oder Q¥ steht.

2a) Entweder ersetzt man die echte Zulissigkeitsbedingung (5.8) durch

min{diam(Q, ), diam(Q,)} < ndist(Q-, Q)

mit Q, := QL bzw. Q, := QL. (5.36)

Dann muss man beachten, dass diese Ungleichung im Allgemeinen
nicht (5.8) impliziert.

2b) Oder man fiihrt eine stéirkere Ersatz-Zulissigkeitsbedingung ein, die
(5.8) impliziert.

Zunéchst wird untersucht, wie grofl der Fehler ist, wenn man die “falsche”
Zuléssigkeitsbedingung (5.36) verwendet.
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Anmerkung 5.4.6. Sei Q; := Qmin(X;) wie in Anmerkung 5.4.1b. Dann gelten
die Ungleichungen
diam(7) < diam(Q,) + max;e, diam(Q;),

. PP : (5.37)
dist(7, o) > dist(Q+, Q») — Max;je ue diam(Q;)

fiir alle Q, D Qmin(XT) (vel. Anmerkung 5.4.4b), wie sie beispielsweise von
(5.34) erzeugt werden. Eine mégliche Wahl von @, sind die mittels (5.31)
konstruierten Quader QL O X..

Beweis. Seien x,y € X,. Fiir geeignete 4,5 € 7 gilt z € X; C Q; und y €
X; C Q;. Mit Hilfe der Quadermittelpunkte schitzen wir ab:
|z —yl <o — &l + 185 — &1+ 15 — vl
1. 1.
<3 diam(Q;) + |& — &| + 3 diam(Q;)

< diam(Q¥) + max diam(Q ),
JjeT

da &, & € Q. Entsprechend beweist man die Ungleichung fiir dist(7,0). =

Die Abschiitzung zeigt, dass diam(7) und dist(7, o) jeweils hochstens um
die GroBenordnung diam(Q);) falsch ausgewertet werden. Insbesondere fiir
groflere Cluster ist dies ein vernachlédssigbarer Anteil, sodass die Ersetzung
von (5.8) durch (5.36) nicht unverniinftig sein muss.

Im Weiteren werden wir dem obigen Punkt 2b folgen und nach einer
Ersatzbedingung suchen, die (5.8) impliziert. Dazu definieren wir die Grofien

5551(7) = diam(Q, ) + max;e, diam(Q;),

. N (5.38)
dist(r, 0) = dist(Q+, Qr) — maxe,uy diam(Q;),

wobei Q. ein Quader mit Q, O Qmin(f(i) sei und X; in (5.26) definiert ist.
Die Ersatz-Zuldssigkeitsbedingung lautet

min{diam(r), diam(c)} < ndist(r, o). (5.39)
Aus (5.37) und (5.39) folgt das

Lemma 5.4.7. (5.39) impliziert die Standard-Zulissigkeitsbedingung (5.8).

Damit kann der Algorithmus (5.53) mit der mittels (5.38) definierten
Ersatz-Zuldssigkeitsbedingung Adm durchgefithrt werden. Die entstehende
Partition ist zuléissig im strengen Sinne von (5.8):

min{diam(7), diam(c)} < ndist(r, o).
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5.5 Blockclusterbaum T'(I x J)

Will man statt Vektoren € R Matrizen M € R’*Y partitionieren, so ist I
durch die Indexmenge I x J zu ersetzen. Man beachte, dass eine Partition von
IxJ nicht beliebige Teilmengen, sondern nur solche mit einer Produktstruktur
zuléisst (vgl. Definition 1.3.6). Wiirde man die Konstruktion von §5.3 direkt
iibertragen (I x J statt I), ergébe sich nach Konstruktion 5.3.6 ein Aufwand
von # (I x J) = #I - #J, der im Falle von #I,#J = O(n) viel zu grofl
ausfiele. Man kann aber die Abspeicherung des Blockclusterbaums T'(I x J)
vollig vermeiden, da die notwendigen Informationen bereits in T'(I) und T'(J)
enthalten sind.

Wir geben zunéchst die Beschreibung des stufentreuen Blockclusterbaums
(vgl. §5.5.1). Hierdurch wird der Blockclusterbaum 7'(I x J) eindeutig durch
die Clusterbdume T'(I) und T'(J) definiert. Mogliche Verallgemeinerungen
werden in §5.5.3 behandelt.

5.5.1 Definition des stufentreuen Blockclusterbaums

Seien T'(I) und T'(J) Clusterbdume im Sinne von (5.17a-c). Auflerdem mégen
Grossep(ry und Grossepy) die Bedingungen (5.18) und (5.24) erfiillen. Wir
definieren T'(I x J) mittels der Wurzel I x J € T'(I x J) und der folgenden
Rekursion, die die Sohnabbildung S = Sp(rx s definiert:

Konstruktion 5.5.1 (stufentreue Blockclusterbaumkonstruktion)
1) Setze I x J als Wurzel.
2) Die Rekursion starte mitb =171 x o firt=1 und o = J.

2a) Sei b =7 X o; definiere die Sohnmenge als

S(b) := 0, falls Spcpy (1) = 0 oder Sy (o) =0,
' xo' s e Sruy(T), o' € Spipy(o)}  sonst.

2b) Wende 2a) auf alle Sohne von b an, wenn diese existieren.

Die Eigenschaften des entstehenden Baumes T'(I x J) sind zusammen-
gefasst in

Satz 5.5.2. a) Fir alle b € T(I x J)\L(T(I x J)) ist b = Uy gy b eine
disjunkte Vereinigung.

b) Alle b € T(I x J) haben die Gestalt b = 7 x ¢ mit 7 € T(I) und
o € T(J), fir die aufserdem gilt:

level(b) = level(T) = level(o) ( “Stufentreue”). (5.40)
¢) Definiert man

Grossep(rxn(T X 0) & (Grb’sseT(I) (7) und Grosserp(r (0)) ,  (5.4la)
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so erfiillt Grossep(rx gy die zu (5.18) analogen Eigenschaften:

Grossep(rxgy : T(I x J) — {true, false} mit

Grossep(ry(b) = true und b Db = Grossepp)(b') = true,
Grossep(r)(b) = false  fir alle b€ L(T(I x J)),

(5.41b)
wobei mit (5.24) auch die umgekehrte Implikation

be L(T(I x J)) = Griossep(b) = false
gilt. Definition (5.41a) impliziert im Falle I = J die Symmetrie:

Grossep(xn) (T x 0) = Gréosseprxy(o x 7).

d) Erfillt einer der Biume T(I) oder T'(J) die Bedingung (5.17d), so gilt
Entsprechendes fiir T(I x J), ndmlich #Spr.5)(b) # 1.
e) Fir die Baumtiefe gilt

depth(T'(I x J)) = min{depth(T'(I)), depth(T'(J))}.

f) Sind T(I) und T(J) Bindrbiume (was der Regelfall ist), so liefert die
stufentreue Konstruktion 5.5.1 einen quaternéiren Baum (sogenannten “quad-

tree”): Jeder Block wird in zerlegt.

Beweis. a) |J{7'x0o’ : 7' € Sp(py (1)} = 7x 0’ gilt wegen (5.17b). Entsprechend
liefert die Vereinigung iiber o’ € Sp(;y(0) den Block b = 7 x 0. Damit gilt
Uwvesmb’ = b im Sinne der disjunkte Vereinigung.

b) Aussage b) gilt fiir die Wurzel und vererbt sich auf die Nachfolger.

¢) Zum Nachweis von (5.41b) beachte man, dass b =7 x o € L(T(I x .J))
genau dann gilt, wenn entweder 7 € L(T'(I)) oder o € L(T'(J)).

d) Man verwende #S(b) = #S(7) - #S(o) fir b=7 x 0. |

Wenn Grosser ) und Grésser(y) wie in Beispiel 5.3.1 mit dem gleichen
Nmin definiert sind, ergibt sich die Standarddefinition

Grossep(rx (T x o) = (min{#7,#0} > nmin) - (5.42)

5.5.2 Verallgemeinerung der Definition

Auch wenn die Konstruktion des stufentreuen Blockclusterbaums in der Praxis
der Regelfall ist, werden nachfolgend alternative Konstruktionen benannt
werden, die etwas allgemeinere Eigenschaften ergeben.

Definition 5.5.3. Der aus T(I) und T(J) erzeugte Blockclusterbaum
T(I x J) soll die folgenden Eigenschaften besitzen, wobei S = Sprxy) die
Sohnabbildung ist:
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T(I) und T(J) seien Clusterbiume im Sinne von (5.17a-c), (5.43a)
I x J sei Wurzel des Baumes T'(I x J), (5.43b)
fir alle b € T(I x JHI\L(T(I x J)) gelte:
U b =0 ist disjunkte Vereinigung, (5.43¢)
b'eS(b)

alle b€ T(I x J) haben die Gestalt
b=71xocmitteT() undo € T(J),

firb=1xoeT(Ix I\L(TI xJ)), b =7 xo" €S(b) gelte
(T' =171 oder 7' € ST(I)(T)) und (a' =0 oder o’ € Sp(p (J)),

(5.43d)

(5.43e)

eine Funktion Grosseprx gy : P(I x J) — {true, false} existiere mit

Grossep(rx.yy(b) = true  und (5.43f)
Vob = Grossepixy (V) = true,
fiir alle b€ L(T(I x J)) gelte Grossep(rx.g)(b) = false, (5.43g)
fir alle b € T(I x J) gelte #S(b) # 1. (5.43h)

Dabei ist die letzte Bedingung (5.43h) wie zuvor (5.17d) keine strikte Bedin-
gung (vgl. nachfolgende Anmerkung 5.5.4a).

Anmerkung 5.5.4. a) Ist (5.17d) weder fiir T'(I) noch T'(J) erfiillt, kann der
Fall eintreten, dass (5.43e) notwendigerweise zu b = S(b) und damit zu einer
Verletzung von (5.43h) fiihrt. Fiir einen Blockclusterbaum macht es aber
wenig Sinn, auf diese Bedingung zu verzichten. Daher ist im Zweifelsfall die
Verkiirzung des Baumes gemédfl Anmerkung A.4.4 durchzufiihren.

b) Eine weitgehende Verallgemeinerung wiire die Streichung der Bedin-
gung (5.43e). Wegen (5.43c) liefle sich dann noch folgern: b = 7 X 0 €
T(I x J\C(T(I x J)) hat Sehne V' = 7/ x o', wobei 7" Nachfolger von 7
und ¢’ Nachfolger von o sind.

¢) Fiir die durch b — S(b) beschriebene Blockzerlegung kénnen im Wesent-
lichen nur die folgenden drei Félle auftreten:

— — — | (5.44)

) ) ‘ )

wobei die Zweiteilung in den Abbildungen die eventuell allgemeinere
Aufteilung in #S(7) > 2 bzw. #S5(c) > 2 Teile darstellen moge. Wird

Bedingung (5.43h) nicht gefordert, ist zusétzlich — moglich.
d) Bedingung (5.43d) folgt aus (5.43b,e)

Die Bedingungen (5.43b,c,f,g) stimmen mit denen aus (5.17a,b) und (5.18)
iiberein. Damit ist der Blockclusterbaum 7'(I x .J) ein Clusterbaum zur Index-
menge [ x J im Sinne der Definition aus §5.3.1.

Die Konsistenz zu T'(I) und T'(J) wird durch (5.43d) garantiert. Die Eigen-
schaft (5.43e) wird spéter bei der Matrix-Matrix-Multiplikation hilfreich sein



5.5 Blockclusterbaum T'(1 x J) 107

(vgl. §7.4.2.5). Mit Hilfe von Grésser(rx.yy konnen kleine Blocke identifiziert
werden. Bedingung (5.43g) sagt aus, dass die Blétter von T'(I x J) “kleine”
Blocke sind (vgl. (5.42)).

Anmerkung 5.5.5. Der stufentreue Fall
b=rxo0eTOWIxJ) = reTOU), 0 cTH()

(vgl. Definition A.2.3) liegt genau dann vor, wenn T'(I x J) wie in Konstruk-
tion 5.5.1 gebildet ist.

5.5.3 Alternative Konstruktion von T'(I x J) aus T'(I) und T'(J)

Ublicherweise werden T'(I) und T'(.J) als binire Biume konstruiert (vgl. §5.4).
Geméf Satz 5.5.2f ist der Blockclusterbaum T'(1 x J) aus Konstruktion 5.5.1
dann ein quaterndrer Baum. Auch hier kann man es vorziehen, einen bindren
Baum zu bilden. Die entsprechende Variante der Konstruktion 5.5.1 besteht
darin, einen Zwischenschritt einzufiigen, in dem ein Block nur in Zeilen- oder
Spaltenrichtung in zwei Blocke zerlegt wird:

— — oder — —

Fiir die Auswahl zwischen den beiden Moglichkeiten gibt es zwei prinzipielle
Moglichkeiten:

1. Die Zerlegung wird von den individuellen Clustern 7 und o abhéngig
gemacht, z.B. wird der Cluster in Richtung der gréfleren Ausdehnung
zerlegt,

2. die Zerlegungsvariante hingt nur von den Stufenzahlen level(r) und
level(o) ab. Beispielsweise entspricht

7 wird zerlegt, falls level(T) = level(o),

o wird zerlegt, falls level(T) = level(o) + 1, (5.452)

dem zweiten Fall.

In allen Féllen wird die Baumtiefe gegeniiber der stufentreuen Variante in etwa
verdoppelt. Die Cluster 7, ¢ zu Blocken b = 7 x o aus T (I x J) gehoren im
Allgemeinen nicht zur Stufe ¢. Der explizite Algorithmus zur Konstruktion
des Blockclusterbaumes T = T'(I x J) mit der Eigenschaft (5.45a) sieht wie
folgt aus:

1) Start: T:={IxJ} £:=0
2) Rekursion fiir alle b € T mit Grosse(b) = true:
2ay) falls “¢ gerade” Sprxs)(b) == {7 x o :7" € Sp(7)}
2ay) falls “¢ ungerade” Sp(ry7)(b) := {7 x 0’ : 0’ € Spy)(0)} | (5.45D)
Qb) T:=TU ST(IXJ) (b)
2c) Abbruch, falls Sp (x5 (b) = 0 fiir alle b € 7).
Sonst ¢ := £+ 1 und Wiederholung.
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Man beachte, dass zum Beispiel {7" x o : 7" € Sp(p)(7)} die leere Menge dar-
stellt, wenn Sp(p)(7) = ). Die in Schritt 2¢ hinzukommenden Knoten gehéren
zu T, Wenn T(I) und T(J) binére Béume sind, ist auch T'(I x J) binér.

Eine andere Modifikation betrifft den Fall “Sp(;)(7)=0 oder Sy () (c)=0",
der in Konstruktion 5.5.1 zu Sp(rxy(b) = (0 fithrt. Stattdessen lisst sich
definieren:

St(rx.)(b) (5.46)
{r" xo:7 € Spuy(r)}  falls Sppy (1) # 0 und Spy) (o) =0,

= {’TXCTIZO'/GST(J)(J)} falls ST([)(T):@und ST(J)(J)#@,
Q) falls ST(I) (’7') = @ und ST(J) (0’) = Q)

Alle genannten Modifikationen liefern einen Blockclusterbaum, der der Defi-
nition 5.5.3 geniigt.

Die Definition (5.46) wird in §8 fiir die H?-Matrizen von Interesse sein, da
dort die Blatter b = 7 x o durch

Grosse(b) = false & Grosse(T) = Grosse(o) = false,  (5.47)
d.h. im Standardfall durch
max{#7, #0} > Numin

festzulegen sind. Daher muss z.B. im Falle b = 7 x o mit S(7) = 0, aber
Grosse(o) = true, o noch weiter zerlegt werden, wie in (5.46) beschrieben.

5.5.4 Matrixpartition

Die Begriffe “Matrixpartition” und “Blockpartition” werden synonym ver-
wendet und haufig zu “Partition” verkiirzt.

Definition 5.5.6 (Matrixpartition, zuliissige Partition). Fin Block-
clusterbaum T(I x J) sei gegeben. a) Dann heifst P eine Partition (von
IxJ), falls

PcCT(xJ), (Konsistenz zu T(I x J))
bt € P= (b=10 oderbNd =0) (Disjunktheit) (5.48)
Upepb=1xJ (disjunkte Uberdeckungseigenschaft)

b) Sei eine Zulissigkeitsbedingung Adm gemdfs (5.13a,b) gegeben. Wir
schreiben Adm(b) := Adm(t,0) fiir b =1 X 0. Eine Partition P heif$t zuldssig
(prizise: Adm-zulissig), falls

entweder Adm(b) = true

oder Grosser(1x.g)(b) = false fiir alle b € P. (5.49)
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Die Bedingung (5.49) besagt, dass alle Blocke der Partition, die im
Sinne der Funktion Grésserp(rx sy hinreichend grof sind (Grosse(b) = true),
auch zulissig sein miissen. Im Allgemeinen existiert keine Partition P, die
nur aus Adm-zulidssigen Blocken besteht. Daher ist die Hinzunahme der
Charakterisierung mittels Grosser(ryx J)(b) notwendig. Man beachte, dass
P =L(T(I xJ)) eine zuldssige Partition ist, da Grésser(r.j)(b) = false
fiir alle b € L(T(I x J)) (vgl. (5.43g)).

Zur kiirzeren Schreibweise von (5.49) fithren wir die Boolsche Funktion
Adm™* ein:

Adm*(b) := (Adm(b) V —Grosser(ix.)(b)) (5.50)

(d.h. Adm*(b) = true, falls Adm(b) = true oder Griossep(rx.yy(b) = false).
In Lemma 5.3.5 ldsst sich I sofort durch I x J austauschen. Dies beweist
das

Lemma 5.5.7. Zu einer Partition P C T(I x J) sei T(I x J, P) als Teilbaum
T(Ix J,P):={beT(IxJ): b hat Nachfolger b’ € P} (5.51)

definiert. Zwischen allen Partitionen P C T(I x J) und allen Teilbdumen
T(IxJ)CTxJ) (mit gleicher Wurzel I x J) besteht der folgende Iso-
morphismus:

$:P—T(IxJ):=T(IxJ,P) und &' :T(IxJ)— P:=L(T(IxJ)).

Eine dquivalente Definition ist “T'(I x J, P) besteht aus allen Vorgéngern
von Blocken in P”.

In den nachfolgenden Algorithmen werden sowohl P als auch T'(I x J, P)
verwendet. Im einfachsten Fall reicht eine Schleife iiber alle Blocke von P. In
anderen Fillen ist es giinstiger, den Baum T'(I x J, P) von der Wurzel her
zu durchlaufen, um schliefilich zu b € P als den Blittern von T'(I x J, P) zu
gelangen.

In §5.1.1 wurden verschiedene Ziele formuliert. Unter anderem sollte die
Matrix moglichst wenige Blocke enthalten. Dies fiithrt auf die Aufgabe, eine
zuléissige Partition minimaler Kardinalitét zu konstruieren.

Ubung 5.5.8. Seien P, und P, zwei Partitionen P C T(I x J). Man beweise:

a) T(IxJ,P)NT(IxJ,Py) und T(I x J, P)UT(I x J, Py) mit entsprechend
definierten Sohnmengen sind Teilbdume von T'(I x J) zur gleichen Wurzel.
b) min{ Py, Po} := L(T(I x J,P\)NT(I x J, Py)) ist eine Partition mit den
Eigenschaften:
i) Jeder Block b € min{ Py, P>} gehort zu P, oder Ps;
ll) vV e PIUP,YDbE min{Pl,Pg} Ny 7£ D=¥bCb (dh min{Pl,Pg}
ist grober als P; und Ps);
ili) #min{ P, Po} < min{#P;, #P>}.
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c) max{P, Py} := L(T(I x J,PL)UT(I x J, Py)) ist eine Partition mit den

Figenschaften:

i) Jeder Block b € max{P;, P>} gehort zu P; oder Ps;

11) = PUP, YD e HlaX{PhPQ} 0Ny 7& D=0b>b (dh HlaX{Pl,PQ}
ist feiner als P oder P);

ili) # max{ P, Py} > max{#P,,#P>}.

d) Sind P; und P, Adm-zulissige Partitionen, so sind auch min{P;, P,} und
max{ Py, P,} Adm-zuldssig (d.h. die Adm-zulédssigen Partitionen bilden
einen Verband).

e) Unter den Adm-zuliissigen Partitionen gibt es eine eindeutige Adm-
zuldssige Partition P, mit minimaler Kardinalitdt # Puyiy,-

Das optimale Py, aus Ubung 5.5.8e lisst sich sehr einfach berechnen
durch den Aufruf

Poin := minimale_zulassige_Partition(I x J) (5.52)

der folgenden rekursiven Funktion mit dem Wertebereich P(T'(I x J)):

function minimale_zulissige_Partition(b); {be T(I x J)}
var P; {P € P(T(I x J) ist Mengenvariable}
begin P := (;
if  Adm*(b) then P := {b} {Adm* aus (5.50)}
else for all v/ € S(b) do
P := PUminimale_zulissige_Partition(b');
manimale_zulassige_Partition := P

(5.53)

end;

Man beachte, dass fiir Blitter b € L(T'(I x J)) der “else”’-Fall nicht auftritt,
da (= Grosser(rx.)(b)) = true in (5.50) auf Grund von (5.43g).

Ubung 5.5.9. Man formuliere den Algorithmus (5.53) so um, dass der Teil-
baum T'(I X J, Pyin) anstelle von P, resultiert.

Anmerkung 5.5.10 (Aufwand der Puin-Berechnung). Der Aufwand von (5.52)
betrigt O(# Pmin) gemessen in der Zahl der Aufrufe von Adm(b) und
Grossep(rx.) (D).

Definition 5.5.11 (Nah- und Fernfeld). P C T(I x J) sei eine zuldssige
Partition. Dann sind das “Nahfeld” P~ und das “Fernfeld” P definiert durch

P~ :={be P:Grosserx(b) = false}, Pt :=P\P". (5.54)

Ubung 5.5.12. Man zeige, dass alle b € Pt zuliissig sind (aber b € P~ ist
nicht notwendigerweise unzuliissig).
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Aufgrund der letzten Aussage wire es auch moglich, das Fernfeld als
Pt :={be P: Adm(b) = true} und das Nahfeld als P~ := P\ P* zu definie-
ren. Die kleinen, aber zulédssigen Blocke wére dann in P+ statt in P~. Wenn
Grosser(rx.y) so gewdhlt ist, dass fiir b € P~ N Pt der Speicheraufwand einer
R(k)-Matrix M|, shnlich zu dem einer vollen Matrix aus R ist, hat die Be-
handlung als volle Matrix den Vorteil, dass kein Genauigkeitsverlust auftritt.
Deshalb ist die Einteilung (5.54) im Zweifelsfall vorzuziehen.

5.5.5 Beispiele

Wie schon in §5.2.4 ausgefiihrt, verwendet das
Modellbeispiel aus §3 eine Partition P, deren 2 2
Blocke nicht zuldssig sind. Wenn Grésser(rxr)
nicht fiir alle Blocke den Wert false liefert, folgt 3| -1 =1—13]3 2
zumindest fiir hinreichend groBe Matrizen, dass |3 |3 | =] =] —| 3
P nicht Adm-zulissig im Sinne von Definition 31— —=1-13
5.5.6b ist. 2 313
In §5.2.4 wurde das Format (5.15) definiert.
Im Folgenden gelte die rechte Seite in (5.14) 2 2 3
nicht nur fiir X,,, sondern auch fiir X, (Galerkin- 313
Fall). Fiir n = 8 sieht diese Blockstruktur wie Ay 5.6. Markierungen 2,
in Abbildung 5.6 aus. Verwendet man (5.8) mit 3. ,ylissige Blicke der Stu-
n = 1 als Zuléssigkeitsbedingung Adm, so sind fe 2, 3; Markierung — nicht-
alle mit “2” und “3” gekennzeichneten Blocke zulissige 1 x 1-Blocke aus P~
zuléssig. Zum Beispiel gilt fiir alle 1 x 1-Blocke
b=7x0€TO(IxI) (vgl. (A.2)) mit der Markierung “3”, dass diam(r) =
diam(o) = 273 und dist(r,0) > 273, Entsprechend ist diam(7) = diam(o) =
272 und dist(7,0) > 272 fiir die Blocke “2”. Fiir die Blocke “-” ergibt sich
der Abstand dist(7,0) = 0, da sich die Triager zu 7 und o entweder berithren
oder iibereinstimmen. Damit ist die n-Zuléssigkeit (5.8) fiir kein n > 0 erfiillt.

Wiéhlen wir Grosseprxyy wie in (5.42) mit nmn = 1, so gilt
Grossep(rxg)(b) = false fiir alle 1 x 1-Blocke. Damit ergibt (5.49),
dass die obige Partition zuléssig ist.

Ubung 5.5.13. Adm sei mittels (5.8) mit n = 1 gewihlt, wihrend
Grossep(rx.y) wie in (5.42) mit nyi, = 1 definiert sei. Man zeige, dass fiir

alle n = 2P die aus (5.15) entstehenden Partitionen die Zuléssigkeitsbedingung
(5.49) erfiillen.

Dass nmin = 1 eine zu kleine Wahl ist, sieht man daran, dass eine
2 x 2-Rang-1-Matrix ebenso wie eine volle 2 x 2-Matrix vier Speicher-
einheiten benotigt. Die Wahl np;,, = 2 bedeutet, dass alle auftretenden
2 x 2-Untermatrizen als volle Matrizen behandelt werden und nicht in
1 x 1-Matrizen aufgespalten werden.
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5.6 Alternative Clusterbaumkonstruktionen und
Partitionen

Die bisherigen Konstruktionen ergaben binére Clusterbdume T'(7). In §9.2.4
wird ein ternéren Clusterbaum 7'(I) beschrieben, der auf Anwendungen mit
schwach besetzten Matrizen zugeschnitten ist.

Die Partition hiangt wesentlich von der Zulédssigkeitsbedingung ab. In §9.3
wird eine sogenannte schwache Zulassigkeit eingefiihrt, die grobere Partitionen
liefert.
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Definition und Eigenschaften der
hierarchischen Matrizen

Ubersicht iiber die Inhalte der nachfolgenden Abschnitte:

°

§6.1: Die Menge H(k, P) der hierarchischen Matrizen (H-Matrizen) wird
definiert. Geeignete Teilmatrizen erben die H-Matrixstruktur.

8§6.2: Die H-Matrixstruktur ist gegen Transformation mit Diagonal-
matrizen und gegen Transposition invariant.

§6.3: Der Speicheraufwand einer n x n-H-Matrix ist O(nlog™n). Die
genaue Abschitzung inklusive der Konstanten wird in §6.3.2 mithilfe der
Grofle Cgp, aus (6.4b) ermdglicht.

86.4: In diesem technischen Kapitel wird gezeigt: Matrizen, die von einer
Finite-Element-Diskretisierung stammen, fiihren auf eine Konstante Cg,
die nur von der Formregularitidt der finiten Elemente abhéngt.

86.5: Es wird die Frage beantwortet, wie sich die Approximationsfehler
der Teilmatrizen auf die Gesamtmatrix auswirken.

§6.6: In der Definition von H(k, P) kann k als fest vorgegebener lokaler
Rang verstanden werden. Fiir die Praxis interessanter ist eine adaptive
Rangfestlegung.

86.7: Die a-priori-Wahl des lokalen Ranges k kann zu grof3 ausfallen. Des-
halb ist in der Praxis eine weitere Rangverkleinerung (“Rekompression”)
empfehlenswert.

86.8: Hier wird beschrieben, wie Gleichungsnebenbedingungen, Positi-
vitdts- oder Orthogonalitdtsbedingungen berticksichtigt werden kénnen.

6.1 Menge H(k, P) der hierarchischen Matrizen

In der folgenden Definition ist P eine beliebige Partition, obwohl wir spéter
nur an zuliissigen Partitionen interessiert sind. PT ist die Teilmenge von P
mit Grosseprxg)(b) = true (d.h. Teilmenge der hinreichend groien Cluster,
vgl. Definition 5.5.11).

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_6,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Definition 6.1.1 (hierarchische Matrix). Seien I und J Indexmengen,
T(I x J) ein Blockclusterbaum und P eine Partition. Ferner sei eine lokale

Ranguverteilung
k:P— Ny (6.1)

gegeben. Dann besteht die Menge H(k, P) C R der hierarchischen Matrizen
(zur Partition P und zur Rangverteilung k) aus allen M € RI*/ mit

Rang(M]|p) < k(b) fiir alle b € PT. (6.2)

Genauer soll fiir alle Blocke b € P% gelten, dass M|, € R(k(b),I,J)
(vgl. Definition 2.2.3a), d.h. die Faktoren Ay, By, der Darstellung M|, = AbB;—
sind explizit gegeben. Die Matrizblocke M|, mit b € P~ werden als volle
Matrizen implementiert: M|, € V(b) (vgl. (2.2)).

Statt von “hierarchischen Matrizen” werden wir auch kurz von “H-
Matrizen” sprechen, die nicht mit den H-Matrizen (vgl. [66, Definition 6.6.7])
verwechselt werden sollten, die eine Verallgemeinerung der M-Matrizen sind.
Wir werden von H(k, P) auch als dem H-Matrixformat sprechen.

Die Notation R(k,I,J) gibt die Indexmengen I,J direkt als Parameter
an. In der Notation H(k, P) sind I, J indirekt mittels | J,c p = I x J enthalten
und werden deshalb nicht noch einmal explizit erwéhnt.

Die Implementierung der Speicherplatzanforderungen fiir die Faktoren
Ay, By ist geeignet vorzunehmen, da sonst die Speicherverwaltung insbeson-
dere bei parallelen Anwendungen ungiinstige Laufzeiten ergeben kann (vgl.
Kriemann [103]).

Anmerkung 6.1.2. a) Die Standardwahl von (6.1) ist eine Konstante k € N.
Wir sprechen dann von hierarchischen Matrizen mit dem lokalen Rang k.

b) Héufig wird ein variables k(b) verwendet. Wenn k(b) nur von der Stufen-
zahl £ = level(b) abhéngt (vgl. §8.6), schreiben wir ky statt k(b).

Die Beschriankung einer hierarchischen Matrix auf einen Blockbereich
7 x o €T(I x J,P) ist wieder eine hierarchische Matrix:

Ubung 6.1.3. Sei P C T(I x J) eine Partition und 7 x o € T(I x J, P) (vgl.
Lemma 5.5.7). Die Partition

Pl;xo :=PNP(rxo)={beP:bCTx0} (6.3)

von 7 x o sei als “Beschréinkung” von P auf T'(7 x o) (Teilbaum von T'(I x .J))
definiert. Man zeige,

a) dass P|,x, eine Partition von 7 x o ist, die zuliissig ist, wenn P eine
zuléssige Partition ist, und

b) dass jedes M € H(k, P) zu einer hierarchischen Untermatrix M|, €
H(k, P|;xo) fiihrt,

c¢) dass die Definition (6.3) fiir allgemeine Blocke 7 x ¢ C I x J genau
dann eine Partition von 7 x ¢ darstellt, wenn 7 x ¢ konsistent zu P ist, das
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soll heiflen: 7 x o ist darstellbar als Vereinigung von Teilblécken von P. Die
Konsistenz impliziert, dass 7 € T'(I) und o € T(J).

d) Sei 7 x o nicht konsistent im obigen Sinne. Man formuliere eine analoge
Aussage M|, v, € H(k, P") mit geeignetem P’.

6.2 Elementare Eigenschaften

Anmerkung 6.2.1 (Diagonalinvarianz). a) Ist M € H(k,P) (P C T(I x J))
und haben D; € R™*! und Dy € R’*/ Diagonalgestalt, so gehéren D; M,
M Dy und Dy M D ebenfalls zu H(k, P).

b) Man streiche in T'(I) alle kleinen, nicht in P auftretenden Cluster:
T'(I):={r €T(I) : es gibt ein 7* € T(I) und ein 7* x ¢ € P mit 7* C 7}.
Die Blattmenge 7 := £ (T"(I)) beschreibt eine Vektorpartition und 7 X 7 eine
Tensor-Matrixpartition. Falls D; beziiglich 7 x 7 Dblockdiagonal ist
(dh. Dilaxg = 0 fiir alle o, € m mit @ # (), gilt die Aussage a)
ebenfalls. Ebenso darf D5 im analogen Sinne blockdiagonal sein.

Beweis. Es ist nur die triviale Eigenschaft nachzupriifen, dass Rang-
k-Matrizen und volle Matrizen nach Diagonalskalierung ihre Struktur
beibehalten. Die Aussage fiir Blockdiagonalmatrizen ist eine einfache
Verallgemeinerung. n

Man beachte, dass andere Struktureigenschaften wie z.B. die Toeplitz-
Struktur durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix zerstort werden.

Anmerkung 6.2.2 (Invarianz — gegen  Transposition). Die Zuléssigkeits-
bedingung Adm und die Funktion Grosse seien symmetrisch (vgl. (5.13c)
und Satz 5.5.2¢). Ist M € H(k,P) (P C T(I x J)), so gilt MT € H(K', P')
mit der adjungierten Partition P’ := {o x7:7Xx o€ P} C T(J x I) und
k(o xT1):=k(T x 0).

Beweis. Symmetrie von Adm und Grosse sichert, dass P’ die minimale zu-
lissige Partition fiir M T ist. [

Diese triviale Eigenschaft ist von Bedeutung fiir Varianten der
Konjugierten-Gradienten-Verfahren, in denen auch die Matrix-Vektor-
Multiplikation M "z auftritt.

Bisher wurde noch nicht von der mdoglichen Symmetrie einer Matrix Ge-
brauch gemacht. Hierfiir ldsst sich der Speicheraufwand im Prinzip halbieren.

Anmerkung 06.2.3. Es sei vorausgesetzt, dass P symmetrisch sei, d.h. P = P’
mit P’ aus der letzten Anmerkung. Ist dann M € H(k, P) eine symmetrische
Matrix, so brauchen fiir b = 7 x ¢ und ' = o x 7 die Faktoren Ay, By von
M|, = AyB) und M|y, = (My)" = By A} nur einmal gespeichert werden.
Gleiches gilt fiir die vollen Matrixblocke.
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6.3 Schwachbesetztheit und Speicherbedarf

Im Folgenden wird die GréfBe Cg,, eingefiihrt, die wesentlich in die Abschitzung
des Speicherbedarfs einer H-Matrix und der Kosten der spéter erkliarten
Matrixoperationen auftreten wird.

6.3.1 Definition

Der Index “sp” der Gréfle Cg, steht fiir “sparsity”. Fiir schwach besetzte
Matrizen aus §1.3.2.5 ist die maximale Anzahl max,e; #{j € J : M;; # 0}
der Nichtnullelemente pro Zeile ein mogliches Schwachbesetztheitsmafl, das
als Faktor C' in die Abschitzung S < C#I fiir den Speicherbedarf bzw.
in Npy < 2C#1 fir die Matrix-Vektor-Multiplikationskosten eingeht. Bei
den hierarchischen Matrizen wird der Begriff “Schwachbesetztheit” in einem
anderen Sinne angewandt.

Seien T'(I x J) der Blockclusterbaum zu T'(I), T'(J) und P die Partition.
Fiir 0 € T(J) sollten nur wenige Blocke b € P auftreten, die o als Faktor
enthalten. Die Groflen

Cop) (1,P):=#{oc € T(J):7x0oe€ P} firTeT(),

Copr (0, P):=#{r€T(I):7x0o€ P} firoceT(J) (6.4a)

beschreiben, wie hiufig die Cluster 7 und o als Spalten- bzw. Zeilenblock in
der Partition P auftreten. Sei

Cyp (P) = Cor (7, P), Copr (0, P) V. 6.4b
o (P) = max{ max Copt (1 P). s Cope (0 P) | (61
Die Grofle Cyp = Cyp (P) wurde von Grasedyck [50] eingefiihrt; dhnliche
Grofen findet man auch in [81, 86].

Allgemeiner kann man fiir jede Teilmenge X C T(I x J) die Grofien

Con (1, X)i=#{oeT(J):Txoe X}  firTeT(I),
Copr (0, X)=#{r€T(I):7x0€ X} fir o € T'(J), (6.5)
Csp (X) := max {maXTeT([) Csp1 (1, X) ymaXgep(y) Cop,r (o, X)}

definieren. Dabei ist insbesondere der Fall X = T'(I x J, P) (vgl. (5.51)), aber
auch X = Pt und X = P~ von Interesse. Offenbar gilt

Csp (PF) < Cyp (P) < Csp (T(I % J, P)). (6.6)

Die Partition aus Abbildung 5.1 gehort zum Block-
clusterbaum T'(I x I) mit T(I) aus §5.3.2 zur Format-
beschreibung (5.15). Die rechte Skizze zeigt drei mit
‘A’ gekennzeichnete Blocke 7 x o, die zum gleichen 7
gehoren, sodass Cyp 1 (1, PT) = Cyp1 (7, P) = 3. Die mit 51 s !
‘B’ gekennzeichneten Blocke 7 x o gehéren zu einem 7 mit HH
Csp (1, PT) = Cyp1 (7, P) = 2. Fiir die kleinsten Blocke findet man bis auf
die ersten und letzten beiden Zeilen, dass Csp 1 (7, P7) = Cyp 1 (7, P) = 6.

an
[
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Ubung 6.3.1. a) Fiir das Format aus (5.15) beweise man
Cop(T(I % I, P)) = Cup(P) = Cp(P~) =6, Cop(P*) =3
sowie im Falle von #1 = 2%

5 ): spl/r(aP+)§3a

Cop1ye (7 ) = fiir 7 mit level(7) < L,

(T

sp,l/r( P~

sp,l/r( 7P+)
( P) bpl/r(aPi)ZG

b) Fiir das einfachere Format aus §3.1 zeige man Cy,(T'(I X I, P)) = Csp(P) =
Csp(P7) =2 und Cep(PT) = 1.

)

fiir 7 mit level(r) = L.

5p 1/v (75

In der nachfolgenden Ubung wird der Cluster 7 in der rechten Seite von
(6.4a) durch einen Vorgénger 7’ D T ersetzt.

Ubung 6.3.2. Seien 7 € T(I) und o € T(J). Man zeige fiir beliebige Teil-
mengen X C T(I x J,P) (z.B. X = P oder X =T(I x J, P)), dass
Cscpl( X)=#{ceT(J): 7" xoceXmitrCr eT()}
< (level(t) + 1) Cyp, (P),
Cor(0.X)=4{reT(I):7x0' € Xmit o Co’ € T(J)}
< (level(o) + 1) Cyp (P) -

(6.7)

Es sei an grad(7'(1)) aus Definition A.2.4 erinnert.

Ubung 6.3.3. T(I x J) sei stufentreu (vgl. Konstruktion 5.5.1). Ferner sei
T :=T(I x J, P). Dann gelten die Abschitzungen

<C — )
CSp’l (T) - CSp’l (T) grad(T(J)) oceT(J), TXUET\Panxlcht Adm-zuléssig #U’
Cipr (T) < Copr (T) := grad(T(I)) - max 4,

T7€T(I), Txoc€T\P nicht Adm-zuléssig

Cup (T) < max {ésm (T), Copr (T)} .

Beweis. Sei 7 € TW(I). Falls ¢ = 0, ist Cspy (1,7) = 1. Fiir £ > 0 sei 7/
der Vater: 7 € Sp(py (7). Zu jedem nicht Adm-zuléssigen 7’ x o’ € T' gehdren
grad(o) Elemente o € T'(J) aus {o € T(J) : 7 x 0 € T'}, somit ist

Copi1 (1,T)=#{o€T(J):Tx0oeT}
< grad(T(J)) - #{o' € T(J) : 7" x ¢’ € T\ P nicht Adm-zulissig}.

Damit folgen die weiteren Abschétzungen. ]
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6.3.2 Speicherbedarf einer hierarchischen Matrix

Zunéchst wird die Zahl der Blocke abgeschétzt (diese Grofie charakterisiert
u.a. den Aufwand fiir die Verwaltung von P).

Lemma 6.3.4. Die Zahl der Blocke ist beschrdankt durch
#P < 2min{#1, #J} — 1) Cap (P).

Beweis. a) Es ist

#P= > 1= > #{oeT(J):rxoceP}< Y Cyp(P)

TXoEP TeT(I) TET(I)
< (4T 1)y (P).

Durch Vertauschen der Rollen von 7 und o ldsst sich ebenso die Schranke
(2#J — 1) Csp (P) zeigen.

b) In Teil a) wurde #T(I) < 2#I — 1 verwendet (vgl. (A.3a)). Dies
erfordert die Annahme #S(v) # 1. Falls diese Annahme falsch ist,
ersetze man T'(I), T'(J) und T'(I,J) durch die reduzierten Biume geméf
Anmerkung A.4.4. Da diese Modifikation nichts an P und Cj, (P) dndert,
folgt die Behauptung. [

Anmerkung 6.3.5. Die Abschétzung von #T(I) durch 2#I — 1 kann ver-
bessert werden, wenn die Blétter 7 € L(T'(I)) zum Beispiel die Bedingung
%nmin < #7 < Npin erfiillen. Dann folgt #7(I) < (4#1/nmin — 1) und da-
mit #P < (dmin{#I, #J}/Nmin — 1) Csp (P).

Als Néchstes wollen wir den Speicherbedarf Sy (k, P) fiir hierarchische
Matrizen aus H(k, P) mit Partition P und lokalem Rang k (k ist hier als eine
Konstante angenommen) abschétzen. Es sei daran erinnert, dass der Matrix-
block M|, entweder eine Rang-k-Matrix aus R(k,7,0) (falls b= 7 x 0 € PT)
oder eine volle Matrix aus V(7 x o) ist (falls b =7 x o € P~). Eine Rang-k-
Matrix aus R(k, 7, 0) benotigt den Speicherbedarf Sg (7,0, k) = k (#71 + #0)
(vgl. Anmerkung 2.2.5), wihrend volle Matrizen aus V(7 x o) den Speicher
Sy(1,0) = #1#0 (vgl. §1.3.2.4) erfordern. Nachfolgend spalten wir Sy (k, P)
noch einmal in Sy(k, P) = Sy (k, PT) + Sy(P~) fiir den Fern- und Nahfeld-
bereich auf. Die Abschétzung des Speicherbedarfs

SH(k‘,P) = SH(k,P+)+SH(P_) mit (68)
Sk, PY)=k Y (#7+#0),  Su(PT)= Y #1#o
b=TXocEP+ b=TXoc€EP~

ist direkt mit dem Schwachbesetztheitsmafl Cy, (P) verbunden:
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Lemma 6.3.6 (Speicherbedarf). n;, erfille die Bedingung (5.42). Dann
betrigt der Speicheraufwand fir Matrizen aus H(k, P)

SH(]C, P) (69&)
< Cyp (P) - max{nmin, k} - [(depth(T'(I)) + 1) #I + (depth(T'(J)) + 1) #J] .

Falls die reduzierten Versionen der Biume T(I), T(J) nach Anmerkung A.4.4
zu einer kleineren Tiefe fiihren, dirfen diese in (6.9a) eingesetzt werden. Die
in (6.9a) auftretende Tiefe kann noch etwas reduziert werden: Es gilt

SH(IC, P) < Csp (P) . max{nmin, /{2} . (#L[#I + #LJ#J) s (69b)
wobei

Ly:={{eNy: esgibtb=7xo0€ P mitt ET(K)(I)}7
Ly:={leNy: esgibtb=7x0¢€ P mitoccTY(J)}.

Beweis. Sy(k,P) ist die Summe des Speicherbedarfs aller Blocke
b=1xo0€P:

Z Sgr(r,0,k) + Z Sy(r,0)

TXoEPt TXOEP™
=k Y. (#rt+#o)+ D, #r-#o
TXoEPtT TXoEP™

Wegen (7.4) ist

#1740 = min{#r, #0} max{#7, #o}
< min{#7, #0} (#7 + #0) < Nmin (#7 + #0).

Also
Sy (k, P) < max{nmin, k} Z (#71+ #0).

TXoEP

Nach Definition von Cgp (7, P) und Cyp, (P) gilt

Z #T ZTET([ ( ’ ) T(I) #7Cop1 (7, P)
TXoEP o:TXo€EP
< Cop (P) Z:ET(I) = Cop Z Z #T

LeLr 7eTO(I)

wobei die Summen Zj—eT(I) nur iiber die 7 zu fithren sind, fiir die
mindestens ein ¢ mit 7 x ¢ € P existiert. Nach Korollar A.4.3b ist
ZTGTW(I) #1 < #I, sodass Y cp#T < Cup (P)#Li#1. Ebenso ist
Yorxoep#o < Csp (P)#Ly#J. Zusammen ist die Behauptung (6.9b)
bewiesen.
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Da Ly C {0,...,depth(T(1))}, ist #L; < depth(T'(I)) + 1. Die analoge
Ungleichung #L; < depth(T'(J)) + 1 zeigt (6.9a). ]

Fir die Baumtiefen erwartet man depth(T(I)) = O(log#I) und
depth(T'(J)) = O(log #J) (dies folgt fiir balancierte Biume). Damit ist der
Speicherbedarf von der Groflenordnung O((#1 + #J) log (#1 + #J)) wie in
(3.5) im Falle des Modellproblems.

Die GréBen Cyp) (7, P) und Cyp . (0, P) sind, wie man an Ubung 6.3.1
sieht, deutlich grofler, wenn unzuléssige Blocke 7 x o € P auftreten. Deshalb
lisst sich die Abschitzung verbessern, wenn man die Blocke aus PT und
P~ getrennt zdhlt. Der Beweis des folgenden Lemmas benutzt die gleiche
Argumentation wie der Beweis zu Lemma 6.3.6.

Korollar 6.3.7. Seien
LE:={teNy: esgibtb=1x0¢c PEmitrecT®()}

und Lf analog definiert. Dann ist der Speicheraufwand fir Matrizen aus
H(k, P) abschdtzbar durch

Sn(k,P) < Cop (PY) k (#LT#I + #L5#J)
+ Csp (P7) min (#L7 #1 + #L;#J) .

Im Modellfall von Ubung 6.3.1 gilt I = J, L} = {1,...,L — 1} und
Ly ={L},sodass #L7 =#LY =L —1 und #L; = #L, = 1 zusammen
mit min = 1 zu folgender Ungleichung mit n = 2% fiihrt:

Sy (k, P) < [2Cp(PT)k (L — 1) 4+ 2Cs,(P7)] n = [6k (L — 1) + 12] n.

Anmerkung 6.3.8. Im Falle der stufentreuen Konstruktion des Block-
clusterbaumes (vgl. §5.5.1) treten nur Blocke b = 7 x ¢ und damit
auch nur Cluster 7 und o der Stufe < min{depth(T'(I)),depth(T(J))}
auf (siehe Satz 5.5.2¢). Daher kann die eckige Klammer in (6.9a) durch
(min {depth(T'(I)),depth(T'(J))} + 1) (#I + #J) ersetzt werden.

6.4 Abschatzung von Cg, *

Hier soll untersucht werden, wie die Grofie Cy,, ihrerseits abgeschétzt werden
kann.

6.4.1 Erster Zugang

Eine erste, allgemeine Argumentation ist durch die Abbildung 6.1 illustriert.
Die Cluster 71, 19, 73 sind durch Dreiecke dargestellt. p; ist der Cebyéev—Radius
des Clusters 7;. Damit der Block 71 X 7o zuléssig ist, muss der Abstand hin-
reichend grof3 sein. Sobald 75 auflerhalb des Kreises mit dem Radius po liegt,
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betragt der Abstand mindestens ps — p;. Fiir geeignetes po ist die Zuléssig-
keit garantiert. Wenn der Abstand allerdings einen kritischen Wert {ibersteigt
und 73 in den Bereich jenseits des Radius ps hineinreicht, besitzen (unter
geeigneten Voraussetzungen) auch die Viter 71 und 745 von 7 und 73 einen
hinreichenden Abstand, sodass der Block 71 x 74 zuléssig ist.

Fir die Bestimmung von Csp ) (71, P)
sind nur die 0 = 7o wesentlich, die ganz
im Kreisring {x : po < |z| < p3} liegen.
Auflerdem miissen (bei der stufentreuen
Konstruktion) die 75 die gleiche Stufen-
zahl wie 71 besitzen. Unterstellt man fiir
die gleiche Stufenzahl eine vergleichbare
Fliche, kann man das Argument anwenden,
dass der Kreisring nur eine bestimmte Zahl
von Clustern enthalten kann.

Im Weiteren werden die Voraus-
setzungen prézisiert, die man fir die
Schlussfolgerung benétigt. Die Zuléssigkeit
Adm ist die iibliche 7-Zulédssigkeit nach
(5.8). Die stufentreue Konstruktion 5.5.1
sei vorausgesetzt.

Zum Argument der “vergleichbaren Flidchen”
sind zwei Fille zu unterscheiden. Die Tréiger X;
einer Basisfunktion sind im Allgemeinen nicht
disjunkt. Nur fiir stiickweise konstante Basis-
funktionen haben verschiedene X; hochstens
einen Durchschnitt vom Mafl null. Andernfalls
muss X; zu einem kleineren Bereich X; reduziert
werden, sodass X; N Xj das MaB null fiir © # j  Apb. 6.2. Duale Zelle X,
besitzt. Im Falle von stiickweise }inearen finiten (schraffiert) um den Knoten-
Elementen ¢; auf Dreiecken ist X; die Zelle um  punks ¢; in der Mitte
den Knotenpunkt &;, die sich durch Verbinden der
Dreiecksschwerpunkte und der Dreiecksseitenmitten ergibt (vgl. Abbildung
6.2). Wie man leicht sicht, kénnen sich die Zellen X; hochstens am Rand
iiberschneiden.

Die genaue Voraussetzung lautet: Fiir alle ¢« € TUJ existiere eine Teilmenge
X, CcX,;C R4, sodass gilt:

Abb. 6.1. Cebyéev-KreiS um 71,
Radius p» fiir Zuldssigkeit und Ra-
dius pg fiir Zuldssigkeit der Eltern-
cluster

X; N X; hat MaB null fiir alle i # j mit 4,5 € I oder i,j € J. (6.10a)

Fiir 7 € T(I) sei X, := Uier X;. Die Durchmesser und Volumina der X, seien
im Wesentlichen durch die Stufenzahl festgelegt:
diam(X,) < diam(X,) < Cy2~¢

. fi 0 ©
9y < vol(K,) T €T UT), - (6.10D)

wobei das Volumen als d-dimensionales Maf3 zu verstehen ist.
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Satz 6.4.1. P C T(I x f]) sei eine n-zuldssige Partition. Die Bereiche
X; CRY(ieTUJ) bzw X, (r€T(I)) und X, (o0 € T(J)) mégen (6.10a,b)
erfilllen. Dann gilt

d
Cop (P) <wq(1-27%0C, (2 2+ %) Cd> ,

wobei wy das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis. a) p; sei der Cebysev-Radius des Clusters 7 € T(I). Seien py
wie in Abbildung 6.1 und K(ps) = {z € R?: |z — & | < p2} die Kugel
um das Cebysev-Zentrum &, von 7 € TW(I). Fiir ein 0 € TO(J) gelte
X’GOK(pg) = (). Fiir den Abstand folgt dist(XﬂXU) > py—p1. Daein i € X,
und ein * € X, den Abstand diam(X,) < C427¢ besitzen konnen, folgt
dist(X,, X,) > p2 — p1 — C427" . Damit ist wegen p; < diam(7) < C42~°

: —¢
d.lam(T) - Ca2 <n
dist(r,0) = pa —2C42-¢ —

1
p2 = (2 + 77) Cd2_e

folgt gii;r(i(;)) < 7, d.h. alle auBerhalb K(py) gelegenen X, fithren zu -
zuldssigen Blocken 7 X o.

b) Sei 7 € T =Y(I) der Vater von 7 € T (I). Entsprechend sei
o* € TV (J) mit o € Spepy(0*) € TO(J). X;- in K(Cy2'~¢) enthalten.
Falls X, N K(p3) # 0, gibt es einen Punkt y € X, C X, C Xy« in K(ps).
Wegen diam(c*) < C;2' 1 erhilt man fiir den Abstand

Fiir die Wahl

dist(7*,0%) > p3 — 20424
Fiir die Wahl pg3 := 2ps folgt

diam(7*) - Cy2t*
dist(7*,0%) ~ p3 —2C,2!

— <n,

d.h. der Block 7 x o tritt nicht in der Partition P auf, da bereits 7* x ¢*
n-zulédssig ist.

¢) Der Kreisring Kring := K (p3)\K (p2) hat das Volumen wyq (p§ — p4) =
wgpy (2% — 1) . Eine Obermenge von {o € T(J) : 7 x ¢ € P} ist nach a) und
b) Yi={oceT(J): X, C KRing}. Da die X, nach Voraussetzung disjunkt
sind, folgt wgpd (2d — 1) = vol(KRing) > vol (Ugex)v(g) = dexvolXU >
#5.27/C, sodass

d 1 ¢
#2 <un(2'-1) G (20a) = ez -1) O, (2+ Dyca)
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die Ungleichung Cyp 1 (7, P) < #X [in analoger Weise Csp, , (0, P) < #X] und
so die Behauptung beweist. [

Es wurde vorausgesetzt, dass die Triger X; ein positives d-dimensionales
Maf besitzen. Dies schlieBt Randelemente auf einer (d — 1)-dimensionalen

Mannigfaltigkeit aus. Eine analoge Argumentation fiir diesen Fall findet man
in Hackbusch-Nowak [90].

6.4.2 Abschitzung zu Konstruktion (5.30)

In §6.4.1 wurden naheliegende FEigenschaften der Cluster
vorausgesetzt. Allerdings wurde keine Konstruktion des
Clusterbaumes gegeben, die diese Eigenschaften garantiert. In
diesem Abschnitt wird der umgekehrte Weg beschritten. Es
wird angenommen, dass ein Finite-Element-Problem vorliegt,
zu dem mit Hilfe der Konstruktion (5.30) der Clusterbaum Apb. 6.3.
T(I) konstruiert wird. Zudem ist J = I angenommen. Gitter mit her-

vorgehobenem

Triger X,
6.4.2.1 Voraussetzungen raser

Die Konstruktion (5.30) arbeitet mit den Ersatzpunkten ¢&;. Mit dem
Test (5.39) auf Zulissigkeit ist eine stéirkere Bedingung gegeben als durch
die n-Zuléssigkeit. Die Ersatz-Zulissigkeitsbedingung (5.39) erfordert eine
weitere Voraussetzung, die besagt, dass in einer bestimmten Umgebung der
Tréagermenge X; nur wenige X; liegen. Die exakte Bedingung lautet: Fs gebe
eine sogenannte Separationskonstante Cyep, sodass

{j € I:dist(X;, X;) < diam(X;)/Csep} < Nmin firallei e I.  (6.11)

Dabei ist nyi, die Konstante aus der Definition (5.19) von Gr(')'sseT(I) und
der Definition (5.42) von Grosser(rxr). Im Zweifelsfall ist ny,in zu erhdhen,
damit (6.11) erfiillt ist.

Mit Hilfe von Cy, werden wir Cy, abschétzen kénnen. Zuvor soll aber
untersucht werden, wie Cgqp, von anderen Problemparametern abhéngt.

6.4.2.2 Diskussion von Csep, fiir Finite-Element-Gitter

Wir gehen von einer iiblichen Finite-Element-Diskretisierung mit einer Trian-
gulation (Gitter) 7 des Grundgebietes 2 C R? aus. Die Menge 7 besteht
aus abgeschlossenen Dreiecken. Zwei Dreiecke ¢,t’ heiflen benachbart, falls
tNt # (. Im Allgemeinen verlangt man eine zulissige Triangulation, d.h.
benachbarte Dreiecke aus 7 sind entweder gleich oder ihr Schnitt besteht aus
einer (vollstandigen) Seite beider Dreiecke oder einem gemeinsamen Eckpunkt
(vgl. Abbildung 6.3).
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Eine Standardvoraussetzung ist die Formregularitit, d.h. der minimale
Innenwinkel aller Dreiecke aus 7 sei durch einen positiven Winkel nach unten
beschrankt:

Es gibt ymin > 0, sodass v > Ymin

fiir alle Innenwinkel v der Dreiecke t € 7. (6.12a)

Eine dquivalente Forderung lautet: Der Durchmesser des grofiten Innenkreises
von t € T und der Durchmesser diam(¢) haben ein in beide Richtungen be-
schrinktes Verhéltnis.

Der Tréger X; einer Finite-Element-Basisfunktion ¢; (i € I) ist eine Ver-
einigung von Dreiecken ¢ € 7. Abbildung 6.3 zeigt hervorgehoben den Trager
einer stiickweise linearen Basisfunktion zum Knotenpunkt xp. Allgemein
fordern wir, dass X; zusammenhéngend sei und dass die Zahl der Dreiecke
in X; eine Schranke K besitze:

X, zusammenhéngend und es gibt K7 € N mit

#{teT tC X;} <K firalleiel. (6.12b)

Anmerkung 6.4.2. a) Es gelte (6.12a). Im Falle der stiickweise linearen Basis-
funktionen ist (6.12b) mit Ky = |27 /Ymin | erfiillt.

b) In seltenen Féllen konnte # {¢t € T : t C X;} auch noch Dreiecke aufler-
halb des schraffierten Bereichs von Abbildung 6.3 enthalten, sodass sich K3
erhoht. Die Existenz der Schranke Kj in (6.12b) ist u.a. ein Grund fiir den
Namen “finite Elemente”.

¢) Die Eigenschaft “zusammenhingend” kann ebensogut im Sinne der
Nachbarschaftsbeziehung der Dreiecke {t € 7 : ¢t C X;} interpretiert werden.

Eine weitere Forderung lautet:
Es gibt ein Ko e Nmit #{i e I :t C X;} < Ky furallet € T, (6.12¢)
d.h. ein Dreieck kommt in hochstens Ko Tragern X; vor.

Anmerkung 6.4.3. a) Wenn es pro Eckpunktsknoten nur einen Freiheitsgrad
gibt und die linearen Basisfunktionen verwendet werden, ist Ko = 3.

b) Wenn ein Differentialgleichungssystem mit m Komponenten diskreti-
siert wird, kann die gleiche Basisfunktion fiir alle m Komponenten auftreten,
sodass die identische Tragermenge X, fiir m verschiedene i € I vorliegt und
sich die Schranke K5 entsprechend erhoht.

¢) Bei Finite-Element-Ansiitzen mit héheren Polynomgraden hingt Ko
auch vom Polynomgrad ab.

Ein besonderer Vorteil der Finite-Element-Methode ist die Flexibilitéit des
Gitters fiir Zwecke der lokalen Gitterverfeinerung. Damit ist durchaus be-
absichtigt, dass verschiedene Dreiecke aus 7 sehr verschiedene Grofie haben
konnen. Allerdings soll kein starker Groflenunterschied zwischen benachbarten
Dreiecken herrschen:

1/K3 < diam(t)/ diam(t') < K3

fiir alle benachbarten ¢,¢' € 7. (6.12d)

Es gibt K3 > 0 mit {
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Anmerkung 6.4.4. a) Wenn (6.12d) mit K = Kj zutrifft, spricht man von
einem K-Gitter. Es muss stets K > 1 gelten. K = 1 charakterisiert regel-
méBige Gitter (alle Dreiecke haben gleichen Durchmesser).

b) Fiir eine zuldssige Triangulation 7 mit der Formregularitéitseigenschaft
(6.12a) gilt (6.12d).

Der extreme Fall einer exponentiell abfallenden
Schrittweitenfolge ist in Abbildung 6.4 wieder-
gegeben. Hier gilt K3 = 2.

Zunéchst sei die Schreibweise A < B erklirt,
die wir im nachfolgenden Beweis benutzen.

Notation 6.4.5 Die Schreibweise A Sap,.. B
bedeutet, dass es eine nur von «,3,... abhdngige
Konstanten ¢ gibt, sodass A < c¢B. Die Un-
gleichung A Zop,.. B ist gleichbedeutend zu
B Sa.8,.. A. Die Schreibweise A ~, g, B bedeu- Abb. 6.4. Verfeinertes

tet, dass sowohl A S 5. B als auch A 24, B Finite-Element-Gitter mit
gelten. K3 =2in (6.12d)

Lemma 6.4.6. Es gelte (6.12a,b,d). Dann folgt aus dist(X;, X;) > 0 fiir ein
p = p(K1, K3, Ymin) > 0 die Ungleichung

dist(X;, X;) > pdiam(X;) fir alled,j e 1. (6.13)

Beweis. a) Sei t C X; fiir ein t € 7 und ein ¢ € I. Wegen (6.12b,d) gilt
dlam(t) 2K1,K3 dlam(X,)

b) Sei t' € T ein Nachbar von ¢. Die K-Gittereigenschaft (6.12d) beweist
diam(t') 2k, diam(t).

c¢) Sei A(t) die minimale Hohe eines Dreiecks ¢ (vgl. Abbildung 6.5). Mit
der Formregularitit (6.12a) folgt A(t') 2,... diam(t’) .

d) Wenn dist(X;, X;) > 0, gibt es Punkte 2 € X; und y € X, mit
|z —y| = dist(X;,X;). Dabei muss einer der Punkte z,y ein Eckpunkt
eines Dreiecks ¢’ sein, das weder in X; noch X; liegt, aber Nachbar eines
t C X; U X, ist. Die Strecke Ty muss ¢’ von diesem Eckpunkt bis zur gegen-
iiberliegenden Seite durchqueren. Daher ist |z — y| > A(t').

e) Die Ungleichungskette dist(X;,X;) = |z—y| > X)) Zyun
diam(t') Zk, diam(t) Zx, k, diam(X;) beweist diam(X;) < edist(X;, X;)
mit einer nur von K7i, K3, Ymin abhiingigen Konstanten c¢. Damit ist (6.13)
mit p:=1/c > 0 erfiillt. m

Lemma 6.4.7. Es gelte (6.12a-c). Dann gibt es ein N = N (K1, Ko, Vmin) €
N, sodass
#{jel : X,nX;#0} <N fiir alle i € 1. (6.14)

Beweis. a) Seien ¢ € I und t C X;. Die Zahl der j € I mit t C X ist durch K>
beschrinkt (vgl. (6.12¢)). Die Zahl der méglichen ¢ C X ist nach (6.12b) durch



126 6 Definition und Eigenschaften der hierarchischen Matrizen

K beschréankt. Es bleibt der Fall, dass sich X; und X; nur im Rand schneiden.
Aus (6.12a) schlieBt man, dass auch #{t € 7 : X; Nt # 0} Sk, i 1. Mit
#{jel: XiNX; #0} Sk Koy 1 1St die Behauptung bewiesen. [

Damit kommen wir zur Hauptaussage:

Satz 6.4.8. Es gelte (6.12a-d). Sei Csep > 1/p, wobei p aus (6.18) nur von
K1, K3, Ymin abhdngt. Wenn nmymin < N fiir N = N(K1, Ko, Ymin) aus (6.14),
ist die Bedingung (6.11) erfiillt.

Beweis. Die Ungleichung dist(X;, X;) < diam(X;)/Csep hat zur Folge, dass
dist(X;, X;) < pdiam(X;). Aus Lemma 6.4.6 folgt dist(X;, X;) = 0, d.h.
X; N X; # 0. Damit ist Lemma 6.4.7 anwendbar und zeigt zusammen mit
Nmin < N die Ungleichung (6.11). [

Die Uberlegungen dieses Abschnittes
kénnen sinngeméf auf 2 C RY fiir d # 2
iibertragen werden.

6.4.2.3 Abschitzungen mittels Csep

Abb. 6.5. Abstand zweier Triger-
Im Weiteren gehen wir von Situationen mengen X;, X;. A(') ist die kleinste

aus, in denen die Bedingung (6.11) mit Hghe des Dreiecks t'.

einer Konstanten Cgep erfiillt ist. Ferner

setzen wir voraus, dass die Partition zuldssig im Sinne der Bedingung (5.39)
mit der Grofie n > 0 ist, wie es das Resultat der Konstruktion (5.30) ist. Zu-
dem gehen wir von der Annahme aus, dass die Knotenpunkte &; (Mittelpunkte
aus ; = Qmin(X;)) aus Anmerkung 5.4.1 selbst zu X; gehoren:

& e X, fir alle ¢ € I. (6.15)

Eine unmittelbare Folge dieser Annahme ist X, C X, fiir alle 7 € T(I) (vgl.
Anmerkung 5.4.1 zu X;).

Lemma 6.4.9 (Cyp-Abschitzung). Es gelte (6.11) und (6.15). Der Baum
T(I) sei mit Hilfe der Konstruktion (5.30) erzeugt. Der Blockclusterbaum
T(I x I) sei durch die stufentreue Konstruktion 5.5.1 entstanden, wobei die
Blécke der Partition P die Ersatz-Zulissigkeitsbedingung (5.39) mit einem
n > 0 erfillen. Dann gilt

1+ Ce !
Cop < {4 +8Vd (2+ncp + csepﬂ .

Beweis. Der Beweis findet sich in [56, Lemma 4.5], wobei 7 wegen einer anderen
Skalierung durch 7/2 zu ersetzen ist. ]
Es gibt allerdings Fille, in denen eine anisotrope Verfeinerung optimal

ist. Hier treten Dreiecke mit extrem kleinen Winkeln oder extrem gestreckte
Rechtecke auf. Fiir Randelement-Anwendungen ist eine solche Situation
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in  Graham-Grasedyck-Hackbusch-Sauter [49] beschrieben: Die iibliche
Zulassigkeitsbedingung fithrt zu einem nicht-konstanten Cy, und damit zu
einem nicht-optimalen Aufwand, aber nach einer speziellen Behandlung der
kritischen Matrixelemente lédsst sich wieder eine fast lineare Komplexitét
erreichen.

6.4.3 Anmerkung zu Konstruktion (5.34)

Die Konstruktion (5.34) ist einerseits giinstiger, da die Verwendung der
Minimalquader zu einer gleichméfBigeren Halbierung der Cluster fiihrt.
Andererseits haben die Quader Q im Gegensatz zu (5.30) keine regelméBige
Struktur (vgl. Anmerkung 5.4.4). Dies fithrt dazu, dass sich eine gleichméiBige
Schranke fiir Cp, nicht beweisen ldsst. Ein Gegenbeispiel ist in Abbildung 6.6
illustriert.

Sei der Startquader Q1! wie in
der Abbildung 6.6. Auf der linken
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Seite ergebe sich eine regelméfige
.H ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4| Situation: Die rekursiv halbierten
Quader seien zugleich die Minimal-
quader, sodass sich das hervorge-
hobene Rechteck R = [—a, 0] x [b, ]
als Cluster 7p der Stufe ¢ = 7 er-
gibt. Die rechte Hilfte des Qua-
ders Qfl enthalte nur einen Punkt

Abb. 6.6. Gegenbeispiel zu beschréinktem Si a.m rechten R?'mdl, alle weiteren
Csp im Falle der Konstruktion (5.34) Indizes mogen in dem schmalen

Rechteck [d,d + €] x [b,¢] mit
d:= (c—0)22°"" und 0 < & < d/V/2 liegen, das damit den Abstand d vom
Rechteck R hat. Der Minimalquader der Stufe 1 ist das gestrichelte Recht-
eck. Nach einer weiteren Halbierung ergibt sich auf der Stufe 2 einerseits der
Punkt &; (wird Blatt in 7'()) und andererseits das Rechteck [d, d + €] x [b, ¢].
Alle weiteren Halbierungen verlaufen in waagerechter Richtung. Auf der Stufe
¢ =7 erhélt man die Minimalquader

[d,d+e] x [b+v22 (¢ —b),b+ (v+1)227 (¢ — b)] fiir v = 0,..., 2072 1.

Die zugehorigen Cluster seien 7,. Thre Durchmesser sind kleiner oder gleich
[(227 (c— b))2 + £2]'/? < d, withrend ihr Abstand von R gerade d betrigt.
Fiir die Wahl n = 1 sind alle Blocke 7p X 7, zulédssig. Weil ihre Viter nicht
zuliissig sind, ergibt sich Cyp1(7r, P) = 2¢72. Da die Stufe ¢/ = 7 beliebig
erhoht werden kann, kann Cgp, 1 beliebig grofl werden.

! Damit Q¥ ein Minimalquader ist, muss mindestens ein Punkt am rechten Rand
liegen.
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6.5 Fehlerabschitzungen

Die Approximationsfehler sind mit den Blécken M|y, b € P, assoziiert. Hier
wird diskutiert, wie sich diese lokalen Fehler zu einem globalen Fehler von M
zusammensetzen. Dabei héngt das Resultat wesentlich von der Wahl der ver-
wendeten Norm ab. Im Folgenden werden die Frobenius-Norm, die Spektral-
norm und die spezielle Norm ||| - ||| aus §C.5.3 untersucht.

6.5.1 Frobenius-Norm

Die bequemste Norm im Umgang mit H-Matrizen ist die Frobenius-Norm,

denn es gilt
Ml = [STIMIJ2 i alle M € H(k, P).
beP

Zur Frobenius-Norm von M|, vergleiche man Ubung 2.2.7b.

6.5.2 Vorbereitende Lemmata
6.5.2.1 Problemstellung

Fiir die Spektralnorm und verwandte Normen gibt es keinen so einfachen Zu-
sammenhang zwischen den lokalen Matrixblocken M|, und der Gesamtmatrix
A € R/, Die Resultate unterscheiden sich, je nachdem wie die Grofen-
ordnung der Normen || M ||| verteilt ist. Drei Fille werden unterschieden:

1. Alle Normen || A||| sind vergleichbar grofl und werden durch ihr Maximum
abgeschitzt (vgl. Lemma 6.5.7). Die resultierende Abschétzung fiir die
Spektralnorm stammt von Grasedyck [50].

2. Die Normen nehmen mit zunehmender Stufenzahl ab: ||Al,| < Cq*~* fiir
be PNTY(I x J,P) (vgl. Lemma 6.5.6).

3. Die Normen sind derart, dass >, p | A]y||* gut abschéitzbar (vgl. §6.5.2.2).

Da die Resultate fiir die Spektralnorm ||-||, als auch fiir ||| - ||| aus §4.5.3
angewandt werden sollen, wird zunéchst ein allgemeinerer Rahmen gewéhlt.
Jedem 7 € T(I) wird ein Hilbert-Raum X, = (R", ||HXT) zugeordnet, wobei
die Norm |||, von der iiblichen Euklidischen Norm abweichen kann. Die
Dualnorm zu [|-[| . ist

[wrll s = sup{|(ur,v:)| /Jvrlly 10 # v, € R} fiir alle u, € R™ (6.16a)

und fithrt zum Dualraum X = <RT7 I|1] 3 ) Aus X, ergeben sich die Produkt-

raume

X = HTET“)(U X,  X= HTET(D X =], x (6.16b)
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mit den zugehorigen Normen

2
|@rreron|, =] X Il
¢ TET O (I)

depth(T(IxJ,P))
2 2
| ern], = S k=) el
£=0 TeT(I)

Die Dualrdume X’, X und X, besitzen Dualnormen, die wie oben aus den
komponentenweisen Dualnormen gebildet werden.

Analog seien zur Indexmenge J und zu o € T'(J) die Rdume Y, YV, Yy und
die entsprechenden Normen eingefiihrt.

Die Spezialfille 0 = I und 7 = J in X, und ), ergeben die Rdume X
und );. Die Matrix A € R?*Y wird im Folgenden als Abbildung von )’y nach
X} aufgefasst.

Der Operator A :Y — X’ zur Matrix A € R’*7 bestehe aus den Kompo-
nenten

Ap: Vo = XL firb=7x0e€T)xT(J), (6.16¢)
. L A‘b fir b € P,
wobei Ay := {0 fiir b ¢ P.

Man beachte, dass auch Blocke b = 7 x ¢ auftreten, die nicht zu T(I x J)
gehoren, da T'(I) x T'(J) 2 T(I x J). Diese sind jedoch null, da gem#$ (6.16¢)
nichttriviale Eintrige nur fiir b € P auftreten. Die Matrix A : Yy — A7} ldsst
sich aus 4 mittels

A= (S1AS7  mit ST x—x, 87V Y (6.16d)
rekonstruieren, wobei
S Sd
st=|S], s/=[5], (6.16¢)

£=0

depth(T'(IxJ,P
S']'LL - = (SZIU) P ( ( X )) , SZIU = (UU)O_ET(z)(J) .

ol depth(T(IxJ,P)) _
- { Shu s = (Slu) s Sju = (ur)rero iy »
=0

Anmerkung 6.5.1. Fiir stufentreue Blockclusterbdume ist A blockdiagonal:
A =diag{A;: 0 < ¢ <depth(T(I x J,P))}. (6.17a)
Dabei enthilt A, die Komponenten A, fiir b € T (1) x T¥)(J). Es gilt
depth(T(Ix.J,P))

A= > A, wobei A= (8])" AuS]. (6.17b)
£=0

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen den Normen || Al Xy,
und [|Apl| .y, diskutiert.
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6.5.2.2 Fall 3

Zuerst sei der dritte Fall von Seite 128 untersucht, in dem die Abschitzung
mit der Frobenius-artigen Norm /), _ p [| A]y[|? durchgefiihrt werden soll. Zur
Vereinfachung der Notation sei die Menge

L(r):={r"eL(T)):7 C7} (6.18)

aller Blédtter von T'(I) eingefiihrt, die Nachfolger von 7 sind. Entsprechend ist
L(o) fiir o € T(J) eine Teilmenge von L(T(J)).

Lemma 6.5.2. Fir alle u € X7 und alle Komponenten u, von

Su = (ur)rerr)
sei

1
— < Y Munl?, < Collull,  firaller € T(I)  (6.19)

CO T'eL(T)

vorausgesetzt. Entsprechendes gelte fiir die Komponenten u, von S”u. Dann
gilt

||A||X;<—y, < Cg ||A|b||g\f;hy<,- (620)

b=1x0€P

Bevor wir das Lemma beweisen, sei zunédchst der Fall der Euklidischen
Norm diskutiert.

Anmerkung 6.5.3. Es sei vorausgesetzt, dass die Normen |||, usw. mit der
- , o 2 2 2

Euklidischen Norm tibereinstimmen: [|u-[|5 = [lu-ll5 = >, [ur il

a) Es gilt ||uT||§ =D rec(n) ||uT/||§, sodass die Ungleichung (6.19) mit
Cp = 1 erfiillt ist. Wegen der analogen Identitét ||uH§ = reT(n) ||uT||§ ist
IS, = (17|, = 1 fir ale £

b) [[Apllx:—y, = || Apll2 ist die Spektralnorm. Falls ||Aly[|2 relativ zu der
Grofle des Blockes b abgeschétzt werden kann, d.h.

I Alpll2 < en/#b/#1#J  fiir alle b € P, (6.21a)
folgt
> A3 < €. (6.21b)
beP

Ungleichung (6.21a) ergibt sich beispielsweise aus der komponentenweisen
Ungleichung |A;;| < e//#HI#J.
¢) X, und X, seien gemif (5.5a,b) definiert. Gilt die Ungleichung

[Aloll2 < ellwlipzx, xx,)  (b=7x0€P) (6.21¢)
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fiir eine geeignete Funktion w € L?(X x Y)), so folgt

S AL < VIR [l ey, (6.21d)

it M := maxcx #{i € I : x innerer Punkt von X; C X},
My = maxycy #{i € I : y innerer Punkt von X; C Y'}.

Die Zahlen M; und M, beschreiben den maximalen Uberlapp der Triger X;
bzw. X; und sind fiir formreguldre Finite-Element-Gitter stets beschrankt.

Beweis. Zu b) Die Definition einer Partition P impliziert ), _, #b = #I#.J.
Hiermit folgt (6.21b) sofort aus (6.21a).
Zu c¢) Sei x, die charakteristische Funktion zu X,. Dann gilt

HWHLZ(XTxXa) = HXTXUWHLZ(XxY) . Summation der Quadrate liefert
2
S IABIE < > I @)xo @w(@ )72 xxyy
beP b=7xo€P
2
_ 2
=2 X v,

Mit xr <>, Xi (Xi ist charakteristische Funktion zu X; aus (5.5a)) folgt

Slab<e [[ 3 2 Y wn e dedy

beP X><Yb TXoEP 1€ET jEO

Wegen der Partitionseigenschaft von P stimmt die Summe ), - p> o >
iiberein mit

DD xi@)xi(y) lwiz,y)® [ZM HZXJ }way)lz-

i€l jeJ iel jeJ

jET

Die eckigen Klammern sind durch M; bzw. Ms beschriankt, sodass
Yver IABIE < MM [|w]|72x v - .
Aus den Beispielen (6.21a) und (6.21c) erkennt man, dass das Lemma
6.5.2 auf den Fall zugeschnitten ist, dass kleine Blocke b € P auch kleine
Fehler ||A|y||2 besitzen. Enthalten alle Blécke dhnliche Fehler, so enthilt die
Ungleichung >, cp |Ao]|3 < #P max||A]y||3 einen Faktor #P der GroBen-
ordnung der Indexmengen #I,#J. Fiir diesen Fall sind die Abschitzungen
des nachfolgenden Unterabschnittes giinstiger.
Beweis zu Lemma 6.5.2. Die Norm ||A‘|X;Hy,, ist das Supremum des Eukli-
dischen Skalarproduktes |(Au,v)| iiber alle u € Yy, v € X mit [lully,, =
[v]lx, = 1. Auf Grund der Darstellung A = (SI)*.ASJ (vgl. (6.16d)) ist
((S1)* AS”u,v) = (AS”u, S'v) zu untersuchen. Mit u,,v; aus (6.16e) folgt

(AS7u, S™v) = Z

(Abuaa UT)

b=7xoc€P
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(hier wurde ausgenutzt, dass (Apug,v,) = 0 fiir b ¢ P wegen A, = 0 gilt).
Blockweise Abschitzung liefert

[(AS7u, ST0)[ < Y (Ao vl < Y Asllagey, luolly, lorll, -

b=7xo€P b=7xoc€P

Die Schwarzsche Ungleichung ergibt

|(AS7u, S™) < ZAum%)( S ol ||v7||§5,>. (6.222)

b=1xoc€P b=1xoc€P

Mit der ersten Ungleichung in (6 19) lasst sich ||ufr||y <y ZU’GE(U) [ltg ||§, )
ableiten. Entsprechend ist ||1}THX < CoYprep(n llvrllx,, sodass

YoMl llorllz, <65 > Yo D el e,

b=7xo€P b=1Xxoc€Po'e€L(c) T'EL(T)

Induktion iiber den Baum T(I x J, P) beweist Y. > o=
b=Txoc€P o'€L(c) T'EL(T)
. Somit ist
o€ L(T(J)) 7' eL(T(I))

2 2 2 2
S uol, lerlz, <GBl 0 Mol ][ D Ieelli .

b=7xo€EP o'eL(T(J)) T'eL(T(I))

Die zweite Ungleichung aus (6.19) zeigt {Zo,eﬁ(T(J)) ||ug/||§} ) ] < Cy Hu]||§,J
und liefert die entsprechende Ungleichung fiir den zweiten Klammerausdruck,
sodass

2 2 2 2 2 2
> uolly, llo-llz, < C3lluslly, lorllz, = C5 lull3, lvl%, - (6.22b)
b=Txoc€EP

Die letzte Gleichheit nutzt aus, dass uy; = w fiir die Komponente u; von
STu = (ur) ez () und analog vy = v.
Kombination der Ungleichungen (6.22a,b) liefert

(. 0)] = (4870 5] < GBS, Ml T, Dol

woraus die Behauptung (6.20) folgt. ]

6.5.2.3 Fille 1 und 2

Die Blockdiagonalstruktur von A erlaubte die Darstellung A = S*AS =
> ¢ S; AeSe. Die weiteren Uberlegung beruhen auf
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1Al —y, < D NSD"AeST || 4y y, (6.23a)
14
<> lesi)
14

=2 My, 15711y, 15711y, -
14

Xj—X) H“‘V“Xﬁye HSEJHAM—JJJ

indem ||.Ag||XéHy£ abgeschitzt wird. Wie im Beweis von Lemma 6.5.2 ist
|(Agug, v¢)| zu untersuchen, wobei u, := S/u = (Uo)pero gy und vg == Slv =
(”T)reTM)(I) . Wie oben ist

|(Agug,vg)| < > |(Aptig, vr)] (6.23D)
b=7Xxo €T (I)xT® (J)
< > [ Al v, [[uolly, [lorlx, -
b=TxoeT W) (I)xT® (J)
Sei nun eine Matrix A € RTDXTUW) mittels A, = [ Arxollx,—y,
definiert. Ferner seien die Vektoren v € RT"( ) ue RT“ () komponenten-
weise als U, = |1, ||y, und v, = [[v; | 5 erklirt. Dann lautet die rechte Seite

in (6.23b) (Au,v) mit dem Euklidischen Skalarprodukt des RT M),
Fiir die Abschitzung der Spektralnorm [|Al, verwenden wir Anmerkung

C.1.3g: ||All, < /J[A] JAT[[o. Die Zeilensummen von A zu 7 € T(I)

sind
> Aollaey, = oo Al

ceT® (J) oceT® (J) mit b=rxo€P

da A, =0 fiir b =7 x 0 ¢ P. Die Zahl der Summanden ist gemif (6.4a,b)
Csp1 (1, P) < Csp o(P) fiir alle 7 € TO(I), sodass ||A[|, < Csp (P mit

o = max{HAb||X4<_yo b=7x0ePnNTO(I x I)} . (6.23¢)
Copt(P) == Cop (PN TO(I x J)) (6.23d)

= s 7P7 sp,r 7P .
maX{Tergggi”Cp,l(T )Ue%fb)cp* (o )}

Analog lautet die Zeilensumme von AT zu o € T (.J)

> Mexollazey, = > 1Al -,

TeT®(I) T€TW® (I) mit b=TxcEP

und ist durch Cgp,, (0, P) < Csp¢(P) fiir alle o € T (I) beschrinkt, sodass
auch [|AT||oc < Cspe(P)ay. Zusammen folgt

[A]ly < Cope(P)a. (6.23¢)
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Weiterhin ist [(Au, v)| < [[A]l, [[ully [[V]|, - Nach Definition der u, v und der
Normen in Xy und ) ist

2 2 2 2 2 2
[ull; = ZU ug|” = Za luolly, = lluelly, wnd [Iviz = [[oell, - (6.23f)

Kombination von (6.23b-e) zeigt
|(Aeue, ve)| < [(Au, v)| < Cop o(P)ag [Juelly, lvell y, fiir alle ug € Ve, vp € Xe

und damit
1 Aell sy, < Cope(P)ors (6.235)

Diese Ungleichung ist die Grundlage der folgenden Lemmata.
Der Fall I x J € P (Matrix vom globalen Rang k) ist eher selten. Damit
dieser Fall im Weiteren ausgeschlossen werden kann, sei er zuerst behandelt:

Anmerkung 6.5.4. Falls I x J € P, ist b = I x J der einige Block in P, sodass
1Al 2 —y, = bg) [Albll 2y —y, -

Lemma 6.5.5. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I x J ¢ P.
Dann gilt

1Al -y,
depth(T'(IxJ,P))
< LGPy e Al 15 157l

wobei Cyp ¢(P) das Schwachbesetztheitsmaf der Stufe £ ist (vgl. (6.28d) und
§6.3).

Lemma 6.5.6. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I x J ¢ P.
Die Abschditzung

Aol 2 —y, < Caq"™" fir alle b e P NTE(I x I) und geeignetes q < 1
beschreibe, wie sich die Schranke fiir steigende Stufenzahl { verbessert. Dann
gilt

Cs, (P) C

A max
1<¢<depth(T(IxI,P))
1—gq

{1SE 20—, 157 v, }

1Al y, <

unabhdingig von der Tiefe des Baumes T(I x J, P).

Beweis. Fiir £ = 0 gibt es keinen Beitrag. Die iibrigen Stufen liefern
fiir || Aellx, _y, IS¢ |2, 157 [|y,—y, eine geometrische Summe. Es wird
Cspo(P) < Cgp (P) verwendet. ]
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Lemma 6.5.7. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I x J ¢ P.
Dann gilt

1Al ¢y, < Csp (P) - depth(T(IxJ, P)) - max [ Ap[|x; -,

. St S/ )
Lt X ) 157 ¢, —2, 157 [|yp —,

Beweis. Fiir die Stufe £ = 0 gibt es keinen Beitrag. Die Summation der iibrigen

Stufen fithrt zum Faktor depth(T'(I x J, P)) . |

6.5.3 Spektralnorm

Lemma 6.5.8 (Spektralnormabschitzung [50], [56]). P C T'(I x J) sei
eine stufentreue Partition. Dann gilt fir alle Matrizen A € R/ die Un-
gleichung

depth(T(Ix.J,P))
Az < Cspe(P A 6.24
Al 30 CpdP) w14 (6.24a)

< max {1, Cup(P) - (depth(T(L x J, P))} - max [Alollo~ (6.24b)

zwischen der globalen und den blockweisen Spektralnormen, wobei Cgp o(P)
wie in Lemma 6.5.5 definiert ist. Die Adaption der Abschditzungsvariante aus
Lemma 6.5.6 ist offensichtlich.

Beweis. Die X.- und )Y,-Normen sind als Euklidische Norm zu wihlen.
Nach Anmerkung 6.5.3a ist || Sf||x,—x; = IS/ ]ly,—y, = 1. Der Wert 1 in
max {1,...} entspricht dem Sonderfall I x J € P mit depth(T(I x J, P)) =0,
andernfalls sind Lemma 6.5.5 bzw. Lemma 6.5.7 anzuwenden und ergeben
(6.24a,b). .

Der Faktor depth(7'(I x J, P)) hat fiir #I,#J = O(n) die Grofienordnung
log(n). Dass die erste Ungleichung in (6.24a) scharf ist, zeigt das folgende
Beispiel.

Ubung 6.5.9. Sei P die Partition aus Abbildung 3.1 fiir das Modellformat
H, (p > 0) aus §3. Dann gilt Cyp, o(P) =0, Cype(P) =1fiir 1 <¢<p-—1und
Cspp(P) = 2 fiir £ = p. Man definiere die Matrix M, € H, rekursiv durch
MO =1 und
_ | Mp—1 Ry ; —9-r11"
M, = |:Rp1 M, mit R, =27711 € R,,

wobei 1 der nur aus Einsen bestehende Vektor ist, und zeige M,1 = (p + 1) 1.
Man folgere
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p—1
> pr—
|Mpll2 > p+1 ;gngMth+2£réfg§||M|b||2

depth(T(Ix1I,P))
= Y. CoulP) max [| M]y|2
=0
fiir Pp:= PNTO(I x J, P). Hinweis: || M|y||o = 1 fiir alle b € P.

Die mogliche Anwendung von Lemma 6.5.2 ist bereits in der Anmerkung
6.5.3 gegeben worden:

Lemma 6.5.10. a) Es sei ||Alp|la < ev/#b/#I#J fir alle b € P voraus-
gesetzt. Dann gilt ||All, < e.

b) Seiw € L32(X xY). Es gelte ||Alp|l2 < ellw(, M rz(x, xx,) fir alle
be P. Dann ist
HA”Q <eM ||w('7')||L2(X><Y)

mit M := My My, wobei

My = \/glea))(c #{i € I : x innerer Punkt von X;},

My = \/magc #{j € J : y innerer Punkt von X;}.
ye

6.5.4 Norm ||| - |||

Die Fehleruntersuchungen in §4.5 haben gezeigt, dass die Frobenius- oder
Spektralnormen ||A|| weniger interessant sind, da sie von Skalierungen ver-
schiedenster Art abhingen. Die gleichen Uberlegungen wie in Lemma 4.5.3
und Satz 4.5.4 zeigen, dass stattdessen im Fall der Galerkin-Diskretisierung
die Norm

— — —1/2 —1/2
AN == [lPr My AM G Ryl 2 (x) -2 (v 12 AM 2y (6.25)

(C.29d)

angemessen ist. Dabei sind P; = P und R; = R = P* die Abbildungen aus
§C.5.2, M7 = R; P die Massematrix und ||-||, die Spektralnorm (die doppelte
Verwendung von P fiir die Prolongation P :R! — L2(X) und fiir die Parti-
tion P C T(I x J) sollte zu keinen Verwechslungen fiithren). Im Falle I # J
gibt es moglicherweise verschiedene Réume L?(X) und L?(Y). Entsprechend
muss zwischen Py : R — L?(X) und Py : R/ — L?(Y) unterschieden werden.

Fiir die Anwendung der Lemmata aus §6.5.2 werden die Normen ||-||
und [|-[|;, wie folgt gewéhlt:

1/2 . -
lull v, o= Prull oy = 1M ullz  fiir uw € RT,

6.26
lully, = Pt 2 (x) = | ME |y fiir u € RO, (6.26)
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Diese Norm ist in §C.5.3 als ||| - ||| bezeichnet, hier wird sie allerdings separat
fiir alle Cluster 7 € T'(I) und o € T(J) aufgestellt. Geméfi Lemma C.5.3
stimmt die Operatornorm ||-| X7y, mit (6.25) tiberein, aber nun bezogen auf
7 und o statt I und J:

1Al 27—y, = I1M72AMS 2|z = [ Apll - i alle Ay € RT<7.(6.27)

Zur Interpretation von [||A4pl]] muss man die Cluster 7,0 implizit aus dem
Indexbereich des Blockes b ermitteln.

Lemma 6.5.11. Unter der Voraussetzung (C.32b), die beispielsweise gemdf;
Lemma C.5.5 fiir stiickweise konstante oder lineare finiten Elemente bei form-
requldrer Triangulation gilt, folgt

1/2
(M7 3 < Srec) 1M 2z |13
< C'0||M1 *url2 fir v € T(I) und u, € R,
1/2 1/2
EIM 0013 < X e /IIM ol |13
< C'0||M 2u(,||2 fiir o € T(J) und u, € R?

(6.28a)

(zu L(7) und L(o) vgl. (6.18)). Ungleichung (6.28a) impliziert

Al = 16 2 AM; P <3 ) ST I 2 Al My 3 (6.28D)

b=1x0€P
2
=3, |2 IALI*
bepP

Beweis. Lemma 6.5.2 ist anzuwenden. Voraussetzung (6.19) ist mit (6.28a)
identisch. Die Aussage (6.20) ist wegen (6.27) mit (6.28b) identisch. m

Satz 4.5.4 zeigte || K|, — K™ ||| < [[K — K" 12(x.)—12(x,), Was gemif
(4.40a,b) durch [|K — K® || p2(x yr2(x,) < llse = 3™ | 12(x, « x, ) fortgesetzt
werden kann. Dabei ist s der (globale) Kern des Integraloperators K, dessen
Galerkin-Diskretisierung die Matrix K ergibt, withrend »(*) der Ersatzkern
von K*) : L?(X,) — L?*(X;) ist und den Matrixblock K|, definiert:

Ty — K[l < 12 = 5 22(x, xx0)-

Folgerung 6.5.12 a) K, K, > und K®) |y, IC*) | 5(*) sezen wie oben definiert.
Die H-Matriz K € H(k, P) mit den Blicken K|, = K®)|, erfillt die Un-
gleichung

K —KI<C5 [ > le= Mo, x.

b=TXoEP

b) Wihlt man als Kriterium_fir die Wahl von k = ky, die Fehlerschranke
3¢ — M| 2 (x, xx,) < € %, so folgt
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% 2
1K — K[| < Cge.

¢) Eine Alternative ist || — 5| 12(x. xx,) < e/ (X )n(Xo) (n: Mafs

(Fliche, Volumen usw.)), was auf

15— K| < CF /My Mo pu(X) u(Y)
mit My, Ms aus (6.21d) fiihrt.

In (11.17¢) tritt die Situation auf, dass eine Abschitzung der Form
K] — KPPl < 11K = K® |l p2x,y—r2x,) < elKllzcx0—r2r)

vorliegt. In diesem Fall ist die folgende Voraussetzung (6.29a) mit Cy :=
1K 22 (x)—r2(y erfiillt.

Satz 6.5.13. Der Blockclusterbaum sei stufentreu, ferner sei I x J ¢ P. Es
gelte (C.32b) mit der Aquivalenzkonstanten C (vgl. Lemma C.5.5). Dann
implizieren die lokalen Fehlerschranken

[l Al < Cace (6.29a)
die Abschdtzung
[|Al| < C? - Cysp (P) - depth(T(IxJ,P)) - Cace. (6.29b)

Beweis. Die Aquivalenz M; ~ diag{M;; : i € I} aus (C.32b) impliziert
nach Anmerkung C.5.4a My ~ D, fiir die Partition 7 = T(*)(I). Damit gilt

2 2
Yrerom lul-lI” < C2lulll”. .
()

6.6 Adaptive Rangbestimmung

Im Format H(k, P) ist die Rangverteilung k : P — Ny eine Abbildung, so-
dass k(b) in jedem Block einen anderen Wert annehmen darf (vgl. (6.1)).
Héufig wird k als Konstante angenommen. Hintergrund dieser Wahl sind die
Abschétzungen des Fehlers in Satz 5.2.7, wo eine Fehlerschranke ¢ mit einem
festen k = k() erreichbar ist. Ein Beispiel, fiir das das Format H(k, P) mit
variabler Rangverteilung vorteilhaft ist, ist die Inverse der Finite-Element-
Massematrix (vgl. §11.1).

Die fiir die Implementierung entscheidende Frage ist nicht die, ob k kon-
stant oder variabel ist, sondern ob &k a priori bekannt ist oder erst a posteriori
bestimmt wird. Im ersten Fall kann ein fiir alle Male der Speicherbereich fiir
die Faktoren A und B pro Matrixblock M|, = ABT angefordert werden. Im
zweiten Fall muss der Speicherbereich wiahrend der Rechnung geeignet ver-
groflert bzw. zu verkleinert werden.
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Ein Kompromiss wird durch Anmerkung 2.2.4 gewiesen: Die obere Rang-
schranke k ist a priori fixiert, aber der aktuelle Rang ¢ < k kann a posteriori
gewahlt werden, vorausgesetzt er iiberschreitet £ nicht.

Es mag im Allgemeinen nicht sinnvoll sein, eine Rangverteilung k zu
fixieren und die Resultate der Matrixoperationen in H(k, P) zu erwarten.
Vielmehr wird man zum Beispiel fiir Summanden M; € H(ky, P) und
My € H(ka, P) (k1,ka : P — Np) eine Summe M = M; & My € H(k,P)
mit einer geeigneten Rangverteilung & < ki + ko : P — Ny berechnen, die
selbst (zusammen mit M) zu bestimmen ist (siche unten). In diesem Falle
kann man von einer adaptiven Rangbestimmung sprechen.

Bisher wurden die formatierten Operationen mit Hilfe der Kiirzung

%EE:R(&-LJ) _),R’(k7la‘])

aus (2.10) bestimmt, wobei der Zielrang k fest vorgegeben war. Im Folgenden
wird die Kontrolle des Ranges direkt {iber den Fehler stattfinden. Dazu sei
ein Schwellwert ¢ > 0 gegeben. Die Kiirzung 7, , wird durch die nachfolgend
definierte Kiirzung 7.7 : R(k, I, J) — R(I,J) ersetzt:

M € R(k,I,J) habe die Singulirwertzerlegung M = UXV " mit
Y =diag{o;} und oy > 09> ... > 04, >0, 0, =0 fiir i > k.
. . o; falls o; > ¢,
Man setze X, = diag{o.;} mit o.; = {0 sonst
und definiere 7%(M) :=UX. V. (6.30)

Eine Variante lautet: Sei £ € Ny die kleinste Zahl mit Zf:e-u 01-2 < 2. Man
setze

o; falls ¢ < ¢,

Y, = diag{oe;} mit o, ; := {O sonst

und 7R (M) :=UX. V. (6.31)

Anmerkung 6.6.1. Die Kiirzung 7°* aus (6.30) hat die Eigenschaft
| 7R (M) — MH2 < ¢; die Kiirzung aus (6.31) fiihrt auf | 7% (M) — M||F <e.

Anstelle eines absoluten Fehlers kann auch der relative Fehler
170y, (M) = Mll2 < e || M],

erzielt werden. Die Ungleichung o; > e|[M]|, in (6.30) kann dquivalent als
o; > oy formuliert werden.

Im Weiteren bezeichne M wieder eine H-Matrix aus H(k, P). Die Verwen-
dung der Kiirzung TR bei allen Matrixoperationen fiithrt auf Resultate M in
H(k, P), wobei k < k die adaptiv bestimmte Rangverteilung ist. Gegeniiber
den formatierten Operationen mit konstantem k ist die Hoffnung, dass der



140 6 Definition und Eigenschaften der hierarchischen Matrizen

Rang k(D) fiir viele Blocke b kleiner ist, als er fiir ein fest zu wihlendes k
ausfiele, bzw. dass groBe k(b) nur fiir wenige Blocke auftreten.

Bei der Implementierung ist zu bedenken, dass der Speicherbedarf fiir M|,
nicht vorweg bekannt ist (die obere Schranke min{#r, #oc} von k(7 x o) im
Falle einer Vollrangmatrix ist hier im Allgemeinen ungeeignet, da viel zu grof).

6.7 Rekompressionstechniken

Ist eine Matrix M im H-Matrixformat H(k, P) gegeben, lassen sich die Daten
weiter ausdiinnen, ohne die Approximationsgiite wesentlich zu verschlechtern.
Das Vorgehen in den néchsten Unterkapiteln kann man als eine Anpassung
des Formates an eine gegebene bzw. berechnete Matrix verstehen.

6.7.1 Kompression durch ’Z;H

Eine naheliegende Kompression der Daten M € H(k, P) erhdlt man als Re-
sultat der Kiirzung 7, die durch

TR(M]y) fiir b € P+,

M), fiir b € P (6.32)

M := T (M) & M|b:{
blockweise definiert ist. Diese “Bereinigung” kann innerhalb des H(k, P)-
Formates durchgefiithrt werden, wenn die Darstellung von M|, € R(k,7,0)
(b =17 x o) wie in Anmerkung 2.2.4 vorgenommen wird.

Im Falle von Integralgleichungen auf Oberflichen gibt es einen systema-
tischen Grund, warum eine Kompression 7" erfolgreich ist: Die einfachste
Methode fiir eine Kernapproximation ist die Tensorprodukt-Interpolation
der Kernfunktion im RY. Entsprechend ergibt sich ein Rang k = (p + 1)d7
wenn p der Polynomgrad der eindimensionalen Interpolation ist. Da die
Integration iiber eine (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ausgefiihrt wird,
wéren an sich Interpolationen in dieser Mannigfaltigkeit ausreichend, was
K = (p+1)*"" ergéibe. Damit ist a priori bekannt, dass ein kleinerer Rang
als k= (p+ l)d fiir die gewiinschte Genauigkeit ausreicht. Die Kompression
T7(M) findet den kleineren Rang in systematischer Weise.

Ein &hnliches Phénomen ergibt sich fiir die Approximation von Fundamen-
tallosungen: Wie in §4.3.5 ausgefiihrt, werden nur die harmonischen Poly-
nome fiir die Approximation von 1/ |z — y| benétigt. Verwendet man trotz-
dem Ansiitze mit allgemeinen Polynomen, filtert die Kompression 7* die
unnotigen Ansatzfunktionen heraus.

Man beachte, dass es in den beiden genannten Féllen viel einfacher ist,
mit allgemeinen Methoden zu approximieren und dann zu komprimieren als
spezielle Funktionsentwicklungen herzuleiten und damit zu approximieren.

Es sei schon darauf hingewiesen, dass die H2-Matrizen aus §8 eine Reali-
sierung der Kompression 7" erlauben, deren Kosten von den Ringen k(b)
und #P* abhingen, nicht aber von der Grofie der Blécke b (vgl. Anmerkung
8.1.8.
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6.7.2 Vergroberung der Blocke

Bisher wurden die Partition P C T'(I x J) bezichungsweise die Blocke b € P
unverdndert gehalten. Fiir die folgende Diskussion geht man vom Teilbaum
T(I x J,P) aus. Sei b* € T(I x J, P) ein Block, der nur Sshne b € P besitzt:
S(b*) C P.

Im Folgenden nehmen wir spezieller an, dass

S )yc Pt und M|, € R(k(b),b) fiir b€ S(b*).

Dabei sei k(b) optimal in dem Sinne, dass wegen 7% (M|,) = M|, keine Rang-
verbesserung mit der bisher besprochenen Kompression erreichbar ist. Offen-
bar ldsst sich M|y~ exakt als Matrix in R(k*,b*) mit k*:: 2 bespe) k(b)
darstellen (vgl. §7.2.2). Auf M|, kann man eine Kiirzung M|y = 77X (M|,+)
anwenden, die einen Rang ¢ < k* ergeben mége: M|y~ € R(£,b*). Es ist nun
zu entscheiden, ob es giinstiger ist,

(i) alle Untermatrizen M|, € R(k(b),b) fiir b € S(b*) abzuspeichern, oder
(ii) nur M| mit dem Rang /.

Der Speicheraufwand in den Féllen (i) und (ii) betragt

(Z) Sl = Zb:TXUES'(b*) k(b) (#T + #U) bzw. (6 33)
(13) So =L (#7" +#0"), wobei b* =7* x o*. ’
Im stufentreuen Fall ist 7% (bzw. 0*) der Vater aller links vorkommenden 7
(bzw. o).

Eine mogliche Strategie ist, M|y = 7% (M|y-) mit dem zugehérigen Rang
¢ zu berechnen und nachzupriifen, ob Sy < S. In diesem Fall akzeptiert man
die Vergroberung auf M|y, ansonsten beliisst man es bei den M|, € R(k(b), b)
fir b € S(b*).

Ubung 6.7.1. T(I x J) sei stufentreu konstruiert, 7'(1) und T'(J) seien binire
Baume. In (6.33) gelte k(b) = k fiir alle b € S(b*). Man zeige, dass in (6.33)
S1 = 2k (#7* + #0*) gilt, sodass sich der Vergleich So < S; auf ¢ < 2k
reduziert.

In Grasedyck [53] findet man numerische Beispiele zur Rekompression bei
Randelement-Systemmatrizen.

6.8 Modifikationen des H-Matrixformates

6.8.1 H-Matrizen mit Gleichungsnebenbedingungen

Auch wenn die Diskretisierungen immer mit Diskretisierungsfehlern verbun-
den sind, kann es Situationen geben, in denen bestimmte Nebenbedingungen
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erakt gelten sollen. Zum Beispiel konnte gefordert werden, dass der “kon-
stante” Vektor 1 = (1);e; im Kern der Matrix M liegt: M1 = 0 oder dass
MT1 = 0. Im Zusammenhang mit Problemen der Elastizitiitsgleichungen
sollen die Translationen und Drehungen (“Starrkérperbewegungen”) im Kern
der Matrix liegen.

Sei M € R/ eine Matrix mit den Eigenschaften

Ma'D = p® fir o¥ e R7, b e R! (1 <i<m).
Wir suchen eine H-Matrix M, die M approximiert, aber
Ma® =D fira® eR’, 0D e Rl (1<i<m) (6.34)
exakt erfiillt.

Lemma 6.8.1. Die Matriz M mit minimaler Frobenius-Norm, die zugleich
die Nebenbedingungen (6.34) erfillt, ist die Rang-m-Matriz

M =BG 'AT € R(m,1,J) mit
B= [y Ly e I,
A= [a(l) a® .. a(m)} e R/ {Lm}
G=ATA
Beweis. Die Nebenbedingungen (b(i) — Ma(i))j =0 (j € I) werden mittels

Lagrange-Faktoren \; ; an die zu minimierende Funktion ||M||% gebunden:

minimiere @(M, ()\i,j)lgigm,jel) = ||M||% + Z Z )\i,j (b(z) — Ma(i))
i=1 jel

J

Die Ableitung nach Mavg (a € 1,0 € J) liefert die Optimalititsbedingung
Ma,ﬁ = Z )\i,aa(gi)a
i=1

woraus M = AAT mit Aj o = i o folgt. Andererseits miissen die Gleichungen
(6.34) gelten, die sich zu MA = B zusammenfassen lassen. Dies fiihrt auf
AATA = B und damit M = BG™1AT. ]

Von Lemma 6.8.1 kann man wie folgt Gebrauch machen:

1. Man berechne wie iiblich eine H-Matrixapproximation M’ € H(k, P) an
M e RI*J,

2. Man berechne die Defekte d® := b@) — M'a® fiir 1 < i < m.

3. Man wende Lemma 6.8.1 mit d® statt b an. Die Losung sei mit §M
statt M bezeichnet.
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4. M := M’ + 5M gehort zu H(k +m, P) und erfiillt (6.34).

Zum Beweis der letzten Aussage beachte man

Ma®D = Ma® £ sMa® = (b@) _ d(i)) L d® — @,

6.8.2 Positive Definitheit

WEeil die in §7 zu definierenden Operationen nur approximativ sind, kénnte
ein Ergebnis, das bei exakter Rechnung positiv definit sein sollte, diese Eigen-
schaft verlieren. Da die Inexaktheit stets von Rangkiirzungen herriihrt, wird
im Folgenden nur der Kiirzungsprozess selbst untersucht.

Sei A = AT eine positiv definite Matrix aus H({, P), P C I x I,
deren Blocke M|, mittels Z,% , (vgl. (2.10)) auf Rang k gebracht werden
sollen. Wegen der symmetrischen Struktur muss gleichzeitig mit M|, fiir
b =171 x o auch M|y fiir b* = 0 X 7 mit T;.Zie gekiirzt werden. Die Operation
M|y — TE€M|Z, besteht in der Subtraktion von /—k Rang-1-Matrizen Uiuiv;r
(k+1<i</Y),die aus der Singuldrwertzerlegung stammen, und kann in der
Form

C = [0k+1uk+1 . O’gUg] 5

R _ _pT -
Te M|y = M|, — CD mit {D — [Ukss .. ve]

geschrieben werden. Gleichzeitig wird 7,% , M| = M |- —DC'T durchgefiihrt.
Diese doppelte Korrektur schreibt sich als
—~ o~
Mo M — cpT |
[DCT] lo

und kann die Positivdefinitheit zerstoren. Stattdessen kann man

T o

A~

M— M := M — cbT }7‘
foredl o

-cct oDt ] C C
DCT —DDT] T {—D} {—D
positiv definite Matrix abgezogen, sodass M > M im Sinne der Positiv-
definitheit gilt. Die Addition M|, +CC " kann ihrerseits eine Rangkiirzung

-
verwenden. Wegen { } wird eine nicht-
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in 7 x 7 erfordern, falls 7 x 7 ¢ P~. Diese Kiirzung ist in gleicher Weise
durchzufithren und fiithrt auf einen rekursiven Prozess.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Stabilisierung und ein numerisches Bei-
spiel finden sich in Bebendorf-Hackbusch [13].

6.8.3 Positivitat von Matrizen

Eine Matrix M heifit nichtnegativ (bzw. positiv), falls sie elementweise nicht-
negativ (bzw. positiv) ist: M;; > 0 (bzw. M;; > 0). Wir notieren diese Eigen-
schaft mit M > O (bzw. M > O). Ebenso schreiben wir z > 0 (bzw. z > 0)
fiir Vektoren mit nichtnegativen (bzw. positiven) Komponenten.

Bei der Approximation durch eine H-Matrix mochte man unter
Umstéanden diese Vorzeichenbedingung erhalten. Offenbar reicht es bei diesen
Uberlegungen aus, jeden Matrixblock M|, (b€ P) einzeln zu betrachten.
Damit entsteht die folgende Frage:

e Die nichtnegative Matrix M|, sei durch eine Rang-k-Matrix R = ABT €
R(k,b) approximierbar: ||M|, — R||p < e||M|p||r. Wie erhdlt man eine
nichtnegative Matrix RT € R(k,b) mit #hnlicher Approximationsgiite, die
Rt > O bzw. Rt > O erfiillt?

Lemma 6.8.2. Sei M|, > O mitb = 7 x 0. R = ABT € R(k,b) sei die
Bestapprozimation zu M|, gemdff §2.4. Die ersten Spalten von A und B seien
ap = oruy und by = vy aus (2.5b). Dann gelten die folgenden Aussagen iber
die Vorzeichen von o1,a1,b;.

(i) Es gilt o1 > 0 und a1 > 0, by > 0.

(i) M|y, > O impliziert o1 > 0 und a; > 0, by > 0.

(111) o1 > 0 gilt genau dann, wenn M|, # O.

(iv) a; > 0 gilt genau dann, wenn es keine Partition T = 11Uty gibt, sodass
alle Zeilen {M; , : i € 71} senkrecht auf allen Zeilen {M, , : i € T2} stehen
(vgl. Notation 1.3.9 zu M, ).

(v) by > 0 gilt genau dann, wenn es keine Partition o = o1Ucg gibt, sodass
alle Zeilen {M; ¢ : £ € o1} senkrecht auf allen Zeilen {M,: { € o2} stehen.

Beweis. a) Seien X := M|y(M|;)T und Y := (M]|y) " M|p. Dann sind X,V
quadratische, nichtnegative Matrizen. o7 ist der gréfite Eigenwert von X wie
Y. Der zugehorige Eigenvektor ist a; fiir X und by fiir Y. Die Perron-Frobenius-
Theorie sagt aus, dass eine irreduzible? Matrix einen (einfachen) positiven
Eigenwert besitzt und der zugehorige Eigenvektor positiv ist (vgl. [66, Satz
6.3.1]). Ist die Matrix lediglich nichtnegativ, folgen noch die Ungleichungen
aus Behauptung (i) (vgl. [66, Satz 6.3.10]).

b) Mit M|, > O sind auch X > O und Y > O, sodass sie insbesondere
irreduzibel sind und Aussage (ii) folgt.

2 Eine Matrix M € R'*7 heift irreduzibel, falls es keine Partition I = I; U I> gibt
mlt Il ﬂ[g = @, [1 # (Z), [2 ;ﬁ (Z) und M|]1><I2 = O
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c) Teil (iii) folgt aus || M]s||, = o1 (vgl. Lemma C.2.1b).
d) Die Bedingungen in (iv) bzw. (v) sind dquivalent dazu, dass X bzw. Y

irreduzibel sind. [
Sei R = ABT € R(k,b) die Approximation von M|y, die aber nicht die
gewiinschte Eigenschaft R > O besitzt: § := —min{R;; : (¢,j) € b} > 0. Im

schlechtesten Falle gilt die Abschétzung
§ < |[Mlp — Rllp <e[|M]plp -
Eine mogliche, den Rang erhaltende Korrektur besteht in der Anderung
aj =ay +u, by =bi+y
der ersten Spalten von A und B mit positiven Vektoren x € R™ und y € R?.
Seien AT und BT die modifizierten Matrizen. Dann gilt
Rt :=A"B"™" =R+ (a1y" +ab] +ay').
Falls a; > 0 und b; > 0 hinreichend von null getrennt sind, d.h.?
ay; > o1y, bij>v mit einem v > 0,
folgt fiir die Wahl = ka; und y = kb; mit einem Faktor x > 0, dass

(alyT +ab] + xyT)ij > o1k (2+ k)2 fiir alle (4,7) € b.

Offenbar ist Rt > O gesichert, sobald

PR (4R 26, dh k2 0/ +\[ar20 1 oty

Falls v = O(1), hat die rechte Seite die Grofenordnung O(§/01) < O(e) wegen
o1 =|Mp|lg. Aus k = O(e) folgt
1M1y = R¥ || < [IM] = Rl + || R = RF[],
<el|Mpllg + 52+ 5) [larlly [01]
= ElMpllg + 5 (24 K)o = O(e) [| M| -
llarlly=0o1,[lb1fl,=1
Dies zeigt die

Anmerkung 6.8.3. Falls 0 < v = O(1), fiihrt die Wahl = ka; und y = kb;
mit geeignetem x = O(g) zu einer nichtnegativen Ndherung Rt € R(k,b),
sodass der Approximationsfehler von der gleichen Gréfienordnung ist.

Falls v klein oder sogar null ist, kann * = ko1l und y = k1 gewdahlt
werden, was (aly—r —|—be —l—a:yT)ij > k%0, garantiert. Wegen der Wahl
k = O(y/e) erhiilt man im schlechtesten Falle die verschlechterte Ndherung
[M]p = B ||y = O(V).

Im Zweifelsfall hat man nachzupriifen, ob die Eigenschaft R > O nur fiir
wenige Komponenten nicht zutrifft. Dann koénnen = und y relativ schwach
besetzte Vektoren sein.

% Hier ist wegen der Wahl a1 = oyu; aus (2.5b) die Normierung ||a1|| = o1 ange-
nommen.
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6.8.4 Orthogonalitit von Matrizen

Sei M € RI*7 eine orthogonale Matrix: M "M = I (#.J < #I, vgl. Definition
C.1.2). Eine H-Matrixnéherung My wird im Allgemeinen zu M, My, # I
fiihren, sodass eine nachtrégliche Verbesserung der Orthogonalititseigenschaft
gewiinscht ist. Der Korrekturalgorithmus lautet wie folgt:

1. Man berechne den Defekt D := I — M}, ® My, und breche ab, wenn || D||
klein genug ist.

2. Man ersetze My, durch My ® (I — 1 D) und wiederhole die Iteration bei
Schritt 1.

Anmerkung 6.8.4. a) Bei exakter Multiplikation anstelle von ® konvergiert
der Defekt lokal quadratisch gegen null. Fiir ||D]| < 1 ist globale Konvergenz
gesichert.

b) Bei formatierter Multiplikation muss ® genauer sein als € im Abbruch-
kriterium ||D|| < e aus Schritt 1.

Beweis. Die k-te Iterierte My sei als M), bezeichnet und Dy := I — M,;er
der zugehorige Defekt. Damit folgt My, := My, (I + %Dk) und

.
1 1
A@;rM@+1:1-DhH::<I+1ﬁ> (I—l%)<l+l%>

2 2
1 .
:lsziszg
sodass [[Di1]| < § | Dill” + O Dil*). Mit | Dill < 1= [ Disr]] < [|1Di]
erhélt man Teil a). |

Entsprechend behandelt man den Fall einer rechteckigen Matrix mit
#.J > #1I, fiir die M T orthogonal ist.

Die obige Iteration My — My, = &(My) = My (I+ % (I— M,;'_Mk))
ist ein Beispiel fiir eine quadratisch konvergente Fixpunktiteration. Derartige
Fixpunktiterationen werden in §14.3.2 nidher untersucht werden.
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Formatierte Matrixoperationen fiir
hierarchische Matrizen

Der wesentliche Fortschritt, der durch das Hilfsmittel der hierarchischen
Matrizen erzielt wird, beruht auf der Moglichkeit, alle Matrixoperationen
mit fast linearer Komplexitdt durchfithren zu konnen. Deshalb spielt dieses
Kapitel eine wichtige Rolle fiir die Implementierung. Da (abgesehen von der
Matrix-Vektor-Multiplikation) die Resultate in Form einer H-Matrix ausge-
geben werden, sprechen wir von einer formatierten Operation. Diese werden
in §§7.1-7.6 algorithmisch vorgestellt. Die Analyse des hierfiir bendttigten
Rechenaufwandes findet sich in §7.8. Im Falle der Addition und Multiplikation
gibt es auch die Option einer exakten Berechnung, da das exakte Resultat fiir
geeignete Parameter eine H-Matrix darstellt (vgl. Korollar 7.3.2 und Lemma
7.4.5). Zu parallelen Implementierungen, die hier nicht diskutiert werden,
findet man Details in Kriemann [103, 102, 104] und Bebendorf-Kriemann [14].

Vorschau auf die néchsten Unterkapitel:

87.1: Beschreibung der Matriz- Vektor-Multiplikation. Aufwandsbeschrei-
bung in §7.8.1.

87.2: Beschreibung der Kiirzungen und Konvertierungen, die im Weiteren
bendétigt werden.

§7.3: Beschreibung der formatierten Matrizaddition. Hier wird die
Kiirzung 7,7t , aus §7.2.1 benotigt. Aufwandsbeschreibung in §7.8.2.

87.4: Beschreibung der formatierten Matriz-Matriz-Multiplikation. Hier

werden weitere Konvertierungen aus §7.2 benttigt. Aufwandsbeschreibung in
§7.8.3 (Satz 7.8.19b und Lemma 7.8.21).

§7.5: Beschreibung der formatierten Matriz-Inversion. Aufwandsbeschrei-
bung in §7.8.4.

§7.6: Beschreibung der formatierten LU- bzw. Cholesky-Zerlegung. Auf-
wandsbeschreibung in §7.8.5.

§7.8: Diskussion des Aufwandes (siehe oben).

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_7,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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7.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Sei P C T(I x J) eine Partition. Der Algorithmus zur Matrix-Vektor-
Multiplikation y := Mx mit M € H(k,P), z € R/, y € R! wird in der
additiven Form y := y + Mz formuliert, sodass y im Zweifelsfall mit y := 0
zu initialisieren ist. Fiir b = 7 x ¢ berechnet MVM (y, M, x,b) den Ausdruck
Ylr :=ylr + My - x|, Mit b:= I x J folgt:

MVM (y, M,z,I x J) produziert y :=y + Mz . (7.1)

GeméB Lemma 5.5.7 ist P die Blattmenge des Baumes T'(I x J, P), d.h.
P = L(T(I x J,P)). Die folgende Rekursion lduft iiber die Nachfolger von
b, bis ein Blatt aus P erreicht ist, was wegen b € T(I x J, P) garantiert ist.
Die Parameter M, x,b = 7 x o sind Eingabeparameter, y ist Ein- und Aus-
gabeparameter. Dabei sind M € H(k, P),z € R’y € Rl und b € T(I x J, P).

procedure MVM (y, M, x,b);
if b=7 x o€ Pthen y|, =yl + M|p-2|s (7.2)
else for all ¥’ € S(b) do MVM (y, M, z,b');

Zu Zeile 2: Die Matrix-Vektor-Multiplikation M|, - 2|, mit dem Matrixblock
M|y ist polymorph: fiir b € P~ ist M|y - x|, die Matrix-Vektor-Multiplikation
mit einer vollen Matrix, andernfalls mit einer Rang-k-Matrix. Im Gegensatz
zu den folgenden Operationen ist die Matrix-Vektor-Multiplikation exakt bis
auf Fehler der Gleitkomma-Arithmetik.

Ubung 7.1.1. Man formuliere die Prozedur VMM (y, M, z,b), die die Vektor-
Matrix-Multiplikation y " :=y T + 2" M fiir 2 € RT und M € H(k, P)NRI*7
ausfiihrt.

Ubung 7.1.2. Wie kann die Berechnung eines Skalarproduktes (y, Mx)
(}urchgeﬁihrt werden, ohne dass zuvor der Vektor Mz berechnet wird (vgl.
Ubung 7.8.2)7

7.2 Kiirzungen und Konvertierungen
Die weiteren Operationen werden im Allgemeinen nur approximativ durch-

gefithrt (vgl. Modellfall aus §3). Der Grund sind Kiirzungen auf einen
geringeren Rang oder die Konvertierung in ein groberes Partitionsmuster.

7.2.1 Kiirzungen 7% ,, T,% und 7,7t ,

In Anmerkung 2.5.4 wurde bereits die “Kiirzung” 7,% , einer Rang-¢-Matrix
auf eine optimale Rang-k-Matrix definiert, wobei fiir £ > ¢ die Identitét
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vorliegt. Falls M € R eine Niedrigrangmatrix mit nicht festgelegtem Rang
¢ ist, schreiben wir statt 7,”¥ , nur 7,%.

Es kann vorkommen, dass eine Volle Matrix M € V(b) in eine Rang-k-
Matrix umgewandelt werden soll:

TRV: V(rxo)— Rk, 0),

TR=VM ist Resultat der komprimierten Singulér- (7.3)
wertzerlegung aus Anmerkung 2.4.2.

Diese an sich teuere Operation wird nur auf die Nahfeld-Matrixblocke M|,
(b=71x0 € P7) angewandt werden. Gemif} (5.42) kénnen wir voraussetzen,
dass M|, hochstens den Rang n,i, besitzen kann:

b=171x0€ P < Grossepx.y)(b) = false < min{#7,#0} < npin. (7.4)

Hieraus folgt insbesondere, dass ch—v fiir & > nmin zwar das Format dndert,
aber die Genauigkeit unverdndert lasst.

Um nicht zwischen b € P~ und b € P unterscheiden zu miissen, fithren
wir die Kombination von %Y und 7,% , aus (2.10) ein:

TR V(1 x o) UU R, 1,0) = R(k,T,0), (7.5)

TRAf — TRVM falls M e V(T x0),
BT TR M falls M € R(¢,7,0).

Ausgangs- und Zielformat der Abbildungen 7% ,, TRV, T,® ist der gleiche

Block: ] — [] .

Die Abbildung 7,7 wird im Folgenden auf hierarchische Matrizen
M € H(¢, P) iibertragen (der obere Index R #ndert sich dann in H). Das
Resultat von 7, ;M wird blockweise definiert. Gelegentlich wird von der
kiirzeren Notation 7;”* statt 7,”t , Gebrauch gemacht:

T =T/t H(¢, P) — H(k, P) (k,¢ € Np), (7.6)
T, (M|p) falls b € P .
(T M) |, = {M|b falls b & P- fir M € H(¢, P).

Man beachte, dass Bild und Urbild hierarchische Matrizen zur gleichen
Partition P sind. Nur der lokale Rang wird von ¢ in k gedndert. Die
Verallgemeinerung auf blockabhingige Ringe k = k(b) ist ohne Schwierig-
keiten moglich.

T, kann prinzipiell auch auf eine allgemeine Matrix M € R’*7 angewandt
werden: Da M|, bei allgemeinen Matrizen auch fiir b € P eine volle Matrix
ist, kann 7,7V (M|,) angewandt werden, was allerdings sehr teuer werden
kann.

Lemma 7.2.1. a) Sei M € R/, M’ = TX(M) liefert das Minimum von
|M — M| tber alle M'" € H(k,P) .

b) T, ist eine Projektion auf H(k, P), die beziiglich des Skalarproduktes
(M,N)p := Eie[,jeJM iNi; sogar orthogonal ist.
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7.2.2 Agglomeration

Im Folgenden wird die Umwandlung eines feiner unterteilten Blocks in

eine Rang-k-Matrix auftreten, z.B. B} — D Sei b der Block der Ziel-

matrix, wihrend die Ausgangsmatrix in die Blocke b; € S(b) unterteilt ist:

[%1 %2] € R® mit M; € R(£,b;). Mit dem Symbol -|® wird die Erweiterung
3 My

einer Teilmatrix zu einer Matrix in R® bezeichnet (vgl. Definition 1.3.8):

MeRY, ¥V cb — MPeR
. M, ; falls (i,7) € ¥’ (7.7)
b _ 2,] ’ ’
mit (M), = {0 falls (i,) € b\V'.

Dies erlaubt die Schreibweise

My Mo

M= [Mg M,

:| :M1|b+M2|b+M3‘b+M4‘b. (78)

Anmerkung 7.2.2. a) Aus M € R(k,b’) und b’ C b folgt wieder M|® € R(k,b).
b) Eine aus R(k;, b;)-Matrizen zusammengesetzte Gesamtmatrix kann daher
als Summe von TR(k;,b)-Matrizen aufgefasst werden. Fiir die Kiirzung
der entstehenden Summe auf Rang k stehen gemif §2.6.3 die genauere

. R . . . . R
Kirzung 7,7 s~ und die vereinfachte paarweise Kiirzung 7,73, zur

Verfiigung (vgl. Ubung 2.6.4). Wegen der Identitiit (7.8) verwenden wir die
gleichen Funktionsnamen leiz g, (M) bzw. %%aarw(M ) fiir die Kiirzung der
zusammengesetzten Matrix.

c¢) Die Darstellungsvariante aus §2.7.2 ist bei dieser Anwendung besonders
giinstig.

Ubung 7.2.3. Die Beschriinkung M|, ist eine lineare Abbildung R'*/ —
R®. Man zeige, dass die Abbildung M’ € R® — M'|’ € R'*/ zu der ersten
beziiglich (-, ) adjungiert ist.

7.2.3 Konvertierung ’Z;R‘_H

Die linke Seite in (7.8) ist eine sehr einfache Form einer hierarchischen Matrix.
Es sei an Ubung 6.1.3 erinnert: Die Beschréinkung einer hierarchischen Matrix
auf b € T'(I x J) liefert die hierarchischen Matrizen aus H(¢, P|;), wobei

Ply:=PNPH)={beP:V Cb}

die Partition von b beschreibt. Im Folgenden soll M € H(¢, P|,) mit Hilfe der
Kiirzung 7,7~ in eine Niedrigrangmatrix Z,* "M € R(k,b) verwandelt
werden. Da M € H({, P|,) auch nur aus Niedrigrang- und vollen Teilmatrizen
zusammengesetzt ist, ist 7,X "M die Agglomeration aller M|, iiber b’ € P|y.



7.2 Kiirzungen und Konvertierungen 151

Die Summe iiber alle (M| ) |* wird mit Hilfe des Blockclusterbaums 7'(1 x .J)
rekursiv organisiert. Das folgende Beispiel skizziert das stufenweise Vorgehen:

| . -
S

Zuniichst werden alle Teilmatrizen der Ausgangsmatrix mittels ’T,CR in Rang-
k-Matrizen umgeformt. Danach wird die eben beschriebene Agglomeration
solange angewandt, bis das Zielformat erreicht ist (vgl. auch das Beispiel aus
§2.6.4).

Der Aufruf Konvertieren_von_H(M,b,T(I x J,P),k) der nachfolgend
angegebenen Prozedur mit Argumenten b € T(I x J,P) und M € H(¢, P)
wandelt nur den Matrixblock M|, um. Wegen M € H({,P) sind alle
Teilmatrizen M|, mit b € P entweder volle Matrizen (b’ € P~) oder
Rang-¢-Matrizen ()’ € PT). Die Prozedur Konvertieren_von_H schliet den
Fall ein, dass M|, als volle Matrix dargestellt wird (Grosse(b) = false),
wobei keine arithmetischen Operationen auftreten.

procedure Konvertieren_von_-H (M,b, T, k);

{M € H(¢, P), b € T, T: Blockclusterbaum, k € Ny}

if b€ L(T) then

begin if Grésse(b) = true then M|, :== T, (M)
else M|, als V-Matrix darstellen

end else (7.9)
begin for all ¥’ € S(b) do Konvertieren_von-H(M,b', T, k);
if Grosse(b) = true then M|, :=T,X . . (M])
else M|y =3 ) (Mly) |> {M]y, M|y volle Matrizen}
end;
In der vierten Zeile wird fir Grésse(b) = true eine Rang-¢-Matrix M|,

erwartet, die im Falle ¢ > k auf Rang k gekiirzt wird. In Zeile 8 wird die
paarweise Umwandlung in Rang k& angewandt. Die exaktere, aber wesentlich
teuere Alternative wére die verlustlose Berechnung von M|, € R(k’,b) mit
k' =3y ep), Rang(M]y) und anschliefender Kiirzung auf Rang k.

Bisher wurde b € T'(I x J, P) vorausgesetzt. Falls b ein nicht in T'(I x J, P)
vorkommender Block ist, bleibt Ubung 6.1.3¢ anwendbar: Die Beschrinkung
von M € H(¢, P) mit P C T'(I x J) auf b definiert eine hierarchische Matrix
M|, € H(L, Ply), wobei Pl :={b/Nb:b € Pund b' Nb # 0}. Der zugehorige
Blockclusterbaum! T besteht aus allen ¥’ N'b # 0 mit b’ € T(I x J). Die
Prozedur Konvertieren_von_H_nach_R ist auch mit diesen Parametern b, T
anwendbar.

Lemma 7.2.4. Seien Ryest € R(k,I,J) die Bestapproxzimation fir ein mini-
males |M — Ryest||p und Ry, = %ETCHM Dann gilt

! Dass hierbei die Baumstruktur erhalten bleibt, ist Gegenstand der Ubung 6.1.3c.
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1M — Ryl < (1 n 21+depth(T(I><J,P))) |M — Rpest||p -

Beweis. Siehe [56, Lemma 2.12]. Das Beweismuster findet sich in §2.6.4. =

7.2.4 Konvertierung 7! H

Die folgende Art der Kiirzung betrifft nicht (nur) den Rang, sondern auch die
Feinheit der Partition. Ist P C T'(I x J) eine Partition, so heiit jede Partition
P’ mit P' C T(I x J, P) griber (echt grober, falls auch P’ # P; vgl. Definition
1.3.10). Zum Beispiel ist die Partition aus Abbildung 3.1 grober als die aus
Abbildung 5.1. Die Konvertierung 72f= % von H(k, P) nach H(k', P") lautet

M’ = THH(M)

mit M'|y = T, (M|y) fiir alle ¥’ € P’ (P’ gréber als P). (7.10)
Falls b' € P’ auch zu P gehort, reduziert sich 7" auf die Kiirzung 7, _,.

In Ausnahmefillen mochte man M € H(k, P) in ein vollig anderes Format
H(K', P") konvertieren, das keine Vergroberung darstellt. Auch dies ist mit
(7.10) moglich (siehe Absatz vor Lemma 7.2.4). Ein systematischer Zugang
wird im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt.

7.2.5 Konvertierung 72!~ bei unterschiedlichen
Blockclusterbdumen *

Ein Blockclusterbaum 7' = T'(I x J) abgeleitet von den Clusterbdumen T'(I)
und 7T'(J) hat verschiedene Bedingungen zu erfiillen (vgl. (5.43a-g)), ist aber
durch diese nicht eindeutig definiert. Deshalb gibt es Situationen, in denen
neben ' = T'(Ix J) ein zweiter Clusterbaum 7" = 7" (I x J) vorliegt. Spezieller
gehen wir von zwei Partitionen P C T und P’ C T” aus und beschrinken die
Baume auf die Teilbdume

PCT:=TIxJ,P), P cT =TIxJP)

(dies sei eine Neudefinition von T und 7”). Man beachte, dass trotz unter-
schiedlicher Blockclusterbidume die Partitionen iibereinstimmen koénnen

(Beispiel: T beschreibe die Zerlegung — — , withrend T zu

— — oder — gehore).

Gegeben sei eine hierarchische Matrix M € H(k, P), gesucht ist die Um-
wandlung in M’ € H(K', P'). Eine solche Aufgabe ergibt sich beispielsweise
in §7.4.2.12. Man beachte, dass im Allgemeinen weder P grober als P’ noch
P’ gréber als P sein muss. Es gibt aber eine grobste Partition P, die feiner
als P und P’ ist. Wir werden den Blockclusterbaum 7' = T'(1 x J, P) unter-
halb seiner Blattmenge P = L(T') 80 zu Toryy = Torw (I x J) fortsetzen, dass
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P" = L(Terw). Ebenso wird TV zu T.., = Tl..(I x J) mit P" = L(T..,)

erw erw
erweitert. Der entsprechende Algorithmus besteht aus der Rekursion (7.11a)

zur Berechnung von Ty und aus (7.11b) zur Berechnung von 77, . Diese

Algorithmen starten mit 7" bzw. T, verindern diese und enden mit T}, bzw.
T/

erW

while es gibt ein b=7x 0o € P:= L(T) mit b ¢ ' fiir alle b € P’ do
begin wihle ¥’ = 7/ x ¢/ € P/ mit bNb' # ;
if 7 2 7/ then S(b) := {7 x 0 : 7% € S(7)} (7.11a)
else S(b) :={r xo*:0" € S(0)}
end;

)

Falls die while-Bedingung in (7.11a) falsch ist, ist P feiner als P’. An-
sonsten gibt es wegen der Uberdeckungseigenschaft ein b = 7 x ¢ € P und
ein b = 7' x o' € P'mit bNY # 0. Da b ¢ b, muss entweder 7 2 7" oder
o 2 o’ gelten. Im ersten Fall wird das Blatt b € T' beziiglich der Komponente

7 zerlegt (] — ), sonst beziiglich o (] — [TJ). Die Rekursion wird beendet,
wenn das aktuelle? P := L(T) feiner als P’ ist. Das berechnete T wird Tpy
genannt.

Die Berechnung von 17, erfolgt durch

e

while es gibt ein b/ =7/ x 0/ € P/ := L(T') mit b/ ¢ P” = L(Tpyy,) do
begin wihle b=7 x o € P” mit b D V/;
if 7 g 7/ then S(b') :={t* x o' : 7% € S(7)} (7.11b)
else S(V') .= {7 xo*: 0% € S(0')}
end;

Im positiven Fall liefert die while-Bedingung aus (7.11b) ein ¥’ ¢ P” =
L(Terw). Da P” feiner als P’ ist (und wilhrend der Rekursion auch feiner
bleibt), ist &’ ¢ P” édquivalent zu b G ' fiir ein geeignetes b = 7 x o € P”.
Wie vorher muss entweder 7 ; 7" oder o g o’ gelten. Entsprechend wird das
Blatt V' € T” beziiglich 7 oder o zerlegt und T” entsprechend erweitert.

Die gesuchte Abbildung
TR M € H(k,P) — M € H(K', P")
ist das Produkt 72— H, o T2E-"E, wobei die Umwandlung
T M e H(k,P) — M' € H(k, P")

verlustfrei ist, da P” feiner als P ist und Matrixblécke nur aufgespalten
werden. Die zweite Abbildung 772f=F, entspricht der Situation von §7.2.4
und wird wie in (7.10) durchgefiihrt.

2 Man beachte, dass sich P = £(T) bzw. P’ = £(T") innerhalb der while-Schleifen
dndern, wenn neue Sohnmengen definiert werden.
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7.3 Addition

Die Operationen zwischen Matrizen sind wie schon im Modellfall aus §3 nicht
exakt, da Kiirzungen auf das gegebene Format durchgefithrt werden miissen.
Analog zur Addition (2.13) von Rang-k-Matrizen definieren wir die forma-
tierte Addition ®y. Hier findet 7,)¢ , aus (7.6) eine direkte Anwendung.

Definition 7.3.1 (formatierte Matrix-Addition). Seien lokale Ringe
k,ky,ky : P — Ng und Matrizen My € H(ky, P) und My € H(k2, P) zur
gleichen Partition P gegeben. Dann wird die formatierte Matriz-Addition @y,
definiert mittels

@y : H(ky, P) x H(ks, P) — H(k, P)

7.12
mthl D M2 = 77€7<-£—k1+k2(M1 +M2) ( )

Wenn k(b) < ki(b) + ko(b) fiir ein b € P, wird die @®p-Addition im
Allgemeinen einen Kiirzungsfehler enthalten. Dies gilt insbesondere fiir den
Standardfall ky = ko = k.

Die folgende Prozedur Add(M, M1, M2,b, k), die fiir jeden Block b € T'(I x
J, P) das Teilresultat

Mlb = Ml‘b @k M2|b

berechnet, zeigt die algorithmische Realisierung;:

procedure Add(M, M1, M2,b,k); {Mly := M1, ©p M2y}
{Ausgabe: M € H(ky, P),

Eingabe: M1 € H(ky, P), M2 € H(ks, P),

beT(IxJ P), keNp}
if b ¢ P then for all b’ € Sy (b) do Add(M, M1, M2,V k) | (7.13)
else {es gilt b € P. ki, ko lokale Ringe von M1, M2}
if b€ PT then
Mly = TGy 0)ha ) (M Lo+ M210)

else M|, := M1|, + M2|,; {Addition voller Matrizen, da b € P~}

Zur Ausfithrung von M := M; @&y, My ist Add(M, My, My, I x J, k) aufzurufen
(dh.b=1xJ).

Fir £ > ki + ko ist Zc?b)(_kl(b)+k2(b) die Identitdat, d.h. die blockweise
Addition ist dann exakt.

Korollar 7.3.2 (exakte Addition). Die (exakte) Summe M; + Ms von
My € H(k1, P) und My € H(ks, P) ist in H(k1 + ko, P) darstellbar.

Im Folgenden wird anstelle des Aufrufes von Add vereinfachend das
Operationszeichen @ verwendet. Falls der Rang k nicht festgelegt werden
soll, wird nur ¢ geschrieben.
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7.4 Matrix-Matrix-Multiplikation

Die Matrix-Matrix-Multiplikation ist eine kompliziertere Operation. Um die
Probleme zu verstehen, wird in §7.4.1 zunéchst auf die charakteristischen
Schwierigkeiten hingewiesen.

7.4.1 Komplikationen bei der Matrix-Matrix-Multiplikation

Das Grundprinzip der Multiplikation wurde bereits in §3.6 fiir das Modell-
problem vorgestellt: Die Multiplikation M := M’ - M" méchte man dadurch
vornehmen, dass man das Produkt M (bzw. dessen Untermatrizen) rekursiv
mit Hilfe der Produkte der Untermatrizen von M’ und M" erklirt. Im Modell-
fall waren M, M’ und M" in die vier Blocke [ zerlegt, und man erhélt die
Darstellungen M;; = M, - M{; + M, - My); fiir die vier Untermatrizen M,;;
(i,j = 1,2) von M. Die Rekursion endet, wenn keine Notwendigkeit fiir eine
weitere Zerlegung vorliegt. Letzteres trifft zu, wenn einer der Faktoren das
Format R oder V besitzt und das Produkt direkt bestimmt werden kann. Es
bleibt die Aufgabe, die Teilprodukte aufzusummieren.

7.4.1.1 Schwierigkeit A: Niedrigrang- oder volle Matrizen sind
weiter zu zerlegen

Wir bleiben beim Modellproblem und sehen uns den ersten Diagonalblock M7,
an. Er ist die Summe Mj, - M7} + M{, - MY, . Das erste Produkt M, - M{}
enthilt zwei unterstrukturierte Matrizen, so dass die Rekursion fortgesetzt
werden muss, d.h. der Block ist weiter in die vier Unterblécke HH zu zerlegen.
Das zweite Produkt M/, - MY, enthilt zwei Faktoren aus R, ist also direkt
als Niedrigrangmatrix vom Format R auswertbar und benétigt keine weitere
Blockzerlegung. Der Konflikt besteht also allgemein gesagt darin, dass min-
destens ein Unterprodukt eine weitere Zerlegung und damit die Fortfithrung
der Rekursion erfordert, wihrend es ein anderes Teilprodukt gibt, das die
Zerlegung nicht benotigt. In diesem Fall wird die weitere Zerlegung durch-
gefiihrt, was nach sich zieht, dass auch die Niedrigrangmatrix M7, - M}, weiter
zerlegt werden muss.

Die Zerlegung von R := M/, - M}, € R, wobei M{,, MY, € R fiir beide
Faktoren gilt, kann in zwei Weisen organisiert werden:

Methode 1) Das Produkt R € R wird auf dem aktuellen Block ausgerech-
net und das Resultat auf die Blocke der Partition verteilt.

Methode 2) Die Faktoren M{,, MY, € R werden als solche zerlegt, so dass
auf den Unterblocken in rekursiver Form wieder Produkte von R-Matrizen
auftreten.

Man iiberlegt sich, dass Methode 1 billiger ist.

Falls anders als im Modellfall in R := Mj, - M}; € R nur einer der
Faktoren zu R gehort und der andere Faktor unterstrukturiert ist, konnen
beide Methoden auf das Gleiche hinauslaufen.
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Eine weitere Uberlegung ist notwendig, wenn einer der Faktoren als volle
Matrix dargestellt ist (siehe §7.4.2.4).

7.4.1.2 Schwierigkeit B: feinere Unterteilungen als in Zielpartition

T

Als Beispiel diene die Zerlegung aus Abbildung 5.1: . Die erste Zerle-

gung in vier Unterblocke ergibt die Darstellung Mo = M1, - M{5 + M, - M%,,

wobei die Faktoren die Gestalt . + . besitzen. Die weitere

Rekursion liefert fiir den oberen Diagonalblock

. ! 1 ! 1" ! 1 / 1"
Mg = My 11 - Migqq + My 19 - My o1 + Mg 1 - Mag 11 + Mig 1o - Mas o4

Drei der Faktoren liefern bereits R(k)-Teilprodukte, wie es auch dem Ziel-
format entspricht. Die Auswertung von M{, ;5 - M55, = H - erfordert
aber noch einen weiteren Rekursionsschritt. Damit wird M2 11 zunéchst im
Format H berechnet und muss anschlieend auf [ | vergrobert werden. Es
sei angemerkt, dass es offenbar nicht ratsam ist, die anderen R(k)-Produkte
zunéchst in das feinere Format zu zerlegen und danach wieder zu vergrobern.
Stattdessen belédsst man diese im Ausgangsformat und addiert alle Teilresul-
tate, nachdem das Produkt My, ;5 - M{5 5, wieder vergrébert worden ist.

7.4.1.3 Schwierigkeit C: widersprechende Zerlegungswiinsche

Seien M', M" zwei Faktoren vom Format ‘ T Wir wollen das Produkt

\
M := M’ - M" berechnen. Die erste Zerlegung [ | — H fithrt wieder auf den

Ausdruck My; = My, - M{y + M{y - M. In M{, - M{; sind beide Faktoren
zerlegbar in | | |. Fiir den ersten Faktor M/, kann diese Zerlegung nicht ausge-
nutzt werden, da der zweite Faktor M/ nicht entsprechend zerlegt werden
kann. Man beldsst daher M{, in der urspriinglichen Form und erhilt fiir
M{,-M{, =] |}{]]ein Resultat im Format [ | ]. Die Faktoren in Mj,-MJ, haben
die Blockstruktur  und sollten in analoger Weise zu | | = [ fiihren. Da-
mit erhélt man widersprechende Zerlegungswiinsche. Will man das Produkt
M wieder im urspriinglichen Format darstellen, sollte M;; die Struktur [[]]
besitzen. Damit hat M7, - M{| bereits die gewiinschte Form, aber in M7, - M4,

muss man MY, zwangslaufig in MY, = [ 211 é’lr} = D] zerlegen, obwohl
My,
= [ ?,1’0] die gegebene Darstellung ist. Sind z.B. My, ,, M3} , € R, so
21,u
hat man diese Niedrigrangmatrizen in MY, ,, und M3 . zu zerlegen (analog

M// 1
fiir M3} ,,) und My ; := [ 2Ll | 2= M%'LOT zu bilden.
21,ul 21,ur
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7.4.1.4 Schwierigkeit D: Wahl der Zielpartition

In den vorhergehenden Beispielen wurden verschiedene Partitionen P fiir
quadratische Matrizen verwendet. Das Produkt von M’, M" € H(k, P) wurde
wieder in H(k, P) dargestellt. Es ist aber keineswegs selbstverstindlich, dass
P die richtige Partition fiir das Produkt ist. Als Gegenbeispiel verwenden

wir die Partition P geméf ++, dies entspricht dem Modellformat aus §3.1,

allerdings wird hier die Gegendiagonale zur Verfeinerung verwendet. Sei ) die
Permutationsmatrix mit Einsen in der Gegendiagonale: Q = QT = @Q~'. Man

stellt fest, dass mit () das Modellformat wieder erreicht wird: ++ Q= s ms

wie auch Q ++ _ mar Damit ergibt sich fiir das Produkt

. [ - [ oo H - F]. A
B = 99 = O O

Das Produkt auf der rechten Seite mochte man aber eher im Format T m=

darstellen und nicht als JrJr_

Damit stellt sich die Frage, ob es fiir das Produkt eine besonders geeig-
nete Partition gibt und wie man diese gegebenenfalls findet. Die Problematik
der Zielpartition verstiirkt sich noch, wenn die Faktoren M’ € R!*’ und
M" € R7*K rechteckige Matrizen sind und damit M := M’ M" € RI*K ein
drittes, vollig neues Format besitzt.

7.4.2 Algorithmus im konsistenten Fall

Die hier angesprochene Konsistenz wird in §7.4.2.11 definiert werden.

7.4.2.1 Notationen

Im Folgenden werden Abkiirzungen bendétigt, die die Eigenschaften der Blocke
b e T(I x J) eines Blockclusterbaumes wiedergeben:

o Typ(b) = W (in Worten: b ist vom Typ W) bedeutet, dass der Block b

waagerecht unterteilt wird?: — , d.h.
ST([XJ)(b):{T’XO’ZT’EST(I)(T)}. (714&)
e Typ(b) = S bedeutet, dass der Block b senkrecht unterteilt wird?: —
, d.h.
ST(IXJ)(b>:{T/XO'/:O'IGST(J)(U>}. (714b)

3 Die Tllustration gilt nur fiir den Fall von zwei S6hnen.
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e Typ(b) = K bedeutet, dass der Block b in beiden Richtungen (kreuzartig)

unterteilt wird?: — , d.h.

ST(IXJ)(b) = {T’ X 0'/ : 7'/ S ST(I)(T)7 0'/ S ST(J)(0'>} . (7140)

o Typ(b) = R bedeutet M|, € R(b) bzw. gleichbedeutend Grisse(b) = true.

e Typ(b) = V bedeutet M|, € V(b) bzw. gleichbedeutend Grisse(b) =
false.

Hierbei ist ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass die
Blockclusterbdume 7’ und 7" die Bedingung (5.43h) erfiillen, andernfalls wire
die Reduktion gemifl Anmerkung A.4.4 durchzufiihren.

Im Weiteren wird angenommen, dass die logische Funktion Grosse fiir
die beteiligten Cluster- und Blockclusterbdume mittels (5.19) bzw. (5.42) mit
gleichem n.,;, definiert ist.

Bei der Addition zweier Matrizen aus H(k, P) liegen beide im gleichen
Format vor und auch das Resultat hat dieses Format. Anders ist es bei der
Matrix-Matrix-Multiplikation M = M’M". Die Faktoren M’ € R'*7/ und
M" € R7*K gehoren im Allgemeinen zu verschiedenen Formaten und fiir das
Produkt M € RI*¥ gibt es noch ein drittes Format (oder dieses ist erst noch
zu bestimmen).

Wir verwenden im Weiteren die Notationen

1, J, K Indexmengen,
T(I), T(J), T(K) Clusterbdume,
T:=TIxJ), T":=T(JxK), T:=T( x K) Blockclusterbiume,
PcT,P'cT',PCT Partitionen,
M' e R™*7 M" e RI*E M ¢ RIXK Matrizen.

(7.15)
Fiir die Cluster verwenden wir je nach der Indexmenge verschiedene grie-
chische Buchstaben: 7,0,p fiir 7 € T(I), 0 € T(J), p € T(K). Der Baum
T = T(I x K) bzw. die zugehorige Partition P wird erst in §7.4.2.12 in
Erscheinung treten. Ubergangsweise wird ein induzierter Blockclusterbaum
Tina = Tina(I X K) erzeugt. Die angedeuteten Schwierigkeiten rithren unter
Anderem daher, dass Tinq # T gelten kann, oder — was noch wichtiger ist — die
entstehenden Partitionen P,q und P verschieden sein konnen. Die Definition
von Tihq geschieht simultan mit der Durchfithrung der Multiplikation (vgl.
Aufruf von (7.19) in MM_Allg). Am Anfang besteht Ting = {I x K} nur aus
der Wurzel.

Im Folgenden werden Produkte der Form M|y - M|, zu untersuchen sein,
die aus M’ - M" bei rekursiver Aufspaltung entstehen. Die Komponenten von
b €T und b € T"” werden stets mit &’ = 7 X o und b = o X p bezeichnet
(iibereinstimmendes o). Hieraus wird b := 7 x p gebildet.

4 Die Tllustration gilt nur fiir den Fall von zwei Séhnen.
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7.4.2.2 Die Tupel XF, X »V

Das Tupel

EP = (Ef)bETind

enthiilt fiir alle b = 7 x p € Ti,q Teilmengen Zlf C T(J). Dabei zeigt o € Z}f
an, dass eine Multiplikation

M/|T><0"M//|o'><p (716)

ausgefiihrt werden muss (der obere Index “P” in X¥ bedeutet “Produkte”).
Am Anfang steht nur die Multiplikation M’ - M"" = M’|;« ;- M" |« x an, d.h.
der Anfangszustand von X ist durch die Komponenten

YE =17}, XFP =0 sonst

gegeben. Die Multiplikationsaufgabe ist erst beendet, wenn Eép = () fiir alle
Bei der Multiplikation entstehen Zwischenresultate in Form von R(b)- und

V(b)-Matrizen fiir einige Blocke b € Ting. Die Tupel
2= (= und IV = (%))

b€Tina b€Tina

enthalten Listen® X = (Ry,...) und &) = (V4,...) von Niedrigrangmatrizen
Ry,... € R(b) bzw. vollen Matrizen Vi,... € V(b), wobei diese Listen auch
leer sein konnen. Die Summation iiber die Listenelemente sei als Ry, €5F Ry ;
bzw. va,ie sy Vb,s geschrieben. Zu Beginn der Multiplikation seien alle Listen
Yt und ) leer (Notation: Lt = XV = 0).

Es sei angemerkt, dass die R(b)-Matrizen Ri, Ra,..., die als Zwischen-
resultate auftreten, nicht addiert, sondern nur aufgesammelt werden. Der
Grund ist, dass der Block b nicht zuléssig zu sein braucht und daher un-
klar ist, ob eine formatierte Addition mit Rangkiirzung sinnvoll ist. Anders
konnen die vollen Matrizen Vi,... € V(b) gehandhabt werden, da hier die
Addition exakt ist. Bei sofortiger Aufsummation gibe es fiir XY nur zwei
Mboglichkeiten: entweder ist XY die leere Liste oder sie enthilt genau eine
Komponente V7 € V(b).

Die Startwerte von X7, X XV ergeben

MM = (7.17)
IxK
S| X Mo Moyt DT Reit 3 Vi
b=7xpETina \oeX) Ry exf Vi i€XY

(die erste Summe enthélt einen Summanden, die weiteren Summen sind leer).
Die folgenden Schritte miissen die Gesamtsumme invariant lassen. Ist o € Zlf ,
so wird versucht, die Teilaufgabe (7.16) zu “losen”, indem entweder

5 »F und ¥} konnen nicht als Mengen angesehen werden, da zwei gleiche Kom-
ponenten auftreten kénnten.
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e das Produkt als R(b)- oder V(b)-Matrix geschrieben wird (dann wechselt
dieser Anteil in (7.17) von der ersten Summe in die zweite oder dritte)
oder

e das Produkt in kleinere Teilprodukte zerlegt wird (dann bleiben die Anteile
in der ersten Summe, aber wechseln von Y/ f nach X/ 5 zu kleineren Blocken

b).

7.4.2.3 Produkte mit R-Matrizen

Seien b = 7 x p € Ting und o € XF. Die Teilaufgabe (7.16) kann als R(b)-
Matrix ausgewertet werden, falls M'|,, € R(7 X o) oder M" |, , € R(o % p).
Dies gilt genau dann, wenn 7 x 0 € P'* bzw. o x p € P"T.

Im Falle von o x p € P"* wertet der folgende Algorithmus das Produkt
M'|zxo - M"|gx, als R(k,T, p)-Matrix aus und fiigt es zur Liste £F  hinzu.
MVM ist die Matrix-Vektor-Multiplikation (vgl. (7.2)).

procedure MM_R_R2(M', M", 1,0,p, 57, XF);
begin {sei M"|,, = ABT mit A = [ay1 - a,x], vel. Notation 1.3.9}
for v:=1 to k do begin a, , := 0; MVM(a) ,, M’ ay,,T x o) end;

A= [alr,l : "a/r,k]é
{A'BT € R(k,,p): gesuchte Darstellung von M|,y - M"|,x,}
XF =X \{o}; Liste F,  um A’BT erweitern

end;

In der Bezeichnung MM_R_R2 soll das erste “R” den Zieltyp andeuten,
wihrend “R2” bedeutet, dass der zweite Faktor M"|,x, vom Typ R(b) ist.
Analog kann die Prozedur

procedure MM_R_R1(M',M",1,0,p, XF D7)
formuliert werden, bei der der erste Faktor M’|,x, € R(k,T,0) eine Niedrig-

rangmatrix sein muss.

7.4.2.4 Produkte mit V-Matrizen

Seien b = 7 X p, b/ = 7 x 0 und b’ = o x p. Wenn der zweite Faktor
M|y zu V(b)) gehort (d.h. wenn Grosse(b”) = false) und das Produkt
als volle Matrix dargestellt werden kann (d.h. Grosse(b) = false), lautet die
Multiplikationsprozedur

procedure MM_V_V2(M',M" 1,0,p, 27, XV);
{M| %5 - M”|J><p wird als V-Matrix ausgewertet und der Liste ZIY angefiigt }
begin {sei a; (i € p) die i-te Spalte von M"|,x,}

for all i € p do begin Z,, :=0; MVM(Z, ;, M', M/

Ji»T X 0) end;
2P =X \{o}; Liste XY, , um Z|.», € V(T x p) erweitern
end;
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In Zeile 4 ist M, die i-te Spalte (vgl. Notation 1.3.9). Das Produkt mit
M'|;«» wird in Z.; (i € p) abgelegt.

Es kann der Fall auftreten, dass einer der Faktoren M'|, oder M”|,» eine
V-Matrix ist, jedoch das Produkt wegen Grdsse(b) = true nicht als volle
Matrix dargestellt werden soll. Hier ist der einfachsteS Ausweg, den V-Faktor
in eine R-Matrix umzuwandeln (vgl. (7.3)) und MM_R_R2 anzuwenden. Die
folgende Prozedur setzt M"|,x, € V(0o, p) voraus, wertet M’|. x5 - M"|;x, als

R- oder V-Matrix aus und fiigt es der entsprechenden Liste an.

procedure MM_V2(M', M" 1,0,p, 2T, X8 XV);
if Grosse(r x p) = false then MM_V_V2(M' , M" 7, 0,p, 57, 5V)
else MM,R,RQ(M',TﬁHV(Mﬂbxp),T, o, p, P X

In Zeile 2 darf das Produkt als volle Matrix dargestellt werden. In Zeile 3 ist
dies nicht méglich, und 7,5~ aus (7.5) wandelt M"|, ., in eine R(#0,7,0)-
Matrix um.

Die entsprechende Prozedur

procedure MM_V1(M',M" 1,0,p, 5" 28 XV,

bei der der erste Faktor eine volle Matrix ist, sei wieder dem Leser iiberlassen.

7.4.2.5 Erweiterung von Ti,gq

Wenn die Multiplikationsaufgabe M|, - M" |5, in neue Teilaufgaben zer-
legt werden kann, fithrt dies bis auf den Fall in §7.4.2.6 zu einer Zerlegung
des Blockes b = 7 x p. Dementsprechend ist zu b eine passende Sohnmenge
Sti,.4(b) zu definieren. Hierfiir gibt es die drei Moglichkeiten

St (rxp)={r"xp:7"€S(r)}, (7.18a)
Sta(T % p) ={7 xp":p" €S(p)}, (7.18b)
Sr..(Txp)={r"xp :7€8(),p €S(p)}. (7.18c¢)

Die folgende Prozedur definiert Sy, (b), falls b noch als Blatt erklért ist.
Auflerdem werden zu neu eingerichteten Blocken b € St ,(b) die Kompo-

nenten von X, X XV als leer definiert. Der Parameter Typ hat Werte aus
{S, W, K}.

procedure MM_Tind(r,p, 2T, XE XV Typ);

if St,,,(7 x p) =0 then (7.18a) falls Typ = W
begin definiere St (7 x p) geméf ¢ (7.18b) falls Typ = S ; (7.19)
(7.18¢) falls Typ = K
for all b, € Sy, (7 x p) do X[ := Tt .= 5} =)
end;

® Es muss nicht der billigste Ausweg sein. Sobald die Sohnmenge St,,, (7 x p) be-
kannt ist, konnten die Matrizen weiter aufgespalten werden.
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7.4.2.6 Interne Aufspaltung

Das folgende Vorgehen setzt voraus, dass

Typ(t x o) =S und Typ(o x p) =W. (7.20)
Im Falle von #0 = 2 ist diese Situation durch - —— veranschaulicht.
Wegen
Mo - Mloxp = D M'lexor Mlorxp (7.21)
o’'eS(o)

kann das Produkt in #0 Produkte im gleichen Block b = 7 x p aufgespalten
werden. Die Prozedur braucht nur Elf zu aktualisieren:

procedure MM_SW (M',M" 1,0, p, LT);
begin X := XP\{c}; X := ¥ U S(0) end;

Hierbei sind (7.20) und b = 7 x p vorausgesetzt.

7.4.2.7 W-Aufspaltung

Das folgende Vorgehen setzt voraus, dass eine der folgenden zwei Bedingungen
zutrifft:

Typ(T x o) = W, (7.22a)
Typ(tr x o) =K und Typ(o xp)=W (7.22b)

(im Falle von (7.22a) spielt die Struktur von M"|,/, keine Rolle). Fiir #7 = 2

sind diese Situationen durch . = und . = veran-

schaulicht. Es entstehen Untermatrizen zu den Blocken 7/ x p € St (T X p),
wobei im Zweifelsfall der Baum T},q gemif (7.18a) zu erweitern ist. Die Teil-
matrizen sind die Produkte

M| yo - M| falls (7.22a)
oo am , _ T'Xo oxXp ’
(M [y - M"[yr0) |21p {ZU,ES(J) M| g - M| i, falls (7.22D).

Man beachte, dass diese Produkte nicht ausgewertet werden, sondern nur als
neue Multiplikationsaufgaben registriert werden. Mit X7 := XF\{c} wird
die Multiplikation M|, - M"' |y als erledigt verbucht, withrend im Fall (7.22a)
durch X := ¥ U {o} neue Multiplikationsaufgaben fiir alle b, € S, (b)
angezeigt werden. Im Falle von (7.22b) ist X7 := X U S(0) zu setzen. Dies
geschieht durch & &

procedure MM_W (M', M" 1,0,p, 2T, X8 XV);
if (7.22a) then MM_Allg(M',M" ,7,0,p, ¥, L1 XV W, {c})
else MM_Allg(M', M" ,1,0,p, 5T, XE XV W, S(0));
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wobel

procedure MM_Allg(M', M" 7,0,p, X7, X% XV Typ,Neu);
begin MM_Tind(t, p, X, 2BV Typ);

2= XP\{o}; for all b, € St ,(b) do X} := XU Neu
end;

9

Hierbei ist T'yp wie in (7.19) erklért, und die Mengenvariable Neu ist entweder
{o} oder S(o).

7.4.2.8 S-Aufspaltung

Analog wird hier eine der Bedingungen (7.23a) oder (7.23b) vorausgesetzt:

Typ(o x p) =5, (7.23a)
Typ(t x o) =8 und Typ(o x p) = K. (7.23b)
Im Falle von #p = 2 sind diese Situationen durch . =
und - = veranschaulicht. Es entstehen Untermatrizen zu den

Blocken 7 x p’ € Spy (7 X p). Die Teilmatrizen sind die Produkte

M| M | g falls (7.23a)
, 17 o TXOo aXp ’
(M'[yy - M [prr) |rspr = {Zo’es(o) M| vgr - M| i falls (7.23D).

Die analoge Prozedur lautet

procedure MM_S(M',M" 7, 0,p, X7, X% 5V,
if (7.23a) then MM_Allg(M', M" ,7,0,p, XF, L1 XV S {o})
else MM_Allg(M', M" ,7,0,p, X XE XV S S(0));

7.4.2.9 K-Aufspaltung

Eine Aufteilung von b = 7 X p in beiden Richtungen kann unter zwei verschie-
denen Bedingungen entstehen:
Typ(T x o) = Typ(o x p) = K, (7.24a)
Typ(t x o) =W und Typ(o x p) =S. (7.24b)

In beiden Fillen ist das Produkt in Sohne von (7.18¢) zerlegbar:

ZG’ES(J) M/‘T’Xo’ : MH‘U’Xp’ falls (724&),

/ 1 —
(Mo - M"pr7) |7 50pr = {]\4/|7_/X(7 Mo falls (7.24b).

Die entsprechende Prozedur ist

procedure MM_K(M',M",1,0,p, YT, XF XV,
if (7.24b) then MM_Allg(M’, M" 7,0, p, 57, 5%, 5V K, {0})
else MM_Allg(M', M" ,7,0,p, X XE XV K S(0));
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7.4.2.10 Gesamtalgorithmus fiir Phase 1

Gegeben einen Block b = 7 X p, wird man zunéchst versuchen, die durch
YF beschriebenen Aufgaben nach den sofort auswertbaren Féllen (§§7.4.2.3-
7.4.2.4) und nach der Anwendbarkeit der internen Aufspaltung (§7.4.2.6) ab-
zusuchen. Dies geschieht durch

procedure MM_Reduktion(M’, M" 7, p, X ST SV,

for all o € Ef do

if Typ(r x 0) = R then MM_R_R1(M',M" ,7,0,p, ¥ L) else
if Typ(o x p) = R then MM_R_R2(M',M",7,0,p, X, L) else
if Typ(t x 0) =V then MM_V1(M',M" 1,0,p, X7 X% XV) else
if Typ(o x p) =V then MM_V2(M', M",7,0,p, 2T XE XV) else
if (7.20) then MM_SW (M',M", 7,0, p, 57);

(7.25)
Hierbei ist die Schleife iiber die o € Ef so zu interpretieren, dass die eventuell
durch MM_SW neu erzeugten Elemente von X} auch durchlaufen werden.
Damit ist gesichert, dass nach Ausfithrung von MM_Reduktion keiner der finf
Félle aus den Zeilen 3-7 fiir ein o € Zlf) zutreffen kann.

Falls ¥/ = 0, ist die Multiplikationsaufgabe fiir den Block b = 7 x p
ausgefiihrt. In der nachfolgenden Prozedur fiihrt 25 = ) zu leeren Schleifen,
sodass keine Aktion mehr erfolgt.

Falls X7 # (), besteht die Schwierigkeit darin, dass die Aufspaltung von b
fir alle o € Ef in der gleichen Art vorzunehmen ist.

procedure MM_Phasel (M', M", 7, p, YT Y% SV,

begin MM_Reduktion(M', M" 7, p, XF X8 $V;
if (7.27a) then MM_K(M', M" 1,0,p, 57, XE XV else
if (7.27b) then MM_W (M', M" 7,0, p, 2T T $V) else
if (7.27c) then MM_S(M', M" 7, 0,p, X7, 2E V) (7.26)
else Abbruch {nicht-konsistenter Fall};
for all 7/ x p € Sy, (7 x p) do

MM_Phasel (M', M" 7', o', XF 28 V)

end;

Simultane Zerlegbarkeit nach Typ K, W bzw. S liegt vor, wenn die ent-
sprechenden Kriterien gegeben sind:

p | Typ(t x o) =Typ(c x p) = K oder

Vo€ X { (Typ(r x o) =W und Typ(o x p) =S) [’ (7.272)
p | Typ(t x o) =W oder

Vo€ 2 { (Typ(t x 0) = K und Typ(o x p) =W) [’ (7.27D)
p  J Typ(o x p) =S oder

Vo€ Xy { (Typ(r x o) =S und Typ(o x p) = K) [ ° (7.27¢)

(vgl. (7.24a,b), (7.22a,b), (7.23a,b)). Die Voraussetzungen (7.27b) und (7.27¢)
konnen zugleich zutreffen.
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Wenn eine Sohnmenge St (b) definiert wird, wird mindestens einer der
Blocke b’ oder b zerlegt. Deshalb ist nach spétestens

depth(T(I x J, P")) + depth(T'(J x K, P"))
Schritten ein Blatt erreicht. Dies beweist die folgende Aussage a).

Anmerkung 7.4.1. a) Die Tiefe des erzeugten Blockclusterbaumes Ti,g ist
durch depth(T(I x J, P’)) + depth(T'(J x K, P")) beschrinkt.

b) Ting erfiillt nicht die Bedingung (5.43g): Sobald in einem Blatt von Tinq
alle Produkte M|y - M" |y 20 0 € XF als R(b)-Matrizen ausgewertet werden
konnen, liegt in b keine Multiplikationsaufgabe vor, die zur Konstruktion von
S(b) verwendet werden konnte.

7.4.2.11 Hinreichende Bedingungen fiir Konsistenz der
Blockclusterbiume

Die Blockclusterbiume 77 und 1" seien konsistent genannt, wenn der Algo-
rithmus (7.26) zu keinem Abbruch fiithrt. Hinreichend ist die Stufentreue.

Lemma 7.4.2. Sind die Blockclusterbiume T' und T" stufentreu (vgl.
(5.40)), so sind sie konsistent. Der induzierte Baum Tinq ist ebenfalls
stufentreu.

Der stufentreue Fall ist dabei eine Spezialvariante der folgenden Eigen-
schaft: der Blockclusterbaum T'(I x J) sei auf jeder Stufe gleichartig zerlegt:

fur alle £ > 0 gelte:
# ({Typ(b) : b e TO(I x INL(T(I x J)}\{V,R}) <1

(vgl. (A.2) zur Notation T¥)). Dies bedeutet, dass alle Blocke einer Stufe ¢,
wenn sie nicht V- oder R-Matrizen sind, nur zu einem der Typen W, S, K
gehoren diirfen. Im stufentreuen Fall ist dies der Typ K. Beispielsweise fiithrt
die Konstruktion (5.45a,b) zur Eigenschaft (7.28).

Im folgenden Lemma sollen 7" und 7" die Bedingung (7.28) unabhingig
voneinander erfiillen, d.h. ¥ € 7' und ¥’ € T diirfen von unterschied-
lichem Typ sein.

Lemma 7.4.3. Erfillen die Blockclusterbiume T" und T" (7.28), so sind sie
konsistent.

Beweis. Seib := 7xp. Alle Blocke aus {b' =7 x 0 : 0 € X', Typ(t') ¢ {V,R}}
mogen den gleichen Typ besitzen und ebenso alle Blocken aus

(V' =0xp:oe X, Typ(t") ¢ {V.R}}.

Die Félle mit V- oder R-Faktoren werden durch die Auswertung in (7.25)
eliminiert. Fiir die verbleibenden o € Z‘f werden identische Aufteilungen
vorgenommen, sodass die neuen Aufgaben wieder die Induktionsvoraussetzung
erfiillen. Der Induktionsanfang ergibt sich daraus, dass X, nur einen Block
enthélt. ]

(7.28)
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Ubung 7.4.4. a) Erfiillen 7’ und T” (7.28), so auch der induzierte Block-
clusterbaum Ti,4.

b) Sind 7" und T" gemiB (5.45a) definiert, so erfiillt auch T},q diese Be-
dingung.

7.4.2.12 Phase 2

Es sei daran erinnert, dass das (approximative) Produkt M & M’-M" mittels
P cC L(T), T =T(I x K) strukturiert werden soll, d.h. es ist M € H(k, P) zu
erzeugen. Nach Konstruktion von Ti,q enthalten alle Blétter in Ppg = £(Tina)
R- oder V-Matrizen, also Eintriige der Listen X7, XV (allerdings kénnen auch
Eintrége zu internen Knoten b € Tinq\ Ping auftreten). Da die induzierte Par-
tition Phq und die gewiinschte Zielpartition P im Allgemeinen verschieden
sind, ist eine Konvertierung geméfi §7.2.5 notwendig. Mittels (7.11a) wird
Tina 80 zu Tingerw erweitert, dass L(Ting,erw) die grobste Partition ist, die
feiner als Ppq und P ist. Ferner liefert (7.11b) eine Erweiterung Te., von
T(I x K,P), sodass L(Terw) = L(Tind,erw). Fiir die hilfsweise auftretenden
Blocke b € Tow\T'(I x K, P) werden Matrixblocke M|, je nach Wert von
Grosse(b) im R- oder V-Format dargestellt.

Im ersten Schritt werden alle in Z,fi, Z,Y gesammelten R- oder V-Matrizen
in die Blétter von £(Tind,erw) transportiert und dort addiert (Zeilen 6,7). Der
anschliefende Transport in die Blédtter von P ist die Agglomeration mittels
Konvertieren_von_H aus (7.9).

procedure MM_Phase2(M, P, YT $V);

begi 21 0 SE enthalte Ry, ... R € R(D),
or all b € fina do {Ebv enthalte Vi,..., V) € V(D) }
begin if mg(b) + my (b) > 0 then
for all b* € L(Ting,erw) mit b* C b do
begin for i := 1 to mg(b) do Z|y := Z|p+ ® R;|p+;
for i :=1 to my(b) do Z|p+ := Z|p= B Vip=
end end; {Transport auf £(Tind erw) durchgefiihrt}
for all b € P do Konvertieren_von_H(Z,b, Tery, k(D) };
Mly = M|y © Zp
end;

)

Die Addition @ (in den Zeilen 6,7,10) ist entweder die formatierte R(k)-
Summation (Grosse(b) = true) mit dem Rang k = k(b) oder die exakte
Summation (Grosse(b) = false).

Man beachte, dass die R(k)-Addition erst in den Blécken b* € L(Tind,erw)
stattfindet (Grosse(b) = true vorausgesetzt). Da die Partition £(Tinderw)
feiner als P ist, sind diese Blocke zuldssig, sodass die formatierte Addition
Sinn macht.

Falls b € Pyq auch zu T(I x K, P) gehort, wird die Addition gleich im
Zielblock durchgefiihrt.
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7.4.3 Algorithmus im stufentreuen Fall
7.4.3.1 Spezielle Eigenschaften im stufentreuen Fall

Hier wird angenommen, dass alle Blockclusterbdume 77 := T(I x J),
T":=T(JxK) und T := T(I x K) aus (7.15) stufentreu seien. Damit
haben alle Blocke, die keine Bléatter sind, den Typ K. Nach Lemma 7.4.2 ist
auch Tinq stufentreu. Letzteres bedeutet Ting C T(I x K), sodass — anders
als im allgemeinen Fall — keine Blocke b € Ti,q auftreten kénnen, die nicht in
den Blockclusterbaum T passen. Dies vereinfacht die Phase 2 aus §7.4.2.12
erheblich. Die Konvertierung in Phase 2 muss nur noch beriicksichtigen,
dass die Partitionen Pnq = L(Tina) und P C T(I x K) im Allgemeinen
verschieden sind. Fiir jedes b € Pq konnen zwei Fille auftreten:

e b e T(I x K,P): in diesem Fall gilt b = (J, b; fiir geeignete b; € P.
Zwischenresultate b sind daher auf alle b; zu beschranken und dort aufzu-
addieren.

o be T\T(I x K,P): es gibt ein b* € P mit b & b*. Dieses b* € P ist
die Vereinigung b* = |J, b; fiir geeignete b; € Pinq (b ist eines der b;).
Zwischenresultate auf b; miissen mittels Agglomeration in b* zusammen-
gefiihrt werden.

Wegen der wesentlich vereinfachten Phase 2 wird diese in den Multiplikations-
algorithmus (7.32) integriert.

7.4.3.2 Multiplikationsalgorithmus fiir 7 X p € P
Zunichst wird die Durchfithrung von

Mlrxp & Mlrxp+ M |rsoM" |5, firTxpeP (7.29)
beschrieben. Falls 7 x p € PT, ist die Approximation

TkR (M|T><p+MI|T><<7M”‘oXp) ER(k777P)

,paarw

gesucht. Hierfur wird M|,;x, ®r M'|rxo ©Or M"|s%x, geschrieben (©y:
formatierte Multiplikation). Falls 7 x p e P~ , wird das Resultat un-
gekiirzt als volle Matrix berechnet. Aufgabe (7.29) wird durch den Aufruf
MMR(M, M’ ,M",1,0,p) gelost. Dabei sind die Faktoren M’ und M”
Eingabeparameter (nur die Teile M’|;y, und M"|,x, sind relevant). M
ist Ein- und Ausgabeparameter, wobei auch hier nur die Untermatrix
M|;«, € R(k,T,p) UV(T,p) von Interesse ist. Die Clusterparameter 7,0, p
miissen 7 X 0 € T(I x J,P’") und o x p € T(J x K, P") erfiillen. Fiir 7 x p
ist lediglich 7 x p C b € P fiir ein geeignetes b € T(I x J, P) vorausgesetzt,
wobei im Allgemeinen die Gleichheit 7 x p =b € P mit 7 X p aus (7.29) beim
ersten Aufruf, aber nicht mehr fiir die rekursiv erzeugten Aufrufe gilt (vgl.
aber Folgerung 7.8.7b).
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1 | procedure MMR(M,M', M" 1,0, p); (7.30)
{M‘TXp — M‘TX/) @k M/‘TXO' ®k M//|a><p7
Rk, 7,p) falls T x p C b € P*,} )

Resultat in V(rxp) fallstxpCbe P .

begin
2 if 7xo €P’ or oxp eP” then {TXpCbEP ist vorausgesetzt}
3 begin Z := M'| o M"|5xp; {Zwischenresultat Z € R™**}
4 if 7xpCbePt then Z:= TR (Z) {fiir ein geeignetes be T’}
5 end else {im else-Fall gilt 7 x 0 ¢ P’ und o x p ¢ P"}
6 begin Z|;, := 0;
7a for all 7/ € S(r),0’ € S(o),p" € S(p)
- do MMR(Z,M',M", 7', o, o)
8 end;

9 if rxpCcbe P then M|;x,:=M|;«x,+Z
w| else M.y, =T, (M|, + 2)
end;

Zeile 2: Datx o €T x J,P')und o x p € T(J x K, P") vorausgesetzt
wird, sind die Cluster 7 x o und o x p entweder unzuliissig (d.h. echt grober
als Cluster aus P’ bzw. P") oder gehoren zu einer der Partitionen. Der letzte
Fall wird in den Zeilen 2-5 behandelt.

Zeile 3: Die HilfsgroBe Z := M'|;xoM"|sx, ist eine Matrix vom Rang
< max{k, k", nmin }-

Zeile 4: Die Bedingung 7 X p C b € P71 lisst sich auch ausdriicken als
“7 % p ist Adm-zulédssig” (vgl. (5.13b)).

Zeile 5: Im else-Fall miissen 7 X 0 und o X p weiter zerlegt werden, da sie
unzuléssig sind.

Zeilen 7a,b: Die Sohne 7, ¢/, p’ haben wieder die gleiche Stufenzahl. Ferner
gilt 7/ x o' € S(trxo)CT(IxJ P, o' xp €S(ocxp)CcT(JxK,P"),da
im vorliegenden Fall die Blocke keine Blétter sind. Die Zerlegung aller Cluster
7,0, p in ihre Sshne entspricht der Behandlung in §7.4.2.9 im Falle von (7.24a).

Zeile 9: Im Standardfall (5.42) kann 7 x p C b € P~ nur mit der Gleichheit
T X p =b € P~ auftreten. (Beweis: Sonst wire 7 € S(7*), 0 € S(o%),
p € S(p*) und 7* x p* C b€ P~. Damin{#7*, #p*} < nmin, sei zum Beispiel
#7* < npin angenommen. Dies impliziert 7* x o* € P'~, sodass kein Aufruf
mit den Séhnen 7,0, p auftreten kann.)

7.4.3.3 Vollstiandiger Multiplikationsalgorithmus

Die Notationen aus (7.15) werden verwendet. Die Multiplikation wird rekursiv
iiber die Multiplikation (und Aufaddition) der Untermatrizen definiert. Seien
M e H(K',P"), M" € H(k",P") und M € H(k, P). Das formatierte Produkt
wird in der Form M := M @, M’ &) M" geschrieben, d.h. das eigentliche
Produkt wird einem Startwert M (z.B. M := 0) aufaddiert. Der Aufruf

MM (M,M',M",I,J,K) produziert M := M &, M' & M", (7.31)
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wobei MM die Prozedur (7.32) ist. Hierbei sind die Faktoren M’, M" Ein-
gabeparameter, wihrend M Ein- und Ausgabeparameter ist. Die Parameter
T,o,pmissen Txo € T(IxJ,P),oxpeT(JxK,P"), rxpeT(IxK,P)
erfiillen.

1 | procedure MM (M, M’ ,M" 7,0, p); (7.32)
2 |if Txo¢ P and o x p¢ P” and 7 X p ¢ P then

3a for all 7’ € ST(])(T), o e ST(J)(O'), pl S ST(K)(P) do

3b MM(M,M’,M”,T’,O'/,,O/)

4 | else if 7 x p¢ P then {T X o € P' oder 0 x p € P" gelten}
sa | begin Z := M| xo M"|5xp;

5b MlTXP Z@ijtmax{k’ k" \Mmin } (M|T><P + Z)

¢ | end else MMR(M,M', M",,0,p); {r xpe P}

Zeile 1: Die Matrizen M, M’ und M" werden im Allgemeinen die Gréfie
Ix K, IxJund J x K haben. Gelesen bzw. iiberschrieben werden aber nur
die Teile M|;x,, M|+ xo und M" |5y ,.

Zeilen 2-3: Hier wird der Fall behandelt, dass alle Blocke 7 X g, o X p und
T x p grober als die entsprechenden Partitionen P, P’ und P” sind.

Zeile 3: Anstelle von M|,y , = M|rx,+ M| xo M |6x, wird M|y =
M|;xp + Mo M" |51 iiber alle S6hne durchgefiihrt.

Zeile 4: Tm else-Fall zusammen mit 7 X p ¢ P gilt 7 x ¢ € P’ oder
oxpeP.

Zeile 5: In diesem Fall ist der Block 7 x p noch unterteilt, aber entweder
T x o € P oder o x p € P”. Sei zum Beispiel o x p € P angenommen. Hier
gibt es zwei Unterfille: Ist o x p € P"*, so ist M"|,x, € R(k",0,p) und
damit auch Z := M|, o M"|5%x, € R(K",7,p). Ist o xp € P"~,soist M" |5,
eine volle Matrix. Wegen (5.42) ist #0 < npin oder #p < npyi, und impliziert
Z € R(nmin, T, p) . Gilt dagegen 7 x o € P’, ergibt sich analog Z € R(kK', 1, p)
oder Z € R(Nmin, T, p). Insgesamt folgt Z € R(max{k’, k" nuyin}, 7, p).
Z kann als eine Matrix aus H(max{k', k", nmin}, 7, p) geschrieben werden.
Die Summe M|y, + Z € H(k + max{k’, k", nmin}, T X p) wird im Sinne des
schnellen Kiirzens sofort mittels 7,7t tmax{k’ k" y AUE den lokalen Rang k
reduziert.

Zeile 6: Der verbleibende else-Fall entspricht 7 x p € P, d.h.
M|rxp+ M| xoM"|5x, ist als Matrix im Format R(k,,p) darzustellen.
Dies geschieht mit der Prozedur MMR aus (7.30).

Sei M := M'- M" das exakte Produkt mit Faktoren M’ € H(k', P) und
M" € H(K",P), wobei P C T(I x I) eine gemeinsame Partition ist (d.h.
I = J = K). Das folgende Lemma zeigt in Analogie zu Korollar 7.3.2, dass
M € H(k,P) fiir hinreichend grofies k gilt (vgl. [56, Theorem 2.24]). Die
auftretenden Groflen Cigq, C'y werden erst spéter in §7.8.3 definiert werden.

Lemma 7.4.5 (exakte Multiplikation). Seien M’ € H(k', P) und M" €
H(K", P) mit der Partition P C T(I xI), wobei der Blockclusterbaum T (I x I)
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stufentreu sei. nmin sei die charakteristische Grifle aus (5.42). Dann gehirt
das exakte Produkt M'- M" zu H(k,P) mit

k := CiqCu max{k’, k", nmin } (7.33)
< CiaCsp (depth(T'(I)) + 1) max {k", k", nimmin } -

Dabei wird Ciq = Ciq(Pna) in der spdteren Definition 7.8.14 eingefiihrt.
Cuy st in (7.46b) definiert und kann z.B. durch C, - (depth(T'(1)) + 1) ab-
geschiitzt werden. Cs, := Csp(Pina) bezieht sich auf die induzierte Partition
(vgl. §7.8.5.2).

Beweis. Gemafl Satz 7.8.19a gilt
M- M" € H(k*, Pna) mit k" = Cymax{k’, k", nuin}.

Die Produktpartition P,q kann feiner als P sein. Genauer kann ein Block
b € P Beitrige (M'- M") |, aus hochstens Ciq Blocken b € Ppq enthalten.
Damit kann sich der lokale Rang beim Ubergang von Pi,q zur Partition P
hochstens um den Faktor Ciq erhéhen. [ |

7.5 Matrix-Inversion

Die nachfolgenden Algorithmen produzieren H-Matrix- Approximationen der
Inversen. Ob diese iiberhaupt durch H-Matrizen approximiert werden kann,
ist eine theoretischen Frage, die in Kriterium 9.5.3 und Lemma 9.5.4 fiir positiv
definite, wohlkonditionierte Matrizen (z.B. die Finite-Element-Massematrix,
§11.1) und in Satz 11.2.8 fiir Inversen von Finite-Element-Systemmatrizen
beantwortet wird.

7.5.1 Rekursiver Algorithmus

Sei T'(I) ein bindrer Baum (d.h. #S5(7) = 2 fiir alle 7 € T(I)\L(T'(I))). Die
My Mo

iuber
Moy Moo

Darstellung (3.10) zeigt, dass die Inversion von M =
M-l M+ M111M125 Y Moy M —M11 My St
—S™ My M S-t

rekursiv berechnet werden kann. Neben der selbstversténdlichen Voraus-
setzung “M regulér” braucht man “M; regulidr” (was bei der iiblichen GauB-
Elimination mittels Pivotisierung erzwungen wird).

Falls M positiv definit ist, folgt bekanntlich die Regularitéit aller Haupt-
untermatrizen, sodass die obigen Voraussetzungen erfiillt sind. Andernfalls ist
die Partition so zu wéhlen, dass die Regularitit gesichert ist.
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Der folgende Algorithmus folgt der Darstellung (3.10), ist aber nicht auf
bindre Béume T'(I) beschrinkt. Die formatierte Inverse H(k,P) > A :=
Inv(M) ~ M~ ergibt sich mittels

A:=0; Inverse(M, 1, A);
{bildet M in A := Inverse(M) ab, M wird iiberschrieben}

mit der untenstehenden Prozedur” Inverse. Hierin werden die Séhne Sy (;)(7)
als {7[1],...,7[t]} (t =t(7) = #Sp) (7)) durchnummeriert. Die Symbole ©
und ® bezeichnen die formatierte Substraktion und Multiplikation.

1 | procedure Inverse(M, T, R);

2 | if 7 x 7 € P then R|,«, := (M|TXT)_1 else

s | begin for £ =1,...,t(7) do

4 begin Inverse(M,T[(], R);

5 for j=1,....,0 =1 do Rl jgxrpj) = Rlrigxri © Rlrpgxrpy;
6 for j=0+1,....4(1) do M| gx+j) = Rlrigxrig © Mlrgx-5);
7 fori=/(+1,...,t(r) do

sa begin for j=1,...,¢ do

s R i1 xr(j) = Rlrpiixrli) © Mlriijxrig © Rlrgxri
9a for j=0+1,...,t(r) do

®  end end; M|z i = Mlzpiyxri) © Mlriixrig © Mlzgexrp)
u|  for £=t(r),...,1 do

12| fori=¢—-1,...,1dofor j=1,...,¢(7) do

| end; Rlrixrts) = Blrpirti) © Mlrixrig © Blrigxriy

Zeile 1: M € H(k, P) ist Eingabe; R|.x, := Inv(M|,;«.) ist Ausgabe,
wobei T € T(I).

Zeile 2: Da 7 x 7 ein Diagonalblock ist und M]|,«, vollen Rang haben
muss, wird implizit angenommen, dass nicht nur 7 x 7 € P, sondern auch
7x 71 € P~ gilt und M|, daher als volle Untermatrix vorliegt. Als solche
wird sie mit Standardverfahren invertiert.

Zeilen 3-14: Der Rest des Algorithmus behandelt den Fall 7 x 7 ¢ P. (1)
ist die Zahl der Shne von 7. Nachfolgend ist die Block-Gauf3-Elimination auf
eine Blockmatrix bestehend aus ¢(7) x ¢(7) Blocken anzuwenden.

Zeilen 3-10: Die £-Schleife dient der Elimination der Blocke im unteren
Dreiecksteil. In Zeile 4 wird der Diagonal-Unterblock M| (g« -[q invertiert
(Resultat auf R|;gxr1q). In den Zeilen 5+6 wird die (-te Blockzeile mit
Rl igxrig = (M|T[5]X7m)_1 multipliziert. Insbesondere lautet der neue R-
Wert im Diagonalblock R| g = I (dieser Wert wird aber weder berech-
net noch abgespeichert. Deshalb kommt j = ¢ in der Schleife nicht vor). Die
Zeilen 7-9 dienen der Elimination der /-ten Blockspalte.

Zeilen 11-13: Elimination der Blocke im oberen Dreiecksteil.

" Eine prizisere Beschreibung findet sich im Prinzip in [56]. Wegen der dortigen
Druckfehler sei auch auf den Report [55] verwiesen.
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7.5.2 Alternativer Algorithmus mittels Gebietszerlegung

Im Falle einer schwach besetzten Matrix M kann man Uberlegungen aus dem
Bereich der Gebietszerlegungen anwenden. Man erhélt dann eine andere Par-
titionierung der Matrix, die ausfiihrlich in §9.2 dargestellt ist. Die Anwendung
auf die Invertierung lésst sich zum Teil parallel gestalten (Details in §9.2.5).
Der obige Algorithmus besitzt einen prinzipiellen Nachteil bei der Implemen-
tierung auf einem Parallelrechner. Die Invertierungen Inverse(M,[{], R) fiir
0=1,...,#45(7) aus Zeile 4 miissen im Allgemeinen sequentiell stattfinden,
da die Berechnungen fiir £ die Untermatrizen M|, [jjx,; fiir j > £ verdndern.

7.5.3 Newton-Verfahren

Die Inverse X := M ! lisst sich als Losung der nichtlinearen Gleichung
f(X):= M — X~! = 0 auffassen. Wie fiir jede differenzierbare, nichtlineare
Gleichung f(X) = 0 ist das Newton®-Verfahren als Losungsmethode anwend-
bar. Die Ableitung f/(X) : RI*I — RI*7 Jautet

FX)Y =X"'vYXx! firaleY e RI*,

Die Newton-Iteration lautet X (™1 = X(™) _ Y wobei Y die Losung von
F(X))Y = f(X™)) ist. Mit der obigen Darstellung von f’(X) ergibt sich
die Losung Y = XM X (M) — X (™) Damit lautet das Newton-Verfahren?
(das fiir diesen Spezialfall auch Schulz-Verfahren!'® genannt wird)

X (m+D) = x(m) _ (X(’”)MX(’”) - X<m)) —ox(m) _ x(m)prx(m) (7,34

Ubung 7.5.1. Seien M invertierbar und X (9 ein Startwert mit der Fehler-
schranke ||M||[|[X(® — M~||=:¢ <1, wobei || eine submultiplikative
Matrixnorm ist. Man zeige die quadratische Konvergenz

IX — MY < 1M g

Im positiv definiten Fall M~' > X(©) > 0 zeige man globale Konvergenz und
X M) > 0 fiir alle m > 0. Hinweis: Fiir F,, := [ — MY2X™ )12 5 () weise
man F,41 = F% nach.

8 Sir Isaac Newton, geboren am 4. Jan. 1643 in Woolsthorpe in Lincolnshire, ge-
storben am 31. Mérz 1727 in London.

9 Man sollte XY = 2x(m) _ X Arx (™ eher nicht in der Reihenfolge
(2x™) — (XM X ™) berechnen. Besser ist es, zuerst den ausléschungs-
anfilligen Anteil, also das Residuum Z := X M — I zu berechnen. Dann ist
x(m+1) (I— Z)X(m).

Y9 In dem Artikel [127] von G. Schulz wird der Algorithmus als “neues Iterations-
verfahren” vorgestellt und die Ubereinstimmung mit dem Newton-Verfahren nicht
erwihnt.
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Fiir die praktische Durchfithrung ist (7.34) eher nicht zu empfehlen. Wenn
keine speziellen Gegebenheiten ausgenutzt werden koénnen, kostet (7.34) zwei
Matrix-Matrix-Multiplikationen. Die Kosten der Inversion entsprechen aber
nur denen einer Matrix-Matrix-Multiplikation.

7.6 LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Eine Standardmethode zur Auflosung des Gleichungssystems Az = b ist die
Zerlegung von A in das Produkt A = LU von Dreiecksmatrizen. Selbst wenn
LU nur eine Niherung von A darstellt, erhélt man ein Iterationsverfahren
(Details in §9.1), dessen Konvergenzgeschwindigkeit mit der Approximations-
giite zunimmt.

Zur Definition der LU- und Cholesky-Zerlegungen vergleiche man (1.5a)
und (1.5b). Im Prinzip stellt sich zuerst die Frage, ob die LU-Faktoren der
Zerlegung wieder durch H-Matrizen approximierbar sind. In §9.2 wird gezeigt
werden, dass unter geeigneten Voraussetzungen (Schwachbesetztheit) diese
Eigenschaft aus der H-Matrix-Approximierbarkeit der Inversen folgt.

7.6.1 Format der Dreiecksmatrizen

Dreiecksmatrizen sind nur definierbar, wenn eine Anordnung der Indizes aus
I vorgegeben ist. Ferner muss diese Anordnung zu der Zerlegung im Cluster-
baum T'(I) konsistent sein, d.h. I = {i1,...,ix,} ist die Anordnung und

fiir alle 7 € T(I) gibt es a(7),B(7) € {1,...,#I},

- : : 7.35
sodass T = {ia(r), Ga(r)+1s - 18(r) |- ( :

Hieraus ergibt sich die Anordnung der Cluster gleicher Stufe. Sind 7/, 7" €
TU(I) zwei verschiedene Cluster, so gilt nach (7.35) entweder i < j fiir alle
i €7 und 7 € 77 oder ¢ > j fiir alle ¢ € 7/ und j € 7”. Dies definiert die
eindeutige Anordnungsrelation 7/ < 7" bzw. 7" > 7.

Die hier vorausgesetzten Anordnungseigenschaften stimmen mit denen
iiberein, die in §5.3.4 erzeugt werden, um die Speicherkosten fiir 7'(1) minimal
zu halten. Die intern erzeugte Anordnung kann daher zur LU-Zerlegung
verwandt werden.

Die einfachste Annahme iiber das Format hierarchischer Dreiecksmatrizen
L und U der LU-Zerlegung ist die Uberlagerung beider Eigenschaften:

Liai[i =0 fir a< 57
L, U e H(k,P), L’iuia =1fir1l <a< #[, (736&)
Uiaig =0 fiir a > .
Fiir die Losbarkeit ist zudem U;_ ;, # 0 zu garantieren. Ein stufentreuer
Blockclusterbaum wird vorausgesetzt (damit die Komponenten der Blécke
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zu gleichen Stufen gehéren und somit vergleichbar sind). Auf der Blockebene
bedeutet diese Bedingung

Lj, =0 fir b=7 x 0 mit 7 < 0,

U|b:Oﬁirb:T><0'mitT>g, (736]3)

wahrend fir die Diagonalblocke b = 7 x 7 die Matrixblécke L[, normierte
untere Dreiecksmatrizen und U|; obere Dreiecksmatrizen sind.

Im Falle der Cholesky-Zerlegung braucht nur ein Faktor L verwaltet zu
werden, fiir den statt L;_ ;, =1 nur L > 0 vorausgesetzt wird.

Die Dreiecksmatrizen kénnen auch durch Block-Dreiecksmatrizen ersetzt
werden:

Auflerdiagonalblocke:

Ll;xs = O fir 7 < 0 und Ul,x, = O fiir 7 > o,
Diagonalblocke:

Lirxr =T und Ul;xr € V(T x 7) fiir 7 X 7 € P.

(7.37)

Der Vorteil der Block-Dreieckszerlegung besteht darin, dass sie wohldefiniert
sein kann, obwohl die einfache LU-Zerlegung wegen Pivotproblemen nicht
existiert oder numerisch bedenklich ist.

7.6.2 Auflésung von LUx = b

Sinn der LU-Zerlegung ist die Losung von Ax = b mit A = LU mittels der
beiden Schritte Ly = b und Uz = y. Die Gleichung Ly = b 16st man durch
Vorwdrts- und Uz = y durch Rickwdirtseinsetzen. Diese Schritte kdnnen
leicht fiir hierarchische Matrizen formuliert werden und werden exakt durch-
gefiihrt. Die Prozedur Vorwidrtseinsetzen(L, T,y, b) liefert die Losung y|, von
L|;x+ylr = blr. Zur Losung von Ly = b ist Vorwdirtseinsetzen(L, I, y,b) mit
7 = I aufzurufen, wobei der Eingabevektor b iiberschrieben wird (die Para-
meterwahl y = b ist moglich).

procedure Vorwdrtseinsetzen(L, T,y,b);
if 7 x 7 € P then

for j := a(r) to (7) do

begin y; := b;; for i := j+1 to 5(7) do b, :== b, —L;;y; end
else for j :=1 to #5(7) do
begin Vorwirtseinsetzen(L, 7(j], y,b);

for i:=j+1to #S(7) do bl := bl-(s) — Llrpiyxr(j] - Ylr (s
end;

(7.38a)

0 1 O Ot s W N

In Zeile 1 der Prozedur sind L, 7, b Eingabe- und y Ausgabeparameter.
Der Parameter 7 muss zu T(I x I, P) gehoren, wihrend y,b € R und L
(7.36a) mit P C T'(I x I) erfiillen.

Zeilen 2-4: Wie beim Inversionsalgorithmus erkléart, kann 7 x 7 € P zu
T x 7 € P~ verstirkt werden. Daher wird L|,«, als volle Matrix behandelt.
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Entsprechend wird das iibliche, komponentenweise Vorwiértseinsetzen durch-
gefiihrt.

Zeile 3: Die Grofien «(7) und ((7) stammen aus (7.35).

Zeilen 5-8: L|;«, wird als Blockmatrix mit den Unterblécken 7[i] x 7[j] €
S(7 x 1) behandelt. Dabei ist 7[1],...,7[#S(7)] eine Aufzdhlung der Sthne
von T.

In Zeile 7 ist die Matrixvektormultiplikation MV M aus (7.2) auf-
zurufen, wobei entweder y durch —y zu ersetzen ist oder eine Variante
MVM_Minus(y, M,z,I x J) zu formulieren ist, die y := y — Mz statt
y :=y + Mz produziert.

Die Prozedur Riickwirtseinsetzen zur Losung von Uz = y lautet analog.
U, 7,y sind Eingabe- und & Ausgabeparameter. y wird iiberschrieben.

procedure Riickwdrtseinsetzen(U, T, x,y);
if 7 x 7 € P then for j := 3(7) downto «a(7) do
begin z; := y;/Uj;;
for i :=a(r) to j — 1 do y, :==y; — Ujz;
end (7.38b)
else for j := #S5(7) downto 1 do
begin Riickwdrtseinsetzen(U, T[4, x,y);
for i:=1to j—1do yl. = ylr — Ulrpipxri) - Tlep)
end;

Die Gesamt-LU-Auflosung lautet damit

procedure Lose LU (L,U,I,z,b); {L,U,I,bEin-, x Ausgabe}

begin x := b; Vorwidrtseinsetzen(L, I, x, x);
Riickwdirtseinsetzen(U, I, x, x)

end;

(7.38¢)

wobei hier der Eingabevektor b nicht iiberschrieben wird.

Die Formulierung der Block-Version (7.37) ist dem Leser als Ubung
iiberlassen. Da die Diagonalmatrizen U|,, mit 7 X 7 € P invertiert werden
miissen, ist es empfehlenswert, diese Invertierung sofort bei der Konstruktion
von U durchzufithren und beim Riickwiirtseinsetzen nur mit der auf U, x,
abgelegten Inversen zu multiplizieren.

Die Formulierung der Cholesky-Variante ist ebenfalls dem Leser iiber-
lassen. Im Cholesky-Fall ist die Prozedur Vorwidirtseinsetzen zu modifizieren,
da L nicht normiert ist. Ferner ist Riickwdrtseinsetzen(U, T, x,y) so zu #ndern,
dass anstelle der oberen Dreiecksmatrix U = LT direkt L verwendet wird. Die
modifizierten Prozeduren seien

VorwirtseinsetzenC (L, T,y,b) und RiickwirtseinsetzenC (L, T, x,y).

Dann geschieht die Cholesky-Auflésung von LL Tz = b durch
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procedure Lose_ LLT(L,I,x,b); {L,U,I,b Ein-, x Ausgabe}

begin x := b; VorwdrtseinsetzenC(L, I, x, x); (7.38)
RiickwdirtseinsetzenC (L, I, x, x) ’

end;

SchlieBlich wird noch ein Algorithmus zur Auflésung von z'U = y'

bendtigt. Die Gleichung ist identisch zu Lz = y mit L := U, wobei in
diesem Falle die untere Dreiecksmatrix L nicht normiert ist. Die zugehotrige
Prozedur

procedure VorwirtseinsetzenT (U, T, x,y); {Losung von 2'U =y '}

ist dem Leser iiberlassen.

7.6.3 Matrixwertige L6sung von LX = Z und XU = Z

X, Z € H(k, P’) seien hierarchische Matrizen zu einer Partition P’ CT(Ix.J),
wobei T'(I x J) stufentreu sei. Die Indexmenge I stimme mit der aus
L e H(k,P) und P C T(I x I) iiberein. Zu lssen ist die Gleichung

LX =7
in RI%7 die #.J simultane skalare Gleichungen der Form Lz = 2z re-
prisentiert. Die Prozedur VorwdrtssM 16st L|;w+X|rxo = Zl|rxe fiir die

Blocke 7 x 7€ T(I x I, P) und 7 x 0 € T(I x J, P"). Das Gleichungssystem
LX = Z in I x J wird mittels Vorwdrts-M (L, X, Z, I, J) gelost. Zur Schreib-
weise X ; usw. fiir die Matrizenspalten vergleiche man Notation 1.3.9.

1 | procedure Vorwirts- M (L,Y,R,T,0);

2 | if 7 x 0 € P~ then {spaltenweises Vorwirtseinsetzen}
3 for all j € o do Vorwdirtseinsetzen(L, 7, X+ j, Z; ;)

4 | else if 7 x 0 € P* then

5 | begin {sei Z|,x, = ABT gemiB (2.1) mit A € R7*{1k}1
6 for j =1 to k do Vorwdrtseinsetzen(L, T, A, ;, A; j);
7 X|rxo = Rang-k-Darstellung A’BT (7.39a)
8 | end

9 | else for i =1 to #S5(7) do for ¢’ € S(0) do

10| begin Vorwdirts-M (L, X, Z,7[i],0");

11 for j=i+1to #S(r) do

12 Z)r(gxor = Zlr o’ © Llrpixrl) © Xlrfiyxor

13| end;

Zeile 1: Die Matrizen L,Z und die Cluster 7,0 sind Eingabeparameter,
wihrend X Ausgabeparameter ist.

Zeilen 2-3: Falls 7|« eine volle Matrix ist, wird (7.38a) auf jede der #o
Spalten angewandt.
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Zeilen 4-8: Falls Z|,x, eine Rang-k-Matrix ABT ist, liefert das
Vorwirtseinsetzen (7.38a) angewandt auf die k& Spalten von A die Matrix A’
und (A’ B) bilden die Rang-k-Darstellung des Resultats X|,x, = A’BT.

Zeilen 9-13: Es bleibt der Fall 7 x 0 € T(I x I, P)\P, der hier fiir den
Standardfall #S(c) = 2 erkldrt sei. Das Problem L|;x+X|rxs = Z|rxo hat
die Blockstruktur

{Ln 0 } {Xu X12] _ {Zu Z12}
Loy Lag| | X21 X2 Za1 Zao

mit Lij = L|jixr5), Xij = Xlrjixoli]y Zij = Zlrlixolj]-

Die Gleichungen Lq1X71 = Z11 und L1 X192 = Zjo der ersten Blockzeile
werden mit dem Aufruf von Vorwdrts_M in Zeile 10 gelost, wahrend die
Gleichungen Loj X114+ Lo Xo1 = Zo1 und Loy X120+ Los Xoo = Zoy der zweiten
Blockzeile in die Form LosXo1 = Zby := Zo1 — L1 X311 usw. gebracht werden
(Zeilen 11-12), um fiir ¢ = 2 in Zeile 10 nach Y51, Y22 gelost werden zu konnen.

Zur Losung der Gleichung XU = Z mit einer unteren hierarchischen
Dreiecksmatrix U und der unbekannten Matrix X auf der linken Seite ver-
wendet man

procedure VorwirtsT-M (U, X, Z,7,0);

if 7 x o € P~ then
for all i € 7 do VorwdrtseinsetzenT (U, 0, X; o, Zi )

else if 7 x 0 € P* then

begin {sei Z|;x, = AB" gemiB (2.1) mit B € Ril-kxo}
for j =1 to k do VorwirtseinsetzenT (U, 0, B ,, Bi »); (7.39b)
X|;xo = Rang-k-Darstellung AB'T '

end else

for j =1 to #S(0) do for 7" € S(7) do

begin VorwirtsT_-M (U, X, Z, 7', 0[j]); for i =1to j— 1 do

Zrixoli] = Zlrxoli) © Xlrxoli] © Ulslixolj]

end;

Die Varianten im Cholesky-Fall sind dem Leser iiberlassen.

7.6.4 Erzeugung der LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Es bleibt die Erzeugung der hierarchischen LU-Faktoren in A = LU zu be-
schreiben (siehe auch §3.8). Es sei zur Vereinfachung der Beschreibung ange-
nommen, dass #S5(I) = 2. Dann besitzen die Matrizen in A = LU die Struktur
[Au Au] _ {Lu O} {Un Uiz

. Dies fiihrt auf die vier Unteraufgaben
Ag1 Az Loy Laz| | O UzJ eV &

i) Berechne L1, und Uj; als Faktoren der LU-Zerlegung von Aqq.
li) Berechne U12 aus L11U12 = Alg.

ii) Berechne Loy aus LUy = Aoy.

) Berechne LQQ und U22 als LU—Zerlegung von L22U22 = A22 — L21 U12.
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Aufgabe (ii) wird durch Vorwdrts_M (Ly1, U2, A12, 71, T2) gelost, wihrend fiir
(iii) die Prozedur VorwdirtsT-M aus (7.39b) zu verwenden ist. Die rechte Seite
in LooUsg = Agg— Loy Uyo kann mit der iiblichen formatierten Multiplikation ®
berechnet werden, wobei eine spezielle Prozedur, die die Prasenz der Nullen in
den jeweiligen Hilften beriicksichtigt, effizienter wére. Es bleibt die Aufgabe,
die Faktoren der beiden LU-Zerlegungen L11U1; = ... und LooUss = ...
zu bestimmen. Dies definiert eine Rekursion, die an den Blattern durch die
iibliche LU-Zerlegung voller Matrizen definiert ist.

Der Aufruf LU-Zerlegung(L,U, A, I) liefert die gewiinschten LU-Faktoren
von A. Dabei 16st die Prozedur LU-Zerlegung(L,U, A,7) das Teilproblem
Llrw:Ulrxr = Alrxr fir 7€ T(I x I, P).

procedure LU-Zerlequng(L,U, A,T);
if 7 x 7 € P then
berechne L|;y, und U|,«, als LU-Faktoren von A,y
else for i =1 to #S5(7) do
begin LU-Zerlegung(L,U, A, 7[i]) ;
for j =i+ 1 to #S(7) do (7.40)
begin VorwirtsT_-M (U, L, A, 7[j], T[i]);
Vorwdrts-M (L, U, A, T[i], T[4]);
for k =i+ 1 to #5(7) do

0 A7—4 T ::AT' - @LT Ti®U7—i .
1| end end; i1t |~ ls)x [ |~ ls)xr ) i) r[k]

== © 00 O Uik W N -

Zeilen 2-3: Datx1 € P~ sind A|;x+, L|rx- und U, «, als volle Matrizen
dargestellt.

Zeilen 4-11: Die i-Schleife erfordert die Anordnung der Sohncluster
S(r) = {r{ll,.... r[#S()]}.

Zeile 7: Berechnung von L. (jx+[i-

Zeile 8: Berechnung von U|;(;)x-[j]-

Die Formulierung der Cholesky-Zerlegungsprozedur ist dem Leser iiber-
lassen.

7.7 Hadamard-Produkt

Das komponentenweise durchgefiihrte Hadamard-Produkt zweier Matrizen
kommt gelegentlich vor. Seien P C T(I x I) und M’ € H(k',P) und
M" € H(kK',P). Wie die Addition ist das Hadamard-Produkt blockweise
durchfiithrbar:

(M/OM//)‘b:M/‘bOM”h, fiir alle b € P.

Fiir b € P~ werden die vollen Matrizen M|, M|, elementweise multipliziert.
Fiir b € Pt entsteht das Hadamard-Produkt M|, o M"|, zweier R-Matrizen.
GemiB Ubung 2.3.2 gilt fiir das exakte Resultat M'|, o M"|, € R(K'k",b).
Dies beweist die



7.8 Aufwand der Algorithmen 179

Anmerkung 7.7.1. Seien M’ € H(k', P) und M" € H(k"”, P). Dann gehért das
(exakte) Hadamard-Produkt M’ o M zu H(k'k"”, P). Nach entsprechender
Kiirzung mit T}t ;. erhilt man die Niherung in H(k, P).

7.8 Aufwand der Algorithmen

7.8.1 Matrix-Vektor-Multiplikation

Im Falle des vollen Matrixformats benotigt die Matrix-Vektor-Multiplikation
eine Multiplikation und eine Addition pro Matrixeintrag, d.h. die Kosten der
Matrix-Vektor-Multiplikation betragen das Doppelte des Speicheraufwandes.
Ahnliches gilt fiir die hierarchischen Matrizen, deren Speicheraufwand in
Lemma 6.3.6 abgeschétzt wurde.

Lemma 7.8.1. Die Anzahl Nyry der arithmetischen Operationen fiir eine
Matriz- Vektor-Multiplikation mit einer Matriz aus H(k, P) ist abschdtzbar
durch den Speicheraufwand Sy (k, P) (vgl. Lemma 6.5.6):

Sw(k, P) < Nyy < 28y (k, P). (7.41)

Beweis. a) Die Matrix-Vektor-Multiplikation y := Mx erfordert die Matrix-
Vektor-Multiplikation M|, x|, fiir alle b = 7 x ¢ € P und zusiitzlich #71
Additionen, um M|y x|, in y|lr =, ,cp M|y 2|s aufzuaddieren.

b) Wenn b € P, ist M|, € V(b) eine volle Matrix. In diesem Fall ist
S = #7#0 der Speicherbedarf und Ny = 2#7#0 — #7. Offenbar gelten die
Ungleichungen S < Nyy und Nyy + #7 < 28.

c) Wenn b € P7, ist M|, eine Rang-k-Matrix, fiir die Nyy =
2k (#1 + #0) — #7 — k und der Speicherbedarf S = k (#7 + #0) gelten (vgl.
Anmerkungen 2.3.1a und 2.2.5). Wieder ist S < Nyy und Nyy + #7 < 285.

d) Summation aller Ungleichung liefert das gewiinschte Resultat (7.41). m

Falls man das Skalarprodukt (y, Mz) als (y,z) mit z := Mz berechnet,
kommen zum Aufwand der z-Berechnung noch 2n — 1 Operationen im Fall
einer n x n-Matrix M hinzu. Dies kann vermieden werden, wenn in Ubung
7.1.2 der richtige Algorithmus gefunden ist.

Ubung 7.8.2. Der in Ubung 7.1.2 gesuchte optimale Algorithmus fithrt auf
< 2S3(k, P) Operationen fiir die Berechnung des Skalarproduktes (y, Mx) .

7.8.2 Matrix-Addition

Der Aufwand der Kiirzung 7,7t , ergibt sich als Summe der Kosten fiir
T}, (M|p) iiber alle b € P* (vgl. Anmerkung 2.5.4).
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Lemma 7.8.3. Sei k < (. Der Aufwand von M — T,'t ;M betrigt
Ny (0) < ) [60 (#7 + #0) + 220%] < 6083, (¢, PT) + 22034 PT, (7.42)
b=TxoePt

wobei die Schranken Sy (¢, PT) < Sy (¢, P) und #P* < #P in Lemmata
6.3.6 und 6.3.4 abgeschdtzt sind.

Lemma 7.8.4. a) Die formatierte Addition @®y : H(ki, P) x H(ke, P) —
H(k, P) kostet

Nuyu = Nyw(kr + ko) + ZbeP#b fir k < ki + ko
< 6 (ky + ko) Sr(ky + ko, P) + 22 (ky + k)® #P,
Nuim = Zbep—#bSSH(Pi) fiir k> ki + ks.

b) Im Standardfall k = k1 = ko lauten die Kosten

Nupr = Npw(2k) + Y #b < 24kSy(k, PY) + 176K 4P+ + Y #b
beP— beP—
< 24kSy (k, P) + 176k3# P+ (7.43)

Beweis. a) Die Addition M|, + Ms|, fiir b € PT ist kostenlos (vgl. Anmer-
kung 2.3.1b), die anschliefiende, nur fiir k < k1 + ko bendstigte Kiirzung ist in
(7.42) abgeschétzt. Im Nahfeld b € P~ ist M|, + Mz, die Addition voller
Matrizen und erfordert ), _, #b Additionen. Da ), p- #b = Sy (P7) <
6 (k1 4 ko) Sy (P~) und Sy (k1 + k2,P+) + Sn(P7) = Sy (k1 + ko, P), folgt
Teil a.

b) Wir verwenden die Abschitzung 6 (ki + ko) Sy (k1 + ko, P) =
12kSy (2k, P) < 24kSy(k, P). n

7.8.3 Matrix-Matrix-Multiplikation

Die wesentlichen Aussagen beschrinken sich auf den Fall der stufentreuen
Blockclusterbdume und sind in Grasedyck-Hackbusch [56] zu finden.
Wichtige Informationen liefert der induzierte Blockclusterbaum Ti,q mit der
Partition Ppnq = L(Ting), der in §7.8.3.2 untersucht wird. In H(k, Ppnq) ldsst
sich fiir geeignetes k das exakte Produkt darstellen und der Berechnungs-
aufwand abschétzen (vgl. Satz 7.8.19).

Bei einer Darstellung des Produktes in H(k, Png) mit kleinerem k tritt
zusitzlich die Kiirzung 7,7t , auf (vgl. Korollar 7.8.20).

Der Standardfall der Matrix-Multiplikation ist [ = J = K mit P := P’ =
P”. Das Zielformat ist wieder H(k, P), wobei P hiufig etwas grober als die
induzierte Partition P.,q ist. Hierfiir fallen weitere Kosten fiir die Konver-
tierung mittels 7,7 " an (vgl. §7.8.3.1). Fiir die Abschitzung wird die GréBe
Ciq bendétigt, die in §7.8.3.4 eingefiihrt wird.
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7.8.3.1 Kosten fiir 7,7

Lemma 7.8.5. Seien nypmin < k (Mmin aus (5.42)), M € H(k,P) fir eine
Partition P C T(I x J), Csp(P) aus (6.4b) und s := maxyep(rxs,p) #5(b)
(Standard: s < 4). Die Kosten der Umwandlung M — T,F "M € R(k,I,.J)
sind abschdtzbar durch

6Csp(P)s*k? (1 + depth(T(I x J))) (#1 + #J) + 225 K*#T(I x J, P).

Dabei ist anstelle der schnellen (paarweisen) Kiirzung TkR

paarw i€ genauere

Kirzung %Eb#s(b) unterstellt.

Beweis. Fiir alle b € P~ ist die komprimierte Singuldrwertzerlegung durch-
zufithren (Aufwand in Anmerkung 2.5.1). Fiir alle b € T'(I x J, P)\ P entsteht
der Aufwand Nz= (k) aus (2.9). Die Summe ist

> 21nd,, + > (652K2 (#7 + #0) + 225°k°)

beP— TXo€T(IXJ,P)\P

< Z (6522 (#7 + #0) + 225°k3)

TXoET(IxJ,P)\P
< (14 depth(T(I x J))) Csp(P)65*k* (#£1 + #J) + 228° k> #T(I x J, P),

wobei depth(T(I x J,P)\P) < depth(T(I x J)) und #T(I x J,P\P <
#T(I x J, P) verwendet wurde. |

7.8.3.2 Induzierte Partition P;.q

Andere Namen fiir den induzierten Blockclusterbaum Ti,q und die Partition
Pia = L(Tina) sind Produkt-Blockclusterbaum T' - T" und Produktpartition'!
(vgl. Grasedyck-Hackbusch [56]).

Anmerkung 7.8.6. Die Blockclusterbdume 77 = T'(I x J) und 7" = T'(J x K)
seien konsistent (vgl. §7.4.2.11) und Ti,q = 77 - T” der induzierte Produkt-
Blockclusterbaum.

a) Zu jedem 7 X p € Ti,q gibt es mindestens einen Cluster o € T'(J), sodass
TxoeT(IxJ,P)Yund o x peT(Jx K,P") (zu P, P" vgl. (7.15)).

b) Im Falle von 7 X p € Pypq gilt 7 x 0 € P’ oder o x p € P” fiir alle
oceT(J)mit Txoc €T xJ,P)und o x p € T(J x K, P"). Insbesondere
gibt es mindestens ein o € T'(J) mit dieser Eigenschaft.

1 Die Notation P’ - P” fiir die Produktpartition aus P’ ¢ T(I x J) und P” C
T'(J x K) macht nur Sinn, wenn die Partitionen P, P” eindeutig den induzierten
Baum Tinq definieren. Dies ist z.B. unter der Annahme richtig, dass alle Baume
stufentreu sind.
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Beweis. a) Ein Blockcluster 7 x p wird in der Konstruktion von §7.4.2 nur
eingefiihrt, wenn ein Teilprodukt M’|, s - M"|,x, vorliegt. Hierbei gilt nicht
nur 7 x 0 € T/ und o x p € T, sondern auch 7 x ¢ € T'(I x J, P') und
oxpeT(J]x K,P"), da die Zerlegung bei Blittern endet (vgl. §§7.4.2.3-
7.4.2.4).

b) Genau dann, wenn fiir alle o € T'(J) aus Teil a) stets eine der Matrizen
aus M'|;xq - M"|,%x, zu R oder V gehort, wird 7 x p nicht weiter zerlegt und
gehort daher zu Ppng = L(Tina)- [

Folgerung 7.8.7 Seien T' und T" stufentreu. Ferner sei P := Pq gesetzt.
Dann vereinfacht sich der Multiplikationsalgorithmus:

a) Der zweite if-Fall aus Zeile 4 der Prozedur MM in (7.32) tritt nie
auf. Falls die Bedingung in Zeile 2 nicht zutrifft, gilt der else-Fall von Zeile
6 (Aufruf von MMR). Damit wird die Konvertierung T,'t , nicht benétigt!

b) Die Prozedur MMR aus (7.30) ist nicht rekursiv. Da nach Voraus-
setzung beim ersten Aufruf T x p € P gilt, trifft die if-Bedingung der Zeile 2
zu und die Rekursion im else-Teil der Zeilen 6-8 wird nie aufgerufen.

Ubung 7.8.8. Man zeige fiir den stufentreuen Fall:

Tina={txpeT(IxK): esgibt c € T(J) mit
Txo€T(IxJP) oxpeT(JxK,P")}.
Die mittels Cy, quantifizierte Schwachbesetztheit tibertrégt sich von den
Partitionen P’ und P” auf die Produktpartition P,q, wie die folgenden

Ungleichungen zeigen. Die Voraussetzung der Stufentreue wird hier nicht
gebraucht. Die Notationen entsprechen (7.15).

Lemma 7.8.9. Es gelten die Abschdtzungen

Csp (Pind) (744&)
< Cp (P') Cop (T(J x K, P")\P") + Cy, (T(I x J, P")) Cspp (P")
Csp (Hnd) (744b)

< Cyp (Tina) < Cup (T(I x J, P")) Csp (T(J x K, P")).

Genauer gilt

Cap (T, Pna) < Cp (1, P') - Csp (T(J x K, P")\P") (7.44c¢)
+ Csp,l (T,T(I X J)) : Csp (PN) fur alle T € T’(I)7
Copr(ps Pnd < Csp (P') - Copx (0, T(J x K, P")\P") (7.444)

+ Cop (T(I x J)) - Cspr (p, P") fiir alle T € T(I).

Beweis. Zuerst sei Cyp ) (T, Pina) = #{p € T(K) : 7 X p € Ppq} untersucht. Zu
7 gibt es Csp 1 (7, P') Blockeluster 7 x o € P/, und zu jedem o € T'(J) gehoren
Cop1 (0, T(J x K,P")) < Cqp (P") Blockcluster o x p € T'(J x K, P"”). Damit
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existieren hochstens Csp, ) (7, P')-Csp1 (0, T(J x K, P")) Blockcluster 7 x p mit
T x o € P'. Zur Alternative o x p € P” gibt es < Csp1 (7, T(I x J)) - Csp, (P")
Mboglichkeiten. Da hier die Félle mit 7 x 0 € P’ und o x p € P” doppelt
gezihlt sind, kann Cy, (T'(J x K, P")) durch Cy, (T'(J x K, P")\P") ersetzt
werden. Damit ist (7.44c¢) bewiesen. (7.44d) wird analog gezeigt.

Maximierung iiber 7 liefert (7.44a).

Die Inklusion P,q C Tinq liefert die erste Ungleichung in (7.44b). Die
folgende ergibt sich mit &hnlicher Argumentation wie oben. [

7.8.3.3 Beispiele zu P;q

Um eine Vorstellung zu erhalten, wie die Produktpartition bei verschiedenen
Ausgangspartitionen aussieht, werden im Weiteren Beispiele angegeben, deren
Uberpriifung dem Leser als Ubung iiberlassen ist. Wir beschriinken uns auf
den Fall I = J = K.

Beispiel 7.8.10. Sei P C T(I x I) die Partition des Modellformates H, aus
§3.1, wie sie in Abbildung 3.1 wiedergegeben ist. Dann stimmt die Produkt-
partition P;,q mit der Partition P der Faktoren iiberein.

Ist M = My © My (M,Mi,My € 'H,) gemifl Beispiel 7.8.10, so
erhdlt man mit einer Permutationsmatrix ¢ die Produktdarstellung
M = (M;Q) ® (Q T My). Beschreibt @ die Umkehrung der Indexanordnung,
so haben M;Q und QT M, das Format des niichsten Beispiels.

Beispiel 7.8.11. Ppq kann vollig anders als P ausfallen:

= =
O O .

Beispiel 7.8.12. Das Produkt kann sogar einfacher (grober) als die Faktoren
sein:

Das folgende Beispiel entspricht dem Standardfall.

Beispiel 7.8.13. Ein zweites Modellformat H, wurde in (5.15) definiert. Die
zugehorige Partition P ist in Abbildung 5.1 illustriert. Die Produktpartition
Pihq ist geringfiigig feiner als P:
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Die GroBen von Cyp,(P') = Csp(P") (wegen P’ = P") und Cyp(Ping) fiir
die obigen Beispiele sind

Beispiel ‘ 7.8.10 7.8.11 7.8.12 7.8.13
Cop(IT7) = Cop (P 2 2 2 6
Csp(ﬂnd) = CYsp (Pind) 2 2 2 8

In allen Fillen sind die Ungleichungen (7.44a,b) sehr pessimistisch.

7.8.3.4 Die Grofle Cig

Die Wunschsituation ist die von Beispiel 7.8.10: Die Produktpartition Piq
stimmt mit P iiberein (“Identitét”). Typisch fir die praktischen Fille ist
jedoch Beispiel 7.8.13: Die Produktpartition P,,q ist ein wenig feiner als P. Zur
Quantifizierung der Abweichung wird die Grofie Ciq(P) eingefiihrt: Cig = 1
entspricht dem Fall, dass P,q = P oder P,,q sogar grober als P ist, wiahrend
Ciq > 1 anzeigt, dass P,,q partiell feiner als P ist.

Definition 7.8.14 (Ciq). Sei P C T(I x K). Die Blockclusterbiume T'(I x J)
und T(J x K) seien stufentreu. Fir T x p € P sei

' xpeT(IxI,P):7" undp sind

Cia(T X p) := # < Nachfolger von T bzw. p, es gibt o’ € T(I) , (7.45a)
mit 7' x o', o' x p' € T(I x I, P).
Cia(P) := max{l, max{Ciq(T x p) : 7 x p € P}}. (7.45b)

Wenn der Bezug auf P zweifelsfrei ist, wird nur Ciq anstelle von Ciq(P) ge-
schrieben.

Die Definition 7.8.14 erwédhnt Ti,q nicht explizit, aber wegen der Dar-
stellung aus Ubung 7.8.8 ist (7.45a) identisch mit

Cia(txp)i=#{r" xp €Tina: 7 xp C7xp}.

Wenn Ppq = P wie in Beispiel 7.8.10, ist Ciqg = 1, da 7/ x p/ = 7 X p einziges
Element der Menge in (7.45a) ist. Wenn Pi,q grober als P ist (siehe Beispiel
7.8.12), ist ebenfalls Cjq(P) = 1 (aber Ciq(7 X p) = 0 fiir die kleineren, nicht
in Py,q vorhandenen Blocke).

In Beispiel 7.8.13 gibt es einen Block 7 x p € P, der in der Produktpartition
P,q in vier Unterblocke zerlegt wird. Entsprechend gilt in diesem Fall Cyq = 5
(vier Sohne aus Sp(7xr)(7 X p) plus 7 x p selbst).

Mit Hilfe der Grofie Csep aus (6.11) ldsst sich Ciq abschiitzen, wie in [56,
Lemma 4.5] bewiesen wird.

Lemma 7.8.15 (Cig-Abschétzung). Seien I = J = K. Der Clusterbaum
T(I) sei wie in §5.4.2.2 konstruiert. hmax set die mazimale Kantenlinge des
Ausgangsminimalquaders Qumin(X1) (vgl. (5.32)). T(I x I) sei der stufentreue
Blockclusterbaum. Dann gilt die Abschditzung

Cia < [(4+2n) (1+ Caep)*".
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7.8.3.5 Exakte Multiplikation

Die Blockclusterbdume seien stufentreu. Wir gehen von M’ € H(k', P’) und
M" € H(k",P") aus und bilden das Produkt in H(k, Png). Ausgehend von
Mlrsp=M|rxgM"|sx, wird J so zerlegt, dass M|, x, = >0 M'|rxo M"|5x,
eine minimale Anzahl von Summanden hat, wobei entweder 7 x o C b’ € P’
oder o x p C V" € P”. Dann folgt, dass der Rang von M|, , beschrénkt ist
durch max{k’, k", nimax } multipliziert mit der Anzahl der o. Die Anzahl kann

auch mit Hilfe des Tupels X% beschrieben werden: ZTchbede #Elf%.

Ubung 7.8.16 ([56, Lemma 2.19]). Die Blockclusterbiume T(I x .J),
T(J x K) und T(I x K) seien stufentreu. Man zeige: Die im obigen Sinne
minimale Zerlegung von J ist gegeben durch

J— U level(TXp) U cCU(rxp.j) o (disjunkte Vereinigung),

wobel

o cTW(J):VIi(t)x o€ T(I x J,P)und
U(r x p,j):= o x Vi(p)eT(Jx K,P")und
(VI(r) x o € P oder o x Vi(p) € P")

und VI (7) € TW(I) den eindeutig bestimmten Vorginger von 7 € T (I) auf

der Stufe j < i bezeichnet.

Anmerkung 7.8.17. Die Kardinalitdt #U(7 x p,j) fiir 7 x p € P kann ab-
geschétzt werden durch

Cu,;(1r x p) :==#U(T x p, j) (7.46a)
< min{Csp (T(I x J, P")), Cep (T(J x K, P")), Csp(P") + Csp(P")} .

Beweis. Es ist #U(1 x p,j) < # {0 € TW(J): Vi(r) x 0 € T(I x J,P")} <
Csp (T(I x J, P")). Die Schranke Cs, (T'(J x K, P")) folgt analog. Mit

LU (T % p,j) < # {a e TW(J): Vi(r) x o € P’ oder o x VI(p) € P”}
= # {a eTW () : Vi(r)x o€ P'}
+#{06T N(J) o x Vi(p) € P”}
= Cop (VI (1), P') + Copx (V2 (p), P") < Csp(P") + Cspp (P")

folgt die dritte Schranke. ]

Sei U(t x p) = Ule”gl(TXp) U(r x p,j). Die Zahl der Summanden in
Mlrsp =, M |rxoM"|5x, betrigt #U (T x p) und ist durch
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Cu(rxp):=4#U(r x p) <Cy:= max Cy (7 X p) (7.46b)

TXpEP

beschrankt. Neben

v (7 % p) <§:MM“”) (% p) (7.46¢)
s (T(I x J, P")),
< (level(T x p) +1)min ¢ Cy, (T'(J x K, P")),
(Pﬁ Cop(P')
sp (T(I x J,P")),
< (depth(T(I x K, P)) + 1)min} Cs, (T'(J x K, P")),

SP(PI) + CSP(P/)
gilt die Abschéitzung der folgenden
Ubung 7.8.18. Man zeige: a)

(1, P") + Cqr (p, P7), }
(r,T(IxJ,P")),CS . (p,T(Ix K, P"))

Sp,T

Cy (Txp) < min {Cgp ! (7.46d)

CSi
und wende die Abschitzungen aus (6.7) an.

b) depth(T(I x K, Png)) < min{depth(T(I x J), depth(T(J x K)}.

Satz 7.8.19 (exaktes H-Matrix-Produkt). a) Seien M' € H(K',P’) und
M" e H(K", P"), wobei P' C T(I x J) und P" C T(J x K) die Partitionen
sind. Die Blockclusterbiume seien stufentreu. nmin sei die Grifle aus (5.42).
Dann liegt das (exakte) Produkt M = M'M" in H(k, Pnq) mit

k = Cymax{k’, k" nmin}, (7.47)

wobei Cy aus (7.46b) stammt und mit (7.46a,c,d) abgeschitzt werden kann.
b) Der zugehirige arithmetische Aufwand betrdigt

I pir I DI . max{k’, nmin } Sw (K" P"),
NH~H(P7P ) < 2CUCsp(P P )) max{max{k”, nmin} SH(]{I/,P') ) (7'48)

wobei Csp, (Pna) i (7.44a,b) abgeschitzt ist.

Beweis. a) Sei 7 X p € Ppa. M|-x, = Z;e:vgl(rxp) ZUGU(TXPJ) Mo M" |oxp
enthélt < Cy Summanden. Wenn 7xo C 0’ € P’ ist Rang(M'|;xoM" |5 ) <
Rang(M'|;«y) < max{k’,nmin}. Andernfalls gilt ¢ x p C b € P” und
Rang(M'|xoM"|5xp) < Rang(M"|sx,) < max{k”, nmin}. Zusammen folgt
Rang(M) < k.

b) Sei o x p C b’ € P” angenommen, d.h. M"|,«, € R(k",0,p) oder
M"|5x, ist eine volle Matrix mit #0 < nuyin oder #p < Npin.

Fall 1: #0 < npin. Es ist bereits M'|; o M"|6ox, € R(Nmin, T, p), da die
Faktorisierung ABT mit A = M'|,x, und BT = M"| 5%, vorliegt. Es treten
keine arithmetische Kosten auf.
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Fall 2: #p < npin- Das Resultat wird eine volle Matrix R™*”. Wir nehmen
den aufwindigsten Fall M'|, v, € H(k', P'|;xs) an (vgl. Ubung 6.1.3 zur
Notation P’|;x,). Die Matrix-Vektor-Multiplikationen von M’|,«, mit den
#p Spalten von M" |,y , kosten < npminNyy < 2nmin Sy (K’ P'|rxo) Opera-
tionen (vgl. (7.41)).

Fall 3: M"|,x, € R(K",0,p) mit M"|,«, = AB'. Die k" Spalten von
A sind mit M'|;x, zu multiplizieren. Wie in Fall 2 erhilt man die Schranke
< K" Napy < 26" S3(k', P’ o).

Insgesamt ist 2k Sy (k', P'|; <o) eine obere Kostenschranke, wobei
K" = max{k”, nmin}. M'|;xoM"|sx, ist entweder eine volle Matrix (Fall 2)
oder eine Rang-k”-Matrix.

Wenn 7 x o C b € P', erhilt man analog die Schranke 2&" Sy (K", P"|, )
fiir die Kosten und k' := max{k’, nyin} fiir den Rang.

¢) Summation iiber alle o € U(7 X p,j), 0 < j < level(T x p), liefert den
arithmetischen Aufwand

. ]::/ISH(IC/ P(’T > 0_)) }
Kosten fiir M|;, <2 max{ 2 ) )
xp j’anz(T:Xp’j) 'Sy (K", Plo x p))

< 20y max{k" Sy (k', P(T x J)), k' Sy (K", P(J x p))}.
Diese Kosten sind noch iiber 7 X p € Pyq aufzusummieren. Es ist

> Su(K P(rx J)) < Capa (1, Pna) > Su(K, P(r xJ))
TXpEP TeT(I)
depth(T'(I))

< Csp (Rnd) Z Z SH(k/’P(T X J))

=0 reTO(T)
= Cup (Pna) (depth(T(1)) + 1) Sn (K, P(I x J))
Csp (Pina) (depth(T'(I)) + 1) Sy (K, P),

sodass (7.48) folgt. |

Korollar 7.8.20. a) Falls das Produkt M’ & M" in H(k,Pwq) mit einem
kE < k (k aus (7.47)) berechnet werden soll, ist auf das exakte Produkt die
Kiirzung Tgik aus (7.6) anzuwenden. Die zusitzlichen Kosten betragen nach
Lemma 7.8.8 Nz (k) < 6kSy(k, Pl,) + 22k3# P, .

b) Das Vorgehen nach Teil a) berechnet die Bestapprozimation pro Block.
Billiger ist es, schon bei der Aufsummation der Summanden von M|.x, =
Yoo M rxoM"|5x, die paarweise Kiirzung 7;;7,2paarw durchzufiihren.

7.8.3.6 Aufwand der formatierten Multiplikation

Der Standardfall der Matrixmultiplikation ist [ = J = K mit P := P’ = P".
Diese Partition ist auch das Zielformat H(k, P) des Produktes, obwohl im
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Allgemeinen P grober als die Produktpartition Py,q ist. Um von Py,q auf das
Format P zu konvertieren, ist die Konvertierung 7,%5" anzuwenden, die in
§7.8.3.1 hinsichtlich ihrer Kosten abgeschitzt wurde (in Lemma 7.8.5 ist 1 x J
jeweils durch einen Block 7 x p zu ersetzen). Fiir Ciq(P) = 1 reduziert sich
TR auf die Identitiit, mit steigendem Cjq steigt auch der Aufwand der
Konvertierung.

Fiir den Aufwand von M := M + M’'® M" mittels der Prozedur MM wird

in [56, Theorem 2.24] fiir den Standardfall I = J = K bewiesen:

Lemma 7.8.21 (Aufwand der formatierten Multiplikation). Seien die
Matrizen M € H(k,P), M' € H(K',P), M" € H(k", P) mit gemeinsamer
Partition P C T(I x I) gegeben, wobei zur Vereinfachung nyin < min{k’, "}
angenommen sei. Die Berechnung von

Me—M+MoM'
mittels der Prozedur MM kostet Ny (P, k', k") Operationen, wobei
Nyvm (P, k'/, k’”) (749&)

< 5602, max{Ciq, Cyp } max{k’, "} (depth(T(I x I, P) +1)> #I
+ 18404 Csp max{k’, k" }? (depth(T(I x I, P) + 1) #P.

Hierbei ist die paarweise Kiirzung zugrundegelegt. Die Berechnung der Best-
approzimation des Produktes in H(k, P) kostet

NMM,best(P7 k/7 k//) (749b)
< 430303 max{k', "}? (depth(T'(I x I, P) + 1)° max {#I, #P} .

Zur Diskussion des asymptotischen Verhaltens verwende man #I = n,
depth(T'(I x I, P) = O(logn) (vgl. Anmerkung 5.4.5) und #P = O(n) (vgl.
Lemma 6.3.4). Dann erhélt man mit &k := max{k’, k", nuyi, }

Num (P K, k") < O (knlog(n) (log(n) + k%)) (7.50)
baw.  Nu best (P, K, E”) < O(k*nlog®(n)).

7.8.4 Matrix-Inversion

Lemma 7.8.22. Die Zahl N (k,P) der fir die Durchfihrung wvon
Inverse(M,I,R) aus §7.5.1 bendtigten Operationen ist durch Ny (P, k, k)
beschrankt (vgl. Lemma 7.8.21).

Beweis. Der Beweis (vgl. [56, Theorem 2.29]) wird durch Induktion iiber
die Stufenzahl gefiihrt und beginnt bei 7 x 7 € P, wo das entsprechende
Resultat fiir volle Matrizen verwendet wird. Sei nun 7 x 7 ¢ P, wobei die
Induktionsbehauptung fiir alle 7[i] x 7[i] (1 <7 < #S5(7)) gelte. Matrixmulti-
plikationen (meist zusammen mit einer Addition) treten fiir die Blocke
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Alrixrig © Blrgx-j) auf (A, B stehen fiir M oder R). Dabei verteilen
sich die Indextripel (,¢,j) wie folgt: Zeile 5: i = £ > j, Zeile 6: i = £ < j,
Zeilen 8,9: i > ¢, Zeile 12: i < £. Die verbleibenden Tripel (¢, ¢, ¢) werden den
Aufrufen Inverse(M,7[{], R) zugeordnet, deren Kosten nach Induktionsbe-
hauptung durch die einer Matrixmultiplikation beschrankt sind. Damit folgt
die Behauptung auch fiir 7 x 7 ¢ P. Mit 7 = I ergibt sich die Behauptung. =

7.8.5 LU- bzw. Cholesky-Zerlegung
7.8.5.1 Speicherbedarf

Da LJ; fiir jeden Diagonalblock b = 7 x 7 zusammen mit U], als volle Matrix
auf b gespeichert werden kann, benétigen die Dreiecksmatrizen L, U € H(k, P)
der LU-Zerlegung zusammen den gleichen Speicherplatz wie eine einzige
Matrix aus H(k, P). Gleiches gilt fiir die Cholesky-Zerlegung bzw. die Block-
variante (7.37):

Sru(k, P) = Scholesky (k, P) = Sy (k, P) (7.51)

(zu Sp(k, P) vgl. Lemma 6.3.6).

7.8.5.2 Auflésung von LUx = y

Wie in Lemma 7.8.1 zeigt man, dass der Aufwand fiir Vorwdrtsein-
setzen(L,I,y,b) mit dem doppelten Speicherbedarf von L abgeschitzt
werden kann; ebenso der Aufwand fiir Rickwdrtseinsetzen(U, T, 2,y) durch
den doppelten Speicherbedarf von U. Zusammen mit (7.51) erhélt man

NLU(kvp)vNCholesky(k7P) < ZSH(k,P)

7.8.5.3 Matrixwertige Losung von LX = Z und XU = Z

Im vollen Matrixformat zu R™*7 ist die Auflésung von LX = Z zusammen mit
der Auflosung von XU = Z billiger als die Multiplikation A - B. Hiermit l4sst
sich der Aufwand der Zeilen 2-3 in (7.39a) und den entsprechenden Zeilen
der Prozedur VorwdrtsT-M abschitzen. Gleiches ldsst sich fiir die Rang-k-
Multiplikation in den Zeilen 5-6 von Vorwdrts_M und entsprechenden Stellen
in VorwdrtsT_-M zeigen. Zeilen 9-10 in Vorwdrts_M und die analogen Zeilen
in VorwdartsT_M enthalten weniger Operationen &, ® als bei der allgemeinen
Multiplikation auftreten. Damit folgt

1
NVorwéirtsM(kv P)7 NVorwértsTM(ka P) S §NMM(P7 ku k) (752)

mit Nym (P, k, k) aus (7.49a).
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7.8.5.4 Erzeugung der LU- bzw. Cholesky-Zerlegung

Lemma 7.8.23. Die Erzeugung der LU-Zerlegung mittels der Prozedur aus
(7.40) braucht nicht mehr Operationen als die Matriz-Matriz-Multiplikation:

NLU7Zerlegung(ka P) S NMM(Pa ka k)

Beweis. Der Induktionsbeweis dhnelt dem der Inversion (Lemma 7.8.22). Den
Tripeln (j,7, k) mit ¢ < j, k < #S5(7) werden folgende Félle zugeordnet:

a) fiir j =4 = k Aufruf von LU-Zerlegung in Zeile 6,

b) fiir j > i = k Aufruf von VorwirtsT-M in Zeile 8,

c) fir j =1 < k Aufruf von Vorwdrts-M in Zeile 9,

d) fiir i < j, k die Matrixmultiplikation L|;;)x-[i © Ulrjix-[k) in Zeile 10.
GeméB Induktionsvoraussetzungen und (7.52) sind alle Operationskosten
beschréinkt durch die der Matrixmultiplikation, womit die Behauptung
folgt. [ ]

Die Abschitzung des Lemmas ist viel zu pessimistisch, da nicht
beriicksichtigt wurde, dass fiir die Indexkombinationen mit min{j, k} < i
keine Operationen anfallen. Geht man davon aus, dass alle Produkte
Alrj1xri) - Blrfijxrx) der Matrixmultiplikation gleich teuer sind, ergibt sich

1
NLUfzerlegung(kaP) 5 §NMM(P7]€’I€)-

In vielen Féllen kommt hinzu, dass bei schwach besetzten Matrizen A die
Faktoren L und U in ihren Dreieckshélften zahlreiche Nullblocke enthalten.
Zur systematischen Ausnutzung dieser Schwachbesetztheit sei auf §9.2 ver-
wiesen.
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H2-Matrizen

Die Kombination der H-Matrizen mit einer zweiten Hierarchie-Struktur fiithrt
zu den H2-Matrizen. Sie erlauben eine deutliche Reduktion beim Speicher-
bedarf und den Kosten der Matrixoperationen. In vielen Fillen kann der
logarithmische Faktor vermieden werden.

Vorschau auf die néchsten Unterkapitel:

§68.1-8.2: Es werden zunichst Vorversionen der H?-Matrizen behandelt.

§8.3 enthilt die endgiiltige Definition einer H2-Matrix, die spezielle
Schachtelungsbedingungen fiir Vektorrdume V, und W, erfordert. Ferner

wird die spezielle Darstellung der Daten und ihr Speicherbedarf beschrieben.
SchlieBlich beschreibt §8.3.4 die Projektion auf das H?-Format.

§8.4: Es werden hinreichende Bedingungen fiir die erwdhnten Schach-
telungsbedingungen diskutiert.

§8.5: Beschreibung der Matrix-Vektor-Multiplikation mit H?2-Matrizen
und des zugehorigen Aufwandes.

§8.6: Bei geeigneter Rangverteilung wird rein linearer Aufwand bewiesen.
§8.7: Adaptive Bestimmung der H2-Raume V; und W,.

§8.8: Multiplikation von H2-Matrizen.

§8.9: Numerischer Vergleich von H- und H?-Matrizen.

Beziige auf H2-Matrizen finden sich auch in §9.3.3.

8.1 Erster Schritt: M|, € V), ® W

Niedrigrangmatrizen R(k,7,0) haben den Nachteil, dass Summen aus der
Menge herausfithren, was den Ubergang zur formatierten Addition erfordert
(§2.6). Ein Ausweg ist die Verwendung von Tensorproduktriumen, die Vektor-
Unterrdume in R(k, T, o) beschreiben.

Im allgemeinen Fall einer rechteckigen Matrix M € R/*7 benétigt man
die folgenden Daten:

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9.8,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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e Clusterbiume T(I), T(J), Blockclusterbaum T(I x J), Partition
PCT(IxJ), wobei P in PTUP~ zerfillt (P enthélt die zuldssigen
Blocke);

e zu allen Blocken b = 7 x 0 € P7 fixiere man zwei Vektorrdume V, und W,
und wiéhle eine Basis:

Vy CR™  mit dimV, = kv, Basis {v},..., 0} 1},

W, C R? mit dim W, = k, w, Basis {w?, ... ,w,lng}7 (8.1)

wobei die Dimension eventuell nach oben durch kv, by w < k beschréankt
sein kann.

Im Folgenden halten wir den Block b = 7 x o € P* fest und ersetzen

die Schreibweise v?, wé’ durch die kiirzere v;, w;. Die aus v; und w; gebildete
Rang-1-Matrix ist v;w] € R®. Der hierdurch aufgespannte Vektorraum ist das

Tensorprodukt’
Ve @ Wy = Sp?m{viwjT 1<i<ky, 1<j<kyw}

Lemma 8.1.1. V und W seien endlichdimensionale Vektorrdume [wobei im
Spezialfall V =V, und W =W, aus (8.1) gelte].

a) Die Dimension von V @ W betrigt (dimV) - (dim W) [im Spezialfall
dimV, @ W, = kb,V . kb,W}-

b) Fir alle M € V @ W gilt Rang(M) < min{dimV,dim W} [bzw.
Rang(M) < min{ky v, kp,w}], sodass

VoW C R(k) fir k := min{dim V, dim W}. (8.2)

¢) Zur Beschreibung einer Matrix M € V @ W bendtigt man neben den
Basiselementen {v1,...,Vaimv}, {wi, ..., Waimw} die (dimV)-(dim W) [bzw.
kyv - kyw ] Koeffizienten K;; in

dim V dim W
M= > vKjw. (8.3)
i=1  j=1

Definition 8.1.2 (uniforme H-Matrizen). P C T(I x J) sei Partition. Zu
b € Pt seien Vektorrdume Vi, und Wy, gegeben. H(P,{Vy, Wy }pep+) C REX/
stellt die Menge aller M € RT*7 mit der Eigenschaft

My €V @ W fiir alle b e P

dar. Untermatrizen {M|, : b € PT} werden mittels (8.3) dargestellt, wihrend
fiir {Mly : b € P~} die volle Matrizdarstellung verwendet wird.

In [69] werden die Elemente von H(P,{Vy, Wy }rep+) als uniforme H-
Matrizen bezeichnet. Da Lemma 8.1.1b die Inklusion V, ® Wy, C R(k,T,0)
fiir b= 17 x 0 € PT beweist, folgt die

1 Allgemeineres zu Tensor-Vektorriumen findet sich in §15.1.
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Anmerkung 8.1.3. Jede Matrix aus H(P,{Vy, Wy }pcp+) ist eine iibliche
‘H-Matrix, wobei die Rangabschétzung in (6.2) mit k(b) = min{ky, v, kpw}
gegeben ist. Falls es eine gleichm&fige Schranke ks, v, ky 1w < k gibt, liegt ein
fester lokaler Rang < k vor (vgl. Anmerkung 6.1.2a).

Im Prinzip gilt auch die umgekehrte Richtung: Eine iibliche H-Matrix lasst
sich als uniforme H-Matrix interpretieren, wenn man die Riaume {V,, W, }pep
angepasst wihlen darf. Hierzu geht man von der Darstellung M|, = Zle ab
aus, setzt V, := span{a; : 1 < i < k}, W, := span{b; : 1 < i < k}
und ! = a;, w? := b; (vgl. Anmerkung 8.1.7). Der Sinn der Definition
von H(k, P, {Vy, Ws }vep) besteht allerdings darin, dass mehrere Matrizen die
gleichen Réume {Vy, Wh}pep+) verwenden, da sich dann zum Beispiel die
Addition vereinfacht.

Anmerkung 8.1.4. Die Summe zweier H-Matrizen aus H(P, {Vy, Wh }rep) liegt
wieder in der Menge H(P, {Vy, W }pep). Das heifit, H(P, {Vy, Wy }pep) ist ein
Vektorraum und die Kiirzung der formatierten Addition @j aus Definition
7.3.1 entfillt. Der Vorteil ist ein doppelter:

a) die Addition ist exakt,

b) die (relativ teuere) Singuldrwertzerlegung entfillt.

Anmerkung 8.1.5. Wenn I = J, liegt es nahe, gleiche Raume V, = W, zu
wéhlen. Da es aber Griinde geben kann, den Bildbereich von M anders als
den von M T zu approximieren, ist auch fiir I = J die Wahl unterschiedlicher
Vy # W, denkbar.

Bei der Diskussion des Speicherbedarfes sind zwei Groflen zu unter-
scheiden:

e Die Abspeicherung der Basen {v?,... ,U,l;b‘v}, {wh, ... ,w,l;b ) filt b€ P
erfordert den gleichen Speicherplatz wie eine iibliche H-Matrix (dort wird
die gleiche Anzahl von Vektoren zur Darstellung von M|, C R(k, T, o) fiir
kyv, ky,w < k benotigt). Allerdings tritt dieser Aufwand jetzt nur einmal
auf unabhéngig von der Anzahl der zu behandelnden Matrizen.

e Pro Matrix aus H(P, {Vs, W }pep+) sind die vollen Matrixblocke M|, fiir
b € P~ und die kyy X kpw -Matrizen K, = (K;;) aus (8.3) fir b € PT
abzuspeichern. Der individuelle Aufwand betragt somit

Matrix __
S =D ops vl £ #b. (8.4)

Wir diskutieren abschlieBend die Grofle SMatrix fir den Modellfall aus §3,
allerdings hier mit allgemeinem lokalen Rang k. Im Modellfall gilt I = J
und #I = n. Der Einfachheit halber wiihlen wir P = P7*, d.h. auch die
1 x 1-Matrizen werden als Elemente von V, ® W, mit eindimensionalen Vektor-
rdumen V, und Wj, betrachtet. Ferner sei ky, v = ky,w =: ki < k vorausgesetzt.
Da nach (3.4) #P = 3n — 2 gilt, wiirde man S = O(nk?) vermuten. Das
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nichste Lemma zeigt, dass sich k? durch k verbessern lisst. Der Grund sind
die vielen kleinen Blocke, fiir die der Rang nicht den Wert k£ annehmen kann,
sondern durch die Blockgrofle beschrinkt ist.

Lemma 8.1.6. P sei das einfache Modellformat aus Kapitel 3. Dann lautet
der Speicherbedarf von M € H(k, P,{Vy, Wy }vep) mit kp v, kpw <k €N

SMatrix = ZbeP kb,ka,W < 3nk.

Beweis. a) Neben ky v, kpw < k fiir b = 7 x o gilt? k, vy < min{#r, k} und
kyw < min{#o, k} wegen (8.2) mit dimV < #7, dim W < #o. Im Modellfall
gilt #7 = #0 =27 (p :=logy(n)) fir b =7 x 0 € PO := PN TO(I x I).
Da die Schranken min{#r, k} und ky w < min{#o, k} nur von der Stufenzahl
abhéngen, schreiben wir hierfiir k¢, wobei ky := min{2P~¢ k}.

b) (3.4) beschreibt die Gesamtanzahl #P = 3n — 2. Aufgeteilt nach Stufen
erhélt man fiir P = |J;_, P() die Anzahlen

4P =0,  #PO =2 firl<f<p—1, #PP® 2wl _9p

¢) Fiir die Abschiitzung von

P , _ 2
D oo ko <30 #PO - (min{2r kY)
wird die Summe zerlegt. Sei s := logy(k). Fiir 1 < ¢ < |p— ] gilt
min{2P~¢ k} = k und damit

lp—] 2 lp—]
(e) . . —0 01,2 lp—3] 2
E #P (mln{?p ,k}) = E _ 2°k" =2 (2 P 1) k.

£=0

Fiir |p — »] + 1 < £ < pist min{2P~* k} = 2P=¢ und

P ) (i for—t 112 _ N P! ¢ (op—£)2
ZZZU)?%JH#P (min{27~*, k}) *Ze:prmQ (2v=9)° +2n
— op—lp=x],

Zusammen ergibt sich S = 2 (2“7_”J — 1) k? + 2¢—p==lp_ Der abgerundete
Wert ist [p — 3] = p — 3 — 0 mit § € [0,1) und erlaubt die Darstellung

§=2 (27 = 1)k 42 = 2 (2277 — 1) k2 + 2%kn

= (229 +29) kn —2k* < (229 +20> kn < 3nk.

]

In (8.1) wurde {v?,... ,v,’;b,v} als Basis von W, eingefiihrt (entsprechend fiir

wé’) Dies fiihrt zu der minimalen Anzahl k; y,. Wenn man auf diese Eigenschaft

zugunsten einer einfacheren Bestimmung der v und w;? verzichtet, gelangt
man zu folgender Verallgemeinerung.

2 Hier ist wesentlich, dass die v? und w? aus (8.1) je eine Basis bilden. Bei einem
Erzeugendensystem wére ky v < #7, ks, w < #o0 eine naheliegende Forderung.
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Anmerkung 8.1.7 (Erzeugendensystem). Allgemeiner kann man von einer
Darstellung (8.3) ausgehen, wobei die v? bzw. wé? Erzeugendensysteme bilden:

Vy = span{vf, ... v} 1, Wy, = span{w?, ..., wp }.
Im Folgenden werden wir der Einfachheit halber von der Basis {v}, ..., vzv}
bzw. der Basis {wf},...,w} } sprechen, auch wenn es sich eigentlich um

Erzeugendensysteme handelt.

Die aus v? als Spalten konstruierte Matrix bezeichnen wir als Vj; ebenso
ist Wp, definiert:

Vi, = [vll’ vg vgbv} e RT> AL ke v}
' fir b=17 % o.
Wy =[wh wh ... wp, ] € ROk

Dann schreibt sich die Darstellung M|, = >
als

l?Kij (w?)‘r aus (8.3) auch

i Vi
M|, = Vi KGW,"  fiirbe PT. (8.5)

Falls die Matrizen V, und W, in Abhéngigkeit von M gew#hlt werden, ent-
spricht dies der Darstellung (2.17).

Die Darstellung (8.5) erlaubt eine preiswertere Berechnung der Rekom-
pression aus §6.7.1, d.h. der Auswertung von T,f_éMh;.

Anmerkung 8.1.8. Die Basen {v},..., v} } und {w?,...,w} } seien ortho-
normal gewihlt, sodass V;, und W, orthogonale Matrizen sind. Sei UXV T
die Singulirwertzerlegung von K. Dann stellt U/XV'T mit U’ := V,U und
V' := W,V die komprimierte Singuldrwertzerlegung von M|, aus (8.5) dar.
Die Kosten der Singuldrwertzerlegung héngen nur von den Dimensionen k; v/
und £y w, nicht jedoch von #7 oder #o ab.

Selbst wenn die Basen nicht orthogonal sind, aber ||U]l,, ||V, = O(1)
erfiillen, kann die Singuldrwertzerlegung auf Kj; beschrankt werden.

8.2 Zweiter Schritt: M|, xs € V: @ W,

Bisher gab es fiir jeden Block b € P eigene Vektorrdume V, und W,. Fiir
verschiedene b = 7 X ¢ mit gleichem 7€ T(I) (es gibt Csp) (7, PT) der-
artige Blocke) konnten im Prinzip vollig unterschiedliche Riume V), ver-
wendet werden. Die spiteren Anwendungen legen es aber nahe, dass der
Bildraum der M|, mit einem gemeinsamen, nur von 7 € T'(I) abhéngigen
Raum V; beschrieben werden kann. Analog fordern wir im Folgenden, dass
auch Wy, = W, nur vom Cluster o € T'(J) abhéngt. Die Voraussetzung ist
daher:
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e zu allen Clustern® 7 € T(I) fixiere man einen Vektorraum

V. CRT mit d.er Dimer-lsionT dim VTT: kv (7) (5.6a)
und einer Basis {v],...,v] 1},
wobei ky (1) < k die Dimension nach oben beschriinke;
e analog gebe es zu allen Clustern o € T'(J) einen Vektorraum
W, C R® mit d.er Dimer.lsion gdim ngz kw (o) (8.6D)
und einer Basis {w{,... ,w] .}

und ky (o) < k.

Definition 8.2.1. Zu einer Partition P C T(I x J) und Vektorriumen V-
(7- S T(I)) und W, (U € T(‘])) sei H(Pa {VT}TET(I)7{WO'}O'ET(J)) c RI*J
die Menge aller M € R'*7 mit der Eigenschaft

My €V @W, fir alleb=71x 0 € PT. (8.7)
Untermatrizen {M|, : b € P} werden mittels (8.3) dargestellt, d.h.
M|y, = V. K,W, (vgl. (8.5)) (8.8)
mit
V-,—: UI7""1}]‘I€—V(T) 5 WO': {wi‘,...,wgw(o)}
und K, € R kv ALskw (O} ayihrend fir {Ml,:b€ P~} wolle
Matrizen verwendet werden.
Offenbar gilt H (P, {VT}TGT(I)7 {WO-}O—GT(])) = H(P, {Vb, Wy }c p+) fiir die

spezielle Wahl V, := V. und W, := W, (b = 7 x o). Das neue Format hat
zwei Vorteile:

Anmerkung 8.2.2. a) Die einmaligen Speicherkosten fiir die Basen sind redu-
ziert: Anstelle aller {Vy, Wy }pep+ sind lediglich {V;}ery, {(Wotoers) zu
speichern.

b) Bei der Matrixvektormultiplikation Ma kann die Zahl der arithme-
tischen Operationen reduziert werden: Statt v, :=3 . pi (M|rxo) (2]5)
fiir jeden Summanden iiber (M| x,) (z|5) = Vi (K» (W, (2]5))) (b=17 x o)
zu berechnen, kann V. ausgeklammert werden:

vV Y Kl (W7s1)

o:TXocEPtT

Die Zwischenresultate y, := (WUT x|c,) kénnen auch fiir andere v, mit
7' x 0 € PT verwendet werden.

3 Clustern 7,0 mit Csp,1 (7'7 P+) =0 bzw. Cspr (O‘, P*) = 0 kénnen ausgenommen
werden, da es hierzu keine Blocke b € P gibt.
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8.3 Definition der H?-Matrizen

8.3.1 Definition

Ebenso wie fiir Vektoren und Matrizen verwenden wir die Restriktions-
bezeichnung -|, fiir Vektorrdume: Sind U ein Teilvektorraum von RI und
7 C I eine Teilmenge, so sei U|, der Teilraum

Ul; ={v|, :velU} CR".

In §8.2 wurde argumentiert, dass alle Beitrige von M|, fiir festes 7 in
dem gleichen Bildraum V; liegen sollten. Ist 7" C 7 (z.B. 7/ € Sp(p)(7)), sollte
auch M|,/ v, im Bildraum V), liegen. Dies fiihrt zur Bedingung

Vilr C Vi fiir alle 7" € S(7), (8.9a)
was bedeutet, dass die Vektorrdume geschachtelt sind. Analog gelte
Welor T W,y fiir alle o’ € S(o). (8.9b)

Die Bedingungen (8.9a,b) stellen eine zweite Hierarchie-Eigenschaft (“Schach-
telungseigenschaft”) dar, die zu dem Namen H?2-Matrizen fiihrt.

Definition 8.3.1 (H?-Matrizen). WVrtreray und {Ws }oer(s) seien Unter-
raume gemdfl (8.6a,b) mit der zusdtzlichen Eigenschaft (8.9a,b). Dann wird
die Menge H(Pv {VT}TET(I)7 {WU}UET(J)) als

HQ(P7 {VT}TGT(I)7 {WU}JGT(J)) - RIXJ

bezeichnet. Wenn die Angabe von {Vr}rerry und {Ws}ocr(s) entbehrlich ist,
wird die Kurznotation H?(P) gewdibhlt.

Wenn alle Dimensionen kv (1) und kw (o) durch k € Ny beschrinkt sind,
wird diese Schranke auch mit der Schreibweise

H2(k7 P, {VT}TGT(I)7 {WO’}UGT(J))

oder kiirzer H2(k, P) ausgedriickt.

8.3.2 Transformationen
Wie in §8.1 seien Matrizen V; und W, mit

Vr =span{v],...,vp ) Ve = {v'{ vy ... vgv(ﬂ] , (5.10)

We = span{wy,... ,UJZW(U)}7 W, = |w{ w ... wZW(U)}

definiert.
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Anmerkung 8.3.2. a) Die FEigenschaft (8.10) schreibt sich auch als
Bild(V,) = V, und Bild(W,) = W,.

b) Wenn es fiir die nachfolgenden Anwendungen niitzlich ist, diirfen die
Basen {v],...,vf )} und {w{,...,w] .} als Orthonormalbasen ange-
nommen werden.

Beispielsweise unterstiitzen Orthonormalbasen die Rekompressions-
berechnung aus Anmerkung 8.1.8.

Sei 7 € T(D\L(T(I)) und 7" € S(7). Die Eigenschaft (8.9a) besagt,
dass alle v7|. als Linearkombination der {UI/""’UIZ;(T’)} geschrieben
werden kénnen: v | = 3, vl t;;. Es gibt daher eine Matrix T = (t;;) €
R{L-kv (D {L kv (7)) g0 dass

Vel s {1 kv (n)}y = V.,-/TX fiir alle 7' € S(7).
Hieraus lédsst sich V; zusammensetzen (7/,7”, ... sind die Sthne von 7):

Velrrsq1,.. by (1)}
V_I_ o V7'|7'”><{1,..-,kv(7')} = Z (V—,—/ TX) |T><{1w.’kV(T)} (8113“)
. T'eS(T)
fiir alle 7 € T(IH\L(T(1)).

Anmerkung 8.3.3. In (8.11a) bezeichnet o [7*{L-*v(T} die Erweiterung auf
R AL kv(D} (vgl. (7.7)). Nachfolgend werden wir diese Erweiterung aus
Bequemlichkeit nicht notieren und

Vo= Y VpT¥  firalle r € T(1)\L(T(I)) (8.11a)
T'eS(T)

schreiben, d.h. wir unterscheiden nicht zwischen dem Matrixblock V., €

R™*{L-kv (™)} und der mit null erweiterten Matrix Vi, |7*{L-kv(D} ¢
Rrx{l,...,kv(r/)}.

Ebenso erhilt man fiir W, dass es Transformationsmatrizen T;’V gibt mit

We= > (WyT)) |7 {hhwio) (8.11b)
o’eS(o)
= Y W Ty firalleoeT(J)\L(T(J])),
o’eS(o)

wobei die zweite Zeile der Schreibweise (8.11a’) entspricht.

Anmerkung 8.3.4. Da nur die Vektorrdume {V; },crr) und {Ws },er(s) fest-
liegen, diirfen alle Basen V. und W, in

Ve = Vo(SY)™t und W, := W, (SV)?
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geéindert werden, wobei SV und S¥ regulire quadratische Matrizen der Grofe
kv (1) bzw. ky (o) seien. Dies éndert die Transformationen in

Tw=5,T0 ()" TV =871V (s)™!

und die Koeffizientenmatrizen Kj (b = 7 x o) aus M|, = VKW, in
= SYK,(S7)"

8.3.3 Speicherbedarf

Da die Matrizen V; fir 7 € T(I)\L(T(I)) mittels (8.11a) rekursiv aus

V konstruiert werden kénnen, reicht es, anstelle von {V:},cpy diese

Matrizen nur fiir die Blattcluster {VT}TG,C(T(I)) sowie die Transformations-

matrizen {TY},er(r\(ry abzuspeichern. Analog werden {Wy}ser(r(s))

und {TW Yoer(s) E{ 7} benotigt. Es sei wiederholt, dass die entsprechenden
S asls

Speicherkosten 53,5%° nur einmal auftreten unabhéngig von der Anzahl der
Matrizen.

Lemma 8.3.5. a) Der Speicherbedarf fir {V:}rerrn) {ry brem(n\{1}s
Woloeririry und {T, Yoer(n\(y betrigt

Basls _ Z#T kV Z kV Vate[' ( ) (812)

TEL(T(I)) TeT(I)\{I}
+ Y #o-kw(o)+ Y kw(Vater(o)) - kw (o).
o €L(T(J)) o€T()\{J}

b) Seien
ko= kv (1), k
ma"{gﬁé) v(T) s w(o)},
kp = kv (1), k
pi=mex{ max kv(r), max kw(o)}

(man beachte ki, < nmin unter der Bedingung (7.4)). Dann gilt die Ab-
schétzung

SPAS < (HT 4+ #J) kp, + 2k (H#L(T(1)) + #L(T(J)) —2). (8.13)

Beweis. In der ersten und dritten Summe aus (8.12) wird }°_c ) #7 = #1
und ZUG[,(T(J)) #o0 = #J verwendet. In der zweiten Summe wird die Anzahl
der Terme durch #T'(I) — 1 < 2#L(T(I)) — 2 abgeschitzt (vgl. (A.3a)). Die
letzte Summe in (8.12) ist analog zu behandeln. ]

Zur Einschétzung der rechten Seite in (8.13) sei angenommen, dass alle
Blattcluster 7 € L(T(I)) und o € L(T(J)) die Grole #17 = #o0 =
Nmin besitzen und die maximale Dimension k; = nu, vorliegt. Wegen

#1 =3 criray #T =#L(T(I)) - numin erhélt man #L(T(I)) = #I/nmin
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und analog #L(T(J)) = #J/Nmin. Damit ist die rechte Seite in (8.13) kleiner
als (#1 4+ #J) (nmin + 2k2/nmin). Die Schranke wird minimal fiir die Wahl

Nmin ~ v/ 2k und liefert
SEAS < 2V/2 (#1 + #J) k.

Man beachte die Analogie dieser Schranke zur Abschétzung in Lemma 8.1.6
fiir den Spezialfall aus §3.

Fiir jede individuelle H2-Matrix entsteht der Speicheraufwand S%\_[/I?mx aus
(8.4).

8.3.4 Projektion auf H?-Format

Das Format H2(P,{V;}rer(r), {Ws}oer(s)) mit seinen Unterrdumen sei
gegeben. Als Basen der Réume V,; und W, wihlen wir Orthonormalbasen
(vgl. Anmerkung 8.3.2b). Ist {v],..., U;V(T)} eine Orthonormalbasis von V.,
so ist die zugehérige Matrix V; = [v] v} ... v ] aus (8.10) orthogonal.
Fiir das Produkt V, V. gelten die folgenden Aussagen.

Anmerkung 8.3.6. a) Unter den obigen Voraussetzungen ist V, V.| als Ab-
bildung R™ — R” die orthogonale Projektion auf V. beziiglich des Eukli-
dischen Skalarproduktes.

b) Sei b = 7 x o mit beliebiger Indexmenge o gegeben. Dann ist
IT, := V.,V auch eine lineare Abbildung von R™*“ in sich vermoge
IT.(A) = V,V," A . Diese Abbildung ist die orthogonale Projektion auf den
Unterraum

{A €R™ : Bild(A) C V,}

beziiglich des Frobenius-Skalarproduktes, d.h. II. ist Projektion und
(I1:(A), B)p = (A, 1I-(B))g (vgl. (C.2)). )

c¢) Im Falle der entsprechenden Projektion I, := W,W.[ auf W, gilt
Teil a) wortwortlich, wihrend die Abbildung R™*7 — R7*“ aus Teil b) die
Form I1,(A) = AW, W, besitzt.

Beweis. Teil a) ist wegen der Orthogonalitit der Matrix V- trivial.

Seien M. ; (j € o) die Spalten von M € R™?. Da (M’ ,M"), =
Yico (M. ;,M];), wobei auf der rechten Seite das iibliche Euklidische
Skalarprodukt von R™ steht, folgt nach Teil a)

(L (A), B)p = Y ((T(A),. By ) = S (VT 4) By )

JjEOo JjECT
— Z (V;V.'A; ;,B.;) = Z (A:;,V:V.'B, ;)
JjEo JjECT

=3 (A, UL(B), ;) = (A T (B))y

jEo
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Im Falle von ¢) verwendet man fiir die zu b) analoge Aussage die Matrix-
zeilen. [

SeAienA]ATT und II,, die oben definierten Projektionen. Die Produkte 11,11,
und I1,II. stimmen iiberein und definieren

Iy :R77 S R mit [Ty, (A) = V.V, AW, W, (8.14)

Definition 8.3.7 (Projektion auf H2-Format). Die Abbildung Ily> =
2 (P v,y crny, IWo boer(sy) VOT RI*7 in sich ist blockweise definiert:

I o(Alrxo) fiir T x 0 € PT,
M2 (A)lrxo = { Alrso fiirTxoe P,

Lemma 8.3.8. a) IIy2 hat die Produktdarstellung

e = Hmfep+ (I wo) [ (8.15)

wobei die Erweiterung (I, o) |77 « RIX — RIXJ durch (8.14) auf R™<°
und die Identitit ((II;xo) |"*7(A)) |o = Al fiir b € P\ (1 x o) definiert ist.
b) Die Reihenfolge in der Produktbildung (8.15) ist beliebig.
¢) Iz ist orthogonale Projektion beziiglich des Frobenius-Skalarproduktes.
Damit gilt insbesondere

A— T2 (A = min A—X|..
| 12 (A)|p k@D Wetoeron) | %

Auf Grund der letzten Aussage lidsst sich im Prinzip jede Matrix A €
R/ in die beste Approximation IIy2(A) € H*(P,{V:}rer (1), {Wotoer(s))

abbilden. Fiir Matrizen in voller Darstellung erfordert dies jedoch einen
Aufwand von O(#I - #J). Anders ist die Situation bei H-Matrizen.

Anmerkung 8.3.9. Sei M € H(k, P) eine iibliche hierarchische Matrix. Ferner
sei H2(P, Wrtreray, Vo toer(s)) ein H2-Format mit gleicher Partition P.
Die Projektion IT> von A in die H2-Bestapproximation erfordert fiir alle
b= 17 x 0o € Pt dass die Darstellung M|, = 4,B, (vgl. Definition 6.1.1) in
Iy (M)|p = Vo KW, gewandelt wird, wozu

Ky :=V.A, B) W,

zu berechnen ist. Der Berechnungsaufwand fiir V.'4, € RFv(T)xk(®) ynd
W B, € RFw(O)xE®) betrigt 247 - k(D) - ky (7) baw. 2#0 - k(b) - kw (o). Die
Multiplikation beider Matrizen zu K, erfordert nochmals 2k(b)ky (7)kw (o)
Operationen. Zusammen ergibt sich der Aufwand

2 > k(D) (#7 kv(7) + #o - kw(0) + kv (T)kw (0)) .

b=rXxocePt
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8.4 Hinreichende Bedingungen fiir geschachtelte Basen

8.4.1 Allgemeiner Fall

Im Falle der Integralgleichungen wurde die Kernfunktion s¢(z,y) durch eine
separable Entwicklung () (z,7) = ijzl @&k)(z) ,(,k)(y) ersetzt (vgl. (4.1)).

Die Funktionen spannen die Vektorrdume
V* = Span{(p(uk) 1 <v <k}, W* = span{w£k) 1 <v <k}

auf. Fiir jeden Block b = 7 x ¢ € Pt sei eine eigene Entwicklung s(¥) (x,y)
angenommen, wobei die Funktionen o{ [bzw. wﬁk)] in X; [bzw. X,| gemis
(5.5a,b) definiert seien. Demgemif ist in der Notation der obigen Vektorriume
der Index b hinzuzusetzen: V}* und W[.

Wie in §8.2 kann die Annahme gemacht werden, dass V{* nur von 7 und
Wy nur von o abhingt, sodass V7 und W7 geschrieben werden kann. Die
prizisen Dimensionsannahmen sind

V* =span{p) 11 <v <kY}, W7 :=span{y(? :1<v <k} (8.16)
SchlieBlich kann die Schachtelungsbedingung (8.9a,b) iibertragen werden:

VZ|x., CcVz firalle 7" = Spy(7),

8.17
WZ|x,, C Wz fiir alle o’ = Sp(y)(0). (8.17)

Die hier eingefithrten Réume V7 und W2 enthalten Funktionen. Der
Zusammenhang mit den vorherigen Vektorrdumen )V, und W, wird im fol-
genden Lemma hergestellt.

Lemma 8.4.1. Die Diskretisierung sei mittels der Abbildungen Aq|; und Az,
aus (4.38) gegeben. Dann impliziert die Schachtelungsbedingung (8.17) die
zweite Hierarchiestruktur (8.9a,b) fir V. und W, mit Dimensionsschranken
kv (1) < kY und ky (o) < kY.

.
Beweis. Geméf (4.38) gilt M|, = Zle (/11(901(,7)))‘ (Ag(wﬁg))) , sodass

o
My € V; @ W, mit

V, = span{ (Al(go,(f)))‘T 1<v < k¥}7

Wy = Span{ (Az(i/fi")))

:1§u§k:g‘/}.

o

Dies beweist ky (1) = dimV, < kY und ky (o) < k}V.
Fiir 7/ = Sp(py(7) zeigt die Charakterisierung von V., dass

Vil = span{/ll(cpl(f))’ l<sv< k;/}
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(8.17) impliziert Span{ga )|X , 01 <v <kY} CVZ%. Damit ist jedes ¢y )|X ,

eine Linearkombination der ¢ (T ) , d.h. gp(T)|XT, = Zu omgo,(L ). Da der Tréger

von Ai|_, durch X/ gegeben 1st, folgt

(i) = (1 (S ) =T (0 ), e

Damit ist V; |+ C Vo bewiesen. W¥|x_, C WZ schliefit man analog. ]

Beispiel 8.4.2. Die Triger X, seien eingebettet in den R?. Taylor-Entwicklung
in beiden Variablen x,y oder Polynominterpolation in beiden Variablen fiihrt
auf Polynomrédume V7. Genauer sei V7 einer der Rédume

span{z”|x, : |[v| <kV} oder span{z”|x. :v; <k} fir1<i<d},

wobei der Gesamtpolynomgrad k" bzw. der partielle Polynomgrad k) nicht
von 7 abhénge. Dann ist (8.17) erfiillt. Die gleiche Aussage gilt fiir W.

Beweis. Beschrankungen von Polynomen ergeben wieder Polynome des
gleichen Grades. Dies beweist die Schachtelungseigenschaft (8.17). [ ]

Der Fall der Polynominterpolation in beiden Variablen wird anschlieflend
vorgefiihrt.

8.4.2 Beispiel: Approximation von Integraloperatoren durch
Interpolation

Der Integraloperator sei (Ku = [p y)dy (vel. (1.25b)). Das
Galerkin-Verfahren fithrt auf d1e Matrlxelemente

Ky = [ [ #anon@)o;)dady,

wobei ¢; die Basiselemente sind (vgl. (1.28)). Zur Vereinfachung der Dar-
stellung sei angenommen, dass I' C R ein Intervall sei.
Sei b =17 x 0 € P* ein zuliissiger Block. Die Polynominterpolation in X,

ist durch
k

f€CXr) = Py(a) =) fa?)L(x)
v=1
gegeben, wobeil ) e X, disjunkte Stiitzstellen und L7 (z) Lagrange-

Polynome vom Grad k — 1 sind: L7(z%)) = 6,, (vgl. §B.3.1.1). Die

Interpolation der Kernfunktion »(z,y) wird beziiglich z und y durchgefiihrt,

(n)

wobei die Stiitzstellen x5~ und die Lagrange-Polynome L7, zu o gehoren:

k
»(z,y) zZZ% ) U LT (2 z) Ly (y) in (z,y) € X; x X, C I'x I.

v=1p=1
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Einsetzen in die Darstellung K;; = [} [ #(x,y)¢i(x)d;(y)dzdy liefert die
Approximation

k k

(V) T(p (z)dx o y )
Z::Z / L} (z)¢i(x)d /X Lo(y)o;(y)dy  (8.18)
Jj) €

T o

fir (i,j)eb=7x0€ PT.

Lemma 8.4.3. Die Untermatriz M|y = (M;;); ;¢ aus (8.18) hat die Dar-
stellung M|y, = V, KW, mit

Ky i= (<2l 2l)) ,
() €41, Ry X {1, k)

V= </ LlT,(x)qﬁz(x)dx) ,
X, (i) erx{1,....k}

.....

Da die Polynome wie in Beispiel 8.4.2 die Schachtelungsbedingung (8.17)
erfiillen, liefert Lemma 8.4.1 die gesuchten Eigenschaften von V, und W,.

In Bérm-Hackbusch [78] findet sich zu diesem Ansatz eine Abschétzung
des Diskretisierungsfehlers.

8.5 Matrix-Vektor-Multiplikation mit H2-Matrizen

Die Matrix-Vektor-Multiplikation y +— y + Mx fiir M € H?(P) wird in drei
Schritten durchgefithrt. Im ersten Schritt (“Vorwértstransformation”) wird
x bzw. seine Restriktionen x|, mittels W, transformiert. Die resultierenden
Vektoren Z|, werden im zweiten Schritt (“Multiplikationsphase”) mit den
Koeffizientenmatrizen Ky, (b = 7 x o) multipliziert. Die entstehenden Vektoren
§r missen im dritten Schritt (“Riicktransformation”) mit V. multipliziert und
aufaddiert werden. Die vollen Matrixblocke M|, (b € P~) werden gesondert
behandelt.

8.5.1 Vorwirtstransformation

Dies geschieht in direkter Form nur fiir Blattcluster o € £(T'(J)), da nur fiir
diese o die Matrix W, vorhanden ist (vgl. §8.3.3). Fiir o € T'(J)\L(T'(J)) wird
das Produkt indirekt mit Hilfe der Transformationsmatrizen durchgefiihrt:

T T .
=W/ x|, W Soo@V)y whale= > (TV) &o
’ o'€S7(5)(0) o'€Sr(5)(0)

Im Prinzip ist &, := W, 2|, € RILFw (O} fiir alle o € T(J) zu berechnen.
(
)
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fir o € T(J)\L(T(J)).

Der Aufruf der Prozedur (8.19) durch Vorwdirtstransformation(z,x, J)
bestimmt im ersten Argument & = {Z,:0 € T(J)} die Kollektion aller
i, € RULkw(o)} aus dem Eingabevektor € RY:

procedure Vorwdrtstransformation(z, x, o);
if 0 € L(T(J)) then #, := W[ z|, else
begin z, := 0;
for all o’ € Sy (o) do (8.19)
begin Vorwirtstransformation(&, x,c’);

by =i+ (TV) &

o!

end end;

Der Aufwand ldsst sich mittels des Speicheraufwandes angeben, der in
§8.3.3 abgeschétzt wurde.

Lemma 8.5.1. Der Aufruf von Vorwirtstransformation(Z,z,J) bendtigt
Nvyorw Additionen und Multiplikationen, wobei Nvyorw der Speicherbedarf fiir

{Wotoeririry) und {T) Yoerynqsy ist.

Beweis. Mit jeder dieser Matrizen wird genau eine Matrix-Vektor-
Multiplikation durchgefiihrt. ]

8.5.2 Multiplikationsphase

Im zweiten Schritt sind die Produkte Sy, 2, fiir alle 7xo € Pt auszurechnen
und aufzusummieren:

Gr = Z Krovois  fiir alle 7 € T(I). (8.20)
oc€T(J): TXoEPT

Man beachte, dass g, € R” nicht die Beschrankung eines Vektors ¢ auf 7
bedeutet.

Lemma 8.5.2. a) Der Aufwand der Multiplikationsphase betrdigt Nypuie
Additionen und Multiplikationen, wobei Ny der Speicherbedarf fir die
Koeffizientenmatrizen {K;xo }rxocp+ 1St

b) Wenn kw (o) = ky(r) = k, kostet die Berechnung eines 4, gemdf
(8.20) 2Csp (1, PT)k?* — k Operationen.

Beweis. a) Wieder wird genau eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit jeder
Matrix K, durchgefiihrt.

b) Die Zahl der Summanden in (8.20) ist Cypi(7,PT). Da
Srvwo € RU-oEP{L.ok} yngd 7, € R{L'"’k}, kostet die Matrix-Vektor-
Multiplikation S;x,&, jeweils k(2k — 1) Operationen. Die Summation der
Resultate erfordert k (Csp (7, P*) — 1) Additionen. ]
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8.5.3 Riicktransformation

Das Resultat von (8.20) lautet § := {gy, : 7 € T'(I)} und ist ein Eingabe-
parameter der Prozedur (8.21). Der Aufruf Ricktransformation(y,q, I) liefert
y—y+ Mz, wobei M|, = M|, fiir be PT und MT|, =0 fiir b€ P~.

procedure Riicktransformation(y, g, 7);

if 7€ L(T(I)) then y|, := V; i, else

for all 7’ € Sp(py(7) do

begin y|, := y|. + TV, y|,/; Riicktransformation(y,y, ") end;

(8.21)

Die Riicktransformation ist adjungiert zur Vorwértstransformation. Analog
zum vorherigen Lemma 8.5.1 beweist man das

Lemma 8.5.3. Der Aufruf von Riicktransformation(y, ¢, I) bendtigt Niiickw
Additionen und Multiplikationen, wobei Ngrycw der Speicherbedarf  fiir
{Vitrecory) wnd {T) }rern 1y ist.

8.5.4 Gesamtalgorithmus

Bisher wurde nur der den zulissigen Blocken b € PT entsprechende Anteil M ™
der Matrix M beriicksichtigt. Der Rest besteht aus den vollen Matrixblocken
{M|,:b€ P~}. Die Prozedur der H?-Matrixvektormultiplikation lautet
damit insgesamt wie folgt:

procedure MVM 2 (y, M, x);
var ., y;
begin Vorwdrtstransformation (&, x, J);
for all 7 € T(I) do g, := 0;
forallb=7x0 € P" do 9, == §; + K;xs80;
y := 0; Riicktransformation(y, y,1);
forallb=7x0¢€ P~ doy|; :=y|r + M|rxot|s
end;

(8.22)

Lemma 8.5.4 (Aufwand). Die H?-Matriz-Vektor-Multiplikation (8.22)
bendtigt Nyivm Additionen und Multiplikationen, wobei Nypyy der Speicher-
bedarf fir {V:}reciormy), {TY Yreranitys {Weoltoecry): {T3 Yoer(nsts
{Krxotrxoept und {M|rxo}rxocp- ist.

Wie in §8.3.3 erkldrt, erhilt man unter Standardbedingungen einen
Gesamtaufwand O ((#I + #J)k). Man beachte, dass der logarithmische
Faktor hier fehlt, der in Lemma 7.8.1 (mit Riickbezug auf Lemma 6.3.6) in
Form der Baumtiefe auftritt (vgl. (6.9a)).
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8.6 HZ2-Matrizen mit linearem Aufwand

Die oben erwihnte Komplexitét O ((#1 + #J)k) enthilt als einen Faktor den
lokalen Rang k, der hiufig als O(logn) zu wéhlen ist, wenn #I,#J = O(n).
Im Folgenden wird eine Variante diskutiert, bei der der Faktor k entfillt, so-
dass der Aufwand linear in n ist. Der Algorithmus wurde zuerst in Hackbusch-
Khoromskij-Sauter [86] vorgestellt, und die erste Analyse findet sich in
Sauter [124]. Im Folgenden wird die Idee nur skizziert und auf die Details in
Bérm [18, §4.7] verwiesen.

Zur Vereinfachung der Darstellung sei der Fall der quadratischen Matrix
angenommen: [ = J und n := #I = #J = 2L Der Clusterbaum T'(I) wird
stufenweise in T (I) zerlegt mit #7 = 28=¢ fiir 7€ TW(I). Der Block-
clusterbaum sei stufentreu definiert, d.h. T (I x I) enthalte nur Blocke
b=7xo0mitr,0 € TOU). Wenn nyy, = 1, liegt ein vollstindig balan-
cierter Baum mit £(7(I)) = T)(I) und L = depth(T(I)) = logy n vor.

Die darzustellende Matrix sei eine BEM-Diskretisierung eines Integral-
operators mit dem Kern s(-,-) : R? — R. Das iibliche Vorgehen ist die
Ersetzung von » durch separable Entwicklungen mittels Interpolation (vgl.
4.4). Dabei wurde stets der gleiche Polynomgrad fiir alle zulissigen Blécke
verwendet. Jetzt verwende man dagegen fiir kleine Cluster niedrige Polynom-
grade bei die Approximation von ¢, aber hohere Grade fiir grofie Cluster?.
Genauer wird der Grad p = p(¢) als Funktion der Stufe gewihlt:

p(l) :==po+ (L—10)4 (zum Beispiel mit 0 :=1). (8.23)

Fiir grofie Blécke b € T(I x I) (d.h. £ ~ 0) erhilt man den Grad p = O(L) =
O(logn), wihrend fiir kleine Blocke (¢ =~ L) p = O(1) gilt. Unter geeigneten
Bedingungen sind die entstehenden Fehler von der gleichen Gréflenordnung
wie der Diskretisierungsfehler.

GemiB Lemma 8.4.1 ist ky (1) < k,y < p(f) + 1 fiir alle 7 € T®(I). Der
Speicheraufwand ST3%* geméif (8.12) enthilt die Summanden

> #roky(r) = Z#a kw(o) < (p(L)+1)n = O(n).

TeL(T(I)) oceL(T (8.23)
Unter der Modellannahme #7 (1) = O(2¢) ist

S ky(Vater(n) - kv(r) < (p(¢— 1)+ 1) (p(6) + 1) O(2")

TeT® (1) (833) o (24 (1 (L 6)2))

mit gleicher Abschétzung fiir 3, oy (73 kw (Vater(o)) - kw (o). Damit ist
4 Dies entspricht dem Vorgehen bei der sogenannten hp-Finite-Element-

Diskretisierung (vgl. [67, §8.6.3 in 3. Auflage]). In Korollar 9.3.2 wird eine Rang-
verteilung von der Form (8.23) in natiirlicher Weise entstehen.
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) L—-1
S = O(n) + 3. O (25 (1 +(L— z)2)) = 0O(n) + 0 (25) = O(n).
£=0

Man priife nach, dass analog der Speicheraufwand fiir {K;ys}rxoep+ und
{M‘TXU}TXUEP* durch

L—1
S #r#o+ S kv(nkv(o)=n+ Y 20 ((p(E) + 1)2)
=1

TXoEP™ TXoEPT
L—1
=n+ Y 200 ((L - 6)2) = O(n)
=1

abschétzbar ist. Aus Lemma 8.5.4 folgt somit der Aufwand O(n) fiir die
Matrix-Vektor-Multiplikation.

Die Steuerung der Rangverteilung k : PT — Ny im allgemeinen Fall wird
in der Dissertation [112] diskutiert.

Bei der Diskussion des Approximationsfehlers tritt die Schwierigkeit auf,
dass die Uberlegungen aus §8.4 nicht anwendbar sind. Die Réume V7 und
W2 aus (8.16) sind Polynomréume, zum Beispiel im eindimensionalen Fall

VE =W} = Py :=span{z” : 0 <v < p({)}

T a

fiir alle 7 € T(Z)(I), oS T(Z)(J)~

Sei 7/ € S(7). Bei konstantem Grad p(¢) = p konnte man die charakteristi-
sche Bedingung V7|x_, C V7 (vgl. (8.17)) folgern, da die Einschréinkung von
Polynomen vom Grad < p auf X, wieder Polynome vom Grad < p sind. Nun
ist aber nach der Definition (8.23) p(¢ + 1) < p(£), wobei 7 € T¥)(I) und
7' € T+ (I). Die Einschrinkung der Polynome vom Grad < p(f) auf X,/
liefert keine Polynome vom Grad < p(¢ + 1).

Damit trotzdem die Schachtelungs-

bedingung (8.17) gilt, muss man V*
mittels stiickweiser Polynome definieren.
Zur Illustration sei die Konstruktion fiir
p(f) ==L —{ (dh.pp=0und § =11in
(8.23)) und die untersten Stufen L, L —1,
L — 2 vorgefiihrt.
} } Fiir die kleinsten Cluster 7 € TF)(T)
X, X sind V7 die Rdume der konstanten Funk-
tionen auf X,. Fir / = L — 1 werden
die linearen Funktionen (gestrichelte Linie
in Abbildung 8.1) durch stiickweise kon-
stante Funktionen ersetzt. Fiir die S6hne
7', 7" € S(7) gilt damit VZ|x_, = V7% und V7|x_, = V7.

Fir ¢ = L — 2 sollte VZ eigentlich die quadratischen Polynome ent-
halten. Das quadratische Monom z? wird zunichst durch die stiickweise

Abb. 8.1. Ersetzung einer linearen
Funktion durch eine stiickweise kon-
stante Funktion
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Abb. 8.2. Links: Ersatz einer quadratischen durch eine stiickweise lineare Funktion.
Rechts: Ersatz der stiickweise linearen Funktion durch eine stiickweise konstante
Funktion.

lineare Funktion auf X, und X, (7/,7"” € S(7)) ersetzt (vgl. Abbildung
8.2 links). Anschliefiend werden die linearen Funktionen auf X, und X, wie
im Falle £ = L — 1 durch stiickweise konstante Funktionen ersetzt (vgl. Ab-
bildung 8.2 rechts), was die Schachtelung V|x_, C V7 sicherstellt. Damit
ist VZ ein dreidimensionaler Raum, der von Approximationen der Monome
¥ (0 < v < 2) aufgespannt wird, wobei die Approximationen stiickweise aus
konstanten Teilstiicken bestehen.

Die Approximationseigenschaften dieser angepassten Funktionenrdume
werden in [28] und [18, §4.7] analysiert.

8.7 Adaptive Bestimmung der H2-Riume V, und W,

Die giinstigeren Eigenschaften der H2-Matrizen erfordern auf der anderen
Seite, dass die (geschachtelten) Raume {V; },cp ) und {Ws}oer(s) geeignet
festgelegt werden miissen. Im Falle der Diskretisierung mittels Polynom-
interpolation konnte V; in §8.4.2 als Bild der Matrix

V= (/ L;(x)@(x)dx)
X (i,v)eTx{1,....k}

bestimmt werden. Es sind aber auch andere Fille denkbar:

(a) Eine H-Matrix My, sei gegeben. Liisst sich My, durch eine H2-Matrix M2
approximieren? Wie sehen geeignete Raume {V:}-cry, {Wotoer(s)
aus?

(b) Eine allgemeine (voll besetzte) Matrix M € RI*7 sei gegeben sowie
eine Fehlerschranke ¢ > 0. Lésst sich eine H2-Matrix My finden,
sodass ||M — M| < €? Wie konstruiert man die zugehorigen Ridume

Wrtreray wnd {We boer(n)?

Wir werden zuerst die Aufgabe (b) lsen. Aufgabe (a) ist ein Spezialfall
von (b), wobei allerdings die Komplexitéit der Verfahren zu beriicksichtigen
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ist. Im Falle von Aufgabe (b) ist der Aufwand mindestens #1I - #J, da im All-
gemeinen alle Matrixelemente M;; beriicksichtigt werden miissen (andernfalls
ist ||M — Myz2]|| < e nicht garantierbar). Im Falle der Aufgabe (a) soll der
Aufwand dagegen geringer ausfallen und etwa dem Speicheraufwand von My
entsprechen.

Die Konstruktion der {V;}.cr(r) startet von den Blittern und verwendet
V. (17 € S(1)) zur Auswahl von V.. Dabei wird von der folgenden Beobach-
tung Gebrauch gemacht. Die Fortsetzung u|™ € R™ von u € V,» C R™ ist in
Definition 1.3.3 als Einbettung R™ < RT definiert worden. Wir setzen

Vor|" i={v|" :v €V}

Die Schachtelungsbedingung (8.9a): V|, C V. fir 7/ € S(7) ist dquivalent
zu
CVri= Y Vo|©  firalle 7 € T()\L(T(I)). (8.24)
T'eS(T)

Sind die V,s gegeben, kann man V. konstruieren. Seine Dimension ist nur
um den Faktor #S(7) (in der Regel #S(7) = 2) groBer als die maximale
Dimension der V- und damit im Allgemeinen deutlich kleiner als #7. Es bleibt
die Aufgabe, den Raum V;, auf einen echten Unterraum V; zu verkleinern,
ohne wesentliche Informationen zu verlieren.

Die folgenden Konstruktionen vereinfachen sich, wenn die Basis von V),
orthonormal gewihlt wird (vgl. Anmerkung 8.3.2b). Wie in §8.3.4 werden
eine Orthonormalbasis {v], ..., vf .} von Vr und die zugehdrige orthogonale

Matrix V; = [v{ vy ... vgv(r)} verwendet. Die orthogonale Matrix zu V;

aus (8.24) wird mit V, bezeichnet. Wihrend bei fest vorgegebenem Raum
V; anschlieend eine Orthonormalbasis und die Matrix V, gewéhlt werden,
ist hier die Reihenfolge umgekehrt. Wir werden V, konstruieren und damit
V, = Bild(V;) definieren.

Konstruktion der V), fiir Bliatter 7 € £(T'(I)). Da #7 klein ist (nach
Konstruktion < npiy,), setzen wir die maximale Dimension #7 an:

V, :=R" fir alle 7 € L(T'(I)).

Konstruktion der V; fiir Vorgénger 7 € T(I)\L(T(I)). Der Raum V;
muss den Bildbereich der Untermatrix M| E(r) approximieren, wobei

E(r) = (1 x J)\ U b

b=71'XxX0'EP: T/;T

den Einflussbereich beschreibt. Die Blocke b = 7/ x o' € P mit 7/ & 7 sind
auszunehmen, da entweder (fiir b € P*) M|, durch die schon konstruierten
Réume V. dargestellt oder (fiir b € P~) M]|, als volle Matrix représentiert
wird. Der Bereich E(7) ist in Abbildung 8.3 fiir die Partitionierung aus
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§3.1 illustriert. Man beachte, dass der Indexbereich F(7) in der Vereinigung
Urves(r) £(7') enthalten ist.

Es gilt Bild(M|g(y)) C Vr mit V; aus (8.24). Sei V; € R7{1--dimV-} gine
orthogonale Matrix mit Bild(V;) = V.. Die Untermatrix M| E(=) erlaubt die
Darstellung M|g(;) = VTZTT mit einer Matrix Z, € RY(7)x{LdimVe} oohei
J(1) C J durch E(7) = 7 x J(7) definiert ist. Die Gramsche Matrix zu M| g,
ist

T A A~
Mgy (M|pm) =V22!Z V..
Za 77, € Rildim Vepx{l..dimVe} herechnet man die Singuldrwert-
zerlegung (zugleich Diagonalisierung)

Z:ZT =QD,Q" mit D, = diag{o,1,0-92,...;und 0,1 > 0,2 > ...

Damit ist
T A A [ T o NT
Ml (Mlpm) " = V:QD (V:Q) = VD (V7)
mit der orthogonalen Matrix V/ := V,Q. Kiirzung von D, auf lA)‘r,mT mit
.DT,mT =diag{or1,...,0rm,,0,...} und m, < dim VT, liefert

M|E(r) = V;D}',/’rgz = VTDi,/vgz ~ M|p() mit

T

. (7!

D, ,, =diag{or1,...,07m, } und V; := (V ’”)iEnj:{l,...,mT}

(V> ist die Beschrankung von VT’ auf die ersten m, Spalten). Damit ist
der Unterraum V; :=Bild(V;) mit der Dimension m, gefunden. Die Unter-
matrix M|g(;) wird durch die Projektion M|E(T) = VTVTTM|E(T) ersetzt
(vgl. Anmerkung 8.3.6b) und die Konstruktion mit dem Vorgénger Vater(r)
fortgesetzt, bis die Wurzel 7 = I erreicht ist. Fiir spétere Zwecke schreiben
wir die Abbildung M +— M als [Ig (), d.h.

(e M) |y = {J(\EI/ITbVTTMmT)) b bnEm 2D (8.25)

sonst.

Die Auswahl von m. hingt mit der gewiinschten Genauigkeit zusammen.

8 8 &

e

7 i
- -
8 8

Abb. 8.3. Einflussbereich E(7) fiir verschiedene Cluster 7




212 8 H2-Matrizen

Lemma 8.7.1. Zahlen e, > 0 seien vorgegeben. Zu jedem 7 € T(I) sei m,
so gewdhlt, dass
e

i>m,

fiir die Singuldrwerte o, ; aus der Matriz ﬁr,m, gilt. Dann liefert das obige
Verfahren eine Matriz M' mit Bild(M'|g(;)) C V; und dimV, = m., sodass

M — M'||% < d e (8.26)
TET(I)

Beweis. Die Konstruktion von V; fiihrt zur Korrektur von M|gy in
M|E(T) = VTVTTM|E(T). Die Korrektur M — M steht im Sinne des
Frobenius-Skalarproduktes senkrecht auf allen vorhergehenden Matrizen.
Damit addieren sich die Fehlerquadrate (Pythagoras), und (8.26) folgt. ]

Analoges Vorgehen mit (M’)" und Zahlen £/, > 0 liefert die Matrix
" e H(P,AV: }rer(nys Wetoer())

und die Riume W, mit Bild((M")" |g)) € W, und dimW, = ml,. Die
entsprechende Fehlerabschétzung

1M =M= (M) =) R ST ()’

fiihrt auf

1M —Mp< Y 2+ Z (8.27)

reT(I) oceT(J

Zur adaptiven Wahl der Unterrdume bei gegebener Genauigkeit e wahlt

man &, und £/ mit
Dot X
reT(I) oE€T(J)

Die vorhergehende Ungleichung sichert |M — M" |, < ¢
Alternativ kann man ein festes m, = m, = k wihlen. Mit

_ E 2
- J‘r,i
i>m,

und entsprechenden €/, gilt die Fehlerabschitzung (8.27) ebenfalls.

Details zum Algorithmus, zur Komplexitéit und den Abschitzungen findet
man in Bérm-Hackbusch [79]. Dort wird zudem der Fall diskutiert, dass eine
H-Matrix in das H?-Format konvertiert wird.
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8.8 Matrix-Matrix-Multiplikation von H2-Matrizen

Waihrend die Tensorstruktur der Raume V, ® W, bei der Addition sehr
hilfreich ist, fithrt sie bei der Multiplikation auf starke Komplikationen.
Zunichst sind zwei Arten von H2-Multiplikationen zu unterscheiden. Im
ersten Fall sind fiir die Zielmatrix die Rdume V,; und W, a priori bekannt,
im zweiten Fall werden sie a posteriori bestimmt.

8.8.1 Multiplikation bei gegebenem H2-Format
Zu einer Matrix C' soll das Produkt A - B addiert werden:
C—C+AOGB. (8.28a)
Dabei diirfen alle auftretenden Matrizen unterschiedliches Format besitzen:
A e R B e R/*K, C e RI*K, (8.28Db)

A und B seien H?-Matrizen mit zum Format passenden Riumen {Vf}TeT( 0>
Wt oerny bzw. (VB}.criy, {WPYlser(x). Die auf C vorliegenden
Startdaten und das Endresultat sollen im H2-Format mit den Ré#umen
(VY rern und (WS} ser (k) dargestellt werden:

Ae HQ(PAv {Vf}TET(I) 7{W;'4}0'6T(J))7 (828C)
B € H*(Pp, {VP}rer(s), WY oer o)), (8.28d)
C € H*(Po, {V}rer) . WS Yoerx)- (8.28¢)
Dabei gilt moglicherweise (aber nicht notwendigerweise) VA = V¢ und

Wf = Wg . P4, Pg und P¢ sind die Partitionen zu den Blockclusterbdumen
T(IxJ), T(Jx K)und T(I x K).

Zu {V€}erry und {WE},er (k) wird in Definition 8.3.7 die Projektion
II,, definiert. Die formatierte Multiplikation ® in (8.28a) ist durch

A®B:= (A B)

erklirt, wobei im Argument das exakte Produkt A - B steht. Konkret ist fiir
alle b =17 x 0 € PT das Produkt

VEVET(AB) [y Wy W't

zu bestimmen. Die Auswertung von (AB)|, war bereits fiir iibliche H-
Matrizen kompliziert (vgl. §7.4). Gleiches gilt fiir die Durchfithrung von A® B.

Der H2-Matrix-Matrix-Multiplikations-Algorithmus geht auf Borm [18,
§7.7] zuriick und kann dort nachgelesen werden. Erstaunlicherweise lisst sich
lineare Komplexitét ohne logarithmischen Faktor beweisen (vgl. [18, Theorem
7.17)).
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Satz 8.8.1. Die beteiligten H?-Formate mégen wie in (8.23) einen stufen-
abhingigen Rang besitzen. Dann bendtigt der in Borm [18, §7.7] beschriebene
Algorithmus zur Ausfihrung von (8.28a) den Aufwand O(#I + #J + #K).

Damit ergibt sich O(n) fur [ = J = K mit #I = n.

In Lemma 7.4.5 wurde bei der H-Matrixmultiplikation ein Rang k
bestimmt, sodass das Produkt von M’ € H(k', P) und M" € H(k", P) exakt
in H(k, P) liegt. Entsprechend kann man fragen, wie der Blockclusterbaum
T(I x K) und die Réume {VE} -er(r) » WS Yoer(x) aussehen miissen, damit
das exakte Produkt AB in H?(Pc, {VE}rerry , AWS Yoer(x)) liegt (damit
ist auch die Addition C' + AB exakt). Die Antwort auf diese Frage findet sich
in Bérm [18, Theorem 7.27].

8.8.2 Multiplikation bei gesuchtem H2-Format

Gegeben seien ‘H?-Formate (8.28¢,d). In vielen Féllen liegen fiir das Produkt
AB keine Réume {VEY}, cryund {WE} ser (k) vor, die fiir das H2-Format
(8.28¢) bendtigt werden®. Warum der Vorschlag V¢ := VA und WS = W5
nicht ausreichend ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 8.8.2. Lemma 9.2.2b wird zeigen, dass Finite-Element-Matrizen
wegen ihrer speziellen Schwachbesetztheitsstruktur fiir die trivialen Rdume

VvA={0} und WA={0}

zu H2(Pa, {V2}rery » W2} oer(s)) gehoren. Das Produkt AB mit einer
weiteren H2-Matrix B ist im allgemeinen nicht mehr schwach besetzt. Da
die Verwendung von V¢ := VA = {0} bedeutet, dass alle Blocke (AB) |, fiir
b e Pg durch Nullblscke ersetzt wiirden, ist V¢ := V4 offenbar keine gute
Wahl.

Im Prinzip kénnte mochte man C + AB exakt berechnen und dann wie in
§8.7 die H2-Riaume V¢ und WS adaptiv bestimmen.

Ein zweiter Weg konnte iiber die iiblichen H-Matrizen fithren: Wegen
Anmerkung 8.1.3 ist jede H2-Matrix auch eine H-Matrix. Man kénnte A, B, C
als H-Matrizen interpretieren und in der H-Arithmetik C'® A® B durchfiihren.
Die resultierende H-Matrix wiirde dann gemif §8.7 in eine H2-Matrix mit
geeigneten V', WS -Riumen konvertiert. Gegen die Anwendung der Multipli-
kation im H-Format spricht, dass man die H2-Struktur eingefiihrt hat, um die
Arithmetik zu vereinfachen (vgl. Anmerkung 8.1.4).

Es bietet sich ein Ausweg an, der zwischen dem H- und H?2-Format liegt.

® Eine #hnliche Frage stellt sich fiir die Inverse einer H?-Matrix. Dass die Unter-
raumfamilien von A € H*(P,{V:}rer(r) , {Ws}oer(s)) nicht mit den optimalen
von A~! iibereinstimmen miissen, zeigt Lemma 9.3.8.
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Definition 8.8.3 (Semiuniforme Matrizen). P sei eine Partition zu
T(I x J). AV:}rerr) und {Ws}oer(s) seien die H*-Riume aus (8.9a,b).
a) Linksuniforme Matrizen M € HE (P, {V:}rer)) sind durch die
Eigenschaft
Bild(M|,) C V; fiir alleb=171 x o € P*

charakterisiert. Die Matrizblocke M|, werden fir b € Pt durch M|, = V, BT
mit Vy gemdp (8.10) und einer allgemeinen Matriz B € R7*{1-kv(D} qap
gestellt.

b) Rechtsuniforme Matrizen M € HZ . (P, AWs}oer(s)) sind durch die
Eigenschaft

Bild(M|)") c W,  fiir alleb=1 x o € P*

charakterisiert. Matrizblécke M|, werden fir b € PT durch M|, = A(W, )T
mit W, gemdp (8.10) und einer allgemeinen Matriz A € RDAL-kw (o)} dop.
gestellt.

¢) Semiuniforme Matrizen aus Hai(PAVr brer () {Ws boer(s)) sind
Summen von links- und rechtsuniformen Anteilen.

Fiir H-Matrizen konnte bei der Multiplikation die Idealeigenschaft
ausgenutzt werden: Produkte von R(k)-Matrizen mit beliebigen anderen er-
geben wieder das Format R (k) (vgl. Anmerkung 2.3.1d). Diese Vereinfachung
trifft auf H2-Matrizen nicht zu. Hier ldsst sich aber das semiuniforme
Format ausnutzen. Teilprodukte von A - B haben zum Beispiel die Form
Alrxse - Blixo, wobel T X 3¢ € Py, aber vielleicht » x o ¢ Pg. Da

Bild(Al; 5. - Bloxo) C Bild(Alrxs.) C Vs,

hat das exakte Produkt die Darstellung A|,x,, - Bl,xo = V;Z " fiir ein geeig-
netes Z € R7*{Lkv(7)} d h. das Produkt gehort zum linksuniformen Anteil.
Analog gehdrt Al «,. - Bl,.xo zum rechtsuniformen Anteil, wenn » x o € Pp.

Die Matrixmultiplikation mit adaptiver Wahl der H2-Riume wird daher in
Borm [18, §8] so durchgefiihrt, dass das Produkt als semiuniforme Matrix in
H i (PoAVr b rerr), {Wo }oer(s)) berechnet wird, das Resultat als (gekiirzte)
H-Matrix interpretiert und dann geméi8 §8.7 in eine H2-Matrix mit geeigneten
VY WE-Réumen konvertiert wird.

Die Komplexitéitsabschitzungen in Bérm [18, Lemma 8.14] enthalten die
Baumtiefen und damit wieder einen logarithmischen Faktor: O(nlogn).

8.9 Numerisches Beispiel
Die folgenden Resultate stammen aus Bérm [18, §8.5]. Zum Test der Matrix-

multiplikation wird die Matrix M als Diskretisierung des Einfachschicht-
operators gewéhlt (vgl. §10.1.2). Mit dieser als H2-Matrix dargestellten, vollen
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Matrix wird die Matrixmultiplikation M - M durchgefiihrt. Fiir das H2-
Produkt gibt es zwei Varianten. Die Spalte “a priori” zeigt die Rechenzeiten
(in sec) fiir die Multiplikation bei gegebenem H2-Format (vgl. §8.8.1), die
Spalte “a posteriori” entspricht dem adaptiven Algorithmus aus §8.8.2. Zum
Vergleich wird M als H-Matrix interpretiert und die Multiplikationszeiten
der H-Arithmetik in Spalte “H-Arithmetik” gezeigt. Die Grofle der Matrix
M € R™T nimmt verschiedene Werte n = #1I an.

n a priori a posteriori H-Arithmetik
768 0.7 0.7 0.7
3072 32.1 32.6 153.0
12288 70.6 276.6 824.8
49152 235.4 1343.7 6591.3
196608 807.8 6513.3 29741.6

Man entnimmt diesen Zahlen die Uberlegenheit der H2-Arithmetik gegeniiber
der H-Arithmetik. Die Variante mit fester Basiswahl ist dabei noch einmal
deutlich schneller als die adaptive Variante.

Zur parallelen Implementierung der H2-Matrixmethode auf Clustern mit
verteiltem Speicher findet man Hinweise in Bérm-Bendoraityte [22].
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Verschiedene Erginzungen

9.1 Konstruktion schneller Iterationsverfahren

Solange man hinreichend genau berechnete H-Matrixapproximationen ver-
wendet, erscheint die H-Matrix-Technik als eine direkte Methode mit dem
Unterschied, dass die Fehler nicht durch die Maschinengenauigkeit, sondern
durch die Genauigkeit der H-Matrix-Berechnung charakterisiert sind.

Der Ubergang von direkten und iterativen Verfahren ist flieBend. Selbst
die GauB-Elimination wurde in Gestalt der “Nachiteration” in eine itera-
tive Form gebracht, allerdings in Zeiten, als die Computerarithmetik stan-
dardméBig noch die einfache Genauigkeit verwendete.

Jede konsistente, lineare Iteration! zur Losung des Gleichungssystems
Az = b hat die Gestalt

xm-{-l =™ _ N (A.’L‘m _ b) (91)

(vgl. [66, (3.2.4)]) mit einer Matrix N € R!*!. Umgekehrt definiert jede
Matrix N € R?*! {iber (9.1) eine konsistente, lineare Iteration. Die Kunst der
Konstruktion von (9.1) liegt darin, passend zu A ein N zu finden, sodass die
Iteration nicht nur gegen x konvergiert, sondern auch eine moglichst schnelle
Konvergenzgeschwindigkeit aufweist und billig durchzufithren ist. Asymp-
totisch ist die Konvergenzgeschwindigkeit durch den Spektralradius p(I— N A)
gegeben (vgl. (13.1b) zu p und [66, Satz 3.2.7] zur Konvergenzaussage). Die
optimale Geschwindigkeit ist p(O) = 0 fiir die Wahl N := A~L,

Wihrend iibliche Methoden keinen Zugang zu A~! haben, ist die Situation
bei der ‘H-Matrix-Technik umgekehrt. Das Resultat der Inversenberechnung
(vgl. §7.5) ist eine sogar recht gute approximative Inverse N ~ A~!. Noch
giinstiger ist es, die approximative Inverse in der Form N = (LU )_1 mit der
H-LU-Zerlegung A ~ LU (vgl. §7.6 und §9.2.7) zu konstruieren. Man beachte,

! Eine konsistente Iteration liegt vor, wenn die Lésung « von Az = b ein Fixpunkt
der Iteration ist. Eine Iteration ist linear, falls ™! linear von =™ und b abhéngt.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9.9,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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dass die Anwendung (LU) ' z(™) = U1 (L‘lx(m)) exakt und billig mit der
Vorwérts- und Riickwartssubstitution aus §3.8.1 und §3.8.2 durchfiihrbar ist.
Eine Invertierung von L oder U ist unnétig.

Die Approximation N ~ A~! kann z.B. durch eine Normabschiitzung

11— NA|,<e<1 (9.2a)

prizisiert werden. Ungleichung (9.2a) ist hinreichend fiir die Spektralnorm-
abschitzung
p(I —NA) <e<1. (9.2b)

Die letzte Ungleichung beweist nicht nur Konvergenz, sondern auch die Rate €.
Ist etwa e = 0.1, gewinnt man in der Iteration (9.1) pro Schritt asymptotisch
eine Dezimalstelle. Dies gilt schon als schnelle Konvergenz, wiahrend N noch
als grobe Néherung der Inversen gelten wiirde.

Eine Alternative zu (9.2a) ist

I —AYV2NAY? |, <e<1 (9.2¢)

fiir positiv definite A. Dies ist dquivalent zu der Energienorm-Abschéitzung
At = N||, < e (Il 4 ist die zur Vektornorm ||z||, := || A2z, gehorige
Matrixnorm). Auch (9.2¢) impliziert (9.2b).

Gelten (9.2a) oder (9.2c¢), so hat man nicht nur eine asymptotische
Konvergenzaussage, sondern fiir jeden Iterationsschritt gilt die Fehler-
abschétzung

[a™ T —a|| <ella™ —al|  fiw =1, baw. =14
Diese Kontraktionsaussagen sind gerade dann wichtig, wenn nur wenige
Iterationsschritte ausgefithrt werden sollen.

Bei der Bestimmung der approximativen Inverse N ist Folgendes abzu-
wagen:

e Relativ ungenaue Approzimation (moderates ¢ < 1): In diesem Fall
kommt man mit kleinerem lokalen Rang der H-Matrixdarstellung aus, was
Speicheraufwand und Rechenkosten spart. Dafiir sind mehrere Schritte des
Iterationsverfahrens (9.1) auszufiihren. Letzteres ist aber von geringerem
Gewicht, da die Ausfithrung der Matrix-Vektor-Multiplikationen Az™ und
Nd fir d := Az™ — b wesentlich schneller ist als die Inversion bzw. LU-
Zerlegung, die fiir N bendotigt wird.

e Relativ genaue Approzimation (kleines ¢ < 1): Der lokale Rang der H-
Matrixdarstellung wird logarithmisch mit 1/¢ steigen, dafiir erhiilt man
ein Iterationsverfahren, von dem nur ein oder zwei Schritte ausgefiihrt
werden miissen.

Die iiblichen Iterationsverfahren verwenden fiir positiv definite A zum
Beispiel N := B~! mit Matrizen B, die zu A spektraliquivalent sind, d.h.
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1
- (Az,x) < (Bz,x) < c(Az, z) fiir alle z € RY (9.3)
c

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Ubung 9.1.1. Man zeige, dass (9.2c) die Spektraliquivalenz (9.3) fiir
B=N"!mitc:= é ~ 1 + ¢ impliziert.

Wihrend diese Ubung zeigt, dass die approximative Inverse zu einer
spektraldquivalenten Matrix fiihrt, ist die Umkehrung falsch. Beispielsweise
erfiillt B := cA fiir jedes ¢ > 1 die Ungleichung (9.3), wihrend B~! = 14~}
kaum als approximative Inverse bezeichnet werden kann. Im Prinzip sollte es
daher auch andere H-Matrix-Kandidaten fiir N geben als die approximative
Inverse. Allerdings ist die Losung der folgenden Aufgabe noch vollig offen.

Aufgabe 9.1.2. Gegeben sei eine H-Matrix A € RI*! (eventuell als positiv
definit angenommen). Man bestimme eine H-Matrix N € R?*! mit moglichst
geringem lokalen Rang, sodass B := N~! die Spektraliquivalenz (9.3) erfiillt.

Die Spektraliquivalenz kann aber auf andere Weise ins Spiel kommen.
Bei der Losung von nichtlinearen Problemen oder parabolischen Differential-
gleichungen entsteht die Situation?, dass man im Laufe der Berechnungen
Gleichungssysteme A®)z(*) = p(*) mit unterschiedlichen Matrizen A®) zu
16sen hat, die aber im Allgemeinen noch spektraldquivalent sind. Dann reicht
es, fiir A©©) eine approximative Inverse N zu berechnen und fiir AW, A®) .
dieses N in der Tteration (9.1) mit A = A®) zu verwenden.

9.2 Modifizierte Clusterbidume fiir schwach besetzte
Matrizen

9.2.1 Problembeschreibung

Moderne direkte Gleichungsloser fiir schwach besetzte Matrizen versuchen in
ausgefeilter Weise, den Auffiillungseffekt wihrend der LU-Zerlegung moglichst
gering zu halten. Formal bedeutet dies in der Regel, eine Permutation P zu
finden, sodass die LU-Zerlegung (ohne Pivotisierung) von PAPT giinstiger
als die fiir A ist?. Eine seit langem angewandte Methode ist die Minimierung
der Bandbreite, da Auffiillung der LU-Faktoren nur innerhalb des Bandes
stattfindet.

2 Im nichtlinearen Fall fithrt z.B. das Newton-Verfahren zu verschiedenen Linea-
risierungen A(”), wobei v der Index der Newton-Iteration ist. Im parabolischen
Fall treten Matrizen A(t) auf, die von der Zeit ¢ abhéngen. Fiir t = 0, At, 2A¢, . ..
ergeben sich die Matrizen A" = A(vAt).

% BEs sei daran erinnert, dass die LU-Zerlegung von der Anordnung der Indizes
abhingt. Andert man die Anordnung mittels einer Permutation P, erhilt man
eine andere LU-Zerlegung.
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Ahnliches soll im Folgenden fiir die LU-Zerlegung mittels H-Arithmetik
versucht werden. Die prizisen Bedingungen an die (Besetztheitsstruktur der)
Matrix werden in §9.2.3 erldutert. Die Anordnung fiir die LU-Zerlegung (und
damit die Permutationsmatrix P) ist durch den Clusterbaum T'(I) festge-
legt. Alternative Permutationen erfordern somit alternative Clusterbdume.
Ein solcher wird in §9.2.4 eingefiihrt.

Auch wenn die LU-Zerlegung die Hauptanwendung ist, wurden die nach-
folgenden Methoden zunéchst fiir die Parallelisierung der Inversion entwickelt,
wie in §9.2.5 beschrieben wird. Auf die Moglichkeit, die Schwachbesetztheit
erfolgreich auszunutzen, wurde zuerst von Lintner in [110] und seiner Disser-
tation [109] hingewiesen. Die nachfolgenden LU-Varianten gehen auf die
Arbeiten Grasedyck-Kriemann-Le Borne [61, 60] zuriick und haben sich als
eine sehr schnelle Losungsmethode herausgestellt.

9.2.2 Finite-Element-Matrizen

Der Name “finite Elemente” bezeichnet die Tatsache, dass der Definitions-
bereich? (2 durch ein Gitter 7 bestehend aus offenen “finiten Elementen”
t € T disjunkt zerlegt ist:
U _ t=2
teT

und dass die Finite-Element-Basis {¢; : i € I} von V,, Tréger der Form
Triiger(¢i) = U;eq, t mit 7; C T besitzt, wobei die Zahl #7; unabhéngig von
n klein sein soll (vgl. Abbildung 11.1). Genauer sollen die Zahlen®

Coan (i) 1= # j € I: Trager(¢;) und Trager(¢,)
schw(t) == haben gemeinsamen inneren Punkt
Cschw = InaXger CYschw (Z)

}fﬁrie[,

unabhéngig von n durch eine feste Konstante beschrinkt sein.

Beispiel 9.2.1. a) Fiir stiickweise konstante Basisfunktionen ist Cyenyw (7) = 1,
da Trager(¢;) =: t; € 7. Jeder Index i entspricht eineindeutig einem finiten
Element ¢; aus 7.

b) Im Falle stiickweise linearer Basisfunktionen eines zweidimensionalen
Dreiecksgitters oder dreidimensionalen Tetraedergitters entspricht jeder Index
i € I einem Eckpunkt z; € 2 eines Dreiecks (Tetraeders), und Cyepy (i)
ist die Zahl der Elemente, die z; als einen der Eckpunkte besitzen. Damit
Cienw (1) < const gilt, muss zum Beispiel die Formregularitit (6.12a) voraus-
gesetzt werden.

4 Gelegentlich muss der Definitionsbereich {2 durch eine Approximation (2 ersetzt
werden (z.B. bei krumm berandeten Gebieten oder gekriimmten Mannigfaltig-
keiten).

® Der Fall, dass die abgeschlossenen Mengen Triiger(¢;) und Triger(¢;) Rand-
punkte gemeinsam haben, wird in Cichw (¢) nicht gezihlt.
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Matrizen, die bei der Finite-Element-Methode auftreten, sind spezielle
schwach besetzte Matrizen. Im Vorgriff auf §11 wird hier auf eine triviale, aber
wichtige Eigenschaft hingewiesen. Alle im FEM-Zusammenhang auftretenden
Integrale haben die Form

M, = / ) (D16)(2) (Do) () da

wobei D; und Dy mogliche Ableitungsoperatoren sind. Da aber die
Inklusion Tréger(Dp¢;) C Trager(¢;) gilt und sich wegen der Finite-
Element-Eigenschaft nur wenige Triger {iiberschneiden, ist die Anzahl
#{jel:M;#0} der Nichtnullelemente pro Zeile unabhéngig von der
Grofle der Matrix beschrankt, d.h. M ist im klassischen Sinne schwach
besetzt.

Lemma 9.2.2. a) Sei H(k, P) € R™*! ein beliebiges H-Matrizformat, wobei
die in P eingehende Zulissigkeitsbedingung durch eine der Ungleichungen
(5.8) oder (5.9a-c) mit n > 0 gegeben ist. Ferner sei dist(r, o) mittels (5.5a,b)
und (5.6b) definiert. Dann ist jede Finite-Element-Matriz (exakt) in H(k, P)
enthalten.

b) Die Finite-Element-Matriz gehirt ferner fir alle Raume {Vr}rcr(ry und
Wotoery zu HA(PAV: b rery  {Wotoer(s))- Insbesondere ist es eine
H2-Matriz fir die triviale Wahl V, = {0} und W, = {0}.

¢) Die Aussage gilt allgemeiner fiir jede Partition P mit der folgenden
Implikation:

b=7x0c€ePt —

fir alle i € T und j € o haben Trager(¢;) und Trager(¢;)
keinen gemeinsamen inneren Punkt.

Beweis. 1) Die Zulissigkeitsbedingungen in Teil a) implizieren fiir ¢ € 7 und
jeo (b=1xo0ePT), dass dist(r,0) > 0. Definitionsgemif} gilt dann

dist(X;, X;) = dist(Tréger(¢;), Trager(¢;)) > 0

d.h. Tréger(¢;) und Triger(¢;) sind disjunkt und besitzen daher auch keinen
gemeinsamen inneren Punkt. Damit ist Teil ii) anwendbar.

ii) Fiir alle (4,j) € b = 7 x 0 € P™ hat M;; = [, w(D1¢;)(D2¢;)dx
einen Integranden, der fast iiberall verschwindet, sodass M;; = 0. Dies beweist
M|, = O fiir alle b € P*. Wegen Rang(M|,) = 0 < k ist dieser Teil der Matrix
exakt in H(k, P) darstellbar. Fiir b € P~ wird die verlustlose Darstellung als
volle Matrix verwendet, sodass insgesamt M € H(k, P) folgt. Da M|, = O €
V. X W, fiir alle V; und W, folgt auch Teil b). [ ]

Die Darstellung einer Finite-Element-Matrix M im schwach besetzten

Format (vgl. §1.3.2.5) ist im Allgemeinen die giinstigste, und die Eigen-
schaft M € H(k, P) soll nicht bedeuten, dass hier vorgeschlagen wiirde, M
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stattdessen im H-Matrixformat zu speichern. Aber wenn M als Eingabe-
parameter einer H-Matrixoperation (z.B. Inversion oder LU-Zerlegung)
verwendet werden soll, ist dies nach Lemma 9.2.2 problemlos méglich. Die
Konvertierung einer schwach besetzten Matrix in das H-Format besteht aus

a) M|, := O fiir b € P* und
b) Ubertragung des Matrixblocks M|, fiir b € P~ als volle Matrix.

Fiir Teil a) ist die Modifikation des Rang-k-Formates geméfi Anmerkung 2.2.4
hilfreich. Der Teil b) ist fiir die Wahl n,i, = 1 trivial: alle Nicht-Null-Elemente
aus M werden in einen 1 x 1-Block M|, (b € P~) iibertragen. Im Falle von
Nmin > 1 ist die volle Matrix M|, mit weiteren Nullen aufzufiillen, die in der
schwach besetzten Darstellung unterdriickt werden.

9.2.3 Separierbarkeit der Matrix

Die in der Uberschrift genannte Eigenschaft, schwach besetzt zu sein, ist noch
nicht ganz ausreichend. Genauer wird an die Matrizen die folgende Bedingung
gestellt:

Die Indexmenge I sei disjunkt zerlegbar in I = I;UILUI, (9.4a)
und #1, < #1, (9.4¢)

sodass die zu zerlegende Matrix A, nachdem man die Indizes in der Reihenfolge
Iy, I, I sortiert hat, die Blockgestalt

L L
—_———
I A Als
A = A 0 (9.4d)
Iz{ O | Ayl A
Is ¢ Ass
Asl AsZ

aufweist. Die Indexmenge I, sei Separator genannt, da Al(j\7)x(r\z,) in die
Diagonalblockmatrizen A1 und Ass zerfillt; die Aulerdiagonalblocke Aqo und
Aoy enthalten nur Nullen.

Die Bedingung (9.4b) stellt zum einen sicher, dass
Aj; und Asg von dhnlicher Gréflenordnung sind, zum
anderen, dass die Nullblocke grofl sind (wiire #I; = 1,
bilden A12, A1 nur eine Zeile bzw. Spalte).

Bedingung (9.4c¢) sagt aus, dass der Separator ver-
gleichsweise klein ist. Quantifizierungen werden noch
folgen.

Die Forderungen (9.4a,d) konnen anhand des
Matrixgraphen G(A) (vgl. Definition A.1.1) einfach

Abb. 9.1. Matrix-
graph mit Zerlegung



9.2 Modifizierte Clusterbdume fiir schwach besetzte Matrizen 223

formuliert werden. I ist die Knotenmenge. Es gebe eine (kleine) Untermenge
I, sodass der Graph nach Streichen aller zu Iy gehorenden Knoten und
Kanten in zwei unverbundene Teilgraphen zu den Knotenmengen I; und I
zerfallt (vgl. Abbildung 9.1).

Die letzte Formulierung liefert sofort eine hinreichende Bedingung fiir
(9.4a-d). Wenn G(A) ein planarer Graph ist, reicht ein linearer Graph wie in
Abbildung 9.1 als Separator. Planare Graphen entstehen zum Beispiel bei der
Diskretisierung von zweidimensionalen Randwertaufgaben mit Differenzenver-
fahren oder stiickweise linearen finiten Elementen. Ist n = #1I die Problem-
grofle, erwartet man fiir den Separator nach geeigneter Wahl #1; = O(y/n)
und #1I,,#I ~ n/2. Im Falle der finiten Elemente im Gebiet 2 C R? be-
stimmt man eine Kurve v C 2 mit Endpunkten auf I" = 02, die aus Seiten der
Dreiecke der Finite-Element-Triangulation besteht
(vgl. Abbildung 9.2). Die Indizes ¢ € Is sind den
Knotenpunkten in vy zugeordnet. Die Knoten links
(rechts) von v werden zu I (I3) zusammengefasst.
Sind i1 € I; und is € I5, so liegen die Trager der
Abb. 9.2. Gebiets- Basisfunktionen ¢;, und ¢;, auf verschiedenen Seiten
zerlegung mittels y von v und koénnen sich hochstens mit ihren Réndern

iiberlappen. Damit folgt A;,;, = 0, wie in (9.4d) ge-
fordert. Sollte der Triger der Basisfunktionen breiter sein®, muss auch der
Separator breiter gewéhlt werden.

Im d-dimensionalen Fall £2 C R? ist 7 als eine (d — 1)- 0
dimensionale Mannigfaltigkeit zu wahlen, die aus Seiten- 0 O m
flichen (d = 3) der finiten Elemente besteht und 0y C 012 =
erfiillt. Dann bilden die in + enthaltenen Knotenpunkte O 0
den Separator I;. Die zu erwartenden Gréflenordnungen 0
sind nun #I, = On4=D/4) und #I,,#I, ~ n/2. Mit 1
steigender Dimension d verschlechtert sich das Verhéltnis App. 9.3, Zwei
#I/#1 = O(n~1/1). fache Zerlegung

Die Beispiele der Randwertaufgaben in {2 machen deut-
lich, dass das Verfahren iteriert werden kann: + trennt (2 in Teilgebiete (24
und (25, und die Untermatrizen A;; und Ass aus (9.4d) gehoren zu Rand-
wertaufgaben in diesen Teilbereichen, sind also von gleicher Natur wie die
Originalmatrix.

Letzteres fithrt zur abschlieSenden Voraussetzung:

Die Teilmatrizen A;; := A|j, x5, (i = 1,2) sollen wieder

(9.4a-¢) erfiillen oder hinreichend klein sein. (9.de)

Die Forderung gewihrleistet, dass die Zerlegung rekursiv fortgesetzt werden
kann (Abbildung 9.3 zeigt das Resultat nach einer weiteren Zerlegung). Die

6 Der Triiger eines eindimensionalen kubischen B-Splines enthilt vier Intervalle,
reicht also iiber die Nachbarknoten bis zu den iiberndchsten Knoten. In einem
quadratischen Gitter konnte man Tensorprodukte dieser B-Splines bilden.
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Bedingung #I, < #1 ist selbstversténdlich keine prézise Bedingung. Insbe-
sondere verliert das Zeichen < jede Bedeutung, wenn #I nicht mehr grofl
ist. In diesem Fall bricht die Rekursion ab, da in (9.4e) “hinreichend kleine”
Teilmatrizen auftreten.

Die Zerlegung (9.4a) findet sich schon bei dem dissection-Verfahren von
George [45]. Sie entspricht aber auch der (iterierten Form der) Gebiets-
zerlegung.

9.2.4 Konstruktion des Clusterbaums

Die Zerlegung der Indexmenge [ in die drei Teilmengen aus (9.4a) kann relativ
leicht durchgefiihrt werden. Eine Variante der Zerlegung aus §5.4.2 lautet wie
folgt. Seien den Indizes i € I wieder Knotenpunkte & € R? zugeordnet. Die
Zerlegung des (Minimal- )Quaders liefere die Bin&rzerlegung von I in I; und
I5. Die erste Menge I := I; wird iibernommen, die zweite jedoch noch zerlegt:

I,:={ieIy:esgibt Aj; # 0 oder Aj; # 0 fiir ein j € I},
12 = jQ\[S.

Offenbar erfiillt die Zerlegung (11, I, I;) die Bedingung (9.4a). Allerdings kann
der Zerlegungsalgorithmus noch verbessert werden, um #1; moglichst klein zu
machen (Bedingung (9.4¢)) und Iy, I von &hnlicher Kardinalitéit zu erhalten
(Bedingung (9.4b)).

Prinzipiell kénnte man diese Zerlegung rekursiv fortsetzen und erhielte so
einen terndren Baum T'(I). Es stellt sich aber heraus, dass dieses Vorgehen
nicht optimal ist. Der Grund ist der unterschiedliche Charakter der drei Teil-
mengen I, Is und ;. Zur Illustration wird im Folgenden der zweidimensionale
Fall 2 C R? zugrundegelegt. Die ersten beiden Mengen I; und I, entsprechen
den (zweidimensionalen) Teilgebieten (2; und {25 (vgl. Abbildung 9.2). Da-
gegen gehoren die Indizes von I zu Knoten der (eindimensionalen) Kurve .
Jeder Zerlegungsschritt halbiert die zugehorige Knotenmengen {¢; : ¢ € I},
a € {1,2,s}, in der Raumrichtung gréfler Ausdehnung. Wie im Beweis von
Anmerkung 5.4.2 erwéhnt, sorgt das Verfahren dafiir, dass ein d-dimensionaler
Ausgangsquader nach d Zerlegungsschritt (beziiglich des Durchmessers) in
etwa halbiert ist. Dies bedeutet: Die Durchmesser von Indexmengen, die zu
Teilgebieten von £2 gehéren, werden im Schnitt um 1/v/2 pro Zerlegungsstufe
verkleinert; die Durchmesser von Indexmengen, die zu Trennlinien ~ gehoren,
werden dagegen im Schnitt um 1/2 verkleinert. Auf der Stufe ¢ enthilt T (1)
somit Indexmengen von zunehmendem Groéflenunterschied. Da spéter Blocke
o X 7 aus Clustern 7, o der gleichen Stufe konstruiert werden (“Stufentreue”),
sind diese in einer Richtung (Zeile oder Spalte) unnotig verfeinert.

Die folgende Modifikation (hier fiir d = 2 erklirt und illustriert) ver-
meidet die systematische Verzerrung der Gréflenordnungen. Die Clustermenge
T(I) wird in “zweidimensionale” Cluster Ty (/) und “eindimensionale” Cluster
Ty—1(I) unterteilt. Thre Definition ist:
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a) I €Ty(I),

b) ist 7 € Ty(I), so gehoren die Sohne 71,72 zu Ty(I), wihrend der dritte
Sohn 74 zu Ty_1(I) gehort,

c) alle Nachfolger von 7 € T;_1(I) gehoren zu Tg_1 ().

Abb. 9.4. Clusterbaum T'(I)

In Abbildung 9.4 entsprechen Rechtecke mit gestrichelten Seiten Clustern aus
T,—1(I), die anderen Rechtecke entsprechen Ty_1(1).

Die Zerlegungsregeln lauten:

a) Ein Cluster 7 € Ty(I) wird stets ternér zerlegt. Da im Falle einer LU-
Zerlegung eine Anordnung der Séhne von 7 erforderlich ist, sei diese wie
folgt festgelegt: Zuerst kommen die Séhne 71,7 € S(7) N Ty(I) in belie-
biger Reihenfolge (Kantenkennzeichnung in Abbildung 9.4 mit durchge-
zogener Linie), danach der Sohn 75, € S(7) N Ty_1(I) (gestrichelte Linie).

b) Die Behandlung eines Clusters 7 € Ty_1(I) hingt von seinem Abstand
zum néchsten Ty(I)-Vorfahr ab. Hierzu sei

a(7) := min{level() — level(7") : 7" € Ty(I) Vorfahr von 7}

eingefiihrt.

ba) Fiir ungerades a(7) wird nicht geteilt” (punktierte Kante in Ab-
bildung 9.4).

bb) Fiir gerades o(7) wird 7 wie bisher gemif} §5.4 binir® geteilt (strich-
punktierte Kanten in Abbildung 9.4).

" Zur Problematik der Baumnotation vergleiche man Bemerkung 5.3.2.
8 Da in Blocken mit Ty—;(I)-Komponente (wie z.B. A;s aus (9.4d)) Auffillung
stattfinden wird, ist eine ternédre Aufspaltung nicht sinnvoll.
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Diese Regeln garantieren, dass alle Cluster aus 7)(I) Nachfolger auf der
Stufe ¢ + 2 haben, deren Durchmesser in etwa halbiert sind. Fiir d = 3 sind
diese Regeln geeignet abzudndern.

Der zugehorige Blockclusterbaum? T'(1 x I) sei stufentreu konstruiert. Die
Blockpartition bis zur Stufe ¢ = 2 ist in Abbildung 9.3 zu sehen.

9.2.5 Anwendung auf Invertierung

Bei einer Implementierung auf einem Parallelrechner besitzt der Invertierungs-
algorithmus aus §7.5.1 einen prinzipiellen Nachteil. Die Invertierung von
M|+ kann erst erfolgen, wenn die #S7()(7) Invertierungen in den Blocken
' x 7" (7" € Sp)(7)) abgearbeitet sind. Dies verhindert eine Paralleli-
sierung!®. Bei der Zerlegung (9.4d) sind zwar auch erst die Diagonalblocke
Ajq und Asy zu invertieren, bevor das Schur-Komplement auf I, x I, gebildet
und invertiert werden kann, aber zum einen kénnen die Inversen von A1 und
Ags vollig parallel berechnet werden und zum anderen sind die Berechnungen
auf Iy x Iy wegen der Bedingung (9.4c) wesentlich billiger als die Aj1- und
Ago-Invertierungen.

Der Algorithmus ist weiterhin sequentiell in der Stufenzahl: Die Inver-
tierung von M|« kann erst erfolgen, wenn die Invertierungen zu 7’ x 7/
(" = S(7)) beendet sind.

Néheres zu dieser Methode findet sich in Hackbusch [70] und Hackbusch-
Khoromskij-Kriemann [85]. Parallele H-Matrix-Implementierungen werden
allgemein von Kriemann [103, 104] diskutiert.

9.2.6 Zulissigkeitsbedingung

Bei der Berechnung der Inversen fiillen sich alle Nullblocke auf, da im
Allgemeinen A~! keine Nullen enthélt. Die folgenden Modifikationen beziehen
sich daher nur auf Matrixoperationen, die die Nullblockstruktur (9.4d)
erhalten. Hierzu gehort auch die LU-Zerlegung (siehe Anmerkung 9.2.3).

Die Nullblécke aus (9.4d) sind durch

7 x 7" mit 7' # 7" und 7, 7" € S(7) N Ty(I) fiir ein 7 € Ty(I) (9.5)

charakterisiert. Die Blécke b = 7/ x 7/’ sind nicht zuléissig im Sinne der Defini-
tion 5.2.4, da sich die Tragermengen X und X, in der Trennlinie y beriihren
und somit dist(7’, 7”) = 0 gilt. Trotzdem ist macht es keinen Sinn, b weiter zu
zerlegen. Deshalb wird die Zuléssigkeitsbedingung Adm*(-) aus (5.50) modi-
fiziert:

¥ Da hier LU-Zerlegungen durchgefiihrt werden sollen, ist nur der quadratische Fall
I = J von Interesse.

10 Unbenommen ist die Parallelisierung der auftretenden Matrix-Matrix-Multi-
plikationen und -Additionen.
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Adm** (1" x 7"") := (Adm* (7" x 7") oder 7/ x 7" erfiillt (9.5)).

Die Partition P := minimale_zulissige_Partition(I x I) C T(I x I) ist in
(5.52) definiert, wobei in (5.53) Adm* durch die neue Zuléssigkeitsbedingung
Adm** ersetzt sei. Bisher wurde P in die Nah- und Fernanteile zerlegt:
P = P~UPT. Jetzt bietet sich eine dreifache Zerlegung an:

P=PUP UPT  mit P’ :={bc P erfiillt (9.5)},

wihrend P\P? wie bisher in P~UP¥ zerlegt wird.

9.2.7 LU-Zerlegung

Der Algorithmus aus §7.6 kann unveréndert angewandt werden. Der Vorteil
des neuen Clusterbaums 7T'(I) ergibt sich aus der folgenden Aussage.

Anmerkung 9.2.3. A € H(k, P) erfiille Al, = O fiir alle b € P°. Dann liefert
die approximative LU-Zerlegung gem#f (7.40) Faktoren L,U € H(k, P), die
ebenfalls L|, = U, = O fiir b € P erfiillen.

Fiir zweidimensionale Probleme, d.h. Diskretisierungen von Randwert-
aufgaben in 2 C R?, lisst sich noch eine weitere Vereinfachung vornehmen,
die Blocke 7 x ¢ mit 7 € Ty_1(I) oder o € Ty4_1(I) betrifft. Sei zunéchst
angenommen, dass beide Cluster 7,0 zum “eindimensionalen” Teil Ty_1(I)
gehoren. Der Abstand dist(7, o) kann in den folgenden Fillen null sein oder
zumindest sehr klein werden:

a) T =o,

b) 7 und o gehoren zu Teilen derselben separierenden Kurve ~ (sieche Ab-
bildung 9.5, links),

c¢) 7 ist Teil von v und o Teil einer separierenden Kurve +/ im Teilgebiet (siehe
Abbildung 9.5, Mitte).

Im gemischten Fall 7 € T;(I) und o € Ty_1(I) tritt dist(7,0) = 0 in den
folgenden Fillen auf:

d) 7 gehért zu einem Teilgebiet {2, und o zu einem Separator 7, mit
Vo C Of2;.

e) 7 und 7' sind die Sohne von 7V. Das Teilgebiet £2,v ist zerlegt in £2, und
£2,/. o gehort zum Separator von (2. (siehe Abbildung 9.5, rechts).

In den Fillen a)
und d) gibt es viele T « |9
Indexpaare (i,7) mit b) c) | el
i € Tund j € o und © : 3 |

diSt(Xi,Xj) = 0. Da- A |
gegen beriihren sich Abb. 9.5. schwach zuliissige Fille
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die Triger zu 7 und o in den Féllen b), ¢), €) nur fiir ein Indexpaar. Dies
entspricht der Situation, die in §9.3 nédher analysiert wird. Wie dort an ein-
facheren Modellfillen ausgefiihrt, ist der Block 7 x o “schwach zuléssig”. Er
kann Element der Partition P werden und braucht daher nicht weiter unter-
teilt zu werden.

Wenn man nicht von der schwachen Zuldssigkeit Gebrauch machen will,
kann man zunéchst die iibliche Zulédssigkeit verwenden und dann iiber den
Rekompressionsschritt aus §6.7.2 zu einer groberen Partition iibergehen.
Hier stellt sich oft heraus, dass die schwach zulissigen Blocke Resultat der
Vergroberung sind (vgl. Grasedyck [53, Fig. 6]).

Umfangreiche numerische Resultate und Vergleiche mit anderen Verfahren
finden sich in Grasedyck-Hackbusch-Kriemann [59].

9.2.8 H-Matrixeigenschaften der LU-Faktoren

Wihrend die Inverse einer Diskretisierungsmatrix noch Eigenschaften mit
dem Schwartz-Kern des inversen Differentialoperators teilt, ist es zunéchst un-
klar, was die Eigenschaften der LU-Faktoren sind, ob sie insbesondere durch
das H-Matrixformat approximiert werden kénnen. Bebendorf [9] stellte tiber
die nachfolgend erklirten Schur-Komplemente eine Verbindung zwischen der
inversen Matrix und den LU-Faktoren her. Die Anwendung auf den Cluster-
baum aus §9.2.4 wurde kurz danach in Grasedyck-Kriemann-Le Borne [60]
ausgearbeitet. Die hier gegebene Darstellung folgt der letztgenannten Arbeit.
In §5.3.4 wurde die interne Anordnung der Indizes und Cluster von T'(I)
diskutiert. Es sei an folgende Notationen erinnert: i < j (bzw. j > i) ist die
Anordnungsrelation in I x I. Zu Teilmengen 7,0 C I sei definiert:

min(7) ;= argmin{i € 7}, max(7):=argmax{i € 7},
min(7, o) := min{min(7), min(c)}.
In {iblicher Weise kénnen Intervalle gebildet werden: Fiir 4, j € I seien
[i,7]:={vel:i<v<j}, [i,j)={vel:i<v<j}.

Nach Konstruktion der Anordnung in §5.3.4 gilt fiir alle Cluster 7 € T'(I) die
Intervalleigenschaft 7 = [min(7), max(7)].
Die Schur-Komplemente beziehen sich hier auf eine feste Matrix A € RT*1,

Voraussetzung 9.2.4 a) Fiir alle Intervalle p := [min(I),i] (i € I) sei die
Hauptuntermatriz Al,x, invertierbar.

b) Es gebe eine Funktion k(e) mit Werten in Ny, sodass zu jedem p aus
Teil a) und alle € > 0 eine approzimative Inverse B, 1 (e) € H(k(g), Plyx,p)
mit

H(A|p><p)_l - Bp,H(E)HQ <e (9.6)
ezistiert (zu P|,x, vergleiche man (6.3)).

Die Voraussetzung aus Teil a) ist hinreichend und notwendig fiir die
Existenz einer LU-Zerlegung.
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Die Uberlegungen aus §11 werden fiir die Inverse p c
von Finite-Element-Matrizen eine Ungleichung der Form 5l pxp
(9.6) ergeben. Fiir die Inverse der Masse-Matrix liefert
§11.1 eine entsprechende Abschéitzung. Eine typische
GroBenordnungen von k(e) ist O(log® #1Ilog® ' (1/¢)),
wobei d die Raumdimension des zugrundeliegenden
Gebietes ist. Die Resultate aus §11 sind etwas pessi-
mistischer: d — 1 ist durch d 4 1 ersetzt und es kommt
durch die Beweistechnik bedingt ein Finite-Element-
Konsistenzfehler hinzu. Da diese Approximations-
resultate nicht vom Gebiet abhéingen, gelten sie nicht nur fiir das Gesamt-
gebiet, sondern auch fiir Teilgebiete. Die Hauptuntermatrizen A,y , lassen
sich als Finite-Element-Matrizen zur gleichen Bilinearform aber beschrédnkt
auf ein Teilgebiet interpretieren.

T [ X0

Abb. 9.6. Blocke
TXound p X p

Definition 9.2.5. Es gelte Voraussetzung 9.2.4a. Fiir beliebige Cluster
7,0 € T(I) wird das zugehorige Schur-Komplement definiert durch

S(1,0) i= Alrxo — Alrxp (Alpxp) " Alpxo  mit p = [min(I), min(r, )).

Abbildung 9.6 illustriert die Lage der Blocke 7 x ¢ und p x p. Die bisher
aufgetretenen Schur-Komplemente entsprachen dem Sonderfall 7 = o. Falls
p =0, entfallt der Teil A|;x, (A|pxp)_1 Alpxo- So gilt insbesondere

S(I,1) = A. (9.7)

Lemma 9.2.6. Zu jedem Block b = 7 x 0 € T(I x I, P) und jedem ¢ > 0
existiert eine Matriz Sy(1,0) € H(ks(e), Ply) mit

15(r,0) = Sw(r, 0)ll; < |43,
wobei ks(e) = O(depth(T(I x I, P)?k(e)) mit k() aus Voraussetzung 9.2.4b.

Beweis. Wir verwenden die Definition Sy/(7,0) := Al;xo—Alrxp By (€) Al pxo
mit B, x(e) aus (9.6) anstelle von (A|,x,) . Die Multiplikation wird
exakt durchgefithrt und erhoht deshalb den lokalen Rang um den Faktor
O(depth(T(I x I, P)?) (vgl. Satz 7.8.19 und [60, Theorem 1]). ]

Das néchste Lemma behandelt den Fall 7 = 0. Es sei an die Menge Ty(I)

der Gebietscluster und die Menge T,;—1(I) der Separatoren(teilmengen) aus
§9.2.6 erinnert.

Lemma 9.2.7 ([60]). Die LU-Zerlegung des Schur-Komplements sei bezeich-
net mit S(r,7) = L(m,7)U(7,7). a) FirT € T(I)NTy(I) ist S(1,7) = Alrx+-
Falls 7 ¢ L(T(I)) gilt die Blockzerlegung
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A|T1><7'1 o A‘TIXTS

S(T, T) = A|7‘><'r = @) A|‘r2><7'2 A‘Tz)(‘f'g y
A|7'3><7'1 A|T3><T2 A‘T3><73
i L(Tl,Tl) O O
L(T,T) = 0 L(7-27T2) @ 9

_"4|7'3><‘I'1U(7—177—1)_1 A|7'3><7'2U(7—2a7—2)_1 L(Tg,T3)
_U(TlaTl) 0 L(Tlle)_lA‘nX'rg

U(r,7) = O Ul m) L2, m2) 'Alryxr |

O O U(T3,T3)

wobei 11,70 € T(I)NTy(I) und 75 € T(I)NTy—1(I) die drei Sohne von T sind.
b) FirT e T(I)NTg_1(I) mit zwei Sohnen 171,72 € T(I)NTq_1(I) gilt die
Rekursionsformel

_ [S(m,7) S(71,72)

Strr) = | S(ro,m1)  S(12,72) — S(72,71)S (11, 71) 1S (71, 72)
_ L(ri,71) @

Lirm) = | S(r2, 1)U }ﬁaﬁ) L(Tzﬁz)} ’
_[U(m,m)  L(r, 1) S(71,72)

U(r,7) = 0 U (s, 1) } .

Die Rekursion aus Lemma 9.2.7 fiir L(7,7) und U(7,7) kann von den
Bliittern 7 € L£(T(I)) bis zur Wurzel I angewandt werden. Wegen (9.7) sind
L=L(I,I) und U =U(I,I) die gesuchten LU-Faktoren von A = LU.

Fir die H-Matrixdarstellung wird das Format H(kry, P) im Falle der
Gesamtmatrizen Ly, Uy und das Format H(kry, P|rx-) fiir die Teilmatrizen
Ly(7,7) und Uy(7r,7) (r € T(I)) verwendet. Fiir die theoretische Unter-
suchung wird die optimale Kiirzung der exakten Matrizen verwendet:

LH( ) ,TkLU(L(Tv T))’ UH( ) ITkLU(U(Tﬂ_))v

wobei 7,7t in (7.6) definiert ist. Zur Abschitzung von ||L(7,7) — Ly/(7,7)|l,
und ||U(r,7) — Un(7,7)||, wird die obige Rekursion verwendet, wobei fiir
die dort auftretenden Schur-Komplemente Lemma 9.2.6 eingesetzt wird. Der
in [60, Theorem 1] durchgefithrte Induktionsbeweis ergibt schlieflich fiir
L = L(I,I) und U = U(I,I) Approximationen Ly und Uy mit folgender
Fehlerschranke:

Satz 9.2.8. Es gelte Voraussetzung 9.2.4. Dann gilt

|L — Ly||y < cudepth(T(I x I, P)) ||A||§57
|U — Upl|, < e depth(T(I x I, P))||A]3¢,

wobei cy 1= max,cp(r) HU(T, 7')_1H2 und cr, := max,ep(r) HL(T7 7')_1H2.
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Die individuellen Fehlerabschétzungen fiir Ly, und Uy sind stérkere Be-
dingungen, als man sie wirklich benétigt. Da Ly und Uy nur in der Form
des Produktes Ly Uy auftreten, ist eigentlich nur die Abschitzung von
|A — LUyl = ||LU — Ly Ux|| relevant.

9.2.9 Geometriefreie Konstruktion der Partition

Die Zulassigkeitsbedingung Adm nach Definition 5.2.4
= benétigt die geometrischen Durchmesser und Absténde
| der Cluster. Zur Vereinfachung wurden in §5.4.2 die
: Cluster durch Quader ersetzt, es waren aber weiterhin
| die Knotenpunkte & € R als Geometriedaten essen-
:’Y tiell.
|
|
|
|

Q

Auch wenn die Geometriedaten bei der Aufstel-
lung der schwach besetzten Matrix verwendet werden,
brauchen die Daten bei spéteren Programmschritten
(z.B. LU-Zerlegung) nicht mehr verfiighar zu sein. Es
stellt sich deshalb die Frage, ob die hierarchischen
Abb. 9.7. Pfade fiir Strukturen (Cluster-, Blockclusterbaum und Parti-
nichtkonvexes Gebiet  tion) ohne geometrischen Zusatzinformationen nur aus

den Daten des Gleichungssystems konstruiert werden

koénnen.

Die vergleichbare Situation hat bei Mehrgittermethoden zur Variante der
“algebraischen Mehrgitterverfahren” gefiihrt, wobei “algebraisch” bedeutet,
dass nur das lineare algebraische Gleichungssystem als Eingabe dient'!.

Im Falle einer schwach besetzten Matrix M gibt es einen (schwachen) Zu-
sammenhang zwischen der geometrischen Situation und dem Matrixgraphen
G(M) (vgl. Definition A.1.1). Mit Hilfe des Matrixgraphen kann der Abstand
(4, j) zwischen den Knoten 4,j € I definiert werden (vgl. (A.1)). Der Ab-
stand d(7, j) entspricht der Lange eines Pfades v = (i = ig,i1,...,i¢ = j) im
Graphen G(M). Da jedem i, € 7 ein Knotenpunkt &, € R? zugeordnet ist,
entspricht vy einem geometrischen Pfad 4 C RY, der &; mit ¢; verbindet. Damit
kann 4 als Streckenzug &, &, U&;, &, U... U, &, definiert werden.

In uniformen Gittern haben alle Strecken &;,&;, ., eine Grofle, die der
Gitterweite h entspricht. Daher hat 4 in etwa die Lange ¢h. Somit folgt

Linge(¥) ~ Lange(vy) - h

als Beziehung zwischen der geometrische Pfadlinge und der Graphen-
pfadlinge in G(M). In der spiteren Anmerkung 11.1.2 wird die Ungleichung

! Der Terminus “algebraisches Mehrgitterverfahren” wird verschieden verwendet.
Gelegentlich wird er benutzt, wenn nur ein Gitter mit allen geometrischen Gitter-
daten vorliegt, aber nicht die fiir das Mehrgitterverfahren typischen gréberen
Gitter. Diese Situation ist bei hierarchischen Matrizen stets gegeben. Hier geht
es um die strengere Auslegung, dass auch die geometrischen Daten des feinen
Gitters nicht zur Verfiigung stehen.
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Lange(%) < Lange(v) - h gezeigt werden. Fiir stark verfeinerte Gitter gehen
die beiden Abstandsbegriffe auseinander.

Wenn das zugrundeliegende Gebiet 2 C R? konvex ist, lisst sich auch
die umgekehrte Ungleichung Lange(y) - h < const - Linge(¥) rechtfertigen. In
nichtkonvexen Gebieten ist diese Aussage offenbar falsch (vgl. Abbildung 9.7),
allerdings erweist sich fiir das abgebildeten Randwertproblem, dass die mini-
male Lange des im Gebiet vorlaufenden Pfades v die Gegebenheiten besser
beschreibt 2.

Wir setzen nun

diam(7) := 1 4+ max{d(¢,7) : 4,4 € 7}, (9.8a)
dist(7,0) := min{d(4,j) : i € 7,5 € 7} (9.8b)

Die Addition von 1 in diam(7) ist dadurch gerechtfertigt, dass fiir i = j (d.h.
4(4,4) = 0) nur ein Knotenpunkt &; vorliegt, der aber den Tréger der Finite-
Element-Basisfunktion ¢; représentiert, dessen Durchmesser h ist.

Mit den Gréfen (9.8a,b) lidsst sich die Zuldssigkeitsbedingung (5.8) oder
jene aus (5.9a-c) definieren. Man beachte, dass die Skalierung mit einer
Schrittweite h irrelevant ist, da nur der Quotient von diam und dist eingeht.

In der Arbeit Grasedyck-Kriemann-Le Borne [62] finden sich die Details
zum Umgang mit der Graph-Metrik, zur Konstruktion der Gebietszerlegung,
d.h. des Clusterbaumes aus §9.2.4, und zur hierarchischen LU-Zerlegung. Die
dort prasentierten Testbeispiele zeigen, dass die geometriefreien Verfahren, die
nur auf den Matrixgraph-Daten beruhen, verlisslich gute Resultate liefern.

Geometriefreie Verfahren fiir Sattelpunktsysteme werden in Le Borne et al.
[108] behandelt.

9.3 Schwache Zulissigkeit

9.3.1 Definition und Abschitzungen

Die tibliche n-Zuléssigkeitsbedingung aus Definition 5.2.4 wird im Folgenden
als die starke Zuldssigkeitsbedingung bezeichnet. Sie fithrt im Falle des 1D-
Modellproblems aus §5.1.2 zu der Partition aus Abbildung 5.1 (auf Seite 86).
Auf der anderen Seite gibt es die einfachere Partition aus den einfithrenden
Kapitel 3.1. Das dortige Modellformat H, ist in Abbildung 3.1 (auf Seite 43)
wiedergegeben.

12 Man beachte hier einen entscheidenden Unterschied zwischen a) den schwach
besetzten Systemen, die Randwertaufgaben diskretisieren, und b) Randelement-
matrizen. Im letzten Falle ist der Euklidische Abstand entscheidend, da er die
Starke der Singularitét beschreibt. Der geodétische Abstand auf der Oberfliche
ist unerheblich. Im ersten Fall ist dagegen der geodétische Abstand innerhalb des
Gebietes maflgebend.
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Man erkennt den wesentlichen Unterschied, wenn
man jeweils das obere rechte Viertel der Matrixformate
vergleicht. Im einfacheren Modellformat H, befindet

sich dort nur ein einziger Block , wiahrend dieser

in Abbildung 5.1 geméf der {iiblichen Zuléssigkeits-
bedingung zur Diagonale hin weiter unterteilt ist, wie a=
Abbildung 9.8 zeigt.

Eine Zuldssigkeitsbedingung, die im Falle des 1D- Abb. 9.8. Partition
Modellproblems aus §5.1.2 das Modellformat H,, repro- bei starker Zulissig-
duziert, ist keit

true falls X NY leer oder vom Maf} null,

Adsciacn (X, V) 1= { false falls X N'Y positives Maf} hat,

(9.9)
wobei X und Y Teilintervalle von [0,1] sind. Die durch (9.9) definierte
Zulassigkeitsbedingung sei jetzt als schwache Zuldssigkeit bezeichnet. Sie
erfiillt die Bedingungen (5.13a~c), die in §5.2.3 an verallgemeinerte
Zuléssigkeitsbedingungen gestellt werden. Sei Pschwaech € T(I x I) die
Partition, die mit der schwachen Zulédssigkeitsbedingung erzeugt wird,
wahrend P = Py die iibliche Partition bezeichne. Matrizen vom Modell-
format H, gehoren dann zu H(k, Pichwach), Wobel in §5.1.2 k = 1 gewé&hlt
worden war.

Offenbar gehort jedes M € H(k, Pschwach) auch zu H(k, Psark). Fiir die
umgekehrte Richtung gilt die

Anmerkung 9.3.1. Seien T'(I) ein bindrer Clusterbaum und M eine Matrix
mit M € H(k, Psark) fiir ein k& € N. Dann gilt M € H(k', Pschwacn) fiir den
vergroflerten Rang

k' =4+ 3k - (depth(T(I x I, Pachwacn)) — 1) - (9.10)

Im Falle des Modellformates H, mit nmin = 1 ist depth(T'(1 X I, Pschwach)) =
p — 1, wobei p = log, #1.

Beweis. Der schlechteste Fall ist in Abbildung 9.8 illustriert. Der zugehorige
Block zerfillt in je drei Teilblocke aus T (I x I, Pyepwacn)) fiir £ = 2,...,p—1.
Auf der Stufe ¢ = p treten vier 1x1-Teilblocke (vom Rang 1) auf. Die
Agglomeration aller 1 4+ 3kp Blocke kann den Rang hochstens um diesen
Faktor vergrofiern (vgl. Definition 1.3.8). Im Falle eines allgemeinen binéren
Clusterbaumes ist p — 1 durch depth(7T'(I x I, Pichwach)) Zu ersetzen. [

Die Frage, ob eine Darstellung in H(k', Pichwach) oder H(k, Psgark)
hinsichtlich des Speicherbedarfs giinstiger ist, lasst sich einfach beantworten
(zur Vereinfachung gehen wir vom Modellformat H, mit n = 2P = #I aus).
M € H(k, Psark) bendtigt 24k—8+(6 — 18k) n+6kn log, n Speichereinheiten,
wihrend H(k', Pschwach) 20 (2 — 2k")n + 2k'nlogyn fithrt. Asymptotisch
verhilt sich der Aufwand wie 3k zu k. Wenn wie in (9.10) k' =~ 3kp gilt,
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scheint die Darstellung in H(k’, Pschwach) ungiinstig zu sein. Allerdings ist der
lokale Rang in (9.10) zu pessimistisch angegeben. Der lokale Rang verbessert
sich, wenn er blockweise variieren darf (ein analoger Ansatz findet sich in
§8.6).

Korollar 9.3.2. Seien T(I) wie in Anmerkung 9.3.1 und M € H(k, Pstark)-
Dann gilt M € H(K", Pschwacn) mit der lokalen Rangverteilung

K'(b) =k} =4+ 3k(p—1—20)
fﬂ?" b S P(Z) h = Pschwach N T(E) (I X Ia Pschwach))'

schwac

Beweis. Der im obigen Beweis herangezogene Block aus Abbildung 9.8 gehort
zur Stufe ¢ = 1. Fiir allgemeines ¢ zerfillt der Block in je drei Teilblocke aus
TN(I x I, Paehwacen)) fir A\=£+1,...,p— 1. ]

Der Speicheraufwand fiir das Format aus Korollar 9.3.2 ist halbiert, er
betrigt ~ k'nlog, n mit k" aus (9.10).

Eine weitere Verbesserung ergibt sich, wenn man der folgenden Frage
nachgeht: Gegeben sei ein Integraloperator K mit asymptotisch glattem Kern
diskretisiert durch die Matrix K. Ferner sei eine Genauigkeit € > 0 vorge-
geben. Die besten Approximationen Kgiark x € H(k, Psark) und Kychwach,k €
H(k, Pschwach) (beziiglich einer Matrixnorm ||-||) seien

Ko, = argmin {||M — K[| : M € H(k, Puarc)}

K;)c(flsvtvach,k = a‘rgmin{”M - KH M e H(k, Pschwach)} .

Im Falle der Frobenius-Norm |[-|| = ||-|| lassen sich die optimalen Approxi-
mationen durch die Anwendung von 7,”* aus (7.6) erreichen (jeweils bezogen
auf die Partitionen Pysgark und Pichwach)-

Seien kgtark = Kstark(€) und Kschwach = Kschwacn(€) die minimalen lokalen
Rénge, die notwendig sind, um die Genauigkeit £ zu erreichen:

Fstanc() := argmin {k € N ¢ || K — KGiicif| < €},

kschwach(e) = argmin {k eN: HK — Ksbc(ilsvtvach,kH < E} .

Definitionsgemf ist Kgpark/schwach konstant fiir alle Blécke b € P;ark Jschwach”
Die Aussage der Anmerkung 9.3.1 ergibt die Abschitzung

kschwach (€) < 4 + 3kstark (€) - (depth(T (I X I, Pichwach)) — 1) - (9.11)

9.3.2 Beispiel k(x,y) = log |x — y|

Dank der asymptotischen Glattheit von k(z,y) liefert Anmerkung 4.1.5 die
Asymptotik

kstark (€) = O(log %) (9.12a)
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(es liegt der eindimensionale Fall d = 1 vor). Mit Ungleichung (9.11) und
depth(T'(I x I, Pschwacnh) = O(logn) ergibt sich

kschwach(e) S @) (log (%) 10g n) . (912b)

Eine Approximation von k(z,y) in b € P

i hwach 1St problematisch. Sei zum
Beispiel b = 7 x 0 mit X; = [0,1/2] und X, = [1/2,1] (stiickweise kon-
stante Ansatzfunktionen vorausgesetzt). Fir € X, und y € X, hat
k(x,y) = log|r —y| eine Singularitdt bei @ = y = 1/2. Folglich sind
globale Polynomapproximationen nicht zielfithrend. Dagegen lassen sich mit
hp-adaptiven Polynomapproximationen sowie mit der Sinc-Interpolation aus

§D.2 separable Entwicklungen angeben, die zu

kschwach(g) < (@) (10g2 (%)) (912C)
fithren. Eine andere Variante der Sinc-Interpolation fithrt zu
Eschwach (€) < O (log (1) log (+)) = O (log (%) logn) . (9.12d)

Will man bis auf den Diskretisierungsfehler genau approximieren, ist
log (1) = O(logn)

gefordert, sodass beide Schranken die identische Asymptotik O( log? n) besit-
zen.

Numerische Experimente (siehe [84]) zeigen jedoch nicht das Verhalten
(9.12b,c), sondern eher kgchwach(€) ~ O(log (%)) wie in (9.12a). Es ldsst sich
auch das ungefahre Verhéaltnis von kschwach und ksiarx angeben:

kschwach (5) = cC- kstark(g)a (9126)

wobei ¢ eine Konstante zwischen 2 und 3.5 zu sein scheint.
Es ist noch eine offene Frage, wie die Liicke zwischen den theoretischen
Schranken und den numerisch beobachteten Resultaten zu schlieffen ist.

9.3.3 Zusammenhang mit der Matrixfamilie M, ,

Die Menge M}, - wurde in Definition 3.9.5 eingefiihrt.

Anmerkung 9.3.3. Sei k € Ny. Die Eigenschaft A € My, fiir alle Cluster
7 € T(I)\{I} impliziert A € H(k, Pschwach) -

Beweis. Seien 7,7 die Séhne von I. Dann stimmt A|. ,» mit der Unter-
matrix Ajp aus (3.12) iiberein, was Rang (Al x,») < k beweist. Gleiches
gilt fiir Al «.. Die weiteren Blocke von Pischwach gehoren zu Hauptunter-
matrizen Al . fiir 7 € T(I)\{I}. Seien 7* und 7** die Sohne von 7’. Da
T X 7 € Pichwach, ist Rang(A|;«x++) < k zu beweisen. Dies folgt aus
Rang(Alrexr) < Rang(Alr«x\r)) B < k. n

T**CI\T* GMk,T*
Die direkte Umkehrung der Implikation aus Anmerkung 9.3.3 ist nicht
richtig. Sie gilt aber, wenn in M, - der Rang k geeignet erhoht wird.
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Lemma 9.3.4. Sei A € H(k, Pichwach) fir ein k € Ng. Dann folgt A € M.y, -
fiir alle Cluster T € T (I) der Stufe £ (vgl. (A.2)).

Beweis. Seien 7 € T (I) und 7/ = I\7. Der Block 7 x 7/ schneidet ¢ Blocke
b € Pw, fiir die nach Voraussetzung Rang(Al,) < k gilt. Daher ist der Rang

von A|;x, durch ¢ -k beschréankt. Analoges gilt fiir A|,/x,. [
Gemifl Definition 6.1.1 ist der Parameter k in H(k, Pschwach) 1m
Allgemeinen eine Funktion k& : Pichwach — No. Das néchste Folgerung

beruht auf den Lemmata 3.9.7b und 9.3.4 und verwendet eine geringfiigige
Verallgemeinerung von Anmerkung 9.3.3 auf eine variable Rangverteilung.

Folgerung 9.3.5 Sei A regulir mit A € H(k, Pichwach) fir konstantes
k € No. Dann gilt A=* € My, fir alle Cluster T € TO(I), was

A7V € H(K, Pscnwacn) mit k' (b) = €k fiir b e TO(I x I) N Pachwach
nach sich zieht.

Die Anmerkung 9.3.3 lidsst sich in verstirkter Form fiir H2-Matrizen
formulieren.

Anmerkung 9.8.6. Sei A € My, fir alle Cluster 7 € T(I). Dann gilt
A € H2(k, Pschwacn) (vgl. Definition 8.3.1) mit Unterriumen V, wie im Beweis
konstruiert.

Beweis. a) Es sei daran erinnert, dass die Aussage B € V, ® W,, dquivalent
zu Bild(B) C V; und Bild(B") C W, ist.
b) Fiir 7 € T'(I) definiere man die Rdume

V, := Bild(Al;xr)  und Wy := Bild((Alyxs) '),

wobei 7" := I\7 das Komplement von 7 ist. Es gilt dim V,; = Rang(A|;x.) <
k und dim W, < k. Sei 7 ein Sohn von 7 mit dem Komplement 7/ = I'\7. Es
folgt V:|+ = Bild(Al|:x+)|+ = Bild(Al+x,). Da 7 C 7 die Inklusion 7/ C 7/
impliziert, folgt V;|; C Bild(A|+x+) = Vi. Analog gilt W;|; C W;. Damit
sind die charakteristischen H2-Eigenschaften (8.9a,b) der Réume V,; und W,
nachgewiesen.

¢) Seien b = 7 X 0 € Pachwach, 7’ := I\7 und ¢’ := I\o. Aus o C 7’ folgt
Bild(Aly) C Bild(Al,x) = V;. Analog ergibt sich Bild((A]s)") C W,, was
Alp € Vr ® W, beweist (siehe Teil a) und damit A € H2(k, Pschwach)- ]

Im Gegensatz zu Anmerkung 9.3.3 gilt jetzt auch die Umkehrung der Aus-
sage.

Anmerkung 9.3.7. A € H?(k, Pschwacn) impliziert A € My, . fiir alle Cluster
TeT().



9.3 Schwache Zulassigkeit 237

Beweis. Fiir alle 7 € T'(I) ist der Block 7 x (I'\7) eine (disjunkte) Vereinigung
von Blécken b; = 7 x 0; C T; X 03 € Pichwach- Wegen der H2-Eigenschaft (8.9a)
folgt

V-,

F @W,, CVr @W,,.

Also sind die Bilder aller A, in V; enthalten. Fiir die Summe der Bildrdume
folgt damit Rang(Al,x\-)) < dimV; < k. ]

Die Kombination der Anmerkungen 9.3.7 und 9.3.6 fithrt auf ein Resultat
itber die Inverse.

Lemma 9.3.8. Sei H2(k, Pichwach) das H2-Format beziiglich der Unterraum-
familien

{Vr = Bild(Alrxr), Wr = Bild((Alyrxr) ') : 7€ T(I)},

wobei 7' := I\7. Es sei angenommen, dass alle Hauptuntermatrizen Al
invertierbar sind. Dann gilt A~' € HQ(I{, Pichwacn) beziiglich der Unterraum-
familien

Vr = (Alrxr) " Vo, Wy i= (Alrxr)” W, i 7 € T(I)}.

Beweis. a) Sei 7 € T(I). Der Block A™t|, ., der Inversen hat nach (3.10) die
Form *A1_11A12571 mit

A1y = Alrsr, Aio = Alrxrr, Aso = Alpxr und S = Aoy — As AT} Aso.
Wegen

Bild(A™ Y1 «) = Bild(A7' A12S™1) C Bild(A} Ave) = A7 Bild(Ass)
= (A|TXT)_1 BZld(A|T><T/) = (14|7'><7')_1 V, = f}7'

sind die Bilder der Blécke in den entsprechenden Raumen enthalten.

b) Seien 71,7 € S(7) die S6hne von 7. Zum Nachweis der H?2-Struktur
ist die Schachtelungsbedingung IA)T\H C Vﬁ zu zeigen. Wir setzen nun
Aij = Alrxr, fiir 1 < 4,5 < 2. Die erste Blockzeile von (A|TXT)_1 lautet
dann [A5' + A A28 As A — AT A2 ST . Wir schliefen daraus

f}T|‘r1 = ((A|T><T)71 VT) |7'1 C (Afll + AI11A12 o ) VT‘TI + AI11A12S_1VT|T2-

Die H2-Eigenschaft von V, impliziert A;11VT|T1 - AilVTl = f}n- Die rest-
lichen Terme liegen in Bild(A['A12) = V;, (siehe Teil a). ]

Die Anmerkungen 9.3.7, 9.3.6 und Lemma 9.3.8 lassen sich leicht auf
H2 (K, Pichwach) fiir einen stufenabhingigen Rang k = (kg)le verallgemei-
nern.
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9.4 Kreuzapproximation

9.4.1 Basisverfahren und theoretische Aussagen

Sei M € R™*? eine Matrix, die durch eine (globale) Rang-k-Matrix approxi-
miert werden soll. Da insbesondere an gréflere Dimensionen #7 und #o ge-
dacht ist, sind Alternativen zur Singuldrwertzerlegung gesucht. Aus Griinden
des Speichers und der Berechnungskosten kénnen wir nicht davon ausgehen,
dass M mit ihren #7 - #0 Koeffizienten explizit vorliegt. Ein Ausweg ist die
zweite Version der Funktionsdarstellung aus §1.3.2.12: Eine Funktion u(3, j)
liefere die Matrixkomponente p(i,j) = M;; fir Indexpaare i € 7 und j € o.
Jeder Funktionsaufruf bedeutet im Falle einer Integralgleichungsmatrix (1.28)
eine moglicherweise aufwindige Quadratur. Somit mochte man die Zahl der
Funktionsaufrufe u(7,7) gering halten. Man muss also notwendigerweise auf
der Basis einer unvollstindigen Kenntnis von M die Approximierende R be-
stimmen.
Dies fiihrt auf die folgende grundsétzliche Frage:

e Sei M € R™*7. Lisst sich eine gute Approximation durch eine Rang-k-
Matrix R bestimmen, die durch eine geringe Anzahl von Komponenten
M;; definiert ist?

Wie im Einfiithrungskapitel §8.1 zu H2-Matrizen wird eine Approximation
im Tensorraum V ® W gesucht, wobei die Vektorrdume ¥ und W mit Hilfe
von M konstruiert werden:

T Cr, o Co V= BildM|ix,-), W= Bild ((M

rxa) )

7* und o* sollen kleine Teilmengen sein, wobei insbesondere an #7* = #o* =
k gedacht ist. Die Spalten j € ¢* von M spannen V auf, die Zeilen i € 7*
spannen W auf. Gemif (8.3) hat jede Matrix aus V @ W die Form

R:=M|rygr - KMy  mit K eRT X" (9.13)

(K: Koeffizientenmatrix). Unter der Annahme #7* #0c* < k folgt R €
R(k,7,0). Dass der Ansatz (9.13) im Prinzip erfolgreich ist, zeigt das folgende
Approximationsresultat.

Satz 9.4.1 ([47, Corollary 3.1]). Seien k € N, M € R™*7 und Rpest :=
TEM die Bestapprozimation in R(k,T,0). Dann gilt

min M = Rlle < (1+2vE (VE + VF) ) IM = Rocail,
R aus (9.13)
mit #7%,#0* <k

Praktisch ist dieses Resultat nicht verwertbar, da die Minimierung auf der
linken Seite iiber alle R aus (9.13) ein sehr schwieriges Problem darstellt.
AuBlerdem ist Wahl von R von allen Koeffizienten von M abhingig. Sie gibt
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daher keine Antwort auf die obige Frage. Ein &hnliches Resultat enthélt der
néichste Satz, in dem die Matrix K aus (9.13) sowie die Indexteilmengen 7*
und o* genauer charakterisiert werden.

Satz 9.4.2 ([48]). Seien M € R™*7 und k € N mit k < min{#r,#0c}. Die
Teilmengen 7™ C 7 und o C o mit #7° = #0* = k seien so gewdhlt,
dass |det M| «yo+| = max{|det M| | : #7° = #0' =k}. ||| bezeichne
die Mazimumnorm ||A| o = max {|A;j| : i €T, j € o}. Dann gilt

HM - M|T><U* : (M T*Xo*)_l - M

< (k + 1) HM - RbestHz

T*XOo

fiir Ryest := T,RM, falls det M
Rank(M) < k.

roxor 7 0. Falls det M|+ 4o+ = 0, ist

Man beachte, dass die Approximierende aus Satz 9.4.2 die Form (9.13)
mit K := (M|,«xo-)" " besitzt (vgl. (9.15)).

9.4.2 Praktische Durchfithrung der Kreuzapproximation

Ein Spezialfall der Approximation ist die Interpolation. Unter Interpolation
in den Zeilen i € 7* und Spalten j € o* wird folgende Eigenschaft verstanden:

(M—-R),;=0 fiiri € 7° oder j € o*. (9.14)

Falls #7* = #0* = 1, stellen die Indexpaare {(i,7) : 4 € 7* oder j € o*} ein
“Kreuz” dar, das dem folgenden Verfahren den Namen “Kreuzapprozimation”
gegeben hat.

Sei k vorgegeben. Die Teilmengen 7% und o* werden iterativ definiert:

1. Start: £:=0, Ry :=0, 7* := 0* := ().

. Iteration: £:= ¢+ 1,

3. suche einen geeigneten Spaltenindex j, € o\o*, setze o*:= o* U {j¢} und
bestimme die zugehorigen Matrixkomponenten M; j, fiir alle ¢ € 7,

4. suche einen geeigneten Zeilenindex i¢ € 7\7* mit (M — Ry—1);, ;, # 0,
setze 7 := 7" U {iy} und bestimme die zugehorigen Matrixkomponenten
M;, ; fur alle j € o,

5. setze Ry := Ry_1 + aab’ mit

[\

a; ‘= (M — Rgfl)id[ (’L e T),
bj = (M — Re-1),, ; (j€o),
o = 1/ (M - Rg_l)

ig,Je”

Falls ¢ < k, wiederhole man die Iteration bei 2. Andernfalls ist R := Ry
die vorgeschlagene Approximation.
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Was in den Schritten 3 und 4 “geeignet” bedeuten soll, wird noch zu
interpretieren sein.

Die entscheidenden Kosten sind die Auswertungen der M-Koeffizienten in
den Schritten 3 und 4, weil die Bestimmung der Komponenten von R,;_1 in
Schritt 5 vernachldssigbar billig ist.

Die Konstruktion in Schritt 5 liefert ein Ry, das M in der iy-ten Zeile
und j,-ten Spalte interpoliert. Die Interpolationseigenschaft bleibt wahrend
der Iteration erhalten, sodass (9.14) folgt. Da bei jedem Schritt 5 der Rang
hochstens um eins erhéht wird, ist Ry € R(¢, 7, o) offensichtlich.

Es gilt aber nicht nur Rang(Ry) < ¢, sondern die Gleichheit Rang(Ry) = ¢,
wenn im Schritt 5 @ # 0 und b # 0 gilt. Einen wesentlichen Beweisschritt
hierfiir enthélt die

Ubung 9.4.3. Seien M, R; = aab’ und 4,5, wie im obigen Algorithmus.
Man zeige: Wenn a # 0 und b # 0, so gilt Rang(M — Ry) < Rang(M)—1. Hin-
weis: Sei e der ji-te Einheitsvektor. Man zeige e ¢ Bild(M)*+ = Kern(M ")
und Bild(M — Ry)* D span{Bild(M)*,e} und verwende Anmerkung 2.1.1d.

Gilt in allen Iterationsschritten a # 0 und b # 0, folgt Rang(M — Ry) <
Rang(M) — £. Dies impliziert Rang(R;) > ¢, sodass zusammen mit der
vorherigen Ungleichung Rang(Ry) < ¢ die Gleichheiten

Rang(R¢) = ¢, Rang(M — R;) = Rang(M) — ¢

folgen. Unter diesen Voraussetzungen ist M| -y« regulér.
Da (9.14) auch in der Form (M — R) |;+xo =0 und (M — R) | xo+» = O
geschrieben werden kann, sieht man leicht, dass R die Darstellung (9.13) mit

K = (M|rexo)" (9.15)

besitzt.
Zunichst geben wir ein positives Resultat an: Falls Rang(M) = k gilt,
rekonstruiert der Algorithmus die Bestapproximation M = Rj,.

Anmerkung 9.4.4. M habe exakt den Rang k. Fin Spaltenindex werde als
“geeignet” bezeichnet, wenn die Spalte von M — R,_; nicht den Nullvektor
ergibt. Dann gilt: Der Algorithmus ist durchfiihrbar und endet nach k&
Schritten mit M = Ry,.

Beweis. Wegen Rang(M — R;) = Rang(M) —{¢ =k — ¢ > 0 fiir £ < k ist
M — Ry_1 # O und erlaubt die Wahl von a # 0 und b # 0 in Schritt 5.
Fiir £ = k zeigt Rang(M — Ry) =0, dass R = R, = M. ]

Falls die Indexteilmengen 7* und o* a priori gegeben sind, kénnen die
Indizes i¢ (j¢) diese Mengen in beliebiger Reihenfolge durchlaufen. Die Dar-
stellung (9.13) mit (9.15) zeigt, dass das Resultat von der Reihenfolge un-
abhéngig ist. Im Allgemeinen mochte man die Indexmengen jedoch erst im
Laufe des Algorithmus festlegen.
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Wahl des Spaltenindez jg:

Damit j, € o\{j1,...,Je—1} geeignet ist, muss in der j,-ten Spalte von
M — Ry_q, die in Schritt 3 berechnet wird, ein Nichtnullelement vorkommen.
Falls eine Nullspalte gefunden wurde, ist ein neues j, zu suchen. Falls es
fiir kein j, eine Nichtnullspalte gibt, ist M = Ry_1, sodass Ry_; bereits die
optimale Approximation darstellt.

Fiir £ = 1 kann j; zum Beispiel zufillig gew#hlt werden. Eine mdgliche
deterministische Wahl kann geometrisch begriindet sein: Der Tréger X;, moge
nahe am Zentrum der dem Cluster 7 zugeordneten Menge X liegen.

Fiir £ > 2 kann j, wieder zufillig gewahlt werden. Da aber die Information
aus dem vorherigen Schritt zur Verfiigung steht, liegt eine andere Auswahl-
regel niher: Von M — Ry_o ist die iy_1-te Zeile bekannt. Man wihle j, so,
dass

|(M = Ry-a),,_,;,| = max| (M - Ry_s)

Vite

(9.16a)

te—1.Je ie—1,J ‘ )

Wahl des Zeilenindex iy:

Neben einer zufilligen Wahl kommt die zum letzten Fall analoge Regel in
Betracht. Die Standardwahl ist der betragsmifig grofite Eintrag der jo-ten
Spalte von M — Ry_1, d.h. i, erfiille

[(M = Re_y),,,, | = max| (M — Re_y)

1ET

- il (9.16b)

9.4.3 Adaptive Kreuzapproximation

Falls man die Rangschranke k nicht a priori festlegt, benttigt man ein
Abbruchkriterium. Dazu wihlt man ein € > 0 und testet zum Beispiel, ob die
im letzten (/-ten) Schritt erhaltenen Vektoren a(¥) und b¥) die Ungleichung

o OO s < evalla® [ 602 (917a)
(a®, b sind die im ersten Schritt erhaltenen Vektoren) oder
1a©2]16 |2 < Eabs (9.17b)

erfiillen. Unter den Annahmen, dass der Restfehler M — Ry kleiner als M —Ry_4
ist und M — Ry_1 =~ Ry — Ry_1, folgt

M — Rell2 S |M — Re—1ll2 = | Re — Re—1ll2 = | Re — Re—12
= [la9pOT|l5 = [[a®2]|p' 2.

Im Falle von (9.17b) vermutet man ||M — Rylla < eaps. Unter der weiteren
Annahme |Mll2 =~ ||Ri||2 folgt mit (9.17b) die relative Fehlerschitzung
|M = Rellz < ever|[ M|z

In [6], [15] und [14] finden sich weitere Kriterien. In diesen Féllen wird
der Rang k adaptiv (zu ¢) bestimmt. Der Name adaptive Kreuzapproximation
wird héufig durch ACA abgekiirzt.

Hinsichtlich der Implementierung ist die folgende Anmerkung sehr wichtig.
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Anmerkung 9.4.5. Im Falle von Matrizen zu Integraloperatoren reicht die Im-
plementierung einer Prozedur (Funktion) p, die zu einem Indexpaar i,j den
Matrixeintrag p(2, j) = M;; berechnet (diese Implementierung ist nichttrivial,
da Teilmengen X; und X; der Mannigfaltigkeit I" und die zugehérige Quadra-
tur des Integrals (1.28) zu realisieren sind). Ist die Matrix M mittels dieser
Prozedur p gegeben, ist das weitere Vorgehen “blackbox”-artig.

Im alternativen Fall der H-Matrixkonstruktion durch separable Entwick-
lungen der Kernfunktion wird diese Prozedur ebenfalls benétigt, da sie fiir die
Nahfeldkomponenten (7,7) € b € P~ verwendet wird. Daneben braucht man
aber weitere Prozeduren, die die Integrale (4.33) realisieren. Dies ist nur mit
zusitzlichen'® Informationen iiber die Basisfunktionen, die Kernfunktion und
den Integrationsbereich I" moglich.

Nach den bisherigen positiven Resultaten ist nun auf negative Aussagen
hinzuweisen, die in der Natur der partiellen Information liegen.

Anmerkung 9.4.6. Auch bei geinderter Auswahl der Zeilen- und Spaltenindi-
zes kann im Allgemeinen weder eine Fehlerabschiitzung |M — R, 1] < & || M|
garantiert werden, noch wird eine Rang-k-Matrix M nach k Schritten (wie in
Anmerkung 9.4.4) rekonstruiert.

Der scheinbare Widerspruch zu Anmerkung 9.4.4 ergibt sich aus der Tat-
sache, dass in Anmerkung 9.4.4 per Definition eine Nichtnullspalte ausgewéhlt
wird. Dies ist aber kein konstruktives Kriterium, wie das folgende Gegen-
beispiel zeigt, das zugleich den Beweis der Anmerkung 9.4.6 ergibt.

Beispiel 9.4.7. Sei M € R™*? die Rang-1-Matrix mit M;; = 1 fiir ¢ = 4o und
J = jo und M;; = 0 sonst. Deterministische Auswahlkriterien werden die
Nicht-Null-Spalte fiir geeignete jo nicht bzw. erst im #o-ten Schritt finden'.
Auch Zufallsverfahren fithren auf einen Erwartungswert O(#o) fiir die Zahl
der auszuwertenden Spalten.

Dieses Gegenbeispiel ist nicht typisch fiir die von Integraloperatoren er-
zeugten Matrizen. Im Falle des Doppelschichtpotientials kénnen aber Matrix-
blocke der Form

(9.18)

v [3d

B0
auftreten, wobei die Nullen dadurch entstehen, dass die Indexpaare in der
gleichen ebenen Flichenkomponente einer Oberfliche I' liegen, denn der

Doppelschichtkern enthilt einen Faktor (n, 2z — y) (n: Normalenrichtung), der
im genannten Falle verschwindet (vgl. §10.1.3).

13 Insbesondere der letzte Punkt kann zu Implementierungsschwierigkeiten fiihren,
wenn fremde Software eine nur schwer zugéngliche Information iiber die Appro-
ximation von I" enthélt.

14 74 jedem deterministischen Kriterium lassen sich 4o, jo so wéhlen, dass sie erst
im #o-ten Schritt gefunden werden.
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Beispiel 9.4.8. Im Falle der Matrix M aus (9.18) und der Auswahlkriterien
(9.16a,b) wird bestenfalls ein Rj bestimmt, dass nur A bzw. nur B appro-
ximiert. Genauer gilt: Liegt der erste Index j; im zweiten Teil, werden nur
Daten von A beriicksichtigt, andernfalls nur die Daten von B.

Beweis. Liegt j; im zweiten Teil, enthélt die Spalte neben den Daten aus A
nur Nullen. In der Definition von i; gemé$ (9.16b) liegt das Maximum wieder
im ersten Zeilenbereich usw. [ ]

Was die Sinnhaftigkeit der Indexwahl von j, bzw. i, mittels der maxi-
malen Komponenten betrifft, liegt hier die gleiche Problematik wie bei der
Gauf-Elimination vor. Beim Gleichungssystem Mz = b mit M = ﬁ ;]
(¢ > 0 klein) sollte sicherlich My = 1 als erstes Pivotelement der Elimi-
nation gewéhlt werden. Diese Pivotwahl sollte sich nicht &ndern, wenn das
Gleichungssystem mit D = diag{1/e,e} skaliert wird: DMa = Db, da sich
das Rundungsfehlerverhalten mit der Skalierung nicht d&ndert. Aber die {ibliche
11/e
€ 2¢
Die Skalierung mag in diesem Beispiel etwas kiinstlich wirken, aber in Rand-
elementanwendungen entstehen Matrizen, deren Eintrdge hinsichtlich ihrer
Grofle in der Regel von der lokalen Schrittweite abhéingen. Bei lokalen Ver-
feinerungen sind daher die entsprechenden Zeilen und Spalten systematisch
herunterskaliert, was zu einer nichtoptimalen Auswahl der j, bzw. i, fithren
kann.

Im Falle der Gau-Elimination steht als Alternative noch die volle Pivot-
wahl zur Verfiigung. Diese Moglichkeit entfillt bei der Kreuzapproximation,
da man hierfiir die Kenntnis aller Matrixelemente benotigt.

Insgesamt lédsst sich feststellen, dass das ACA-Verfahren blackbox-artig
angewandt werden kann, dass aber verlédssliche Fehleraussagen (und damit
die Richtigkeit des adaptiven Vorgehens) im Allgemeinen nicht mit Sicherheit
erwartet werden konnen. Diese erfordern analytische Annahmen, die sich am
besten in die Form kleiden lassen, dass die Matrix M Koeffizienten der Form
M;; = f(z;,x;) besitzt mit entsprechenden Annahmen an die Funktion f.

Spaltenpivotwahl angewandt auf DM = wéhlt M7, als Pivotelement.

9.4.4 Erzeugung separabler Entwicklungen mittels
Kreuzapproximation

In §9.4 wurde das ACA-Verfahren auf Matrizen angewendet. Das Verfahren
kann aber auch auf Funktionen »(z,y) angewandt werden, um separable Ent-
wicklungen (®)(z,y) zu erzeugen.
Sei
Eo(z,y) := »(z,y) e C(X xY). (9.19a)

Das Verfahren verwendet eine Auswahl von Stiitzstellen z;,y; (1 < ¢ < k).
Beginnend mit Fy berechnet man rekursiv
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Ei (2, y)Ei—1(z,ys)
Ei1(wi,y:)
Offenbar sind z; und y; so zu wihlen, dass F;_1(x;,y;) # 0.

Die Bezeichnung F; deutet darauf hin, dass es sich um den Fehler handelt,
d.h. die gewiinschte Approximation »( (z,y) lautet

Ei(z,y) := Ei_1(x,y) — (t=1,...,k). (9.19b)

k
59 (@, ) = se(a,y) — Bula,y) = 3 2 (,;” yEE ;gmz,w
=1 1y Y1

, (9.19¢)

wie man sofort aus (9.19a,b) ableitet.

Lemma 9.4.9. Es gelte E;_y(x;,y;) # 0 fiir i = 1,...,k. Dann ist »®) aus
(9.19¢) eine separable Funktion, die sich auch als

Z a % x, ) %(z;,Yy) (9.20a)

1,j=1

schreiben lisst. Es gilt die Interpolationseigenschaft

firallei=1,....k undx e X, yeY. '

Beweis. a) Die rechte Seite in (9.19¢) beweist die Separabilitiit.
b) Zum Beweis von (9.20a) wird Induktion fiir die dquivalente Aussage

Ei(z,y) = »(x,y) Z ) se(x,y,) 2(2,0,y) (0<i<k) (9.20c)
v,u=1

verwendet, die definitionsgeméf fiir ¢ = 0 gilt. Einsetzen der Darstellung
(9.20c) mit i — 1 (anstelle von 4) in die Definition (9.19b) liefert

Ei 1 (z,yi)Ei1(xi,y)

El(x7y) = Ei—l(x7y) -

Ei1(xi,y:)
CVZ 1) IL‘ ) sz, y) — %(x7yz)%(xuy)
;1 ) 2w Y) Ei1(wi,y:)
i—1 1—1

n (Zu,u 1a’(/H ) (xi7yl/)%(xu7y)) %('rayi)

Ei 1(ws,y:)
) (Sl o) s )

Ei1(xi,v.)

i 1—1 i — i—1
(ZV ul 1 Oéz(/u ) (xiv yu) %(x;m y)) (22#1:1 04£,u ) %(JZ, yu) %(x;u yz))
Ei_1(zi,y:) .
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Offenbar ist die rechte Seite von der gleichen Form wie in (9.20c¢) und definiert

die Koeflizienten a( )

c¢) Die Interpolatlonseigenschaft (9.20b) ist #dquivalent zu E;(z,,y) =
E;(z,y,) = 0 fir 1 < v < 4. Der Induktionsbeginn ist die leere Aussage.
Die Induktionsbehauptung fiir E;_; beweist iiber (9.19b), dass E;(z,,y) =
Ei(z,y,) =0fiir 1 <v <i—1.Fiir v = i ergibt die Konstruktion (9.19b), dass

Ez(x“y) _ E¢—1(x¢,y) _ Bii@iyBioi(wiyi) _ Ei—1($¢,y) _ Ei—l(xhy) =0

Ei_1(zi,y:)

und analog F;(x,y;) = 0. ]

Am einfachsten ist es, die Stiitzstellen x; und y; a priori vorzugeben,
wobei die Wahl #hnlich wie zum Beispiel bei der Polynominterpolation
vorgenommen werden kann. Eine Ubertragung der adaptiven Wahl (9.16a)
und (9.16b) ist nicht wortwortlich méglich, da die Maxima {iber Mengen
unendlicher Kardinalitit zu bilden wéren. Denkbar wére es, die z- und
y-Werte auf ein Gitter zu beschréinken und dann analog zum ACA-Verfahren
vorzugehen.

Der Aufwand des Verfahrens (9.19a-c) ist im Wesentlichen durch die Zahl
k? der s-Funktionsauswertungen bestimmt. Bei einem adaptiven Vorgehen
mit weiteren Funktionsauswertung steigt die Anzahl entsprechend.

Das hier beschriebene Verfahren ist die implizite Grundlage fiir die Kon-
vergenzbeweise der Algorithmen aus §9.4 und ist entsprechend in den dort
zitierten Arbeiten analysiert worden. Spéter wurden sie z.B. in [33, 32] wieder-
entdeckt (“Newton-Geddes-Verfahren”) und zur numerisch-symbolischen
Quadratur von [[ »(z,y)dzdy verwendet.

9.4.5 Die hybride Kreuzapproximation

Die separable Approximation (9.20a) wird nun auf Integraloperatoren ange-
wandt. Die Systemmatrix ist geméfl (1.28) durch

My = /F /F (i, 9)64(2) 5 (),

gegeben. Die Beschriankung auf (i,5) € 7 x o = b fiir einen zuléssigen Block
b € P erlaubt, die Integration auf | X, J x, 7u beschranken. Die Triger X, und
X, sind in Quadern @, und Q, enthalten (vgl. §5.4.2). Man beachte hier die
Anmerkung 5.2.3: Withrend X, und X, auf der (d — 1)-dimensionalen Inte-
grationsoberfliche liegen, sind @, und @, d-dimensionale Quader. In @), und
Q. lassen sich leicht jeweils m? Interpolationspunkte z, € Qr und Yy, € Qo
auswihlen (z.B. Cebysev-Knoten, vgl. §4.2.2). Ersetzung der Kernfunktion
s(z,y) durch ) (z,7) aus (9.20a) mit k = m? liefert

7 — 2B (2 Vb (2) s
M, —/F/F (z,y)¢i(2)d;(y)dlwd Ly
= E Oé(k) (X i\ T (X
- u,p,/r ( 7yl/>d)l( )de[“ ( M’ )¢J( )

vpue{l,...,m—1}d
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und damit die Darstellung M|b => .0 K, wg aus (8.3) mit

vy
(0), = /F s, y)di(2)dls,  (wy); = /F (w0, y) b () ALy, Ky = alf).

Da hier die Kreuzapproximationstechnik mit der iiblichen Integralappro-
ximation durch separable Kerne kombiniert wird, wurde fiir dies Vorgehen
der Name “hybride Kreuzapproximation” und das Kiirzel HCA eingefiihrt
(vgl. Borm-Grasedyck [25]). Die speziellen Vorteile aus Anmerkung 9.4.5 sind
nicht mehr gegeben, da die I'-Quadraturen zusétzlich zu implementieren sind.
Dafiir sind gesicherte Fehleraussagen moglich.

Der Aufwand zur Bestimmung von »*) wurde in §9.4.4 mit k> = m
»-Auswertungen angegeben. Quadraturverfahren zur Approximation von
(vy); und (wy); erfordern weitere Auswertungen.

2d

9.5 Kriterien fiir Approximierbarkeit in H(k, P)

Damit eine Matrix M € R™*? sinnvoll durch eine H-Matrix M, € H(k, P)
approximiert werden kann, ist zunédchst zu kldren, wie klein der Fehler
| M — ’TkH(M)HF der Bestapproximation 7,7*(M) ist (vgl. Lemma 7.2.1). Die
erhoffte Genauigkeit ist eine exponentielle Asymptotik ||M - TH(M )HF =
O(exp(—ck®). Eine zweite Frage ist die konkrete Konstruktion einer Matrix
My € H(k, P), die eine dhnliche Genauigkeit erzielt.

Im nachfolgenden Kapitel zu den Randelementmatrizen bilden die separa-
blen Entwicklungen aus §4 den Schliissel fiir eine exponentielle Fehlerschranke.

Bei Finite-Element-Matrizen verwendet man zur Abschétzung des Pro-
jektionsfehlers || M — 7,7 (M )HF analytische Eigenschaften der Greenschen'®
Funktion (vgl. §11).

Eine einfache algebraische Eigenschaft wird in dem folgenden, hinrei-
chenden Kriterium verwendet. Hierbei wird die Abstandsfunktion §(-,-) der
Knoten im Matrixgraphen G (M) verwendet (vgl. Definition A.1.1 und (A.1)).

Kriterium 9.5.1 Die Partition P C T(I x I) sei mit Hilfe einer Zuldissig-
keitsbedingung (5.9a) definiert, in der die Metrik

diam(7) := 1 + max{0(¢,5) : 1,5 € 7},
. . L . (9.21a)
dist(r,0) := min{d(i,j) :i € 7,j € o}
verwendet wird. Fiir geeignete positive Konstanten ¢y, a gelte die Ungleichung
diam(7) > ¢ (#1)° fiir alle 7 € T(I). (9.21b)
Sei M € R™I eine Matriz mit der Eigenschaft

15 George Green, geboren im Juli 1793 in Sneinton, Nottingham, gestorben am 31.
Mai 1841 ebenda.
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[ M| < e ) fir allei,j € I, wobei q < 1. (9.21c¢)

Dann erfillt die mittels

Lo . 9
Mk|b::{M|bfurb—7'><aepmzt#7'#a§k, (9.21d)

O firb=1x 0o € P mit #7#0 > k?,
blockweise definierte H-Matriz My, € H(k, P) die Fehlerabschitzung
|M — M|z < Cep(P) o (1+ depth(T(I x I, P))) - O(rF") (9.21e)

mit r < ¢/ (n ist der Faktor aus der Zulissigkeitsbedingung (5.9a)). Die
Genauigkeit e > 0 wird mit k = O(log"/® 1) erreicht.

Beweis. a) Da Rang(Mgly) < min{#7,#0} < VH#r#oc < k fir alle
b € P, gehort My zu H(k,P). Sei E = M — Mj die Fehlermatrix. Fiir
min{#r, #o} < k ist E|;, = O. Lemma 6.5.8 erlaubt daher eine Abschétzung
von ||E||,, sobald die lokalen Spektralnormen von E|, = M|, im Falle von
#7140 > k% bestimmt sind.

b) Fiir #7#0 > k* und i € 7, j € o soll die Fehlerkomponente E;; = M;;
abgeschiitzt werden. Die Zulissigkeitsbedingung (5.9a) impliziert

0(4,7) > dist(r, o) > max{diam(7), diam(c)}/n (ter,jeo).

Mit (9.21b) fiir 7 und o folgt &(i,j) > c1 (#7)” /n ebenso wie die Un-

gleichung 4(i,7) > c¢1 (#0)" /n. Die Kombination beider Aussagen liefert
8(i,§) > 1 (#£r#0)*? /n und somit

|Eij| = | M| < ¢ g1 FT#0)™ 2 /n,
Eine grobe Abschétzung der Spektralnorm ergibt

IE|l2 < V#ro max |Eij| < cor/Frdbo ¢ #m#) 2/,
1ET,JEO0 N

Die rechte Seite kann vereinfacht werden: Sei kni, < k. Fiir eine geeignete
Konstante ¢| = ¢} (kmin) > c1 gilt die Ungleichung chleam/” < qc,léa/z/’7 fiir
alle £ > kpin, sodass

||E|b||2 < ¢y qcl(#‘r#g)a/2/n < co qc’lkn/n.
#HrH#Ho>k2
Lemma 6.5.8 zeigt ||Ells < Cip(P) (14 depth(T(I x J, P))) ca ¢“1*"/1. Die

Ungleichungen ¢; > ¢; und r := qcll/ 1 < ¢“/" sind &quivalent und ergeben
(9.21e). ]

Die Ungleichung (9.21b) charakterisiert die Dimension d = 1/a des
Graphen. Wire G(M) Teilmenge des Graphen mit den Knoten Z¢ und den
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Kanten zwischen den Nachbarn v,p € Z% mit ||y — pl, = 1, ergibe sich
#7 < diam(7)4, also a = 1/d.

Falls ¢y eine Konstante ist, wird coO(r*") zu O(rF"). Auch wenn
co = O(h™P) schrittweitenabhingig ist, kann dieser Faktor aufgrund des ex-
ponentiellen Abfalls von (’)(T’“Q) durch eine geeignete Wahl von k kompensiert
werden (vgl. Lemma 4.1.4).

Anmerkung 9.5.2. a) Eine Bandmatrix mit fester Bandbreite erfiillt stets die
Eigenschaft (9.21c).

b) Die bei der Diskretisierung lokaler Operatoren (z.B. Differential-
operatoren) entstehenden schwach besetzten Matrizen besitzen im Allge-
meinen die Eigenschaft, dass M;; = 0 fiir §(¢,7) > dp > 0. Dann ist (9.21c)
erfiillt.

¢) Eine weitere, auf den Beweis von Kriterium 9.5.1 zugeschnittene Zu-
lassigkeitsbedingung ist die Ungleichung

V/diam(7) - diam(o) < ndist(r, o),

die einen Kompromiss zwischen (5.8) und (5.9a) darstellt.

Eine Variante des Kriteriums, die die Zulissigkeitsbedingung (5.9a)
mit den iiblichen dist- und diam-Funktionen verwendet, folgt. Die Voraus-
setzungen (9.22a,b) werden im Finite-Elemente-Kontext in Lemmata 11.1.4
und 11.1.3 bewiesen werden.

Kriterium 9.5.3 P C T(I x I) sei eine Partition mit (5.9a), und diam, dist
seien gemdf (5.6a,b) definiert. Fiir geeignete positive Konstanten Cq,d und
einen Skalierungsparameter h > 0 seien die Ungleichungen

diam (X, )¢ > Cih#r  fir alle T € T(I) (9.22a)
vorausgesetzt. M € RI*! sei eine Matriz mit der Eigenschaft
|M;j| < ¢ qtistXaXs)/h fir allei,j € I, wobei g < 1. (9.22b)
Dann fihrt die Wahl (9.21d) auf My, € H(k, P) mit der Fehlerabschdtzung
IM — Mylla < Csp(P) ez (1+depth(T(I x I, P))) - Oy (9.22¢)
fiir < q©1/M < 1.
Beweis. Die Ungleichung
dist(X;, X;) - dist( XT,X \/dlam -) diam(X,)

h i€TjET h77
. Gih ZW CiVk
B hn Ui
erlaubt den gleichen Schluss wie in Kriterium 9.5.1. [ ]

Fiir Inversen von positiv definiten und wohlkonditionierten Matrizen ldsst
sich allgemein das folgende Lemma beweisen.



9.6 Anderung der Matrizen bei Gitterverfeinerung 249

Lemma 9.5.4. Sei M € R'*! eine positiv definite Matriz mit dem Spektrum
o(M) C la,b], wobei 0 < a <b. Zui,j € I bezeichne 6(i,j) den Abstand der
Knoten i,j im Matrizgraphen G(M). Dann gilt fir alle i # j, dass

(Lrvr? V-l

M*li. < pg00id) it ¢ = —
I )il < eq e 2ar 1 \/?—i-l’r

_ g (9.23)

Beweis. a) Da M und somit auch M~ — p(M) fiir jedes Polynom p symme-
trische Matrizen sind, folgt

1M~ = p(M)]2 p(M~! —p(M)) = max |27 — p(z)].

Anm. C.1.3 Ubung13.1.9 €0 (M)
b) Fiir jedes k € Ny gibt es ein Polynom p; vom Grad < k (vgl. [114,
§4.3]), sodass

”xil - pk(w)”oo,[a,b] < équrlv

wobei die Grofien ¢ und ¢ wie in (9.23) erkldrt sind. Fiir das Polynom py, folgt
|M~Y —pr(M)|l2 < g8t wegen o(M) C [a, b).

¢) Falls M reduzibel ist und §(i,j) = oo fiir ein Paar 4,5 € I zutrifft,
gilt (M~1);; = 0. Da g < 1, ist ¢°@7) in (9.23) fiir §(i,j) = oo als null zu
interpretieren. Im Weiteren sei (7, j) < co angenommen.

d) Zu i # j sei k := 6(i,j) — 1 gesetzt, und pj, sei das Polynom aus
Teil b). Aus Anmerkung A.1.2c folgt, dass (px(M)),; = 0 fiir alle 4, j € I mit
(i, j)>k>Grad(py). Aus |M 1 —pgp(M)||2 < &g+ folgt nach Ubung C.1.1

(MY = [(M 7Y i — p(M)g5] < [ M7= pe(M)||2 < g = 620,

womit die Behauptung bewiesen ist. [ ]

9.6 Anderung der Matrizen bei Gitterverfeinerung

——

Diskretisierungsverfahren arbeiten
) @) héufig adaptiv, d.h. es gibt nicht
nur ein diskretes Gleichungssystem
Mx = b, sondern eine Folge
M®M = pM) @@ = p@)
. von Diskretisierungen zu je-
weils verfeinerten Gittern. Fehler-
schitzungen zu z(™~1  werden
1 ) dazu benutzt, den Galerkin-
M Unterraum fiir den m-ten Schritt

geeignet zu dndern.
Bei Integralgleichungsdiskreti-
sierungen ist die Matrixerzeugung
der teuerste Teil der Rechnungen. Deshalb wire es ungiinstig, wenn fiir jede

Q
Q

< AN

Abb. 9.9. Gitterverfeinerung, zugehorige
Matrizen
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der Matrizen M (™) dieser Aufwand erneut auftrite. Dies liisst sich vermeiden,
wenn die Gitterverfeinerung von lokaler Art ist, wie es hdufig aufgrund lokaler
Singularitdten passiert.

Zur Illustration verwenden wir ein einfaches eindimensionales Problem.
Die erste Matrix M) gehére zu einem stiickweise konstanten Ansatz auf
dem Gitter G (oben in Abbildung 9.9). Das zweite Gitter G(*) geht aus
einer Halbierung des zweiten Teilintervalles von G hervor. M) ist eine
4 x 4-Matrix, M2 hat die Grofe 5 x 5. Man iiberlegt sich leicht, dass sich
beide Matrizen nur in dem schraffierten Bereich unterscheiden, die anderen
Eintriige brauchen bei der Bestimmung von M) nicht neu ausgerechnet zu
werden. Formal bedeutet dies im allgemeinen Fall: I und I® sind zwei
Indexmengen mit nichtleerem Durchschnitt. Zu i € I N I(® gehsren die
gleichen Basisfunktionen ¢;, und es gilt Mi(jl) = Mi(jQ) fiir alle i, j € IMW N1,

Diese einfache Uberlegung gilt jedoch nur fiir die Darstellung als volle
Matrix. Fiir Matrizen vom Format H(k, P) stellen sich folgende Fragen:

e Wie éindert sich der Clusterbaum? Was haben T'(I(")) und T'(1(?)) gemein-
sam?

e Wie éndert sich die Partition? Inwieweit stimmen P™) und P®) iiberein?
Wenn ein Block b € P von einer Verfeinerung betroffen ist, braucht dies
nur Teile von MM |, berithren. Muss M (?)|, v6llig neu berechnet werden?

Bei H2-Matrizen kommt ein weiteres Problem hierzu:

e Wie dndern sich die Rdume V, und W,, bei einer Verfeinerung eines Teils
von 7 bzw. o7

Die Antworten hierzu werden in der Dissertation [37] gegeben.
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Anwendungen auf diskretisierte
Integraloperatoren

Es wurde schon betont, dass die Diskretisierung von Integraloperatoren
auf voll besetzte Matrizen fithrt. In den Unterkapiteln §§10.1-10.3 werden
die Integraloperatoren behandelt, die sich aus der Umformulierung von
elliptischen Randwertaufgaben ergeben. Danach wird kurz auf allgemeine
Fredholmsche! und Volterrasche? Integraloperatoren eingegangen.

Die Integralgleichungsmethode erlaubt die Formulierung elliptischer
Randwertaufgaben mit Hilfe von Integralgleichungen. Wé#hrend Integral-
gleichungen und ihre Diskretisierungen schon in §1.5.2 erkldrt wurden,
werden in §10.1 die typischen Integralkerne vorgestellt.

Die Randelementmethode (BEM: boundary element method) verlangt
sofort nach einer Losung des Generierungs- und Speicherungsproblems. Eine
Abspeicherung der vollstindigen Systemmatrix wiirde n? Speicherplitze
(n = #I) kosten. Die Generierung aller Matrixeintriige kostete mindestens
O(n?) Operationen, wenn jede der auftretenden Quadraturen (im Schnitt)
nur O(1) Operationen verlangt. Dementsprechend behandelt der Abschnitt
610.3 die zur Verfiigung stehenden Methoden der Matrixgenerierung.

10.1 Typische Integraloperatoren fiir elliptische
Randwertaufgaben

Details zu den hier nur skizzierten Ableitungen der Integralgleichungen findet
man in [68], Sauter-Schwab [125] und Hsiao-Wendland [94].

! Erik Ivar Fredholm, geboren am 7. April 1866 in Stockholm, gestorben am 17.
August 1927 in Danderyd (Schweden).

2 Vito Volterra, geboren am 3. Mai 1860 in Ancona, gestorben am 11. Oktober
1940 in Rom.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_10,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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10.1.1 Randwertproblem und Fundamentall6sung

Zu losen sei ein elliptisches Randwertproblem mit verschwindender rechter
Seite:
Lu=0 in2cCR% (10.1)

Zum Fall Lu = f # 0 sei auf §10.2 verwiesen. Hierbei darf das Gebiet {2
beschriankt oder unbeschréinkt sein. Hat der Differentialoperator £ konstante
Koeffizienten, kann man die Fundamentallésung s(z,y) explizit angeben, die
durch £,s(z,y) = d(x — y) definiert ist, wobei der a-Index in £, = L die
Anwendung auf die z-Variable andeutet und ¢ die Dirac-Funktion ist. Beispiele
fiir £ und s sind das Laplace-Problem,

log|x—y\ furd—2 (dh x y€R2)
L=A, y) = 10.2
und das Helmholtz3-Problem
LoAta sy =Rl =y) (10.3)

Am |z —y|

Fiir die Lamé*-Gleichungen findet man die matrixwertige Fundamentalldsung
in Wendland [133]. In allen Beispielen ist |z — y| die tibliche Euklidische Norm
des Vektors z —y € R%.

Die Integralgleichungsmethode verwendet Integraloperatoren

(KJ) () = /F (o) fy)AL,  (vel(1.25)),

deren Kerne entweder mit den Fundamentallosungen {ibereinstimmen oder
Ableitungen hiervon sind. Der Vorteil der Methode besteht in der Tatsache,
dass das Gebiet {2 durch seinen Rand I' = 9f2 ersetzt wird. Zum einen re-
duziert dies die Raumdimension um 1, zum anderen werden hierdurch erst
unbeschrinkte Gebiete {2 zugénglich.

10.1.2 Einfach-Schicht-Potential fiir das Dirichlet-Problem

Sei s = s mit s aus (10.2), d.h.

@ = [ L2ar,

rlz—uyl

3 Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, geboren am 31. August 1821 in Pots-
dam, gestorben am 8. September 1894 in Berlin.

4 Gabriel Lamé, geboren am 22. Juli 1795 in Tours, gestorben am 1. Mai 1870 in
Paris.
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im 3D-Fall. Dann ist ®(x) := (Kf) (x) fiir alle z € R? definiert und erfiillt
AP = 0 in RN\ I". Die Dirichlet®-Randbedingung

b=y auf I’ (10.4)
erzwingt man dadurch, dass f die Integralgleichung

Kf=yg fiir alle x € I, d.h. (10.5)

/ 1) dly =4ng(z) fiurallex el
rlz—yl

erfiillen soll. Somit ist eine diskrete Version der Integralgleichung Kf = g zu
16sen. Hat man die Losung f, kann man das Potential @ = K f definieren, das
die Differentialgleichung (10.1) wie auch die Randwerte (10.4) erfiillt und an
gewiinschten Stellen ausgewertet werden kann.

10.1.3 Direkte Methode, Doppelschicht-Operator

Die Losungsmethode aus §10.1.2 ist indirekt: (10.5) liefert die Funktion f, die
erst nach Einsetzen in das Potential & = KCf das Laplace-Problem 16st. Im
néchsten Beispiel sei das Laplace-Problem Au = 0 im (beschrénkten) Innen-
gebiet {2 mit Neumann®-Randdaten % = ¢ zu lésen. Ein direkter Zugang

ist”?

1
iu(x) +/ s(x,y)u(y)dly = g(z) fir alle x € I (10.6)
r
. 0s
mit = und g(z) == [ s(z,y)o(y)dly,
any r ’

da sofort die Dirichlet-Randwerte u(x) fiir x€ I" der Losung von Au=0 resul-
tieren. s(x,y) ist die Fundamentallésung aus (10.2). »(x,y) = %ﬁy) ist der

Doppelschicht-Kern und Ku mit

9s(x,y)
(Ku) (x) = / Tu(y)dfy
r Ty
der Doppelschicht-Operator.
Der zum Doppelschicht-Operator adjungierte Operator ist

() @) = [ 22D ygpar,

r

Hier wird im Kern nach x statt y abgeleitet.

® Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, am 13. Februar 1805 in Diiren (damals
Frankreich) geboren, am 5. Mai 1859 in Gottingen gestorben.

6 Janos von Neumann, geboren am 28. Dezember 1903 in Budapest, gestorben am
8. Febr. 1957 in Washington D.C. Studienbeginn 1921 in Berlin (Chemie).

" Die Gleichung (10.6) gilt in fast allen x € I'. In Ecken- und Kantenpunkten ist
der Raumwinkel zu berticksichtigen.
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10.1.4 Hypersingulidrer Operator

Eine weitere Ableitung %%s(m,y) erzeugt eine auf I nicht integrierbare
x y
Singularitit. Daher ist

0 0

- B oy, @I WAL (10.7)

W) (x) =

im Sinne von Hadamard zu interpretieren (vgl. [68, §7.5]). Eine alternative
explizite Darstellung wird in Sauter-Schwab [125, §3.3.4] gegeben.

10.1.5 Calderén-Projektion

In den vorhergehenden Unterkapiteln sind zu einer Fundamentallésung s(z, y)
eingefiihrt worden: 1) der Einfachschicht-Integraloperator, der traditionell mit
V abgekiirzt wird, 2) der Doppelschicht-Integraloperator K und seine adjun-
gierte Version K* und 3) der hypersingulire Integraloperator W aus (10.7):

(Vf) () = /F s(z,y) f(y)dT

k= [ EEugar,, ko= [ S,
r Ny r anaz
Fiir einen selbstadjungierten Differentialoperator wie £ = A ist s symme-
trisch: s(x, y) = s(y, ). Damit sind V und W symmetrische Operatoren, nicht
jedoch K bzw. K*.
Der Calderén®-Operator C fiir das Innenraumproblem lautet

w| [V iI-K][w
(5% - %I+K;* w ug

=:C

(vgl. [125, §3.6]). Dabei sind ug = u|r die Dirichlet-Werte von u auf T
wihrend u; die Neumann-Daten (allgemeiner die konormale Ableitung) am
Rand des Innengebiets sind. Der Calderén-Operator erlaubt, aus gegebenen
Dirichlet-Werten die Neumann-Daten zu ermitteln oder umgekehrt. Die erste
Zeile der obigen Gleichung ist mit (10.6) identisch.

In technischen Anwendungen liegen oft gemischte Randbedingungen vor:
auf einem Teil Iy C ' ist der Dirichlet-Wert uy gegeben, auf dem Rest
I = I'\T die Neumann-Daten. Dann fiihrt eine Aufteilung der Integration
Jpin [ + [, zu den Gleichungen

8 Alberto Pedro Calderén, geboren am 14. Sept. 1920 in Mendoza (Argentinien),
gestorben am 16. April 1998 in Chicago.
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%Uo(.’ﬁ) + f[b %K(CU, y)UO(y)dFy - f[’l %V(xv y)ul (y)dry
= [, v Y)u )ALy — [ s (@, y)uo(y)d fir x € I,
%Ul(I) - fFo %W(xa y)UO(y)dFy - fFl %K(ya x)ul(y)d
nw (.’E, Z/)UO (y)dry + f[‘o K (y7 x)ul(y)

wobei die rechten Seiten bekannt sind, wihrend auf der linken Seite die
gesuchten Daten stehen. Dabei bezeichnet sx den Kern von K usw.

>

Y

r dry, fir xz € I,

10.2 Newton-Potential

In §10.1 wurde ausgenutzt, dass die homogene Differentialgleichung Lu = 0
vorliegt und die Inhomogenitét nur durch die Randwerte gegeben ist. Der Fall
Lo = fin 2 mit f # 0 kann wie folgt gelost werden:

1. Man bestimme eine Losung von Lv = f in {2 mit beliebigen Randdaten.
2. AnschlieSend suche man eine Korrektur w, die Lw = 0 in {2 und
Bw = ¢ — Bv auf I' (B ist der Randoperator).

Dann ist u := v + w Losung von Lu = f in {2 und Bu = ¢ auf I'. Den ersten
Teil kann man mit dem Newton-Potential behandeln:

v=Kf mit (Kv) (z) := / s(z,y) f(y)dy fiir alle z € £2.  (10.8)
0

Dabei ist s wieder die Fundamentallssung? von £ (vgl. §10.1.1). K ist kein

Einfachschichtoperator, da die Integration in (10.8) iiber das Volumen 2

durchgefiihrt wird.

In Zusammenhéngen, wo £ = A das elektrische Potential und f die elek-
trische Ladungsverteilung beschreiben, nennt man (10.8) auch das Coulomb-
Potential.

Die Fundamentallésung des Laplace-Operators hidngt nur von der Differenz
x —y ab: s(z,y) = s(x — y). Damit beschreibt I eine Faltung. Eine schnelle
approximative Faltung fiir 2 = R? wird in [77] beschrieben (vgl. §10.7).

10.3 Randelementdiskretisierung und Erzeugung der
Systemmatrix in hierarchischer Form

Die Galerkin-Diskretisierung eines Integraloperators wurde bereits in §1.5.2
vorgefithrt. Die hierbei verwendeten finiten Elemente werden in diesem
Zusammenhang “Randelemente” genannt. Statt von der Finite-Element-
Methode spricht man hier von der Randelementmethode (BEM). Die bei

9 Wiirde man statt der Fundamentallssung s(z, y) die Greensche Funktion g(x, )
nehmen, wiren auch schon die homogenen Randbedingungen Bu = 0 erfiillt, da
die Greensche Funktion definitionsgemifl B,g(z,y) = 0 erfiillt.
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der Diskretisierung auftretenden Randelementmatrizen sind in (1.28) fiir die
Galerkin-Diskretisierung beschrieben:

K = /F /F e, y)bu(@)d; (0)dTudl,  (irj € 1)

(zum Kollokations- und Nystrgm-Verfahren vergleiche man (1.30) und (1.32)).
Zur Fragen beziiglich der Diskretisierung sei auf [125] verwiesen.

Die Generierung der Randelementmatrix K € R!*! in der obigen Form
muss auf jeden Fall vermieden werden, da dies n? Integralauswertungen und
einen Speicherbedarf von n? erfordert (n := #1). Stattdessen ist die H-Matrix
Ky ~ K direkt (d.h. ohne den Umweg iiber die volle Matrix K) zu erzeugen.

Mittels der Techniken aus §5.4 wird zunéchst ein Clusterbaum T'(I) und
daraus gem#B §5.5 der Blockclusterbaum T'(I x I) mit der Partition P
konstruiert. Fiir P wird im Allgemeinen die iibliche Zuléssigkeitsbedingung
verwendet (vgl. Definition 5.2.4). Falls I" eine Kurve darstellt, kann auch die
schwache Zuldssigkeitsbedingung aus §9.3 eingesetzt werden.

Das Nahfeld besteht aus allen Indexpaaren (i,j) € b € P~, die zu nicht-
zuléssigen Blocken gehoren. Da diese Blocke im vollen Matrixformat darge-
stellt werden, benétigt man fiir diese (4, 7) die obigen Werte K;;. Falls noch
keine Implementierung vorliegt, ist die Integration durch eine hinreichend
genaue Quadratur zu approximieren (vgl. [125]). Da die Zahl der Nahfeld-
komponenten O(n) betréigt, fithrt auch die Verwendung von Quadratur-
verfahren mit O(log™ n) Quadraturpunkten zu einem fast linearen Aufwand
O(nlog* n).

Es bleibt die Bestimmung der Komponenten im Fernfeld, d.h. von Ky,
fiir die zuliissigen Blocke b € PT. Zwei Strategien bieten sich an.

Kreuzapproximation: Es sei angenommen, dass eine Implementierung
zur Auswertung von K; fiir ein Indexpaar (3, j) existiert'?. Dann bietet sich
die Kreuzapproximation aus §9.4 an. Die adaptive Anwendung nach §9.4.3
ermoglicht es, mit heuristischer Sicherheit eine Rang-k-Matrix Ky, € R(k)
mit k& = k(b) so zu bestimmen, dass der entstehende Fehler die gewiinschte
Genauigkeit (z.B. Diskretisierungsfehler) besitzt. Anschliefflend kann eine
Rekompression nach §6.7.1 folgen. Falls fiir die Kreuzapproximation eine
hohere als die Endgenauigkeit gew#hlt wird, kann die Rekompression nah
an das Optimum fiihren, das entstéinde, wenn man den exakten Matrixblock
K|, mittels Singuldrwertzerlegung auf die gewiinschte Genauigkeit kiirzt.

Kernapproximation: Man wihlt eine der Methoden, den Kern
des Integraloperator separabel zu approximieren. Unter diesen ist die
(Tensorprodukt-)Interpolation die im Allgemeinen bequemste. Dabei ist es
gelegentlich vorteilhaft, eine Funktion zu interpolieren, deren Ableitungen
die gewiinschte Kernfunktion darstellen (vgl. §4.2.2). Eine Alternative ist

10 Bei eventuell von auBen gegebener Implementierung von K;; konnen die folgenden
Schritte durchgefiihrt werden, ohne den Kern des Integraloperators kennen zu
miissen. Dies schliefit die Nahfeldkomponenten ein.
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die hybride Kreuzapproximation aus §9.4.5. Auch hier bietet es sich an,
anschliefend eine Rekompression durchzufithren, um den lokalen Rang
k = k(b) so klein wie moglich zu halten.

In beiden Féllen kann auch versucht werden, die Partition geméafl §6.7.2
zu vergrobern.

Anstelle einer H-Matrix Ky kann auch eine H2-Matrix K> kon-
struiert werden. Die direkte Konstruktion ist im Nahfeldanteil identisch zum
bisherigen Vorgehen und folgt im Fernfeld der Beschreibung aus §8.4.2. Die
indirekte Methode besteht darin, zunichst wie oben eine H-Matrix Ky zu
erzeugen und dann §8.7 folgend K7y in eine H2-Matrix zu konvertieren.

Neben den verschiedenen Integraloperatoren tritt bei Integralgleichungen
der zweiten Art noch die Identitit auf. Thre Diskretisierung liefert die
Massematrix (1.24) auf. Diese ist schwach besetzt und hat nur im Nahfeld
Nicht-Null-Eintriage. Damit ist die Diskretisierung von Al + K ohne weiteren
Approximationsfehler als H- oder H?2-Matrix darstellbar.

10.4 Helmholtz-Gleichung fiir hohe Frequenzen

Die Helmholtz-Gleichung (10.3) enthélt die Konstante a > 0, die die Rolle der
Frequenz spielt. Sie definiert die Wellenlénge A := 27/a. Wenn A > diam(I"),
spricht man vom niederfrequenten Fall. A < diam(I") charakterisiert den
hochfrequenten Fall, dazwischen befinden sich die moderaten Frequenzen.

Der Darstellung der Fundamentallgsung s in (10.3) entnimmt man, dass
sie nicht nur singulér ist bei x = y, sondern im hochfrequenten Fall wegen des
Faktors exp (ia |x — y|) hochoszillierend ist.

Waihlt man einen zuléssigen Block b = 7 x ¢ € P, so stellt man fest, dass
der Rang k(e), der notwendig ist, um eine Approximation der Genauigkeit
e zu erreichen (vgl. (2.6)), mit a ansteigt. Daher steigt der Speicher- und
Rechenaufwand einer H-Matrixdarstellung, wenn a — oo.

Fiir eine prézisere Diskussion muss man die Grofle des Blockes beachten,
die durch d(b) := max {diam(7),diam(c)} gegeben ist. Fiir die Niedrigrang-
approximation von M|, ist das Verhéltnis d(b)/A mafigebend. Solange nicht
d(b)/A > 1 auftritt, ist eine Rang-k-Approximation mit akzeptablem Fk
méglich. Die Menge der zuléissigen Blocke zerféillt daher in PT = Pl UPf .
wobei b € P, durch d(b)/X > 1 charakterisiert. Blocke b € P, kénnen
in iiblicher Weise behandelt werden, nur fiir b € Pg;toss treten Probleme auf.
Man beachte in diesem Zusammenhang, dass es sehr viel mehr kleine als grofie
Blocke gibt.

In [3] wird die Systemmatrix M fur die hochfrequente Helmholtz-
Gleichung als Summe My + M2 dargestellt, wobei My die {iblichen
Niedrigrangapproximationen in den Blocken b € P . sowie die vollen

klein

Matrixblécke fiir b € P~ enthilt, wihrend My, = O fiir b € Pg . gilt.

I

In den Blocken b € Pt .. wird fiir den Kern eine Multipolentwicklung

gross
von Amini-Profit [2] verwendet, die im Prinzip eine H2-Struktur definiert.
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Fir b = 7 x 0 € Pf  hat die Approximation von M|, die Gestalt
My, = VoKW, (vgl. (8.8)), wobei die MatrixgroBe von Kj nicht wie
iiblich klein ist, sondern ein Produkt von einfach durchfithrbaren Transforma-
tionen und einer Diagonalmatrix ist. Fiir b € Pﬁein U P~ wird Myz|, = O
definiert. Insgesamt bené6tigt My + My fast linearen Speicheraufwand und
die Kosten der Matrixvektormultiplikation ist von gleicher Hohe. Allerdings
unterstiitzt die spezielle Struktur von M2 die tibrigen Matrix-Operationen
nicht.

Bei der Anwendung der Multipolentwicklung ist zu beachten, dass sie
im nieder- oder moderat frequenten Fall zwar konvergent, aber instabil'!
ist. Daher ist es entscheidend, dass die Blocke M|, mit b € Pljein, fir die

d(b)/X > 1 nicht gilt, nicht auf die Multipolentwicklung angewiesen sind.

10.5 Allgemeine Fredholm-Integraloperatoren

Bisher wurden als Integralkerne Fundamentallosung elliptischer Differential-
gleichungen oder ihre Ableitungen verwendet. Tritt ein Kern »(x,y) anderer
Art auf, stellt sich fiir das diskretisierte Problem die Frage nach der richtigen
Partition véllig neu. Die Zuldssigkeitsbedingung (5.8) ist nur fiir den oben
genannten Fall zugeschnitten und geht von einer Singularitidt bei z = y
auf. Ein allgemeiner Kern s kann andere Singularititen oder iiberhaupt
keine enthalten. Daher ldsst sich kein genereller Rat erteilen. Vielmehr
miissen fiir andere Kerne erst Zuldssigkeitsbedingungen Adm entwickelt
werden, die garantieren, dass Blocke mit Adm(b) = true bei gleicher
Rang-k-Approximation dhnliche Approximationsfehler ergeben.

10.6 Anwendungen auf Volterra-Integraloperatoren

10.6.1 Diskretisierungen von Volterra-Integraloperatoren

Ein typischer linearer Volterra-Integraloperator besitzt die Form

(Ku) (z) = /O-% »(z, y)u(y)dy fiir 0 <a <1, (10.9a)

wobei hier der Definitionsbereich der Variablen x auf [0,1] normiert sei.
Wesentlich ist die Variabilitdt der Integralgrenzen. Eine Verallgemeinerung
ist

1 Ein einfaches Beispiel fiir eine konvergente Summe mit Instabilitéitsproblemen
ist die Teilsumme Zi:o (—20)” /v!, da der Versuch, die kleine Zahl e™2° =~
2 x 107? mit grofen Summanden wechselnden Vorzeichens auszurechnen, am
Ausléschungsproblem scheitert.
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b(x)

(Ku) () = / »(z,y)u(y)dy fir 0 <z <1, (10.9b)
a(x)

wobei 0 < a(z) < b(z) < 1.

Der Kern »(x,y) kann glatt sein oder wie bei der Abelschen!? Integral-
gleichung mit »(x,y) = 1//x — y schwach singuldr sein.

Anmerkung 10.6.1. Ein Volterra-Integraloperator der Form (10.9a,b) kann als
Fredholm-Operator fol #(x,y)u(y)dy aufgefasst werden, wobei

firo<y<z<l1

Hary) =4 Y b 0 < a(z) <y <b(z) <1, (10.10)
0 sonst.
Sei 0 = 29 < x1 < ... < xzy = 1 eine Intervallzerlegung von [0, 1]. Die

Approximationen von u(x;) seien als w; bezeichnet. Eine einfache Nystrom-

artige Diskretisierung von (10.9a), die jedes Teilintegral f;J ) (x,y)u(y)dy
.

durch die Trapezregel ersetzt, liefert fiir (Ku) (z;) die Ndherung

1
X — Ti_
> JT“ (@i, wj—1)uj—1 + se(wi, 25)uy) -

=1
Dies ergibt die Diskretisierungsmatrix

K = (Kij)i,jzo,...,N (10.11&)

Z1—Zo
2

(x;, x0) fir j =0und ¢ > 0,
B (2, ) fir 1<i<j—1,
(2, xj) fiir 1 <i=j,

0 fir ¢ = 0 oder j > 1.

LTj—Tj—1
2

Bei der Verwendung der tangentialen Trapezformel
[ ety = (o = o0 a2yl )

T

mit z;_1/9 := (2; + ;1) /2 erhilt man fiir (Ku) (2;_1/2) die Approximation
Z;zl Ki;U; mit Uj = u(z;_1/2) und 1 <4 < N. Die Matrixelemente lauten

K= (Kij)i j=1,..,N mit (1011b)
K. — (5 —xj1) (@10, 2j_1/2) flir 1 <i<j<N,
=0 fir 1<j<i<N.

12 Niels Henrik Abel, geboren am 5. August 1802 auf der Insel Finngy, gestorben
am 6. April 1829 in Froland, Norwegen.
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In beiden Fillen ergibt sich eine untere Dreiecksmatriz K. Umgekehrt kénnen
die Volterra-Integraloperatoren als die kontinuierlichen Analoga der Dreiecks-
matrizen angesehen werden.

Fiir die Galerkin-Diskretisierung geht man am einfachsten von der An-
merkung 10.6.1 aus und erhélt

”7//@ o, y)dily)dedy  (inj € I)

wie in (1.28). Die Auswertung des Doppelintegrals entfillt, wenn 3 = 0 auf
Trager(¢;) x Tréger(¢;) gilt. Es ist zu beachten, dass die Matrix nicht not-
wendigerweise eine untere Dreiecksmatrix ist.

Anmerkung 10.6.2. (i) Fiir stiickweise konstante Basisfunktionen ¢; mit
Tréger in [z;_1, ;] und den Fall (10.9a) ergibt sich die untere Dreiecksmatrix
mit

fm . fx] »(x,y)dady fir ¢ < j,
Kij =9 [, (f;iil (x,y)dy) dr  fiir i = j,
0 sonst.

(ii) Fiir stiickweise lineare Basisfunktionen ergibt sich eine untere
Hessenberg!3-Matrix: K;; = 0 gilt nur fiir i > j + 1.

10.6.2 Implementierung als Standard-H-Matrix

Durch die Fortsetzung (10.10) mit null auflerhalb des ur- ijF
spriinglichen Definitionsbereiches ist 7 eine Kernfunktion
mit Singularitidt (Unstetigkeit) bei z = y (im Falle (10.9a)) ijF
bzw. bei y = a(x) und y = b(z) (im Falle (10.9b)). Zumin- ijF
dest im ersten Fall lisst sich die Matrix K wie im Standard- ijF
fall behandeln. Wenn s in 0 < y < z < 1 hinreichend
glatt ist, ist die schwache Zulissigkeitsbedingung aus §9.3  Appb. 10.1. Par
ausreichend. Falls » wie im Fall der Abelschen Integral- tition bei Singu-
gleichung schwach singuldr ist, sind sowohl die schwache Jlaritéit in z = y
wie die iibliche Zuldssigkeitsbedingung anwendbar.

Fiir eine Singularitéit (Unstetigkeit) bei y = b(x) ldsst sich im Prinzip
der {iibliche Cluster- und Blockclusterbaum aufstellen. Fiir Kerne, die auf
0 <a(zx) <y<b(z) <1 glatt sind, lautet die Zuléssigkeitsbedingung

b=71x o zuldssig, falls

X, x Xy C{(z,y): 0<a(zx) <y <blz) <1} oder
{XTxXoﬁ{(ac,y):0§a(a:)<y<b(x)§1}:®.

3 Karl Adolf Hessenberg, geboren am 8. Sept. 1904 in Frankfurt, gestorben am
22. Febr. 1959. Nicht zu verwechseln mit dem Mathematiker Gerhard Hessenberg
(1874-1925).
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Im ersten Fall ldsst sich » in X, x X, separabel entwickeln (hier ist die
Glattheit des Kernes vorausgesetzt), im zweiten Fall gilt K|, = 0.

Wenn nicht alle Matrixoperationen unterstiitzt werden sollen, sondern nur
die Matrixvektormultiplikation durchzufiihren ist, ldsst sich die Darstellung
wesentlich vereinfachen, wie in §10.6.4 erkliart wird.

10.6.3 Niedrigrangdarstellung von Profilmatrizen

Bei der Definition von schwach besetzten Matrizen benutzt man ein Muster
M C I x I, das diejenigen Indexpositionen enthélt, die von null verschiedene
Matrixeintriige enthalten diirfen: Eine Matrix A € R’*! hat das Besetzungs-
muster M, wenn A;; = 0 fiir alle (¢,5) € (I x I)\M.

Die zugehorige Projektion ITp; von R7*! in die Menge der Matrizen mit
Besetzungsmuster M lautet

Aij fir (Z,j) € M,

0 sonst. (10.12)

My AeR™ mit  (MyA),; = {

Offenbar hat A das Besetzungsmuster M genau dann, wenn ITy; A = A.

Definition 10.6.3 (Profilmatrix). Die Indexmenge I sei angeordnet
(0.B.d.A. gelte I = {1,...,n}). Ae R heifit Profilmatrix, wenn es
(Profil- ) Funktionen «,( : I — I gibt, sodass A das Besetzungsmuster M
besitzt, wobei

M :={(i,j):ielunda(i) <j<p@)}.

A heifit Matriz mit monotonem Profil (oder monotone Profilmatriz), falls die
Funktionen o und 3 schwach monoton sind.

Die wichtigsten Anwendungsfille sind festgehalten in

Anmerkung 10.6.4. a) Eine untere Dreiecksmatrix ist eine monotone Profil-
matrix mit a(i) = 1, f(i) = i.

b) Ubliche Diskretisierungen des Volterra-Operators (10.9b) fiihren auf
monotone Profilmatrizen, falls die Grenzen a(z) und b(z) schwach monoton
sind.

Sei R € R(k,I,I) eine Rang-k-Matrix (vgl. Definition 2.2.3a). Die Projek-
tion ITys R ist im Allgemeinen keine Rang-k-Matrix mehr. Beispielsweise wird
die Rang-1-Matrix R = 11" (d.h. R;; = 1 fiir alle i, ) durch die Projektion
auf das Muster der unteren Dreiecksmatrix in

10---0

11..-0
A:=IIyR=

1111
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abgebildet. Offenbar ist A invertierbar, hat also den Rang n. Umgekehrt
schlieft man: auch wenn die Profilmatrix A keine Niedrigrangmatrix ist, kann
sie eventuell als Bild ITy; R einer Niedrigrangmatrix R € R(k, I, I) dargestellt
werden.

Eine unmittelbare Anwendung liefert die

Anmerkung 10.6.5. Sei K die untere Dreiecksmatrix (10.11b). Ferner erlaube
die Kernfunktion 3¢ die separable Approximation

(x, y)w}t(k)xy Zgo(k) y) fir0<y<z<l1.

Dann wird K durch die untere Dreiecksmatrix K mit

Kij = (zj — xj-1) 2 (2172, 25 _1/2)

approximiert. K kann als Projektion IIj;R einer Rang-k-Matrix
Re R(k,I,I) auf das untere Dreiecksmuster dargestellt werden. Der
notwendige Speicherbedarf ist daher mit 2nk beschrieben.

Beweis. Seien a, = ( k )( Tio 1/2))_ R b, = ((:cj - xj_1)¢£k)(xj_1/2)> L
1= J1=
Die gesuchte Matrix R lautet Zi:l a,b) . ]

Im Falle einer allgemeinen Profilmatrix sind auflerdem die Profilfunktionen
a und 3 in Form der Vektoren («(i));—; und (8(:));—; zu speichern.

10.6.4 Matrix-Vektor-Multiplikation

Hier verwenden wir die Darstellung _I_

A= II\B,

wobei B keine Riicksicht auf die Profilgrenzen
nimmt. B ist entweder eine globale Niedrigrang-
matrix (§10.6.4.1) oder eine einfachere hierar-
chische Matrix (§10.6.4.2). Im Falle einer Singu-
laritdt bei x = y = 0 kann B zum Beispiel eine
Blockpartition wie in Abbildung 10.2 besitzen.
Man beachte, dass die Blockzerlegung Diagonal-
blocke vorsieht, die wie in §10.6.4.1 Niedrigrang-
matrizen sind und anders als in Abbildung 10.1 die Profilstruktur ignorieren.

Abb. 10.2. Partitionierung
bei Singularitédt in =y =0

10.6.4.1 Der Niedrigrangfall

Zunichst nehmen wir an, dass A = IIj;R eine Profilmatrix ist, die sich mit
einer Niedrigrangmatrix R € R(k,I,I) darstellen ldsst. In den Versionen der
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Matrixvektormultiplikation wird angenommen, dass die Profilfunktionen «, 8
schwach monoton steigend sind. Andere Félle werden anschliefend diskutiert.
Zur Einfiihrung sei der Fall einer unteren Dreiecksmatrix («(i) = 1,
6(i) =i, vgl. Anmerkung 10.6.4a) diskutiert, wobei A = IIp;R mit einer
Rang-1-Matrix R = ab' gilt. Das Resultat y := Az ergibt sich aus

o :=0;

for i :=1tondo

begin o := o + b;x; {es gilt o =30 bjw;} | (10.13)
Yi = a0 {es gilt y; = (Axz),}

end;

Der Rechenaufwand betrigt 2n Multiplikationen und n — 1 Additionen und
stimmt mit dem Aufwand zur Multiplikation Rx {iberein.

Als Niichstes wird eine Matrix A = IIyR mit R = ab" und schwach
monoton steigenden Profilfunktionen «, 8 vorausgesetzt. Der Algorithmus zur
Matrixvektormultiplikation y := Az lautet wie folgt:

Qalt i= 15 Bary := 05 0 :=0;
for i : =1 ton do

a(i)= B) B()
begino =0 — ) b Jxi+ > bixy; {esgilt 0 = > bjx;} | (10.14)
J=alt J=Ban+1 j=a(i)

Qate := a(i); Bae := B(1); yi := a0 {es gilt y; = (Ax),}

end;

Hierbei gilt die Konvention, dass die Summen f;ml und Z i ﬁ 41 leer

(d.h. gleich null) sind, wenn der Endindex klelner als der Anfangsindex ist.
a(i)—

Fiir alle ¢ zusammen benétigen die Summen ettt

b iT; genau

a(n) — 1 <n Multiplikationen und «(n) — 2 < n Additionen.

Entsprechend kosten die Summen Z i ﬁm 41 b
B(n) — 1 < n Multiplikationen und (n) — 2 < n Additionen.
Insgesamt ergeben sich héchstens 3n Multiplikationen und 2n Additionen.

Ubung 10.6.6. Man formuliere entsprechende Algorithmen fiir die Fille

(i) o schwach monoton steigend, 3 schwach monoton fallend,
(ii) v schwach monoton fallend, § schwach monoton steigend,
(iii) e, @ schwach monoton fallend.

Man zeige, dass sich in den Féllen (i) und (ii) der Algorithmus so schreiben
lésst, dass der Aufwand durch 2n Additionen und Multiplikationen beschrankt

ist.
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Im nicht-monotonen Fall gibt es zwei Realisierungsmoglichkeiten. Die erste
ist dem Algorithmus (10.14) nachempfunden und verwendet fiir den Fall
a(i) =1 (¢ € I) und nicht-monotones § die Erneuerungsformel

g + ngg}achrl b]w] falls ﬁ(l) > ﬁah’m
7=3° falls 3(i) = Bau,
g Z@i(im bjx; falls B(i) < Balt-

Die hierfiir benttigte Zahl von Additionen und Multiplikationen ist durch die
Totalvariation von 8 gegeben: ", |8(i) — 3(i — 1), wobei 3(0) := 0 gesetzt
ist. Analoge zusitzliche Korrekturen treten auf, wenn « nicht-monoton ist.
Da die Totalvariation im Extremfall n? nahekommt, kann die obige
Variante ineffizient werden. Der folgende Algorithmus hat in allen Féllen
optimale Komplexitét hinsichtlich der Matrix-Vektor-Multiplikationskosten,
benétigt aber noch einen Hilfsvektor o € R0} mit ¢; := 2}21 bjx;.

Berechnung von y := Az mit A= IIj)yRund R = ab':

00:=0; fori:=1tondoo;:=0;_1+ bz
for i :=1 to n do y; := a; (0[3(1-) — Uoé(i),l) ;

Hierfiir werden 2n Additionen und Multiplikationen bendtigt. Falls wie bei
der unteren Dreiecksmatrix «(i) = 1 gilt, entféllt sogar die Subtraktion von
Ta(i)—1, da oqjy—1 = 09 = 0, und die Zahl der Additionen reduziert sich auf
n.

Bisher war R als Rang-1-Matrix angenommen. Der allgemeine Fall
R=YF_lab] € R(k,I,I) mit k > 1 ergibt sich durch Anwendung der
obigen Algorithmen auf jeden Summanden a,b,) .

10.6.4.2 Multiplikation mit einer hierarchischen Profilmatrix

Die Blocke b = 7 x 0 € P einer hierarchischen Matrix kénnen in drei disjunkte
Klassen unterteilt werden:

1. b liegt auBlerhalb des Profilbereiches, d.h. j ¢ (i), 3(7)] fiir alle (4, 7) € b.
Dann ist A|, = 0, und der Block bleibt bei der Matrixvektormultiplikation
unberiicksichtigt.

2. b liegt innerhalb des Profilbereiches, d.h. j € [a(7), (7)] fir alle (4, j) € b.
Dann wird die Matrixvektormultiplikation Al,-z|, wie iiblich durchgefiihrt
(vel. §7.1).

3. Andernfalls enthilt der Block b die Matrix R, € R(k,b), die mittels
Alp = IRy den wirklichen Matrixblock darstellt. Die Multiplikation
Alp - 2|, verwendet einen der Algorithmen aus §10.6.4.1.

Da sich auch im dritten Fall der Rechenaufwand nicht von dem Aufwand
unterscheidet, der im {iiblichen Falle auftritt, ist der Gesamtaufwand wie in
§7.8.1.
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Wenn die Kernfunktion s(x,y) (definiert in 0 <y < z < 1) wie im obigen
Beispiel nur bei © = y = 0 eine Singularitédt besitzt, sieht die Blockpartition
P wie in Abbildung 10.2 aus, wobei das Profil das der unteren Dreiecks-
matrix ist. Die Blocke in der oberen Dreieckshilfte entsprechen dem Fall 1,
die in der unteren Dreieckshélfte dem Fall 2, wiahrend die Diagonalblécke dem
Fall 3 zuzuordnen sind.

10.7 Faltungsintegrale

Eindimensionale Integrale vom Faltungstyp lauten

/0 " fwgle — y)dy (10.15)

oder

/R fW)g(z —y)dy. (10.15b)

Die erste Darstellung (10.15a) folgt aus (10.15b) unter der Bedingung
f(t) =g(t) =0 fiir t < 0. Der Fall (10.15b) liisst sich mehrdimensional in R¢
verallgemeinern.

Man kann hier k(z,y) = g(z —y) als Kern betrachten, was den Funktionen
f und ¢ unterschiedliche Rollen zuteilen wiirde. Dagegen ist die Situation
symmetrisch: es gilt f *x g = g * f, wobei das Faltungsprodukt f % g durch
(10.15a) bzw. (10.15b) definiert ist. Entsprechend kommen hier auch andere
Verfahren zum Einsatz. Fiir allgemeine f und g sei auf [76] verwiesen. Selbst
wenn g der Kern des Newton-Potentials g(x —y) = 1/ |z —y| (v,y € R,
vgl. §10.2) ist, sind andere Methoden anwendbar (vgl. [77]). Beispiele fiir das
Auftreten der Faltung mit dem Coulomb-Potential in R? findet man etwa in
der Quantenchemie bei den Hartree-Fock- und Kohn-Sham-Gleichungen (vgl.
Khoromskij [98]).

Eine spezielle Mischung einer Integraloperatoranwendung mit einer
Faltung tritt bei den Populationsbilanzgleichungen auf. Diese beschreiben
die Dichten von Partikeln, die mindestens eine Eigenschaftskoordinate (z.B.
Partikelvolumen) besitzen. Hier tritt ein quadratischer Integraloperator
auf, der die Agglomeration von Partikeln beschreibt (vgl. Ramkrishna [118,
§3.3.2]):

QN = [ wla = 5.1 - )y (10.16)
0
x ist die Eigenschaftskoordinate, die in einem Intervall [0, 2 ax] variiert'*. Im

Falle von k = List [ k(z—y,y)f(y)f(z—y)dy = (f * f) (z) die Faltung von
f mit sich selbst.

14 In der Populationsbilanzgleichung hiéngt f auBerdem von den Zeit- und Raum-
koordinaten ab, die aber in (10.16) fixiert sind.
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Hier kann zunéchst fiir x eine separable Approximation eingesetzt werden:

k
wle,y) ~ S ()8, (y).
v=1

Die separable Ndherung anstelle von k ergibt die Gestalt

k
Y au(@ = y)B () f(y) f(x - y)dy

v=1

k
=> B fWau(z—y)f(z—y)dy

k z
- /O oo () — y)dy

mit
o =0y f und Y, =y f.
Damit ist das Problem auf Faltungen reduziert (vgl. [74], [75]).
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Anwendungen auf Finite-Element-Matrizen

Im Einfiihrungsteil wurde die Finite-Element-Diskretisierung mit der Basis
{b1,...,¢n} von V, eingefiihrt. Entsprechend der spéter verwendeten Nota-
tion sei jetzt {¢; : i € I} geschrieben, wobei n = #1.

In §9.2.2 wurde gezeigt, dass die bei dieser Diskretisierung entstehenden
Matrizen (im Folgenden “Finite-Element-Matrizen” genannt) nicht nur
schwach besetzt sind, sondern fiir die Standardpartition P auch schon
in der Menge H(k,P) fir alle k& € Ny liegen. Damit kann jede Finite-
Element-Matrizen unverédndert als hierarchische Matrix angesehen werden.
Insbesondere kann sie als Eingabeparameter fiir die Invertierungs- oder
LU-Algorithmen dienen.

Zunéchst wird die Massematrix diskutiert, die u.a. bei der Finite-Element-
Diskretisierung von Eigenwertaufgaben auftritt. Mit den Mitteln aus §9.5 wird
gezeigt, dass die Inverse der Massematrix wieder im H-Format darstellbar ist.
Dies Resultat wird benotigt, um in §11.2.5 die Inverse der Finite-Element-
Matrix zu diskutieren (vgl. Satz 11.2.8).

11.1 Inverse der Massematrix

Die Massematrix (Gram-Matrix) M € R™! mit M;; = [, ¢i(x)¢;(x)da ist
die Finite-Element-Approximation der Identitéit im Finite-Element-Raum V,
(vgl. (1.24)). Aus Lemma C.5.1 stammt die Darstellung

M = RP

mit der Prolongation

P:iR" = Vo, v=(0),,—v=) v;o;
jel

und der Restriktion

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_11,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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Ri=P":Vy =R, (Rv),— / o(2)é; () de.
2

M ist positiv definit, und die extremen FEigenwerte pmin und pmax ergeben
die besten Schranken in der Ungleichung \/ftmin |V|, < [|PVy < \/fimax [V,
(v € RY) (vgl. Lemma C.5.1). Wenn die finiten Elemente ¢t € 7 sémtlich
vergleichbare Grofie haben, d.h.

diam(t)/ diam(t') < C,  fiir alle t,t' € 7,
heif3t 7 quasi-uniform.

Lemma 11.1.1. Wenn T quasi-uniform und formregulir ist (vgl. (6.12a)),
sind die Normen || Pv||, /vol(£2) und ||v||, /v/n (v € RY) dquivalent mit einer
von n = #I unabhdngigen Konstanten. Damit ist insbesondere die Kondition
cond(M) = pimax/fmin unabhdngig von n = #I beschrinkt.*

Beweis. Man vergleiche z.B. [67, Bemerkung 8.8.4]. |

Fiir positiv definite, wohlkonditionierte Matrizen lasst sich allgemein das
nachfolgende Lemma 11.1.3 beweisen. Zu den hier benétigten Begriffen des
Matrixgraphen und des Abstandes 0 vergleiche man Definition A.1.1 und
(A.1).

Fiir stiickweise lineare Elemente und die nachfolgenden Schliisse sei die
Elementgrofie durch

h := maximale Seitenlinge der Elemente t € 7 (11.1)

beschrieben. Wir gehen im Weiteren davon aus, dass

e jeder Index i € I eineindeutig einem Knoten & € R? zu-
geordnet ist (zum Fall, dass verschiedene ¢, j dem gleichen
Knoten & = &; entsprechen, vergleiche man Seite 97),

e der Triger X; von ¢; besteht aus allen Dreiecken der

Triangulation 7', die den Knotenpunkt &; als Eckpunkt Atfb' 1}‘1'
. . Tréager X; einer
besitzen (vgl. Abbildung 11.1). i .
Basisfunktion

Die letzte Bedingung legt die Wahl von &; fest.

Anmerkung 11.1.2. a) Wird der Knotenpunkt z; € X; wie oben gewéhlt, ist
h eine obere Schranke des Radius von Xj:

max {||& — x|, : # € X;} = dist(&, RN\X;) < h.

b) Sei {i = ig,i1,...,i5 = j} ein Pfad in G(M) von i nach j der Linge
0 € Np. Dann gilt fiir die entsprechenden Knotenpunkte [|&; — &;ll, < 0h.
Ferner ist 6 > 2 + dist(X;, X;)/h, wenn dist(X;, X;) > 0 oder X; N X, das
Maf null besitzt.

! Beide Werte Mmin Und fimax sind schrittweitenabhingig (vgl. (C.27)), nicht aber
ihr Quotient.
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Beweis. a) Die Menge {||&; — ||, : « € X;} nimmt ihre Maxima in den Eck-
punkten an. Zu jedem Eckpunkt z’ von X; gibt es aber ein Dreieck t € 7 |
sodass die Strecke &; x/ mit einer Seite von t {ibereinstimmt. Somit gilt
& —a'll, < h.

b) Wenn (i, %m+1) eine Kante in G(M) beschreibt, muss M;, ;... #0
gelten. Damit miissen sich die Trdger X; und X; ., in inneren Punk-
ten iiberschneiden. Dieser Fall tritt nur auf, wenn der Knotenpunkt &;, .,
einer der Eckpunkte von X; ist oder mit & iibereinstimmt. Folglich gilt
&y = &insnll2 < h . Fiir einen Pfad der Lénge § folgt mit der Dreiecks-
ungleichung entsprechend ||&; — &;|2 < 0h.

c) Sei § > 2. Wegen ¢, € X; und &, , € X, ist dist(X;,X,;) <
1€, — &is_ill2 < (6 — 2) h, woraus die weitere Behauptung folgt. ]

Die Massematrix ist positiv definit, und definitionsgeméf sind die Normen
und die extremen Eigenwerte durch g, = ||M‘1||2_1 und fimax = ||M||2 ver-
bunden. In der Ungleichung (9.22b) des Kriteriums 9.5.3 wird eine Konstante
co benotigt, die im folgenden Lemma charakterisiert wird.

Lemma 11.1.3. Seien pimin und pimax die extremen Figenwerte der Masse-
matriz M. Mit h aus (11.1) ist

(M) < CIIM ™Yo g KX X)/h i alle i, 5 € T mit 8(4, ) > 2,

wobei C' := ”; und q : $+1 (0,1) mit r := cond(M) = pmax/min-

Damit gilt die Ungleichung (9.22b) mit co := C' || M ~!||2 q. Bedingungen, unter
denen r = cond(M) unabhingig von der Problemgrifie n beschrinkt ist, sind
in Lemma 11.1.1 angegeben.

Beweis. Lemma 9.5.4 liefert |(M~1);;] < ¢¢°?7) mit Konstanten, die in (9.23)
angegeben sind. Aus

éqé(i,j) (1 + \[) (4,3) — (1 + \[) (4,4) <
2ar W11 s adixx,)
<C (1++/7)%q g st (X, X5) /h
A

_C 1 RS X X0 R oA | g s X)
Hmin

folgt die Behauptung. [

Die Ungleichung
vol(X;) > ¢ h? (11.2)

ist eine Folge der Formregularitdt und Quasiuniformitét des Finite-Element-
Gitters. Die Triger X; konnen iiberlappen, aber unter der Annahme der
Formregularitit ist die Zahl der Uberlappungen beschriinkt. Dies wird in der
folgenden Ungleichung ausgedriickt: Es gibt eine Konstante c¢j; > 0, sodass
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ear vol(X7) =) vol(X;). (11.3)
1ET

Lemma 11.1.4. Aus (11.2) und (11.3) folgt die in (9.22a) verlangte Un-

gleichung
Cy

diam(XT)d > Cyhi4r mit O 1= ,
WaCpr

wobei wq das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis. X, ist in einer Kugel mit dem Radius diam(X,) enthalten, sodass
(diam(X,))? > vol(X,)/w4. Andererseits erhilt man aus (11.3) und (11.2),
dass vol(X,) > -1 3. vol(X;) > C%hd#ﬁ ]

- CcMm

Satz 11.1.5. Als Zuldssigkeitsbedingung sei (5.9a) mit (5.5a) angenommen.
Das Finite-Element-Gitter sei formreguldr und quasiuniform (insbesondere
gelte (11.2), (11.3) und cond(M) = O(1), vgl. Lemma 11.1.1). T(I x I) sei
stufentreuw.? Dann existiert fiir alle € > 0 eine Matriz Ny € H(P, k.), die die
Inverse der Massematriz approrimiert:

MY = Nallo < el| M2 (11.4)
mit k. = O(log*(£)) und L = 1+ depth(T(I x I, P)).

Beweis. In Kriterium 9.5.3 (mit M ersetzt durch M~1!) ist (9.22a) mit
C:= == (vgl. Lemma 11.1.4) und (9.22b) mit ¢y = C||M~|2q (vgl

wWdCMm
Lemma 11.1.3) erfiillt. Die dort bewiesene Fehlerabschitzung lautet damit

IM=1 = Noglla < M~ ] - Cup(P) (1 + depth(T(I x I, P))) - const - p"'*
(11.4")
mit n-unabhiingigen Grofen Cs, (P), const und p<¢©Y" (n aus (5.9a)). Damit
folgt (11.4) fir k = k. = O(log?(£)) mit L = 1 + depth(T'(IxI, P)). "

Die Ungleichung (11.4) beschreibt den relativen Fehler beziiglich der
Spektralnorm. Im Weiteren wird die Norm von P(M~! — Ny)R : L?(2) —
L?(02) interessant sein.

Korollar 11.1.6. Unter den Voraussetzungen® von Satz 11.1.5 gilt die Un-
gleichung

[MY2(M™Y = Ny )MY? ||y = |[P(M™' = Ny Rl 12 () 12(2)  (11.5a)
< Cp(P) (1 + depth(T(I x I, P))) - const’ - p*"" (11.5b)

wie in (11.4°), wobei const’ := const - cond(M) mit const aus (11.4°). Wie in
Satz 11.1.5 existiert fiir alle e > 0 eine Matriz Ny € H(P, k.), sodass
[ MY2(M~" = Ny )MV ||y < & mit ke = O(log?(LrdepthTUXLP) )y (17 5¢)

€

2 Diese Voraussetzung wird in Lemma 6.5.8 benétigt.
% Es reichen die Ungleichung (11.4) und die Bedingung cond(M) = O(1).
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Beweis. Die Gleichheit in (11.5a) folgt aus (C.29d). Ferner ist
1M 2 (M = Ny ) MYl < | MY2]|2| M1 — Nigl|o]| M2 |2
= |M7Y = Nyl M35 = [ M7 = Niglla]| M2

Mit (11.47) erreicht man

M2 (MY = Ny ) M2l
< ||M Y2 || M]|2 - Csp(P) (1 4 depth(T(I x I, P))) - const - p*

1/d

Da |[|[M~Y2||M||2 = cond(M) = O(1), folgt die Behauptung. |

11.2 Der Green-Operator und seine
Galerkin-Diskretisierung

11.2.1 Das elliptische Problem
Der im Folgenden untersuchte Differentialoperator ist
u = —div(C(x) grad u) in 2, (11.6)

wobei £2 C R? ein beschrinktes Lipschitz!-Gebiet sei.
Die Randwertaufgabe lautet

auf I" := 042. (11.7)
Hierbei ist hervorzuheben, dass wir fiir die d x d-Koeffizientenmatrix keine
Regularitit aufler der Beschrénktheit C(-) € L% (f2) annehmen wollen. Die
gleichméflige Elliptizitdt wird durch die Ungleichungen

0 < Amin < A < Ay fiir alle Eigenwerte A€ 0(C(2)) und fast alle x € {2
(11.8)
beschrieben. Das Verhéltnis

KC = Amax/Amin (11.9)

ist eine obere Schranke aller Spektralkonditionen conds C'(x). Man beachte
aber, dass die Extrema Apj, und A\p.x nicht fiir das gleiche x € {2 angenom-
men werden miissen.

Die Variationsformulierung (1.20a) lautet hier

fn x—f()

11.10
mlt a(u,v) = fQ z) grad u(zx), grad v(x)) dz. ( )

4 Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, geboren am 14. Mai 1832 in Kénigsberg, ge-
storben am 7. Okt. 1903 in Bonn.
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Nach Festlegung der Basis in (C.22) fiir den Unterraum V,, C V = H}(£2)
ist die Finite-Elemente-Matrix A geméf (C.33) durch A;; = a(¢;, ¢;) definiert.

Abschlielend sei vermerkt, dass die folgenden Aussagen auch dann gelten,
wenn L weitere Terme erster und nullter Ordnung mit L*°-Koeffizienten
enthilt (vgl. Bebendorf [8]). Elliptische Systeme — insbesondere die Lamé-
Gleichungen — sind in der Dissertation [126] untersucht worden. Zum Ver-
halten der H-Matrixmethode bei dominanter Konvektion vergleiche man
Le Borne [107] und Grasedyck-Le Borne [63].

11.2.2 Die Green-Funktion

Fiir alle z,y € £2 ist die Green-Funktion G(z,y) als Losung von LG(-,y) = d,
mit G(-,y)|r = 0 definiert (L und die Beschrénkung auf I" beziehen sich auf
die erste Variable -), wobei §, die Dirac-Distribution bei y € {2 ist. Die Green-
Funktion ist der Schwartz®-Kern der Inversen L~ d.h. die Lésung von (11.7)
lasst sich schreiben als

u(z) = /Q Gly) f(y) dy.

Fir L = —A (d.h. C(z) = I) ist die Greensche Funktion in {2 analytisch.
Da hier die Koeffizientenmatrix C(x) nur beschridnkt ist, braucht G nicht
einmal stetig differenzierbar zu sein. Die Existenz der Greensche Funktion ist
fiir d > 3 von Griiter-Widman [65] bewiesen. Zudem ist die Abschiitzung

Ceq 2-d Ca= C(;(fic) mit kKo aus (11.9),
G(z,y)| < |z — y| (/\min aus (11.8) (11.11a)

)\mln

gezeigt. Fiir d = 2 findet sich der Existenzbeweis bei Doltzmann-Miiller [38],
wobei in diesem Falle

Gl y)] < +C

log |z — y] (11.11b)

gilt.
11.2.3 Der Green-Operator G

Auf Grund von (11.11a,b) ist der Integraloperator

E' )@ =@N@= [ iy @eo) (L)

wohldefiniert. Dieser Green-Operator ist allerdings praktisch nicht zugénglich,
da die Greensche Funktion G im Allgemeinen nicht explizit bekannt ist. Wir
verwenden G aber hier nur fiir theoretische Uberlegungen.

5 Laurent Schwartz, geboren am 5. Mirz 1915 in Paris, gestorben am 4. Juli 2002.
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Lemma 11.2.1. Unter den obigen Voraussetzungen (d.h. L gleichmdfig ellip-
tisch mit unterer Schranke Amin, 12 beschrinkt, Dirichlet-Nullrandbedingung)
gilt G € L (L*(2), L*(12)) . Genauer lautet die Schranke

||g||L2(Q)HL2(Q) S diam(Q)Q//\min. (1113)

Beweis. Sei u = Gf € H(2) mit f € L?(2). Aus (11.8) folgt a(u,u) >
mm”V“”m(Q) Fiir ein beschriinktes Gebiet 2 und Funktionen u € HE($2)
gilt die Abschitzung ||u||L2(Q) < diam(2)? ||Vu||L2 (2> Sodass

2 ) diam(£2)?
||u||L2(Q) < d1am((2)2||Vu||%2(m = Ai_a(mu).
Andererseits ist a(u,u) = (f, Wiz < ||fHL2(Q) ||u||L2(m, woraus nach
Division durch |[|ul| 2 () die behauptete Ungleichung folgt. ]

Es sei angemerkt, dass man im Allgemeinen |G| 2 (o)—r2() nicht durch
die Hilbert-Schmidt-Norm [|G[lp = [|Gll 20y ) (vel (C.19)) ersetzen darf,
da G mit der Singularitdt (11.11a) fiir d > 4 nicht mehr in 2 x 2 quadrat-
integrabel ist.

11.2.4 Galerkin-Diskretisierung von G und der Zusammenhang
mit A~1

Die Galerkin-Diskretisierungsmatrix zu G aus (11.12) ist B := RGP mit den
Komponenten

:—/ / ¢i(2)G(x,y) P, (y)dady (i,7 € 1), (11.14)

wobei fiir ¢; die Finite-Element-Basis verwendet wird.
Zwei unterschiedliche Finite-Element-Fehlerabschidtzungen koénnen aufge-
stellt werden. Die L?(£2)-orthogonale Projektion lautet

Qn:=PM'R:L*(2) -V, dh.
(Qru,vp)pz = (u,vp)pz  fur alle w € V und vy, € V),

(M ist die Massematrix). Der zugehorige Fehler ist

et (u) = [[u— QuullL2(0).
Andererseits ist die Finite-Element-Approximation verbunden mit der Ritz’-
Projektion

5 Es reicht, dass {2 in einer Raumrichtung beschrénkt ist, d.h. nach geeigneter
Drehung und Verschiebung gelte 2 C {z € R?:0 <z <§}. Dann kann im
Weiteren diam({2) durch die Streifenbreite § ersetzt werden.

7 Walter Ritz, geboren am 22. Februar 1878 in Sion (Sitten), gestorben am 7. Juli
1909 in Gottingen.
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Qritz,h = PAT'RL:V =V},

(vgl. [67, §8.2.3]). Ist uw € V die Losung des Variationsproblems a(u,v) = f(v)
(vgl. (11.10)), so ist up = QmRitz,pu die Finite-Element-Losung. Der Finite-
Element-Fehler ist

er, (u) == |[u — Qritz,nullr2(2)-

Da die L?(£2)-orthogonale Projektion die optimale ist, d.h. eg(u) < ef(u),
reicht der Fehler eﬁ fiir eine Abschéitzung. Die schwichste Form der Finite-
Element-Konvergenz lautet

er (u) < enllfllr2co) fiir alle u = Gf, f € L*(02), (11.15)

wobei €, — 0 fiir h — 0, d.h., g5, = o(1), wie in Lemma C.5.8 beweisen
wird. Nur unter weiteren Glattheitsbedingungen an die Koeffizientenmatrix
C' (vgl. (11.6)) und unter Regularitdtsannahmen kann man ein besseres Ver-
halten e, = O(h?) mit o € (0, 2] erwarten.

Das folgende Lemma zeigt, dass M~1BM~! eine Niherung fiir A=! dar-
stellt.

Lemma 11.2.2. ¢}, sei die Grife aus (11.15). Dann gilt mit der Norm ||| - |||
aus (6.25) die Abschitzung

IMA™'M — B|| = |PA™'R— PM'BM 'R||12(0)—12(0) < 2¢n. (11.16)

Beweis. ||[MA~*M — B|| = HPA_IR—PM_lBM_lRHLQ(‘Q)HLQ((Z) folgt aus
der Definition (6.25). Wegen B = RGP ist

PM'BM'R=PM 'RGPM 'R = QuvGQ).

Wir haben (PA™'R — Q,GQy) f fiir f € L*(£2) abzuschétzen. Da Rf = 0
fiir f € Vi1, reicht es, f € Vj, zu verwenden. uj, := PA"'Rf ist die Finite-
Element-Losung zu Lu = f, wihrend Q,GQnf = QnGf = Quu die L?(02)-
Projektion der Losung v von Lu = f auf V}, darstellt. Mit der Ritz-Projektion
QRitz,n schreibt sich der Ausdruck als

(PAT'R — QnGQn) [ = un — Qnu = Qritz.nu — Qnu
= (U - Qhu) - (U - QRitz,hu)
und ldsst sich mit
I (PAT'R = QuGQn) fllr2(o) < e (u) + ef, (u) < 2 (u) < 2] f]lL2(0)
abschiitzen. Damit ist die behauptete Ungleichung (11.16) bewiesen. [ ]
Korollar 11.2.3. Eine dquivalente Formulierung der obigen Norm ist
I[MA™M — B|| = ||[MY2A T MY? — M~Y2BM~Y/2|,.

Eine Folgerung ist die Ungleichung

JA™ = M7 BM ™z < [IMA™'M = BI||M s < 2| M~z .
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Beweis. Zum ersten Teil vergleiche man (6.25). Der zweite Teil folgt aus
A~ — M~ 'BM ™!,
_ HM71/2 (Ml/zA’lMl/z _ M’1/2BM’1/2) M’1/2||2
< HM—1/2H2HM1/2A—1M1/2 - M—1/2BM—1/2H2HM—1/2H2
und [|[M V2|3 = || M|y sowie (11.16). |

Es sei festgehalten, dass B ebenso wie G beschrinkt ist, denn wegen
B[l = |QnGQnllL2(2)—12(2) gilt die

Anmerkung 11.2.4. Es ist || Bl|| < [|G||L2(2)—r12(2)-

Die weiteren Uberlegungen sehen wie folgt aus. In §11.3 wird gezeigt, dass
B durch eine ‘H-Matrix By gut approximiert werden kann. Nach Satz 11.1.5
ist bekannt, dass die Massematrix-Inverse M ~! eine H-Matrixapproximation
Ny besitzt. Geméafl Lemma 7.4.5 ergibt das Produkt Ny By Ny wieder eine
‘H-Matrix, die M ~'BM ~! approximiert. Da zusitzliche Fehler von der Grofie
des Diskretisierungsfehlers e, akzeptierbar sind, sind H-Matrix-Ndherungen
von M~!BM~! auch gute Approximationen von A~! (vgl. (11.16)).

11.2.5 Folgerungen aus separabler Approximation der Greenschen
Funktion

Wir greifen dem Abschnitt §11.3 voraus und nehmen an, dass die Greensche
Funktion eine separable Approximation erlaubt:

G(z,y) =~ Gg(x,y) Zu(k) (k) firze X, yeY, (11.17a)

wobei X, Y C (2 die iibliche Zuléssigkeitsbedingung
min{diam(X),diam(Y)} < ndist(X,Y) (11.17b)

erfiillen. Ferner falle der Approximationsfehler exponentiell, d.h. fiir die
Integraloperatoren Gxy, Gk xv € £ (LQ(Y), L2(X)), die fiir z € X mittels

(Gxv f)( / G(z,y) f(y)dy, (Grxvf)( / Gr(z,y)f

definiert sind, gelte

1Gxy — Gr,xv L2 (x)—r2(v) < €llGll2(0)—12(0)

11.17¢
mit € = (k) < C exp(—c2k), ¢1,c2,¢3 >0 ( )

fiir alle £ € N. Wir werden (11.17¢) mit den Konstanten
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1

d/(d+1)
K d+1

a~rl aaxc , C3 = (= Boe mit By aus (11.35d)) (11.17d)
zeigen® Der Beweis benutzt allerdings eine weitere Annahme: Wenn das Mini-
mum in (11.17b) von diam(X) [bzw. diam(Y)] angenommen wird, sei X
[bzw. Y] konvex. In der Praxis ist dies keine Einschrinkung, da nach Kon-
struktion der Partition P C T'(I x I) die Zuldssigkeit der (Minimal-)Quader
verwendet wird (vgl. Lemma 5.2.6) und diese konvex sind. Die Verifizierung
von (11.17a-d) findet sich im Anschluss an den Beweis von Lemma 11.3.10.

Die Matrix B aus (11.14) wird offenbar durch By € H(k, P) approximiert,
wobei fiir By|, die Kernfunktion G in (11.14) durch die in diesem Block b
zutreffende Approximation Gy aus (11.17a) ersetzt wird. Sei b = 7 x . In
diesem Fall sind X und Y durch X, und X, zu ersetzen (vgl. (5.5b)). Geméif3
Satz 4.5.4 gilt

I1Blo — Brlolll < 19x, x, — Gr,x, X, | 22(x,)—12(X,)-
Mit (11.17c) folgt
I1Bls — Billll < €llGllL2(0)y—r2(y  fiir alle b e PT,

wéhrend im Nahfeld By|, := Bly (b € P~) gesetzt wird. Der Gesamtfehler
betrédgt nach Satz 6.5.13

1B — Byll < O(e - Cup(P) depth(T(D))) 1G] () 22(52)-

Die Kombination dieser Ungleichung mit Cy,(P) = O(1) (vgl. Lemma 6.4.9)
und (|G|l 2 (0)—r2(2) = O(1) (vgl. (11.13)) zeigt

1B — Byl < O(e - depth(T'(1))).
Damit ist das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 11.2.5. Die Voraussetzungen aus §11.2.1 mdgen gelten und die
Finite- Element- Triangulation sei formregulir. Die Partition P C T(I x I)
sei mit der Zulissigkeitsbedingung (5.8) angewandt auf die Minimalquader
definiert. Dann gilt fir die oben definierte Matriz By € H(k,P) die
Fehlerabschdtzung

|B — Bl < O(e - depth(T(I)))  mit e = e(k) < exp(—cok/ (1))
fir alle k € N und mit der Konstanten cy aus (11.17d).

Anmerkung 11.2.6. a) Es sei daran erinnert, dass bei der iiblichen Konstruk-
tion des Clusterbaums depth(7'(I)) = O(log #1) gilt.

8 Dieser Wert von c3 ist nicht optimal. Die Abschéitzung sollte auch fiir c¢s = ﬁ
gelten.
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b) Im Folgenden setzen wir k. p > (’)(logd+1 %(T(I)))v sodass

IB =Bl <e fiir k= ke p. (11.18)

¢) Zusammen mit ||| B[] < [|G||r2(0)—r2(0) = O(1) aus Anmerkung 11.2.4
und Lemma 11.2.1 ergibt sich fiir e < O(1) somit

[1Bell| < O(1). (11.19)

Da nach Lemma 11.2.2 A=t ~ M~'BM~! und M~ ~ Ny (vgl. Satz
11.1.5) sowie B = By, verwenden wir

H := NyBy, ; Ny (11.20)
als Approximanden der inversen Finite-Element-Matrix A~".

Lemma 11.2.7. Zu ¢ > 0 seien Ny € H(ke, P) gemdff Satz 11.1.5 und
By, € H(ke, B, P) gemdf$ Lemma 11.2.5 gewdhlt. Dann ist das (exakte) Pro-
dukt H aus (11.20) eine hierarchische Matriz aus H(k. g, P) mit

ke, = Cgmax{ke., ke 5, Nmin } (11.21)
wobei Cy in (7.46b) definiert und in (7.46¢) abgeschitzt ist: Cy = O(log #1).
Beweis. Fiir das exakte Produkt Ny By, , gilt nach Satz 11.1.5, dass
Ny By, , € H(kng, P) mit kyp = Cu max{ke, ke, B, Nmin }-
Die zweite Produktbildung H = (NHB;CE7B) Ny fiihrt auf
ke,ir = Cumax{knp, ke, Nmin }-

Da Cy > 1, schlieit man iiber max{kc, nmin} < knp auf (11.21). ]
Die sachgemifie Norm fiir den Fehler A= — H ist

|P (A7 = H) Rl 12(0)—12(02) = |[MY? (A7 — H) M2, (11.22a)
= [[MA™ M - B

(vgl. (C.29d)). Mehrfache Verwendung der Dreiecksungleichung liefert

[P (A™" = H) R||2(2)— 12(02) (11.22b)
<P (AT = MTIBM™Y) Rl 12(0)—L2(0)
+[PM™ (B = By s) M7 Rl|12(0) 12(2)
+ | PM ™ By, , (M~ = Nag) Rl z2(@)r2(2)
+ |P(M™" = Ny) Bi, s N1R| 12(2)—12(2)-
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Der erste Summand in (11.22b) ist in (11.16) durch die dort definierte
Schranke ¢, abgeschétzt:

||P (A_l — M_lBM_l) R”Lz(Q)HLz(Q) < 2¢ep,. (11.22C)
Der zweite Summand in (11.22b) kann wegen
|[PM™" (B = By, ) M™'Rl|12(0)—r2(2) = 1B — Br. 5
mittels Lemma 11.2.5 und (11.18) behandelt werden:
[PM~" (B = By, ) M™'Rl|12(0)—12(0) < €. (11.22d)
Der dritte Summand in (11.22b) wird aufgespalten in die Faktoren
|IPM ™' By, (M™" = Nyg) Rl 12(0)—12(0) (11.22e)
— | {PM*B,%’BM*VQ} [M”Q (M~ = Ny,) R} 22 (2)—r12(2)
< ||PM ™' By y M7 2 () e | MY (MTF = Nyy) Rllpr 20
= [ Bre. o INIML/2 (M — Niyg) M2
<O01)-e=0(e),

wobei die vorletzte Zeile (C.29b-d) verwendet und die letzte Ungleichung aus
(11.19) und (11.5¢) folgt.
Der vierte Summand in (11.22b) wird analog behandelt:

[P (M™! = Nt) Bie. s NuRl| 12 (2) 12(2)

= [P (M~ = Ny) Ml/ﬂ [M_l/QBkE,BNHR z2(0)—L2(2)

<P (M™' = Nog) MY2|| 20y s | M7V ? By, Ny Rz —12(0)

= [ MY2(M ™! = Ny )M 2||2|| PM ™" By, NiR| 12(2)—12(2)

=¢e||PM ' By, NuR| 12(0)—12(2)

<e(|PM ™' By, s M~ R|12(2)—12(2)

+ HPM_lB’Ca,B (M_l — NH) RHL’-’((Z)HL?((Z))

Die vierte Zeile macht von (C.29b) Gebrauch. Der erste Normausdruck der

letzten Zeile ist [|[PM ™' By , M ' R||12(0)—r2(0) = || Bk|| < O(1), der zweite
wird in (11.22¢) mit O(e) abgeschétzt, sodass

||P (M71 — NH) Bk57BNHR||L2(Q)<—L2(Q) < O(E) (1122f)
Die Kombination von (11.22a-f) liefert das Endresultat:

Satz 11.2.8. Vorausgesetzt seien die Annahmen aus §11.1, §11.2.1 sowie
depth(T(I))=O@]I). Der lokale Rang k.= O(log(#1/¢)) von Ny, eH(k.,P)
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sowie kep = O(log®™ (#I/¢)) von By, € H(ke,p, P) zu vorgegebenem
€ (0,1) liefert mit H = NyBy_ ,Ny € H(ke m, P) eine Approximation
der inversen Finite-Element-Matriz A~! mit dem Fehler

[P (A~ = H) R||12(2)—r2(0) < O(e +€n), (11.23)
wobei

ke = Cf max{ke, ke, imin } = O (log” (#1)ke,5)
= O (log™* (#1) + log? (#1) log™* (1/2))

wdhrend €y, der Finite-Element-Konsistenzfehler aus (11.15) ist.

Die naheliegende Wahl von ¢ ist € = 5. Da bestenfalls ¢, = O(h%) =
O(#I7°/%) (a > 0: Konsistenzordnung), stimmen log(#1) und log (1/¢) in
der Groflenordnung iiberein und ergeben

|IP(A™" — H) R 12(0)—12(02) < O(h®)

fiir ein H € H(ke, g1, P) mit ke, g = O (1ogd+3(#1)) .

Da die rechte Seite O(e + &p) von (11.23) nicht kleiner als O(ep,) werden
kann, beweist die Abschitzung keine exponentielle Konvergenz fiir ¢ — 0.
Dies ist ein Artefakt des Beweises. Der Grund ist die Wahl von H, das
aus einer anderen Diskretisierung stammt. Die numerischen Resultate
zeigen eindeutig, dass unabhéngig von ¢;, der Bestapproximationsfehler
min{|| P (A‘l — M) R||12(0y—12(0) : M € H(k, P)} exponentiell mit k — oo
fallt.

11.3 Analysis der Greenschen Funktion

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir die Greensche Funktion eine separable
Approximation der Form (11.17a), d.h.

k
G(z,y) = G¥ (2,y) = Zui(w)vi(y) in X xY
i=1

zu zeigen, wobei X, Y C {2 eine Zuldssigkeitsbedingung erfiillen.

Die Greensche Funktion G ist in {2 x (2 definiert. Sobald X C 2 und
Y C (2 disjunkt sind, ist die Beschrankung von G auf X x Y L-harmonisch,
d.h. G erfiillt die homogene Differentialgleichung LG = 0. Der Unterraum der
L-harmonischen Funktionen wird anschlieflend in §11.3.1 diskutiert. Danach
werden Approximationseigenschaften in diesem Unterrdume diskutiert.
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11.3.1 L-harmonische Funktionen und innere Regularitéit

2 C R? ist das Definitionsgebiet des Differentialoperators L (vgl. (11.6),
(11.7)). Im Folgenden soll der Raum Z(D) der L-harmonischen Funktionen
definiert werden. Sei dazu D C R ein Gebiet mit 2N D # ). Aus technischen
Griinden® darf D zum Teil im Komplement von (2 liegen. In D\ 2 werden die
Funktionen jedoch als Nullfunktion definiert. Dariiberhin aus sollen u € Z (D)
in DN 2 L-harmonisch und lokal zu H' gehoren. Vor der priizisen Definition

seien zunéchst einige Anmerkungen angefiigt:
FEine Funktion, die Lu = 0 in einem Teilgebiet erfiillt,
Q nennt man dort L-harmonisch. Insbesondere ist die Green-
D) sche Funktion G(z,y) beziiglich beider Argumente z,y
@ L-harmonisch ', wenn x # y. Die hier geeignete schwache
Formulierung, die von der Bilinearform aus (11.10) Gebrauch

macht, findet sich in (11.25c¢).
Wenn = € 2N 0D, ist u := G(x,-) zwar L-harmonisch
in D (da = ¢ D), aber u gehort wegen der Singularitét der
Greenschen Funktion nicht zu H'(D). Deshalb wird nur die
lokale H'-Eigenschaft gefordert: u € H'(K) fiir alle Gebiete

6 K C D, die einen positiven Abstand von

(D) := 200D (11.24)

Abb. 11.2.Ge- besitzen (vgl. Abbildung 11.2 und (11.25b)).

biete 2, D, I'p Fiir die spiteren Konstruktionen ist es hilfreich, dass D
iiber 2 hinausreichen darf. Wegen der Nullrandbedingung

G(z,y) =0 fiir x € 2 und y € 912, gehort die Fortsetzung von G(x, -) mittels

null in D\ wieder lokal zu H'. Bedingung (11.25a) ist eine leere Aussage,

wenn D C {2 (oberer Fall in Abbildung 11.2).

Definition 11.3.1. Seien 2, D C R? und I'(D) aus (11.24). Dann sei Z(D)
der Raum aller v € L?(D) mit den Eigenschaften

ulp\o =0, (11.25a)
u € HY(K) fiir alle K C D mit dist(K,I'(D)) > 0, (11.25b)
a(u,) =0 fir alle p € Cz°(D N 12). (11.25¢)

Anmerkung 11.3.2. Seien Z(D) und Z(D') die Unterrdume zu D’ C D. Fiir
alle u € Z(D) gehort die Beschrinkung u|ps zu Z(D'), was kurz in der Form

9 Unter dieser Annahme kann D konvex gewiihlt werden, wihrend 2N D dies nicht
zu sein braucht. Daher brauchen wir nicht vorauszusetzen, dass {2 konvex ist.

1% Tm Allgemeinen ist G(z,y) L-harmonisch beziiglich z € 2\{y}, wihrend es L*-
harmonisch beziiglich y € 2\{z} ist, wobei L™ den zu L adjungierten Differen-
tialoperator bezeichnet. Im Falle von (11.6) ist L jedoch selbstadjungiert: L = L*.
Die Verallgemeinerung auf den unsymmetrischen Fall wiirde aber keine Schwierig-
keiten bereiten.
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Z(D)|pr C Z(D') notiert werden kann. Falls dist(D’, I'(D)) > 0, gilt sogar
Z(D)|pr € Z(D') N HY(D') (vgl. (11.25b)).

Als innere Regularitit bezeichnet man die charakteristische Eigenschaft
homogener Losungen elliptischer Differentialgleichungen, in inneren Teil-
gebieten bessere Regularitét als im Globalen aufzuweisen (vgl. [67, §9.1.6]).
Hier wird speziell verwendet, dass fiir jede Funktion v € Z(D) in einem
kleineren Gebiet K die Gradientennorm ||Vul||z2(xney mittels |Julz2(pne)
abgeschétzt werden kann. Dank der Nullfortsetzung in D\(2 (vgl. (11.25a))
diirfen auch die Normen [|Vul|z2(x) und |[u| p2(py verwendet werden.

Lemma 11.3.3. Seien 2, D, Z(D), I'(D) und K C D mitdist(K,I'(D)) >0
wie in Definition 11.8.1. k¢ = Amax/Amin 15t die Grifle aus (11.8)). Dann
gilt die sogenannte Cacciopoli-Ungleichung

2./
= $”“HL2(DHQ) fiir alle w € Z(D). (11.26)

IVullp2(kne) < dist(K, I'(D))

Beweis. Die Abschneidefunktion n € C1(D) erfiille 0 <7 < 1in D, n =1 in
K und n = 0 in einer Umgebung von I'(D) sowie |Vn| < 2/§ in D N {2, wobei
die Abkiirzung

¢ :=dist(K, I'(D))

verwandt wurde. Da K’ := Triger(n) C D die Bedingung dist(K’, (D)) > 0
erfiillt, folgert man aus (11.25b), dass u € H*(K'). Die Funktion ¢ := n?u €
H} (DN ) ist somit eine zuléssige Testfunktion in der Variationsformulierung

a(u,p) = 0:
0= / (V)T C(2)V (°u)de (11.27)
DNR
= Q/DOQ nu(Vu) ' C(z)(Vn)dz + /D (V)T C ) (V) da.

ng

Die Ungleichungskette

/ n? || CY2 () Vul?dz = / n?(Vu) " C(z)(Vu)dz
DN jolate)

.
2 /sznu(Vu) C(x)(Vn)dx

(11.27)

<2 / 0] [C2(@) V| [C2(2) V| de
DN
V )\max /
4 o)

DnN§?

<
HCH§>‘max wegen (11'8)7 ‘VW‘SQ/‘S

Amax
o ¢ |l Ve el o
DNy2

[ul 1 |CY2 () Vul| de

< 4

Schwarzschc_Unglcichung
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kann durch \/fDmQUQHC’l/Q(x)VuHde = |InCY%(2)Vul|r2(pnge) dividiert

werden:
V )\max
In CY2(2)Vul L2 (proy < 4 5 llullL2(pnoy-

Wegen n =1 in K folgt

Vull2(kne) = [IMVullL2(kney < IMVullL2(pne)

< A InCY2 (@) Vull 2 (pra)-
(11.8)
Zusammengenommen folgt die Behauptung mit (11.26) mit dem Faktor 4 statt
2. Die Bedingung |Vn| < 2/§ kann durch |Vn| < (1+4¢) /4§ fiir jedes € > 0
ersetzt werden. Damit gilt (11.26) mit dem Faktor 2 (1 +¢) fiir alle € > 0,
also auch fiir 2. n

Lemma 11.3.4. Der Teilraum Z(D) ist in L?(D) abgeschlossen.

Beweis. Die Folge {uy }ren C Z(D) konvergiere in L?(D) gegen u. Fiir u sind
die Eigenschaft (11.25a-c) nachzuweisen.

a) Da ug|p\o = 0, folgt auch u|p\ o = 0, d.h. (11.25a).

b) Sei K C D mit dist(K,I'(D)) > 0. Da [lug||z2(py gleichméBig be-
schrinkt ist, ist nach Lemma 11.3.3 auch {Vuy}reny auf K und damit die
Norm [Juy | g1 (k) gleichméfig beschrénkt. Erneute Anwendung von Lemma
11.3.3 auf uy, — ug zeigt |up — uel| g2 () < Cllug — uel|2(py — 0. Da H'(K)
vollsténdig ist, folgt u € H'(K), d.h. (11.25b).

c) Sei p € C§°(DNN). Gemif (11.25¢) gilt a(ug, ¢) = 0. Nach Definition
von C§°(DN§?2) liegt K := Tréger(y) im Inneren von DN 2. Damit gehort das
Funktional a(-,¢) zu (H'(K))" und die Konvergenz ug|x — u|x in H'(K)
aus Teil b) beweist a(u, ¢) = 0, womit (11.25¢) auch fiir u gilt. m

11.3.2 Approximation durch endlich-dimensionale Unterriume

Das niichste Lemma garantiert die Existenz eines Unterraumes Vi, C Z(D) der
Dimension k € N, mit dem alle u € ZNH! (D) mit explizit beschriebener Giite
approximiert werden konnen. Der konkrete Raum Z(D) der L-harmonischen
Funktionen kann im Lemma durch jeden abgeschlossener Unterraum des
L?(D) ersetzt werden.

Lemma 11.3.5. Sei D C R ein konvexes Gebiet. Dann existiert fiir alle
k € N ein Unterraum Vi, C Z(D) der Dimension dim Vj, < k mit !
. diam(D
dlSth(D) (u, Vk) S Cappr \d/]é)”VUHLQ(D)
2/ (11.28)

fiir alle w € Z N HY(D), wobei cappr :=
m

11 Alle Abstéinde und Durchmesser werden in der Euklidischen Norm des R? ge-
messen, wenn nicht explizit anders angegeben.
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Beweis. a) D ist in einem Wiirfel @ der Kantenlédnge diam(D) enthalten. Sei
z die Wiirfelmitte:

1

b) Zuerst sei k = ¢¢ angenommen. Wir unterteilen den Wiirfel Q@ gleich-
méBig in k Unterwiirfel @; der Kantenlinge diam(D)/¢ und setzen D; =
DNQ; (i =1,...,k). Die D; sind wieder konvex und ihr Durchmesser ist
durch diam(D;) < @ diam(D) abschétzbar. Der Unterraum

Wy, = {v € L*(D) : v konstant auf D; fiir alle i = 1,..., k}

hat die Dimension dimW}, < k. Die Poincaré'?-Ungleichung'® zeigt fiir
u € HY(D), dass

iam(D: ) 2 iam (D) 2
D; n D; ! D;

wobel u; = m f D, udx der Mittelwert von w in D; ist. Summation iiber
alle 7 liefert

. _ vd
dlStL2(D)(u,Wk) < Hu — UHL2(D) S ﬁdlam(D) HVUHLZ(D);

wobei 4 die stiickweise konstante Funktion aus Wy, mit @|p, = @; ist.
¢) Fiir allgemeines k& € N setze man £ := |[Vk| € N, d.h. ¢¢ <
(¢4 1)?. Wir wenden Teil a) mit &' := ¢¢ an und definieren Wy :=

sodass dim W), = dim W}, < k' < k. Wegen % < Hil < d%/g erhalten wir

k <
Wk/v

) diam(D
dlStLZ(D)(u, W) < cappr\{yé) ||Vu||L2(D)

mit der Konstanten c,ppr := 2v/d/7.

d) Sei IT : L?(D) — Z(D) die L?(D)-orthogonale Projektion auf Z(D).
Ferner wird Vj, = IT(W},) definiert. Da IT als Projektion die Norm 1 besitzt
und u € Z, folgt die Behauptung aus ||u — ITul[z2(py = [T (u — @)|[z2(p) <
|l — |2 (py fiir alle @ € Wy. ]

Hier wurde der Einfachheit halber ausgenutzt, dass D; konvex ist. Die
Poincaré-Ungleichung gilt auch, wenn die Einbettung H*(D;) < L?(D;) kom-
pakt ist (was zum Beispiel gilt, wenn D; eine gleichmiilige Kegelbedingung
erfiillt). Allerdings ist dann die Poincaré-Konstante von D, abhingig, und
man hat Bedingungen zu stellen, die die gleichmdflige Beschranktheit aller
Poincaré-Konstanten sichern.

12 Jules Henri Poincaré, geboren am 29. April 1854 in Nancy, Lorraine, gestorben
am 17. Juli 1912 in Paris.

13 An dieser Stelle wird die Konvexitit von D; und damit indirekt die von D
benotigt. Der korrigierte Beweis der Poincaré-Ungleichung fiir konvexe Gebiete
findet sich in [7].
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11.3.3 Hauptresultat

In der folgenden Konstruktion gehen wir von einem konvexen Gebiet K mit
K N 2 # () aus. Die Verbreiterung von K um r € (0, 4] ist definiert als

K(r):={z e R?: dist(z, K) < r}, (11.29)
wobei K(0) := K fiir r = 0 gesetzt sei. Man sieht leicht, dass

dist(K (re),0K(r1)) =r1 —re fiir 1y > rq >0,

diam(K (r)) < diam(K) 4+ 2r  fiir r > 0. (11.30)
(D) D sei eine Obermenge von K mit
< § := dist(K, (D)) > 0. (11.31)

Offenbar ist K(6) N2 € D N 2. Im Komplement
R4\ (2, wo alle Funktionen als null definiert sind,
kann D aber ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
so vergroflert werden, dass K (0) C D gilt.

Das folgende Lemma beschreibt die Approxi-
mierbarkeit aller v € Z(D) mittels eines Unter-
raumes W C Z(K), sodass der Approximations-
Abb. 11.3. Die Gebiete fohler exponentiell mit der Dimension dim W fAllt
2, K C K(§) ¢ D und (d.h. die Dimension steigt nur logarithmisch mit
(D) dem inversen Approximationsfehler).

Lemma 11.3.6. Seien 2, D, Z(D), I'(D) und K C D mit dist(K, I'(D)) > 0
wie in Definition 11.3.1. Ferner sei K ein konvexes Gebiet mit

diam(K) < n dist(K, I'(D)).

Dann existiert fir alle € < 1 ein Unterraum W = W, C Z(K) mit der
Approzimationseigenschaft

dist 2 gy (u, W) < e ||lull 2 (pne) fir alle w € Z(D) (11.32)
und der Dimension
dim W < ¢4[lo 1—\‘“'1 + [lo 11 mit ¢, = 2€ Capprv/Fc (N +2). (11.33)
> 6y g c g c n — appr c 1 . .

Beweis. a) Mit K sind auch alle K(r) aus (11.29) konvexe Gebiete, die sich
mit wachsendem r vergréfern: K(rq) D K(ra) fiir 11 > ro. Das kleinste Gebiet
ist K(0) = K, wéhrend K (J) das maximale Gebiet mit K(0) C D ist.

b) Wir fixieren ein p € N, das in Teil f) konkretisiert wird, und fiihren
Radien rg > r; > ... > r, = 0 mittels

rji=(1- ]%)5 (0<j<p) (11.34)
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ein. Wir setzen
K;:=K(rj), Zj:=Z(K;) (vgl. Definition 11.3.1)

und vermerken, dass K = K, C K,_; C...C K; C Ky C D.
c) Sei j € {1,...,p}. Anwendung von Lemma 11.3.3 mit den Gebieten
K;_q, K; anstelle von D, K liefert

2\/kc
N <
Vol k) < dist(K;, I'(K;j_1

)) ||’UHL2(KJ;1) fiir alle v € ijla

wobei I'(Kj_1) der Definition (11.24) folgt. Wegen dist(K;, I'(K;_1)) >
diSt(Kj,aKj_l) =Tj1—Tj= (5/]) (Vgl (11.30)) folgt

2p\/kc
1)

||VU||L2(KJ-) < ||U||L2(Kj,1) fir alle v € Zj_l. (11.35&)

d) Wir wenden Lemma 11.3.5 mit K anstelle von D und mit k := [(8p)?]
an, wobei der Faktor [ spéter in (11.35d) festgelegt werden wird. Geméifl
Lemma 11.3.5 gibt es einen Unterraum V; C Z; der Dimension dimV; < &,
sodass

diam(K)

Jk
Uber die Ungleichungen Jk > Bp und diam(K;) = diam(K) + 2r; <
diam(K) + 2§ (vgl. (11.30)) folgt

diStL2(Kj)(U,V3') < Cappr HVUHLQ(KJ-) fiir alle v € Zj N HI(KJ)

) diam(K) + 2
dlSth(Kj)(U7‘/j) S CapprT”v’U”L2(Kj) (1135b)

fiir alle v € ZJ n HI(KJ)
Nach Anmerkung 11.3.2 gehort jedes v € Z;_; nach Beschrinkung auf K;

zu Zj N H'(K;). Kombination der Abschitzungen (11.35a,b) zusammen mit
diam(K) < nd zeigt

diStLQ(Kj)(U,Vj) <(n+2)
fir alle v € Z;_;.

2Cappr\/ Rc
T HUHLQ(K]'A) (11.35(3)

Damit der Faktor (n+ 2) M mit /P iibereinstimmt, wihlen wir
B:= Boe /P mit By := 2capprv/FC (7 +2). (11.35d)
Ungleichung (11.35¢) wird so zu

distz2(x,) (v, V;) < El/pHU||L2(K.71) fir alle v € Z;_;. (11.35e)

J
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Die Definition von distz2(k,)(v,V;) erlaubt eine andere Formulierung von
(11.35e): Fiir alle vj_1 € Z;_; existiert eine Approximation u; € V;, sodass
der Fehler v; := vj_1 — u; in K; definiert ist und

sl i, L2y < /P12,y

erfiillt. Insbesondere gilt v;_1 = u; +v; in Kj.

e) Die letzte Formulierung wird nun fiir j = 1 angewandt. Fiir jede Appro-
ximation u =: vy € Zp gibt es nach (11.35e) ein uy € Vi C Zp, sodass
ulg, = vo|lk, = w1 +v; und

lvillze (k) < gl/p llvollz2 (k)

Zu vy € Z; existiert analog ein uy € Vo C Zs, sodass vi|g, = uz + va
und [|v2 |z (ky) < el/P vy | 22(k,)- Die Kombination mit der vorigen Identitét
u|g, = uy + vy liefert wegen Ky C K; die Darstellung u|g, = uy + us + vs.

Durch Induktion konstruiert man uw; € V; fiir j = 1,...,p, sodass wegen
K,=K
P
ulg =vp+ Y uilx mit [opllrar) < e llullraox).
j=1

Da Uj‘K S Vj‘K, ist
W =span{Vj|x : j=1,...,p}
der gesuchte Approximationsunterraum, der

disth(D2)(u,W) < €||u||L2(KU) KSCD EHUHL?(D) N \: = EHuHLz(DmQ)
o D\e=

garantiert.
f) Die Dimension von W ist beschrankt durch

p
> dimV; = p[(Bp)?] < p+ Bp*H.
j=1

Die Wahl p := [log 1] ergibt wegen e~1/p = o(leg 2)/p < e! die Dimensions-
abschitzung

1 1
dim W < [log 51 + Bde?log jd“- (11.35f)
Zusammen mit ¢, := fpe folgt die Behauptung. [

Anmerkung 11.3.7. Lemma 11.3.6 beschreibt die Dimension k := dim W in
Abhéngigkeit vom Verbesserungsfaktor €. Die Umkehrung zeigt den exponen-
tiellen Abfall
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e =c(k) ~ exp (—c d+\l/E) mit ¢ ~ (¢,) Y@+

(die Gleichheit ¢ = (c,) =% (41 gilt, wenn in der rechten Seite von (11.35f) der
Term [log %] von niedrigerer Ordnung fehlt, wihrend e(k) < exp (—c d+\1/E>

zutrifft, wenn [log 11 durch log L ersetzt ist).

Fir z € X C 2 C R? ist die Greensche Funktion G(x,-) L-harmonisch
in QA\X, dh. G(z,-) € Z(2\X) und sogar G(x,-) € Z(R¥N\X) wegen der
Nullfortsetzung.

Satz 11.3.8. Seien X C 2 C R? und K C R? zwei disjunkte Gebiete mit
KN #0. Ferner sei K konvex mit

diam(K) < ndist(X, K).

Dann existiert zu jedem e € (0,1) eine separable Approzimation

k
Gr(z,y) = Zuz(x)vz(y) mit k < k. = cﬁ [log %1“1 + log 1]
i=1

(cy in (11.33) definiert), die
||G(.T,) *Gk(iﬂ,')”LQ(K) SSHG(ZL’,')”Lz(DQQ) fﬁT’ alle x € X (1136)
erfillt, wobei D := {y € R? : dist(y, K) < dist(X, K)}.

Beweis. Da diam(K) < ndist(X, K) = ndist(X,0D) < ndist(X, (D)), ldsst
sich Lemma 11.3.6 anwenden. Sei {v1,...,v;} eine Basis des dort erwihnten
Unterraumes W C Z(K) mit k = dim W < ¢[log 214" + [log 1]. Fiir alle
z € X liegt die Funktion g, := G(z,-) wegen X N D = § in Z(D). Gemif
(11.32) gilt g, = g}V + rp mit g € W und ||r2]|2(x) < €ll9ellL2(pns)- Die
Approximation g¥¥ hat eine Darstellung

k
gy = Z ui(z)v; (11.37)
i=1

mit Koeffizienten u;(z), die von a abhingen. Da x in X variiert, sind die u;
auf X definierte Funktionen. Die Funktion Gy (z,y) := Zle w;(x)v;(y) erfiillt
die Abschitzung (11.36). ]

Anmerkung 11.3.9. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann {vy,..., v}
im obigen Beweis als eine Orthogonalbasis von W gewéhlt werden. Dann
ergeben sich die Koeffizienten w;(z) in (11.37) als das Skalarprodukt
(G(z,-),vi) 2(kng)- Dies beweist, dass die Funktionen u; die Differential-
gleichung
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L — v; in K N2,
" 10 sonst

mit homogenen Dirichlet-Randwerten erfiillen. Insbesondere sind die w;
L-harmonisch in 2\K. Man beachte, dass die u; nicht von der Wahl des
Gebietes X abhingen.

Lemma 11.3.10. Seien X, K, D und ¢ wie in Satz 11.3.8. Mit Gxk, GxD
und G x i seien die Integraloperatoren

(gXKf) (.’E fKnQ ( )f(y dy fﬂT’CL’GX,
(Gxpf) (@) = [pro Gl@,y)f(y)dy firz € X,
(Grxr) (%) = [ieno Grlz,y) fly)dy  firz e X,

wdhrend G der Operator aus (11.12) ist. Dann gilt

)
)

1Gxx — Gk, xK||lL2(x)—rL2(kn2) < €llGx Dl L2(x)—L2(DN2) (11.38)
<ellGll20)—r2(02)-

Beweis. Sei p € L*(X) eine beliebige Testfunktion. Hierzu wird

D(y) == / G(z,y)e(x)dx firye DN
b'e
gebildet. Da @ € Z(D) gilt, besteht wieder die Ungleichung

1@ — PrllL2(kne) < ell®llL2(pnn) (11.39)

(Beweis wie in Satz 11.3.8 mit gleichem Unterraum W). Da @), die Projektion
von @ auf den Unterraum W ist, folgt

k

/ Grlz,y)p => </ mes )da:) v (y).

i=1

Fiir alle ¢ € L2(K N £2) gilt
(0, (Gxy = Grxy) V) 2 (x)
/K - / (2,) — G2, 9)) (@)Y (y)dady = (@ — By ¥) 12 e
<P = Pellz2xne) 19l 2 (knn) (1%9) ell®ll2(pne) 191 2 (k) -
¢ kann auch als G% ¢ geschrieben werden, sodass

H@HLz(DmQ) < HgﬁcDHH(DﬁQ)HLz(X) ||90||L2(x)

= |9xpllL2(x)—r2(pno) |l L2 (x)
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die erste Ungleichung in (11.38) zeigt. Die zweite Ungleichung gilt, da Gxp
eine Beschrinkung von G darstellt. ]

Wir wollen nun zeigen, dass die Annahmen in (11.17a-d) gelten. Die Appro-
ximation (11.17a) entspricht der Darstellung in Satz 11.3.8, wobei die Notation
in (11.17a) anzeigt, dass die Funktionen u;, v; von der Dimension k abhéngen.

Wenn in (11.17b) das Minimum von diam(Y’) angenommen wird, darf
Y = K gesetzt werden, und die in (11.17c) behauptete Ungleichung folgt
nun aus (11.38). Sollte jedoch diam(X) < ndist(X,Y) mit konvexem X
gelten, lisst sich die gleiche Abschiitzung beweisen, indem man G(-,y) € Z(X)
beziiglich des ersten Argumentes verwendet.

Die Grofilen der Konstanten in (11.17d) ergeben sich aus Anmerkung
11.3.7.

Die Abschitzungen in diesem Abschnitt, z.B. in (11.32), verwenden die L?-
Norm. Der Grund ist die linke Seite in (11.28), die den L?-Abstand benutzt.
Der Beweis von Lemma 11.3.6 kombiniert (11.28) und (11.26), was die Re-
kursion (11.35¢) der L?-Normen liefert. Man kann die Ungleichungen (11.28)
und (11.26) auch in umgekehrter Reihenfolge kombinieren. Das Resultat ist
eine Ungleichung iiber die Normen ||Vv||12(k ), d-h. im Wesentlichen eine Be-
ziehung der H'-Normen. Entsprechend erhiilt man Approximationsaussagen
in der H'-Norm, die in [26, §5] ausgefiihrt sind.

Eine mogliche Ursache fiir nichtglatte Koeffizienten sind springende Koeffi-
zienten. Fiir iterative Verfahren kénnen grofie Spriinge ein Grund fiir schlechte
Konvergenz sein (vgl. zum Beispiel [1]). Es sei darauf hingeweisen, dass die
obigen theoretischen Abschitzungen von der Hohe der Spriinge abhéngen. Sie
gehen primér in die Zahl k¢ aus (11.9), und diese erscheint als Wurzel in
der GroBe ¢, aus (11.33). Die numerischen Experimente verhalten allerdings
wesentlich stabiler gegen grofles ¢

11.3.4 Anwendung auf die Randelementmethode

Da in der Randelementmethode die Fundamentallésung S mit der definieren-
den Eigenschaft

L,S(z,y)=0(x—vy) fiir alle z,y € RY

eine zentrale Rolle spielen, ist es von Interesse, den Satz 11.3.8 auf S anzu-
wenden. Das folgende Korollar garantiert, dass BEM-Matrizen erfolgreich im
‘H-Format dargestellt werden kénnen.

Korollar 11.3.11. Die Ezistenz einer Fundamentallosung S fir L set voraus-
gesetzt. Seien X, Y C RY zwei Gebiete, wobei Y konvex sei und

diam(Y") < ndist(X,Y)

erfillt. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine separable Approximation
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k
Sk(@,y) = Zuz(x)vz(y) mit k < ke = cjflog 1]+ + [log L]
i=1

(e, wie in (11.33)), sodass
15(z,-) = Sk(, )20y <ellS(a, )2y fiir alle x € X

mit D := {z € R : dist(z,Y) < dist(X,Y)}.

11.3.5 FEM-BEM-Kopplung

Die Finite- und Randelementmethode kénnen in vielfaltiger Weise gekop-
pelt werden. Beispielsweise kann eine (eventuell sogar nichtlineare) elliptische
Differentialgleichung in einem Innengebiet mit einer Randelementmethode
fiir den Auflenraum kombiniert werden. Das entstehende Problem ist in den
O(h~%) Innengebietsgitterpunkten schwach besetzt, nur die O(h'~¢) Rand-
knoten fithren zu einer vollen Teilmatrix. Da beide Teile gleichermaflen in das
Konzept der hierarchischen Matrixtechnik passen, kann das Gesamtproblem
als H-Matrix behandelt werden vorausgesetzt, dass der lineare Fall vorliegt.
FEine Alternative insbesondere im nichtlinearen Fall ist die iterative Losung
des Innenproblems mit Invertierung der Randgleichungen.

Eine vollig andere Kombination der Finite- und Randelement-Ideen fin-
det sich in der randkonzentrierten Finite-Element-Methode (vgl. Khoromskij-
Melenk [100] und Eibner-Melenk [39]). Der Konstruktion nach ist es eine
hp-Finite-Element-Methode, de facto verhélt es sich wie eine Randelement-
methode, da die Zahl der Freiheitsgrade durch die Diskretisierung auf dem
Rand bestimmt wird. Schliefllich kénnen im Rahmen einer Gebietszerlegung
randkonzentrierte finite Elemente mit der Randelementmethode kombiniert
werden (vgl. Langer-Pechstein [106]).
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Inversion mit partieller Auswertung

Es liegt an der Begrifflichkeit der Linearen Algebra, dass man beim linearen
Gleichungssystem Az = b nur an den (vollstindigen) Losungsvektor x € Rf
und bei der Invertierung von A nur an die (vollstindige) Matrix A~! € RI*!
denkt.

Wenn eine Randwertaufgabe Lu = f in (2 mit zugehorigen Rand-
bedingungen zu losen ist, mochte man w(§) nicht an den unendlich vielen
Punkten £ € (2 auswerten. Dass eine Diskretisierung in einem recht feinen
Gitter mit vielen Knotenpunkten ¢&; durchgefithrt wird, kann an den
Genauigkeitsanforderungen liegen. Ob man wirklich daran interessiert ist,
anschlieflend alle u(;) als Ausgabe zu erhalten, ist eine ganz andere Frage.
Héufig ist man nur an einer Reihe von Funktionalen der Losung interessiert.
Beispiele sind Randdaten du/0n auf I' = 912 bei gegebenen Dirichlet-Daten
oder auch nur ein Integral fFo Ou/OndI iiber Iy C I, das den Fluss iiber I
beschreibt, oder u in einem einzigen Punkt & € {2 oder in einer Reihe von
Punkten.

Eine spezielle Fragestellung liegt bei Randwertaufgaben mit stark oszillie-
renden Koeffizienten a(-) vor: L = diva(-) grad. Da die Lésung entsprechend
oszilliert, ist man im Allgemeinen nicht an der komplizierten Losung mit
allen ihren Details interessiert, sondern an lokalen Mittelwerten @. Im Falle
periodischer Koeffizienten a(-) setzt man Homogenisierungstechniken ein, die
zu Approximationen von « fithren. Wenn die Voraussetzungen fiir diese Tech-
niken nicht gegeben sind, ist eine numerische Homogenisierung von Interesse.
Ein Modellfall kénnte wie folgt aussehen: a(-) ist eine gegebene, stark oszillie-
rende Funktion fiir den Koeffizienten von L. Um die Oszillationen aufzulésen,
sei eine (recht kleine) Schrittweite h notwendig. Das zugehorige Gleichungs-
system Apx, = by konnte man lésen, ist aber nicht an xj, sondern an
einer geglitteten Darstellung xy = Rxj zu einer groberen Schrittweite H
interessiert!. Damit ist

I Im Falle von Galerkin-Verfahren kénnte Vi eine Triangulation zur Schrittweite
H und V}, D Vg eine Verfeinerung bis zur Schrittweite h sein. In diesem Fall

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9-12,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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XH = RA;lbh

zu 16sen. Man kann noch einen Schritt weitergehen: Es gibt im Allgemeinen
keinen Grund, die rechte Seite f der Differentialgleichung mit der Feinheit
h aufzulsen, hierfiir mag die Schrittweite H ausreichen, was by ergibe.
Eine Prolongation by, = Pbpy eingesetzt in die vorherige Gleichung fiihrt
zur néchsten Aufgabe:

xy = RA; ' Pby.

Die Eigenschaften des nachfolgend beschriebenen Verfahrens sind:

e KEs gibt eine erste Berechnungsphase, in der die Matrizen zu gewissen Ab-
bildungen @, bestimmt werden. Der zugehorige Speicher- und Rechen-
aufwand héngt fast linear von der Gesamtdimension ab. Fiir feine Schritt-
weiten h entsteht daher ein hoher Aufwand, aber wegen der zugrunde-
liegenden Gebietszerlegung sind alle Aufgaben der gleichen Stufe vollig
unabhéngig und kénnen parallel berechnet werden.

e In einer zweiten Berechnungsphase kann zu jeder rechten Seite die
Losung berechnet werden. Wenn diese Auswertung nur partiell statt-
findet und bei einer groberen Schrittweite H > h endet, reduziert sich
der Speicheraufwand fiir die &, -Matrizen und die Rechenzeit fiir die
Losungsbestimmung. Auch hier sind alle Aufgaben der gleichen Stufe
parallel berechenbar. Die partielle Auswertung #dndert die Genauigkeit
des Resultates nicht, d.h. es liegt keine Grobgitterdiskretisierung vor.

e Bei mehreren Gleichungssystemen mit gleicher Matrix aber unterschied-
lichen rechten Seiten, ist die erste Berechnungsphase nur einmal durch-
zufiihren.

e Fine Familie lokaler Funktionale der Losung ist leicht berechenbar.

Numerische Beispiele zu diesem Verfahren im rdumlich zweidimensionalen
Falle findet man in der Dissertation [111].

In §12.1 wird das Grundschema der Losungsdarstellung beschrieben. Die
dort verwendeten Abbildungen @, enthalten partielle Informationen aus A;l
und miissen geeignet konstruiert werden. Das zugehorige Verfahren wird in
§12.4.1 dargelegt. Es entspricht der erste Berechnungsphase von oben. Die
zweite Berechnungsphase ist die Auswertung, die in §12.4.2 erlautert wird.
Die eigentliche partielle Auswertung findet sich in §12.6.

12.1 Baum der Gebietszerlegung und zugehorige
Spurabbildungen

Zunéchst soll anhand der exakten Randwertaufgabe die grundlegende Kon-
struktion erldutert werden. Die Startsituation ist durch die Differential-

gelten up, € Vi, und ug € Vi, und xg = Ry—pXy, ist die kanonische Restriktion
der Finite-Element-Koeffizienten x5 und x, zu ug und uyp, wie sie in Mehrgitter-
verfahren verwendet wird (vgl. [72, §3.6]).
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gleichung
Lup =fo inf2CRY (12.1a)

mit den Randwerten?
U_Q|a_(g = gon auf 012 (12.1b)

gegeben.
Sei v(£2) C {2 eine offene d-dimensionale Mannigfaltigkeit, die {2 in zwei
Teilgebiete wi und wo mit

0w N Ows = y(£2)

zerlegt (erster Schritt in Ab- oo
bildung 12.1). ~(£2) wird Q 0, ®, I A BN N
im Folgenden interner Rand @3 03

genannt. Die Beschrankung
der Losung von (12.1a,b) auf
7(£2) ist die Spur wuel, (o).
Da ug, von der rechten Seite f, und den Randwerten gp abhéngt, ist hier-
durch eine Abbildung

Abb. 12.1. Folge von Gebietszerlegungen

Dt (fa,g900) — uely o)

definiert. {2 bildet die Wurzel des Gebietszerlegungsbaums G ; aus Abbildung
12.2. Die Knoten des Baums Gy, (Teilgebiete von (2) werden im Folgenden
mit w bzw. wy, wy usw. notiert.

Q wp und wy seien die Séhne von 2 € Ggp. Fiir
/ \ jeden Sohn w; gilt Folgendes. Die Differentialgleichung
o o (12.1a) kann auf w; beschrénkt werden:
1 2
SN N Lug, = fo, inw; (i=1,2).

Wy Oy Wy W . .
AN AR Der Rand Ow; setzt sich disjunkt aus dw; N 92 und

~v(w) zusammen. Die Randwerte
Abb. 12.2. Gebiets-

zerlegungsbaum G Ue; |6w; = Gow auf Ow;

liegen fiir die Teilmenge Ow; N 9f2 direkt vor, wo
Gow: |owinon = goolow.non mit gao aus (12.1b) gilt, wihrend auf () die
Randdaten durch

Juily(w) = P, (fcmg&u)

definiert sind.

2 Der Typ der Randbedingungen ist fiir die Methode nicht wesentlich. Im Falle
anderer Randbedingungen werden die Randbedingungen in den spéter auftreten-
den Teilgebieten w gemischt sein: auf dw N 2 vom Dirichlet-Typ, auf dw N OS2 der
obige Typ.
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Damit kann das Verfahren in den Teilgebieten w; (i = 1,2) fortgesetzt
werden: Jedes w; wird durch einen internen Rand vy(w;) in zwei Teile w; 1 und
wio zerlegt (vgl. mittlerer Teil der Abbildung 12.1). Ferner beschreibt die
Abbildung

¢wi : (fwivgawi> = U, [y (w;)

die Spur der Losung auf v(w;).

Nach mehrfacher Anwendung erhélt man eine feinere Zerlegung von (2 wie
rechts in Abbildung 12.1 (illustriert fiir eine regelmiflige Zerlegung) sowie den
Gebietszerlegungsbaum aus Abbildung 12.2.

Der Gebietszerlegungsbaum Gy, wird aus praktischen Griinden als
Bindrbaum konstruiert. Im kontinuierlichen Fall kénnte die Zerlegung unbe-
grenzt fortgesetzt werden (L£(Gg) = ). Wegen | Ow = (2 definieren die
Spuren ulg,, dann die gesamte Losung w in (2.

Im diskreten Fall wird die Lésung nach endlichen vielen Schritten erreicht,
wie im néchsten Abschnitt diskutiert.

weGgp

12.2 Diskrete Variante - Ubersicht

Im Folgenden wird die Finite-Element-Diskretisierung zugrundegelegt (das
Verfahren ist aber auch bei anderen Diskretisierungsverfahren anwendbar).
Details zur Diskretisierung finden sich in §12.3.1.

Die Gebietszerlegung aus §12.1 muss in diesem Fall mit der Finite-Element-
Triangulation 7 (£2) konsistent sein, d.h. alle Teilgebiete w € Gy, sind Ver-
einigungen von Dreiecken® aus 7 (£2). Eine dquivalente Beschreibung ist, dass
alle inneren Rénder v(w) auf Kanten von Dreiecken aus 7 (£2) verlaufen. Die
Zerlegung kann so lange fortgesetzt werden, bis die offenbar nicht weiter zer-
legbaren Dreiecke w € 7 (£2) als Teilgebiet erreicht sind. In Weiteren sei ange-
nommen, dass die Blétter des Gebietszerlegungsbaums G, die Dreiecke von
T(£2) sind:

L(Gp) =T(N2). (12.2)

Zu jedem Teilgebiet w € G, das kein Blatt ist, wird eine Abbildung
pr: (rh(w), rh(aw)) = Xh|—y(w)

konstruiert werden, die aus den inneren Knotenwerten ry, (w) der rechten Seite
flo und aus dem Komponenten rp(0w) der Randdaten wupls, die Koefhi-
zienten Xp|.(,) der Spur upl, () der diskreten Finite-Element-Losung u auf
~v(w) produziert. Details zum zugrundeliegenden Gleichungssystem und zu &,,
folgen in §12.3.1 und §12.3.3.

3 Die finiten Elemente werden als “Dreiecke” bezeichnet, da dies den 2D-
Abbildungen in diesem Abschnitt entspricht. Das Verfahren ist aber unabhéngig
von der Art der Elemente und der Raumdimension.
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Die Diskretisierung des Randwertproblems in (2 liefert die Daten rp,(£2)
und rp,(02) fir die Wurzel 2 € G,. Nach Anwendung von @y, liegen die
Daten rp(w) und rp(dw) fiir die Séhne w € S(§2) von 2 vor. Weitere re-
kursive Anwendung von @, (vgl. Algorithmus in §12.4.2) liefert schlieflich
die Knotenwerte fiir alle Dreiecke aus 7 (§2) und somit alle Koeffizienten der
Losung up. Daher produziert der Algorithmus die (vollsténdige) Losung des
Gleichungssystems. In diesem Sinne fiihrt der Algorithmus die (vollstindige)
Gleichungslosung durch.

In einer Vorbereitungsphase miissen die Abbildungen @, berechnet
werden. Der zugehorige Algorithmus ist in §12.3.7 beschrieben. Hierzu
benétigt man hilfsweise die Abbildungen ¥, die in §12.3.6 definiert werden.

12.3 Detalils

12.3.1 Finite-Element-Diskretisierung und Matrixformulierung

Die Finite-Element-Diskretisierung in (2 basiert auf einer Triangulation 7 ({2).
Die zusiitzliche Konsistenzeigenschaft des Gebietszerlegungsbaums G, lautet:
fiir alle w € G, gibt es eine Teilmenge 7 (w) C 7(42), sodass w = Uyer (o) t-
Der innere Rand ~y(w) besteht notwendigerweise aus Randteilen der finiten
Elemente. Aus praktischen Griinden sollte w durch (w) in #hnlich grofie
Teile wy und wq zerlegt werden, dabei sollte y(w) aber moglichst kleine Lénge
haben bzw. eine minimale Anzahl von Knotenpunkten enthalten. Die Blitter
des Baumes Gy, seien die Dreiecke aus 7 (£2), d.h. die Gebietszerlegung wird
solange wie moglich fortgesetzt (vgl. (12.2)).

Im Weiteren sei die Finite-Element-Diskretisierung in einem Teilgebiet
w € G niher beschrieben. Man beachte, dass die oben beschriebene Teil-
menge 7 (w) die Triangulation von w darstellt. Fiir die Triangulation 7 (w) be-
schreibe V}, C H{(w) den Finite-Element-Raum mit homogenen Randwerten
auf Ow. Der Raum Vj, D Vj, mit V}, ¢ H L(w) enthalte zusitzlich die finiten
Elemente zu Randknoten. Die gesuchte Finite-Element-Losung uy, € Vj, von
(12.1a,b) habe die Variationsformulierung*:?

ao (un,vn) = ful(vn) fir alle vy, € Vj,

.. i (12.3)

Joo, unwpdl = [, gwpdl’  fiir alle wy, € V.
Die zweite Gleichung® besagt, dass up|a, = gn die L?(dw)-orthogonale Pro-
jektion von g auf V)]s, ist:

4 Die Notation ago und fo mit dem Index {2 betont den Integrationsbereich, der
im Folgenden variabel sein wird.

° Fiir glatte g kann die L?(I")-orthogonale Projektion durch die Interpolation
wp(x;) = g(x;) in Randknoten x; € I" ersetzt werden.

6 Die Variation iiber wp € Vj, kann ebenso durch die iiber wy, € Vh\Vh ersetzt
werden, da fiir wy, € V}, beide Seiten der Gleichung verschwinden.
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/ ghwhdF:/ gwpdl.
Ow Ow

Fiir echte Teilgebiete w # (2 werden die Randwerte g bereits im Raum
Vilow = {w|aw : w € V3, } vorliegen, sodass die Gleichheit uj, = g auf dw gilt.
Nur fiir w = §2 ist einmalig die Projektion von g € L?(9£2) auf uy|gg durch-
zufiithren.

Die Koeffizienten der Finite-Element-Funktion u seien mit x, ; bezeich-
net: x;, = (mhﬂ»)iel mit

Up, = th,id)i (12.4)
iel

(vgl. (1.22a)). Die zugehorige Indexmenge I = I(w) besteht aus allen Knoten-
punkten der Triangulation 7 (w) einschliefflich der Randknoten. Die disjunkte
Zerlegung in innere und Randknoten sei mit

1) =1(w) U I(0w) (12.5a)

beschrieben.
Das der Variationsformulierung (12.3) entsprechende Gleichungssystem
wird mit dem Teilgebiet w € G, als explizitem Argument bezeichnet:

Ah(w) Xh(w) = I‘h(w).

Die rechte Seite ry, (W) = (74,;(@))jer(w) enthilt die Blocke rj(w) und rp, (0w).

Die Komponenten von rp(w) = (74,5 (w))jel(w) repriisentieren die Daten von

fu (rechte Seite der Differentialgleichung) mittels
(W) = fu(d;) = / foo;dz fiir j € I(w), (12.5b)

wéhrend die Komponenten von rj(0w) = (’rhﬁj(aw))jel(&u) die Randdaten
darstellen:

unlow = Y mhi(0w) ;| (12.5¢)
JEI(Ow) O

Sei A, = Ap(w) die Diskretisierungsmatrix zu (12.3). Entsprechend der
Zerlegung (12.5a) hat A (w) die Gestalt

. AW Aw,@w
Ap(w) = [O I ] (12.5d)
Die erste Gleichung in (12.3) liefert die Darstellung
AL =a(p;, ¢;) firi,jel(w vel. (1.22¢)),
; (6, 9:) (w) (vel. (1.22¢)) (1250)

A% = algy, ¢0)  fiiri € I(w), j € I(0w),
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wobei {¢; : i € I(w)} eine Basis von V}, und {¢; : i € I(©)} eine Basis von V},
seien.

Da rp(0w) bereits die Koeffizienten von wup|g, explizit darstellt (vgl.
(12.5¢)), ergeben sich die einfachen Blscke [O I] in der zweiten Blockzeile.
Somit liegt ein block-gestaffeltes System vor: Zuerst sind die Randwerte
rp(0w) einzusetzen, danach ldsst sich die erste Gleichung nach den inneren
Knotenwerten rp(w) auflésen.

12.3.2 Zerlegung der Indexmenge

Jedes Teilgebiet w € G wird durch den inneren Rand «(w) in die Teilgebiete
wy und ws, die S6hne von w, zerlegt. Die Indexmengen zu diesen drei Teil-
gebieten sind I(w), I(w7) und I(w3). Jede dieser Indexmengen zerfillt in die
disjunkten Teilmengen der inneren und Randknoten:

1) = I(w) U I(0w), (@) =1(w1) U I(0w1), I(@z)=1(w2)VU I(O0ws).

Der innere Rand 7(w) besteht aus Réndern der Dreiecke von 7 (w). Ent-
sprechend bezeichnet I(y(w)) die Indexmenge zu den Finite-Element-Knoten
in v(w). Da y(w) als offen definiert wurde, sind I(y(w)) und I(dw) durch-
schnittsfrei. Damit ist I(y(w)) eine echte Teilmenge von I(wy) N I(w3):

I(y(w)) == (I(@1) N 1(@2)) \ 1(9w).

Zur Illustration stelle

(12.6)

Q2
Q = = Q
L = = Q
w DD ®
SR OIS
SR OIS
SIS SRS RS

ein Gitter dar, dessen Knotenpunkte mit a, b, v, s, 1, 2 bezeichnet seien. Die mit
~ und s gekennzeichneten Knoten mégen den trennenden inneren Rand ~(w)
darstellen. I(w) besteht aus sédmtlichen Knoten. Die anderen Indexmengen
sind wie folgt charakterisiert (obere Zeile: Indexmenge, untere: zugehorige
Knotenbezeichnungen):

I(w) I(0w) I(y(w)) I(w1) I(wo) I(@r) I(@z) I(0wi) I(Ows)
1,72 a,s,b v 1 2 a,1,5,v b,2,8,7 1,87 2,879

Will man die Situation aus (9.4a-c) herstellen, wo I = I(w) disjunkt in
I UILLUI, zerlegt wird, so ist zu definieren:

I :=I(wr) NI(wz) (Knoten s,7),
Iy = I(w1)\Is (Knoten a, 1),
Iy := I(w3)\Is (Knoten b,2).
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12.3.3 Die Abbildung &,

Sei w € Gg kein Blatt. Damit gehort zu w ein innerer Rand ~(w), der
die Zerlegung bestimmt. In §12.1 wurde &, als die Abbildung der rechten
Seite und der Randdaten in die Spur u|,(,) definiert. Im Falle der Finite-
Element-Diskretisierung verwenden wir das gleiche Symbol &, ersetzen
aber die Funktionen durch die darstellenden Koeffizienten. Der Vektor
rp(w) ersetzt die rechte Seite f, (vgl. (12.5b)) und rp(0w) die Rand-
werte upla, (vgl. (12.5¢)). Die Spur uply(,) wird durch die Koeffizienten
Xn|1(y(w)) = (:cm)ie[(v(w)) dargestellt (vgl. (12.4)). Das Gleichungssystem

(12.5d) liefert die Losungsdarstellung x;, = (A<<)™" (rn(w) — A %1y (Ow))

fir den Gesamtlosungsvektor x;, € RI®). Die partielle Auswertung auf
I(y(w)) liefert

Py, (rp(@)) (12.7)

= B, (rn(w), T4 (W) 1= (A“<) " (ry () _vaawrh(aw)))f( .
y(w

Man beachte, dass (12.7) die Abbildung definiert, aber nicht ihre praktische

Konstruktion darstellen soll (diese folgt in §12.3.7).

Im Folgenden wird die Verfiigharkeit von &, ange-
nommen. Entscheidend ist, dass fiir jedes Teilgebiet w;  ())
(1=1,2) von w vollstindige Dirichlet-Randdaten auf 1
Ow; vorliegen. Die Indexmenge I(w;) zerfillt disjunkt
in I(Ow;) N I(Ow) und I(y(w)). Auf I(0w;)NI(0w)
stimmen die Knotenwerte mit den Daten von I(0w)
iiberein, auf I(y(w)) sind sie durch @,,(r,(@)) gegeben.

Die Finite-Element-Diskretisierung in w; beruht auf
der Triangulation 7 (w;), die alle in w; enthaltenen
Elemente umfasst. Die Diskretisierungsmatrix in w;
(1 =1,2) ist Ap(w;). Sie ist wiederum durch (12.5d-e)
gegeben, wobei jetzt die Bilinearform a = a,, nur die
Integration iiber w; (statt w, vgl. Abbildung 12.3) ver-
wendet und das Randintegral iiber

Abb. 12.3. Bei der
Integration im Kno-
tenpunkt x; verwen-
dete Dreiecke

i i= Owi = (0w Nw;) Uy (w)
statt dw erstreckt wird. Der Zusammenhang der Matrizen Ap (@), Ap(@7)

und Ap(wz) wird in §12.3.5 ndher erldutert. Hierzu sind zuvor die Matrizen
zu definieren, die bei natiirlichen Randbedingungen entstehen.

12.3.4 Natiirliche Randbedingung

Ersetzt man die Dirichlet-Bedingung durch die natiirliche Randbedingung
(vgl. [67, §7.4]), erhdlt man die spiter bendtigte Matrix Ap* () mit den
Eintragen
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AP @) = a(éy, ¢:)  fiwr alle i, j € I(@). (12.8)

nat,w,w nat,w,0w
A A

Die Blockzerlegung A} () liefert in der ersten Zeile

= Anat,@w,wAnat,@w,@w
die gleichen Blocke A% = Anatww ypd A«9@ = Anatw.9w wie (12.5d), aber

andere Eintrége in der zweiten Blockzeile fiir (i,7) € I(0w) x I(w).
12.3.5 Zusammenhang der Matrizen
Seien die Matrizen A;, und A}** fiir @, wy und @3 wie oben definiert.

Anmerkung 12.3.1. Der Indexbereich o € I(w) entspricht der ersten Block-
zeile in (12.5d). Hierfiir gilt:

(An(@)) a5 =
(An(@))o.p fir @ € I(w;), Bel(@), i=12,
(AR (w1)), 5 + (AR (w2)),, 4 fiir & € I(y(w)), B € I(Owr) N I(Ow2),
0 fir o € I(w;), pel(w;), i#].

Im mittleren Fall treten Integrationen auf, die sowohl Teile von w; als auch
von wp umfassen (vgl. Abbildung 12.3). Der Fall o € I(0w) (zweite Blockzeile
in (12.5d)) ist wegen der trivialen Struktur ausgelassen.

Beweis. 1) Fiir a € I(w;) und 3 € I(@;) liegt der Durchschnitt der Tréiger der
Basisfunktionen ¢, und ¢g ganz in @; C @. Damit stimmen a,,(¢g, ¢o) und

Ay, (¢ﬂv QS()L) iiberein.
2) Fiir o, 8 € I(y(w)) C I(Ow1) NI (Ow2) liegt der Durchschnitt der Triger

von ¢, und ¢g teils in w; und teils wy, sodass die Summe zu bilden ist:

aw((bﬁv Pa) = au, (B8, Pa) + Qw, ((bﬁv ba)-
3) Fir a € I(w;) und 8 € I(w;) (i # j) sind die Trédger von ¢, und ¢g
disjunkt. [ ]

12.3.6 Die Abbildung ¥,

Zwar ist die Abbildung @, in (12.7) definiert, ihre konstruktive Berechnung
steht aber noch aus. Zu diesem Zweck wird eine weitere Abbildung

v, RI(D) _ Rl(w) % Rl(aw) N RI(Bw)

eingefiihrt. ¥, wird auf eine rechte Seite rj,(@) = (rj(w),ry(0w)) € RI®)
mit rj,(w) € R'@ und ry(0w) € R1P) angewandt. Es sei daran erinnert,
dass rj(w) die Knotenwerte der rechten Seite f,, enthélt, wihrend rp, (0w) die
Randwerte der Losung x,(w) = (xh|1(w), xh|1(3w)) € R'®) sind, d.h.

Xhp |I(8w) = I‘h(aw).
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Gemif Zerlegung (12.5d) sind die inneren Koeffizienten xj|(,,) Losung von
A% 1) + A‘”’awxhh(aw) =rp(w), sodass

Xn|1(w) = (A%°) 71 (rp(w) — A1y (0w))

folgt (vergleiche (12.7) zur weiteren Beschrinkung auf +(w)).
Zu Randknotenindizes i € I(0w) definieren wir nun die i-te Komponente
von ¥, (r,(w)) mit Hilfe der Finite-Element-Losung u, = >~ ;¢ ) Tn,; 95

(W (rn(@))); 1= aw(un, ¢:) = > wnjau(dy, ¢;) firieI(w). (12.9)

Jjel®@)

Man beachte, dass a,(-,-) die Bilinearform aus (12.3) mit der auf w be-
schriinkten Integration ist”.
Die Koeffizienten a,(¢;, ¢;) aus der letzten Gleichung stellen den Teil

Anat,aw _ (Anat,aw,8w7 Anat,aw,w) mit

Anat,(’)w,aw - ( nat

nat,dw,w ,__ nat
4,7 )i,jel(é)w)’ A T (A

29 )iel(aw),jGI(w)

der Matrix A" = A"(3) aus (12.8) dar, sodass W, (ry (@) = A"H9x,,.
Setzt man fiir x; die vorhergehenden Gleichungen ein, entsteht die Block-
darstellung

v, = (v, v3) mit (12.10)
g,:;) = Anat,@w,w (Aw,w)*l ,
W?)w — Anat,@w,aw . Anat,aw,w (Aw,w)*l Aw,aw.

Anmerkung 12.3.2. w sei ein Dreieck der Triangulation 7 (£2) und damit ein
Blatt des Gebietszerlegungsbaums Gy,. Fiir ein solches w ist die Abbildung
U, leicht bestimmbar, da #I(w) = 3.

Im Weiteren werden wir die Konstruktion von ¥,, von den Bléittern des
Baumes Gy, bis zu der Wurzel {2 durchfiihren.

12.3.7 Konstruktion von &, aus ¥,,, und ¥,_,

Seien w; und we die Sohne von w im Gebietszerlegungsbaum. Zu w; und
wo seien die Abbildungen ¥, und ¥,, bekannt. Die Abbildung ¥,, wird ge-
sucht. Das Argument der linearen Abbildung ¥,, ist rj(w). Zu den Daten
rp(@) = (rp(w), rp(0w)) wird in den nachfolgenden Schritten la-lc eine dis-
krete Randwertaufgabe in w; gebildet.

7 Ersetzt man w durch die Séhne wi und ws des Gebietszerlegungsbaumes G, so
entsteht fiir ¢ € I die Situation aus Abbildung 12.3: (¥, (rp)), und (Yu,(rs));
ergeben sich aus einem Integral iiber die Dreiecke auf der linken bzw. rechten

Seite der Trennlinie.
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la) Randdaten auf Owi: rp(Ow) stimmt mit den Randdaten xp,(@)[7(sw)
iiberein. Dies definiert die Randdaten xp(@71)|7(aw)nr(ow,). Die Index-
menge der Randknoten ist I(0wy) C I(wy). Sie lédsst sich disjunkt zerlegen
in I(Ow)NI(0wy) und I(7y(w)) (dies sind die Knoten mit der Bezeichnung
7 in §12.3.2). Die verbleibenden Randdaten x, := X5, (@1)|7(y(w)) miissen
noch bestimmt werden.

1b) Innere Daten auf w;: Die Beschrinkung von rj(w) auf die Indexmenge
I(wq) liefert rp(wy).

lc) Diskretes Randwertproblem: Der Vektor x(!) := x;,(@7) im ersten Teil-

gebiet werde als (X(E,l), ng, xg,l)) geschrieben, wobei die Blockzerlegung

__ 1 __ S
X0 = %4 (@) | 1(w1)s X9 = X (@) 1(00)n1 (0015 x\M = 33, @1) |10y ()

verwendet wird. Bei vorgegebenen Randdaten (ng, xs,l)) lautet das

Gleichungssystem fiir die inneren Knoten XS) wie folgt:
AV ) — AV D) _ 4D1y ) (12.11a)
mit ADww . ((Ah(Fl))ij)
AW w00 . <(Ah(¢71))ij)
AW wy . ((Ah(wil))u)

2) Analoges Vorgehen im zweiten Teilgebiet wy liefert

ijel(wr)’
?
i€l(wy), jEI(Ow)NI(dwr)

i€l(wy),j€I» ’

A(Q)’“""xff) =rp(ws) — A(z)’“”a“’xgz - A(Q)"‘Wxgz) (12.11b)

mit entsprechenden Definitionen der Blockmatrizen.

3) Gleichung fiir x.: Die Komponenten des Vektors x(!) := x,(@7) sind fiir
Indizes j € I(wy) definiert, jene von x(?) := x;, (@) fiir Indizes j € I(7).
Die Definitionsbereiche iiberlappen sich in Iy := I(wy) N I(w3). Fiir
J € LN I(0w) = I\I(7(w)) gilt 2} =) | = (1, (0w)); = x5, =2
(vgl. 1a). Fir j € I(y(w)) wird die entsprechende Identitit gefordert, die

die Ubereinstimmung der Randwerte am inneren Rand beschreibt:
x() = x) = x, e RTOWD, (12.11c)

Unter dieser Bedingung definieren x(*) und x(® eindeutig den Gesamt-
vektor x;, (@) € RI®) mittels

P —
15 (@) 1= { ) r € L@, (12.11d)
z;” fiir j € 1(w2),

da fir j € I(w7) N I(z) nun xg-l) = x§-2) gilt. Umgekehrt definiert jedes
x, (@) € RI®) Vektoren x(V := x,(@)|7z) (i = 1,2), die der Konsistenz-

bedingung (12.11c) geniigen.
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Beliebige x, € RIO(@) hestimmen iiber (12.11a,b) x() und x). Diese
definieren geméf (12.11d) x,(@) und damit w, = ;) n,;(@) ;.
Zur Bestimmung von x, werden die Gleichungen

aulun, ;) = f(9;)  fiir alle j € I(y(w)) (12.11¢)

verwendet. Die linke Seite kann in

Ay (Un, @) = aw, (Un, ¢5) + aw, (Un, @) (12.11f)

umgeschrieben werden (da j € I(y(w)) Index eines Knotens auf dem inne-
ren Rand ist, trifft die Situation aus Abbildung 12.3 zu). Definitionsgeméf3

ist

Qw,y (uhv d)J) = (wwl (rh(w_l)))j )

A, (un, 95) = (Y, (tr(@2)))
Die rechte Seite von (12.1le) hat den Wert f(¢;) = (rn(w)),. Die
Beschriinkung des Wertebereiches R(9“1) von &, (r),(@7)) auf RIO®)
ergibt ¥, (ra(@1))|1(y(w)). Die Daten ry(@i) € RI®D lassen sich
blockzerlegen in  (r4(@1)|1@p)\1(y(w)), Xv). da die internen Rand-
werte rp(W1)|r(yw)) = X, fixiert wurden. Die lineare Abbildung
W, (rr(W1))]1(~(w)) ist daher von der Form

fiir j € I(y(w)).

o, (tn (@) 1(y(w)) = Y1y Xy + V10T (@) 1@\ (y(0)) (12.11g)

mit geeigneten Matrizen W1, und ¥i,. Der Vektor r,(@1)|r@m\r(y(w))
enthélt sowohl Randdaten rp,(0wi)|r(sw,)\1(y(w)) als auch die Daten

© (@1) | 1(wy) = Talwn)-
W, (r1(W02)) | 1(~(w)) 18sst sich analog zerlegen in

W, (£1(@2)) [ 1(y(w)) = Pary Xy + Yoo th (W2) | 1(@3)\ 1 (v(w)) - (12.11h)
Die Gleichungen (12.11e,f) zusammen mit f(¢;) = (rn(w)); ergeben
oo (Cn (@) 163()) + Peoa (TR [@2)) 13 ()) = T ()] 1650
Damit fiithren (12.11g,h) auf
(W1 + Pay) Xy
= rh(w)|1(w(w)) — W1wrh(u71)|1(m)\1(y(w)) - W2wrh(w_2)|l(72)\1(7(w))'

Invertierung liefert die Darstellung der Spurwerte auf I(y(w)):

- = Y1tk (00| 1@r)\1
— (W 4 0yt (T Orae) — Yie @O\ (v())
*1 = 1y ) ( W th (@2)] @3\ 1(v(w))

— & (rh(@)). (12.11i)
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Anmerkung 12.3.3. Die Matrixdarstellung von @, ist im Wesentlichen durch
die Matrixblécke

(W1, + g/%)—l € RIO@)xI(v(w)
— (¥, + g/%)*l ¥y, € RIGON (@) xI(v(w)
— (¥, + WQV)A Wy, € RI@EN(7(@)xI(v(w)

gegeben. Man beachte aber, dass sich die Indexmengen I(w7)\I(y(w)) und
I(wz)\I(v(w)) iiberlappen (die gemeinsamen Indizes entsprechen der Kenn-

zeichnung s in (12.6)). Daher addieren sich die Blockbeitrige im gemeinsamen
Indexbereich (I(w1) N I(@z2)) \I(y(w)) x I(y(w)).

Lemma 12.3.4. Die rechte Seite in (12.11i) definiert die gesuchte Spur-
abbildung P, : rp(w) — x,. Hierzu beachte man, dass alle bendtigten Daten
(W)l Tr@)l@N\ () und Th(@2)| 1@ 16wy i Th(@) enthalten
sind.

Beweis. Sei x., durch (12.11i) definiert. In Schritt 3) wurden x(*) und x(?)
mittels (12.11a,b) bestimmt. Uber (12.11d) ist up := 3¢ ;i) n,5 (@) ¢; defi-
niert. Die Gleichungen (12.11a,b) sind dquivalent zu a,(up, ¢;) = f(¢;) fir
J € I(w1) und j € I(w2). Die Definition von x., sichert a,,(us, ¢;) = f(¢;) fiir
J € I(y(w)). Da I(wy)UI(w2)UI(y(w)) = I(w), erfiillt uj, die Finite-Element-
Gleichung a, (up,vn) = fo(vn) (v € V3) in w. Die Randwerte von wy, sind
durch die Knotenwerte rj,(0w) gegeben. Da x., die Knotenwerte von | (.
sind, ist die Behauptung bewiesen. [

12.3.8 Konstruktion von ¥, aus ¥,,, und ¥,

Sei w € G, ein Gebiet mit den Sohnen (Teilgebieten) wy und wo. Wir defi-
nieren die Abbildungen 7,,, und 7,,, mittels
Ty, :rp(@) = rp(@1), T, rh(@) — rp(w3) mit
rh (@) 1@\ I(v(w)) = Th(@) 1@\ (v(w))
1 (@02) | 1@\ I(v(w)) = Th(@) ] 1@\ I (v(w))
7 (@00 | 1(v(w)) = Th(@2)|1(4(w)) = Pu(rh(@)).

Lemma 12.3.5. Seien wy und wy die S6hne von w im Gebietszerlegungsbaum
Gq. Dann ergibt sich U, aus ¥,,, und ¥,,, mittels

(W (0 (@))), = (12.12)
(W, (T (04 @))), fiir j € IOw\I(@3),
(Vo (T (01 @))), fiir j € IOw\I(@1),
(Vo (T (01 @))); + W (T (ra(@)))),  fiir j € I@7) 0 ().

Den drei Fillen in (12.12) entsprechen die folgenden Knotenbezeichnungen
aus (12.6): i) I(Ow)\I ( ) hat die Kennzeichnungen a,1; ii) I(0w)\I(@7):
b,2; i) I(wy) N I(wz): vy
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Beweis. a) Nach Definition (12.9) sind ¥, und ¥,, als ay(un,®;) bzw.
gy, (un, ¢;) (1 = 1,2) definiert, wobei uy, in beiden Féllen tibereinstimmt und
die Finite-Element-Lésung zu den Daten aus ry, (@) ist. Es gilt der Zusammen-
hang

aw(Un, @5) = A, (Un, B5) + uwy (Un, @5)-

Fiir Randknotenindizes j € I(wy) N I(wz) entspricht diese Identitit dem
dritten Fall in (12.12).

b) Fir j € I(0w)\I(wz) liegt der Triger von ¢; in wr liegt, sodass
Ay, (Un, ;) = 0 und der erste Fall in (12.12) folgt. Analog folgt der zweite
Fall fiir j € I(0w)\I(@7). [

12.4 Basisalgorithmus

In der Definitionsphase werden die Abbildungen @, fiir alle Gebiete
w € Gp\L(Gp) des Gebietszerlegungsbaums konstruiert, die nicht Blétter
sind. Die Abbildungen ¥, fir w € Go\{f2} werden nur zwischenzeitlich

bestimmt. Danach kann die Auswertungsphase fiir Daten rp(2) ein- oder
mehrmals ausgefithrt werden.

12.4.1 Definitionsphase

Der Algorithmus verlduft induktiv von den Bléttern von G, bis zur Wurzel.

e Der Start besteht in der Bestimmung von
v, fiir alle w € L(Gp).

Da L(Ggn) = T(2) vorausgesetzt wurde, trifft Anmerkung 12.3.2 zu:
¥, ist einfach bestimmbar. Bei finiten Elementen ohne innere Knoten
(Standardfall) ist ¥,, = I die Identitdtsmatrix, da alle Argumentdaten
rp(@w) Randdaten sind.

e Induktion (von den Sohngebieten wy,ws zum Vater w): ¥, und ¥, seien
als bekannt angenommen. Gemaf §12.3.7 wird @, konstruiert. Unter Ver-
wendung von @, kann dann gemafl §12.3.8 ¥, berechnet werden. Nach
der Bestimmung von ¥,, werden ¥, und ¥,, nicht mehr gebraucht. In
einer konkreten Implementierung kann somit der Speicherplatz wieder frei-
gegeben werden.

Fiir die algorithmische Durchfithrung ist es vorteilhaft, den Baum Gy, in
seine Stufen G%), 0 < ¢ < depth(Ggq), zu zerlegen (vgl. Definition A.2.3):
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for ¢ := depth(Gg) — 1 downto 0 do
begin for all WEGg+1)m£(GQ) do berechne ¥, explizit; {vgl. Anm.12.3.2}
for allw € G((g)\E(GQ) do
begin {w1,ws} := Sq, (w);  {Sq, ist die Sohnabbildung; vgl. §A.2}
bestimme die Matrix zu @,, geméfl Anmerkung 12.3.3;
if £ > 0 then bestimme die Matrix zu ¥,, gemafl Lemma 12.3.5;
losche die Matrizen zu ¥, und ¥,,, (Speicherplatzfreigabe)
end end;

(12.13)
Nach Durchfithrung der Schleife sind alle @,, fiir w € Go\L(Gyg,) bestimmt,
aber keine ¥,, mehr gespeichert.

Anmerkung 12.4.1. Da alle Matrixoperationen in der exakten Arithmetik be-
schrieben sind, ist das Verfahren (12.13) zwar wohldefiniert, aber rechen-
kostenintensiv. Die inversen Matrizen in (12.10) und (12.11i) fithren zu voll
besetzten Darstellungsmatrizen fiir @, und ¥,,,.

12.4.2 Auswertungsphase

Geht man vom Randwertproblem (12.1a,b) aus, sind zunéchst aus f und gp
die Werte von ry,(2) = (r5,(£2),1,(012)) zu bestimmen. Fiir den ersten Block-
teil gilt (r4(12)); = [, fog;dx (j € 1(£2)). Zur Berechnung von rj,(0£2) ist die
L?(092)-orthogonale Projektion von gr auf den Ansatzraum durchzufiihren

(zweite Zeile in (12.3)). Mit r,(£2) ist die rechte Seite des Gleichungssystems
Ap(2)x,(2) = r1,(£2) bestimmt.

Die bisherige Formulierung geht von Eingabedaten r,(@) aus und be-
stimmt daraus die Ausgabedaten xj,(w). Wegen der Identitédt rj(W)|7s.) =
Xn(W)|1(ow) liegt es nédher, nur rj(w) (ohne ry(dw)) zu verwenden und den
Vektor xp, (@) als Ein- und Ausgabevektor zu verwenden, der die notigen Rand-
daten schon auf Jw enthilt.

In der folgenden Prozedur kénnen die beiden letzten Argumente r,x als
Vektoren r = r,(2) € RI) bzw. x = x;,(2) € RI? im Gesamtgebiet
2 aufgefasst werden, wobei allerdings nur die Bereiche rj,(w) = r[;,) und
X, (W) = X|;@) verwendet werden. r|y, ist lediglich Eingabe. Im Falle von x
ist x|7(pw) die Randwert-Eingabe, wihrend x|;(4(.)) die Ausgabe ist. Der Auf-
ruf &, (rj,(w), rj,(0w)) wird damit zu Dy, (r|7(.), X|7(aw) ). Das erste Argument
w der Prozedur Spur muss aus Gp\L(Gg) stammen.

procedure Spur(w,r,x); {w € Gu\L(Gg),r € RIW x e RI(D)}

(12.14)
X|1(y(w)) = P (tl1w) X[ 1(0w)) 5

Um die Losung x; (@) in w vollstidndig zu erhalten, ist Spur rekursiv auf-
zurufen:
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procedure vollstindige Auswertung(w, r, x);

{Eingabe: Randwerte auf x|;(,,) und rechte Seite auf r|;«.}

begin Spur(w, r,x); {r|1(y(w)) = X[r(y(w))it (12.15)
for o' € Sg, (w) do vollstindigeAuswertung(w’, r, x);

end;

Die Rekursion in (12.15) bricht ab, wenn w € Gy, ein Blatt und damit die
Sohnmenge S¢,, (w) leer ist. Damit die Auswertung wirklich vollstidndig ist,
muss die oben gemachte Annahme £(Gp) = T(£2) gelten. In diesem Fall
sind alle Dreiecksknoten® in @ bestimmt. Die eingeklammerte Anweisung
T|7(v(w)) = X|1(y(w)) sorgt dafiir, dass r|7.) fiir W’ € Sg,, (w) die Randdaten
triigt. Da diese aber mittels x|7((.)) iibergeben werden, ist die Anweisung
entbehrlich.

Der Aufruf vollstindigeAuswertung(£2,v5,(2),x5(£2)) liefert die Losung

xp,(£2) des diskreten Randwertproblems in (2.

12.4.3 Homogene Differentialgleichung

Die lineare Abbildung @, wird in (12.7) mit zwei Argumenten geschrieben:
&, (rp(w),x(0w)). Damit gibt es zwei Matrizen ¢ € RIO(@)xIw) ypd
P e RIC(@)x1(0w) it

D, (rp (W), xp(0w)) = Prp, (w) + P2xp, (Ow),

die in Algorithmus (12.13) bestimmt werden miissen. Da im Allgemeinen
#1(w) > #1(0w), hat &% ein wesentlich groBeres Format als $9«.

Ein nicht uninteressanter Spezialfall einer Randwertaufgabe ist die
homogene Differentialgleichung Lugp =0 in 2. Mit f, = 0 ist dann
auch rp(f2) = 0, was zu rp(w) = 0 in allen Teilgebieten fiithrt. In
diesem Fall kann offenbar die Berechnung von ®¢ entfallen. Auch bei
der Berechnung von V¥, sind entsprechende Vereinfachungen moglich:
g, : RI® = RIW x RIOw) _, RIOw) kann auf ¥, : RO — RIOw)
reduziert werden.

12.5 Verwendung hierarchischer Matrizen

Wie in Anmerkung 12.4.1 notiert, sind die Abbildungen ¥, und &, voll
besetzt. Das beschriebene Verfahren ist daher abgesehen von kleinen

8 Dies gilt nur fiir Finite-Element-Knoten, die auf dem Elementrand liegen. Sollten
Ansétze mit inneren Knoten (sogenannte Blasenfunktionen) verwendet werden,
so sind in den Elementen noch kleine Gleichungssysteme beziiglich der inneren
Freiheitsgrade zu l6sen. Da diese Gleichungssysteme aber schon vorweg aufgelost
werden konnen, darf man ohne Beschriankung der Allgemeinheit davon ausgehen,
dass nur Knoten auf den Elementréindern vorliegen.



12.5 Verwendung hierarchischer Matrizen 307

Dimensionen nicht praktikabel. Jedoch konnen ¥, und &, als hierar-
chische Matrizen behandelt und alle Berechnungsschritte mit Hilfe der
‘H-Matrixarithmetik durchgefiihrt werden.

Obwohl die Definition von ¥, und &,, den iiblichen Konstruktionen folgt,
ist auf Besonderheiten hinzuweisen. Sowohl ¥, als auch &, zerfallen in
W:j)@z c Rl(w)xl(au) und Wgw’dsgu c RI(’y(m))xl(aw).

e Matrizen aus RI@*1(99) haben rechteckiges Format. Knoten aus dem

Inneren von w haben einen festen Abstand zum Rand dw. Daher werden

Blocke aus dem Inneren von w geméf der iiblichen Zuléssigkeitsbedingung

nur bis zu einem Durchmesser verfeinert, der dem Abstand zum Rand

entspricht. Die Verfeinerung, die man von der Diagonale iiblicher quadra-
tischer Matrizen gewohnt ist, betrifft nur Blocke mit Knotenpunkten aus

Ow.

e Matrizen aus RI(V(@)xI(09) henstigen eine relativ schwache Blockzer-
legung. Der Grund ist, dass die Rénder v(w) und dw wenig Beriithrungs-
punkte haben.

— d = 2 : Im zweidimensionalen Fall (2 C R?) sind v(w) und dw zwei
eindimensionale Kurven, die sich in nur zwei Punkten beriihren. Dies
entspricht der Situation, die in §9.3 behandelt wurde (“schwache
Zuléssigkeitsbedingung”). Man kann auf die Blockzerlegung ganz
verzichten und globale Niedrigrang-Approximationen fiir #9% und ¢
verwenden.

— d>3:7v(w) und dw sind nun Mannigfaltigkeiten der Dimension d — 1
und schneiden sich in einer Untermannigfaltigkeit der Dimension d — 2.
Blockverfeinerungen treten nur in der Nihe der letztgenannten Unter-
mannigfaltigkeit auf.

Anmerkung 12.5.1. Der Speicheraufwand fiir ¥, und &, kann mit

O (k#w log(#w))

angesetzt werden (k: Schranke fiir den Rang; #w: Zahl der Knotenpunkte in
w). Somit ist der Gesamtspeicheraufwand proportional zu

k Z #wlog(#w) < klog(#£) Z #w < k#02Lg,, log(#12),
welGq weGa

wobei L¢g, die maximale Stufenzahl des Gebietszerlegungsbaumes ist:

¢
Go= UogszGQ G?z)'

Der (moglicherweise groe) Faktor #{2 ergibt sich fiir die Teilmatrizen
v, pe R IOw) (summiert iiber alle w € G(é)). Die Matrizen 9, $9 ¢
RI(V(@)x1(9w) gind wesentlich kleiner. Da die Mannigfaltigkeiten v(w) und dw
eine Dimension weniger besitzen, erwartet man #v(w) ~ #0w ~ (#w)(dfl)/d.
Da aber die Vereinigung aller dw fiir w € G, das gesamte Gitter {iberdeckt,
ist der Speicherplatz mindestens proportional zu #{2.

Bei der Wahl der Clusterbdume gibt es zwei unterschiedliche Optionen.
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1. Fiir jedes w € G erstellt man fiir w und dw separat Clusterbdume nach
den Methoden aus §5.4 und erzeugt daraus die Blockclusterbdume fiir die
Matrizen ¥« @« w9 und $9«.

2. Der Clusterbaum 7 = T(§2) wird nur fiir £ konstruiert. Fiir alle Teil-
mengen w oder dw von {2 konstruiert man den zugehorigen Clusterbaum
wie in §A.4 als Teilbaum (vgl. Anmerkung A.4.5).

Die erste Variante hat den Nachteil, dass die Clusterbidume zu w und den
zu den Sohnen wq,ws € S(w) sowie die daraus abgeleiteten Blockclusterbiume
nicht kompatibel sind. Vor den Matrixoperationen ist deshalb eine Konvertie-
rung geméf §7.2.5 erforderlich.

Bei der zweiten Variante folgt die Kompatibilitit aus der Konstruktion
und vereinfacht die Matrixoperationen. Nachteil dieser Methode ist allerdings,
dass die Cluster wesentlich kleiner ausfallen konnen als bei der ersten Variante,
insbesondere kleiner als zur Erfiilllung der Zuléssigkeitsbedingung erforderlich.

12.6 Partielle Auswertung

Die partielle Auswertung wird in §12.6.1 beschrieben. Als eine mogliche Be-
griindung sei wieder auf die Homogenisierung verwiesen. Es sei angenommen,
dass die Differentialgleichung Koeffizienten mit kleinskaligem Verhalten be-
sitzt. Die Bilinearform ay,(up,vy) sei zum Beispiel

aQ(uh,vh):/ (A(z) grad up, grad vy ) da (12.16)
1?)

(A(z) € R4, (. .) R-Skalarprodukt, d: Raumdimension, d.h. £2 C R9),
wobei die matrixwertige Funktion A(z) hochoszillierend, springend oder in
anderer Weise nicht-glatt ist. Eine weitere Moglichkeit ist, dass (unabhéngig
von Verhalten von A(x)) das Gebiet 2 kompliziert ist, z.B. viele Locher
verschiedener Gréflenordnungen besitzt. Um derartige Probleme mit Finite-
Element-Verfahren verniinftig zu diskretisieren, muss man eine feine Gitter-
auflosung verwenden. Im Falle hochoszillierender Koeffizienten sollte die
Schrittweite so klein sein, dass die Variation in einem Element hinreichend
klein wird, im Falle einer komplizierten Geometrie benttigt man eine feine
Triangulation, um die Rénder des Gebietes beispielsweise mit isoparametri-
schen”? Elementen zu approximieren.

Auch wenn die Diskretisierung eine feine Gitterauflosung erfordert, ist
man nicht notwendigerweise daran interessiert, die Finite-Element-Losung
up, ebenso fein aufzulésen. Oszillationen oder Spriinge der Koeffizienten
werden Oszillationen oder Knicke in der Losung wu; produzieren, aber
héufig interessiert nur der gemittelte Verlauf und nicht die Details. Im
Falle von periodisch oszillierenden Koeffizienten A(x/e) der Frequenz 1/e

¥ Zu isoparametrischen finiten Elementen vgl. [67, §8.5.3].
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kennt man sogenannte Homogenisierungsverfahren, die zu einer “homo-
genisierter” Bilinearform fithren. Da ihre Koeffizienten glatter sind, kann
das homogenisierte Problem mit einer wesentlich groberen Schrittweite als
das Ursprungsproblem gelost werden. Zur Berechnung der homogenisierten
Koeffizienten ist das Originalproblem allerdings in einer Periodizitéitszelle zu
16sen. Da im Allgemeinen nur eine numerische Lésung moglich ist, muss man
auch hier annehmen, dass das periodische Problem mit einer hinreichend
kleinen Schrittweite h < 1/e verniinftig diskretisierbar ist.

12.6.1 Basisverfahren

Das Standard-Homogenisierungsverfahren ist in un-
regelméfigeren Situationen nicht mehr anwendbar.
Stattdessen soll die partielle Auswertung der Inversen
ausgenutzt werden. Zu diesem Zweck wird der Baum
der Gebietszerlegungen Gy in einen groben Anteil
G%°" und einen feinen Anteil G geteilt:

Go = G5 U Glsin, Abb. 12.4.
Knotenpunkte nach
wobei G5 #£ () ein Unterbaum von G, mit gleicher Ppartieller Auswertung

Waurzel (2 ist, withrend G = Go\G5°" den Rest darstellt.
Fir eine gegebene Schrittweite H € (0,diam(f2)] lautet ein mogliches
Kriterium zur Bestimmung des groben Anteiles

G%°° = G%% = {w € G : diam(w) > H}. (12.17)
Das Basisverfahren besteht wieder aus zwei Teilen:

1. Definitionsphase wie in §12.4.1: Anwendung von (12.13).

2. Die Auswertungsphase beschriinkt sich auf G%°°. Die Prozedur aus
(12.15) erhélt einen weiteren Parameter G (Unterbaum von Gg mit
gleicher Wurzel'?). Der erste Parameter w muss zu G\ £(G) gehéren:

procedure partielleAuswertung(w, G, r,X);

{Eingabe: Randwerte auf x|7(s.) und rechte Seite auf r|z.}

begin Spur(w,r,%); {r1(y(w)) = Xl1(v(w));} (12.18)
for W' € Sg(w) do partielleAuswertung(w’, r, x)

end;

Da hier die Sohnmenge S (w) zu G auftritt, bricht die Rekursion an den
Bléttern von G ab.

1% Das Resultat von wvollstindigeAuswertung(w,r,x) ist #quivalent zum Aufruf
partielleAuswertung(w, Go,r,x) .
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Der Aufwand im ersten Schritt ist noch der gleiche, aber da die Aus-
wertungsphase mehrmals mit verschiedenen Argumenten r, x aufgerufen
werden kann, ist es hilfreich, dass der Aufwand der Auswertungsphase re-
duziert ist. Wichtig ist auch die Reduktion des Speicherbedarfs, wie in der
folgenden Anmerkung beschrieben.

Anmerkung 12.6.1. a) Fur die partielle Auswertung im Teilbaum G sind nur
die zugehorigen Abbildungen

b, fir w € G\L(G)

abzuspeichern.
b) Trotz dieser reduzierten Daten erhiilt man in allen Knotenpunkten in

0G =] _, 0w

unverdnderte Resultate.
¢) Verwendet man die Definition (12.17) fiir G = G’goﬁ, so beschreibt

8Ggm§ ein Gitter der Schrittweite!’ < H. Abbildung 12.4 zeigt die mogliche
Konstellation der Knotenpunkte: auf den Rédndern haben sie den Feingitter-
abstand, wihrend die Teilgebiete von der Grofie H sind.

12.6.2 Realisierung mit hierarchischen Matrizen

Die Aussage a) der vorhergehenden Anmerkung kann mit der Anmer-
kung 12.5.1 kombiniert werden. Der Speicherbedarf ist proportional zu
k#02log(#82)Lg, wobei L die Stufenzahl im Teilbaum G ist. Unter den
Annahmen diam(f2) = O(1) und einer volumenhalbierenden Gebietszerle-

gungsstrategie haben Teilgebiete w € Ggmb @ das (d-dimensionale) Volumen

O(27%). Dem Durchmesser H entspricht das Volumen H 4 das auf der Stufe
Le = O(dlog(1/H)) erreicht wird. Fiir diesen Modellfall ergibt sich somit
der Speicherbedarf

O(dklog(1/H)#821og(#12)).

Der Speicherbedarf der “kleineren” Matrizen W9« @%@ ¢ RIO(@)xI(dw)
(w € Ggq), der im Falle homogener Randwerte als einziger entsteht (vgl.
§12.4.3), summiert sich nun zu

O(dkH'h'~%log(1/h)).

" Fiir alle z € 2 enthilt der abgeschlossene Kreis um & mit Radius /2 mindestens
einen Punkt aus GG%rf}l} .
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12.6.3 Vergroberung des Ansatzraumes fiir die rechte Seite

Die feine Schrittweite h ist durch das kleinskalige Verhalten von A(z) in
(12.16) bzw. durch die komplizierte Geometrie begriindet. Im Allgemeinen
ist die rechte Seite f jedoch mit groberer Schrittweite H > h approximier-
bar. Wir haben daher im Folgenden zwischen den Gittern wy, und wgy
zu unterscheiden, wobei #wp,/#wy ~ (H/h)™* angenommen wird. Der
Speicherbedarf einer Matrix ¥, @« : RI(wn)xI(0wn) ist his auf logarithmische
Faktoren proportional zu #0wj, + #wpy. Summation iiber alle w € G ergibt
> ecw (#Owy + #wy) ~ H A4 + H=4 ~ H1h1~? Insgesamt ergibt
sich
O(klog(1/H)H*h'~%).

Die Matrizen w9« % ¢ RI((@)x1(9) ynd ihr Speicherbedarf é@ndern sich
nicht, da fiir die Randwerte w = wy, gilt.

12.6.4 Berechnung von Funktionalen

Die partielle Auswertung nach §12.6.1 liefert in den Finite-Element-Knoten
von AG&°" = Uoe GErob Ow noch die Originalwerte (bis auf die Kiirzungsfehler
infolge der H-Matrixarithmetik). Sinnvoller kann es sein, Mittelwerte in der
Umgebung der Knoten zu ermitteln. Diese Mittelwerte sind ein Beispiel fiir
ein lineares Funktional
J(up) =Y Jawh.a- (12.19)
a€cly

Th,o sind die Koeffizienten von uy,, vgl. (12.4). Mit I; C I(£2) ist die Triger-
menge von J bezeichnet, d.h. J, # 0 fir a € 1.

Indem man die Summe }_ ., auf die Teilmengen /(@) zu w € G’g(’b
beschrénkt, erhdlt man Funktionale J,,(up). Damit die Additivitét

Jolun) = > Ju(un) (12.20)

w' €S _grob (w)
o5

iiber die Sohn-Teilgebiete gilt, muss bei ihrer Definition auf die Uberlappung
der Randknoten acht gegeben werden. Eine mogliche rekursive Definition ihrer
Koeffizienten ist: Jo o 1= J, fiir die Wurzel 2 € G5°°. Fiir w € G5 sei
{wi,wa} = SG%;ob (w) die Sohnmenge. Dann fiihrt die Festlegung

g Jawfiir a € I(wy) g Jawfiir a € I(wz)\1I(w7)
@910 sonst P U920 sonst

auf die Eigenschaft (12.20).
Im néchsten Schritt ist J,, als Funktion von rj (@) darzustellen:

Jo(rn(@)) = Jo (un(ra(@))) -
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Konkret sind die zugehorigen Matrizen J und J2* aus
To(rn(@)) = JZrn(w) + JJr(0w)

zu bestimmen. Dies geschieht wihrend der Definitionsphase aus §12.4.1 in der
Rekursion (12.13) von den Blittern zu der Wurzel. Fiir w € £(G%°) lasst
sich aus rp (@) die zugehorige Losung xp, (@) und damit J,, direkt ermitteln.
Sei nun {wy,ws} = Sgeron (w) die Sohnmenge von w € GZP\L(GE°P), und
Jw, und 7, seien bekannt. Das Argument r,(w;) von J,, (¢ = 1,2) kann in
(rp(wi), th(0wi\v(w)), rr(y(w))) aufgespaltet werden:

T (00 (@) = Too: (e (wi), T (0wi\y(w)), ra(y(w)))-

Die Daten rp,(y(w)) sind die Randwerte X, |+ (., die sich aus rj, (@) mittels @,
ergeben. Zusammen mit der Additivitdt (12.20) erhélt man

To(n@) = Y T, (tn(wi), ta(0wi\7(w)), Pu(ra(®@)))

i=1,2
als Bestimmungsgleichung fiir die Matrizen J* und J2%.

Anmerkung 12.6.2. a) In der praktischen Realisierung werden J und J9* als
hierarchische Matrizen dargestellt.

b) Sobald J, berechnet ist, kénnen die Daten zu J,, fir w;, € Sg,, (w)
geléscht werden.

c¢) Sobald w € Gy, den Tréger von J enthélt, d.h. I; C I(@), kann die
Rekursion abgebrochen werden'?. Nach der Bestimmung von xj,(0w) sind die
Daten rp, (@) = (rp(w),rp(dw)) wegen rp(dw) = x5, (0w) bekannt und kénnen
bei der Auswertung von 7, (r,(@)) verwendet werden.

12 Bei einer Fortsetzung zu groéBeren Teilgebieten bzw. zu §2 kénnte der Speicher-
aufwand steigen.
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Matrixfunktionen

Unter den Matrixfunktionen ist die Matrix-Exponentialfunktion e™ das
prominenteste Beispiel. Sie tritt als Losung u(t) = e™ug des gewchnlichen
Differentialgleichungssystems «’(t) = Mu(t) mit Anfangswert u(0) = ug auf.
Sie wird ein wichtiger Baustein in §15 sein. Die Matrixfunktionen werden
in §13.1 definiert. Fiir ihre Konstruktion stehen verschiedene Methoden
zur Verfiigung, die in §13.2 erlautert werden. Da die Resultate der Matrix-
funktionen im Allgemeinen vollbesetzte Matrizen sind, ist es essentiell, dass
der (exakte) Matrixfunktionswert als H-Matrix behandelt werden kann. Dies
ist Gegenstand von §13.3.

In diesem Kapitel werden wir die komplexen Zahlen als zugrundeliegenden
Korper verwenden, da auch im Falle reeller Matrizen komplexe Eigenwerte und
komplexe Pfadintegrale auftreten kénnen.

Es sei angemerkt, dass sich die meisten der folgenden Aussagen auch
auf allgemeine Operatoren iibertragen lassen. Eine sehr empfehlenswerte
Einfithrung in die Theorie und praktische Handhabung der Matrixfunktionen
findet man bei Higham [93].

13.1 Definitionen

Unter Matrixfunktionen' versteht man im Allgemeinen die Ubertragung
reeller oder komplexer (skalarer) Funktionen auf solche mit Matrizen als
Argument und Bild. Hier lassen sich mehrere Maglichkeiten der Ubertragung
unterscheiden, die in den néchsten drei Abschnitten diskutiert werden. Zuvor

seien noch zwei Begriffe eingefiihrt.

Definition 13.1.1 (Spektrum, Spektralradius). Flir eine quadratische
Matriz M € C™*T bezeichnet

o(M):={\ e C: \ Eigenwert von M} (13.1a)

! Dies ist ein speziellerer Begriff als der einer matrixwertigen Funktion.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_13,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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das Spektrum von M. Ihr Spektralradius ist

p(M) :=max{|M\: A€ a(M)}. (13.1b)

13.1.1 Funktionserweiterung mittels Diagonalmatrizen
In der Funktionsbeschreibung
f:D—B (D C C Definitionsbereich, B C C Bildbereich) (13.2)

diirfen D und B auf Teilmengen von R beschrinkt sein.

Sei A eine Diagonalmatrix diag{)\; : ¢« € I} mit der Eigenschaft \; € D
(da \; zugleich die Eigenwerte von A sind, schreibt sich diese Bedingung als
0(A) C D). Dann ist die Verallgemeinerung der Funktion  — f(z) zur
Abbildung

F:A=diag{)\;:iecI} e C"™* — diag{f(\;):i eI} € C*T  (13.3a)

naheliegend (F' bildet Diagonalmatrizen in sich ab). Traditionell schreibt man
wieder f statt F, d.h. f(A) = diag{f(\;) : ¢ € [}. Man beachte, dass hierfiir
nur benotigt wird, dass f auf den diskreten Werten \; definiert ist. Annahmen
iiber Stetigkeit oder weitergehende Glattheit von f sind fiir diesen Zweck
unnotig.

Sei nun M € C’*! eine diagonalisierbare Matrix: M = T~'AT. Dann
definiert man

f(M) =T f(AT  (fir M =T *AT). (13.3b)

Obwohl die Darstellung M = T~1 AT nicht in jedem Falle T und A eindeutig
festlegt, iiberlegt man sich, dass (13.3a,b) einen eindeutigen Wert f(M) €
C™*I definiert. Damit erhilt man die

Anmerkung 13.1.2. Fiir jede diagonalisierbare Matrix M € C/*! mit
o(M) C D (D Definitionsbereich der Funktion f) ist f(M) mittels (13.3a,b)
wohldefiniert.

Es wurde schon darauf hingewiesen, dass die Funktion f nicht glatt zu sein
braucht. Eine einfache, unstetige Funktion, die spéter noch verwendet wird,
ist Gegenstand von

Beispiel 13.1.3. Die Signum-Funktion sign(-) sei fiir komplexe Argumente
mittels

+1firz >0
sign(z) =sign(z) =¢ 0 firz=0 (z=z+iyeC, z =Rez)
—1firz <0

definiert. Damit ist sign(M) fiir jede diagonalisierbare Matrix definiert.
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Ubung 13.1.4. Seien f und ¢ auf o(M) und ¢ auf g(c(M)) definiert.
Ferner seien hy := f 4 g, ho := fg und h3 := p o g (d.h. h3(2) = p(g(2))).
Man zeige, dass sich diese Kompositionen auf die Matrixaddition und
-multiplikation iibertragen:

hi(M) = f(M) +g(M),  ho(M) = f(M)g(M), hs(M) = @(g(M)).

Die Beschrinkung auf diagonalisierbare Matrizen liegt in der Natur der

Definition. Fiir ein Jordan?-Kistchen J = B i\] liefert dieser Ansatz keine
Interpretation.

13.1.2 Potenzreihen

Die Funktion f aus (13.2) sei nun als analytisch angenommen, wobei D C C
ein Gebiet ist (d.h. offen und zusammenhingend). In jedem Punkt zo € D ist
f in eine Potenzreihe entwickelbar:

fz)= ZCV (2 —20)". (13.4)
v=0

Fiir eine beliebige Matrix M versuchen wir, f(M) mittels
FOM) = "e, (M = 2I)" (13.5)
v=0

zu definieren (I: Einheitsmatrix).

Lemma 13.1.5. a) Die Potenzreihe (13.4) besitze den Konvergenzradius
r > 0. Dann ist (13.5) fir Matrizen mit p(M — zoI) < r wohldefiniert.
b) Ist M zudem diagonalisierbar, ergeben (13.4) und (13.3b) gleiche Resultate.

Beweis. a) Der kritische Punkt ist der Nachweis der Konvergenz auf der
rechten Seite von (13.5). Fiir jede submultiplikative Matrixnorm ||-|| erh&lt
man die Majorante > |cy|||M — zoI|” . Fiir jedes # im offenen Intervall
(p(M — zoI),r) lésst sich eine Matrixnorm finden, sodass |M — zoI|| < 7
(vgl. [66, Lemma 2.9.7]) Da aber > o, |c,|#” < oo , ist eine konvergente
Majorante gefunden, die die Konvergenz der Reihe (13.5) impliziert.

b) f(A) = diag{f(\;) : @ € I} ergibt sich nach Einsetzen einer Diagonal-
matrix in (13.5). Da (M — 201)" = T (A — 200)" T fiir M = T—* AT, folgt
auch (13.3b) fiir f aus (13.5). ]

Man beachte, dass bei dieser Konstruktion fiir ein geeignetes zo das ge-
samte Spektrum von M — zol im Konvergenzkreis K,.(z9) = {z: |z — 20| <7}

2 Marie Ennemond Camille Jordan, geboren am 5. Januar 1838 in La Croix-Rousse,
Lyon, gestorben am 22. Januar 1922 in Paris.
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liegen muss. Es reicht nicht, dass alle Eigenwerte \; im Analytizitéitsgebiet
von f liegen.

Anders als im vorigen Abschnitt ist (13.5) auch fiir ein Jordan-Késtchen
definiert. Das Resultat ist Gegenstand der

Ubung 13.1.6. a) Sei M = [8\ }\ mit |\ — zo| < 7 (r: Konvergenzradius der
: : f f’(A)}

Reihe (13.5)). M M) = .
eihe (13.5)). Man zeige f(M) [ 0 FON

b) Unter den gleichen Voraussetzungen zeige man allgemein, dass ein
k x k-Jordan-Késtchen zu f(M) mit f(M);; = 0 fir j < 4 und f(M);; =
FU=D(N)/(§ —4)! fiihrt.

13.1.3 Cauchy-Integraldarstellung

Wir nehmen wie vorhin an, dass f im Gebiet D C C holomorph ist. Dann gilt
die Cauchy?-Integraldarstellung

f(O)d¢

%cc—z

flz) =

(ze2CD, C=00), (13.6)

wobei der Rand C = 0f2 im mathematisch
positiven Sinne durchlaufen wird und (2 ein
beschranktes, einfach zusammenhédngendes Ge-
biet ist. Falls {2 mehrfach zusammenhéngend ist
(wie in Abbildung 13.1), besteht C = 042 aus
disjunkten Kurven. Schlielich darf 2 = J, £
eine Vereinigung disjunkter Gebiete sein. Dann
ist §, =", fCi’ wobei C; die Rénder von (2; sind.
Im Folgenden ist stets vorausgesetzt, dass der
Rand C in der richtigen Richtung durchlaufen

wird. Abb. 13.1. Ein Kreisring

. . . als Definitionsbereich D und
Anmerkung 13.1.7. Unbeschrinkte Gebiete {2 in eine Tntegrationskurve C als

(13.6) sind moglich, wenn sich ¢, = §,, als Rand von . (M) besteht
Grenzwert der Kurvenintegrale fc

Qg :={z € 2:|z| < R} ergibt.

02 n mit  ayus vier Punkten.

Lemma 13.1.8. Zu einer Matrix M sei 2 C D so gewdhlt, dass o(M) C {2.
Sei C = 0S2. Dann ist

(CI M)~ f(Q)d¢ (13.7)

3 Augustin Louis Cauchy, geboren am 21. August 1789 in Paris, gestorben am 23.
Mai 1857 in Sceaux (bei Paris).
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die Dunford*Cauchy-Darstellung der Matrizfunktion. Sie ist wohldefiniert
und stimmt im diagonalisierbaren Fall mit den Matrizfunktionen aus §§13.1.1-
13.1.2 diberein, wenn diese definiert sind. Ferner stimmt sie im allgemeinen
Fall mit (13.5) dberein, wenn diese definiert ist.

Beweis. a) Wegen o(M) C (2 liegen keine Eigenwerte von M auf C. Damit
ist (CI —M)~" fiir alle ¢ € C gleichm#Big beschréinkt und das Integral (13.7)
existiert.

b) Fiir Diagonalmatrizen stimmen (13.7) und f(A) = diag{f(\;) : i € I'}
iiberein. Da auch (13.7) die Transformationsregel f(T-1AT) := T~ f(A)T
erfiillt, stimmen (13.7) und (13.3b) fiir diagonalisierbare M iiberein.

2

c) Fir M = [())\ /1\} ist (¢(I—M)™" = 1/(C0 A) 11//((<< _);\)) . Wegen
5 $o (¢ — A2 F(O)dC = f/(N) stimmt das Ergebnis mit dem aus Ubung
13.1.6
iiberein. ]

Die Abbildung 13.1 zeigt vier Eigenwerte im Definitionsbereich D. Es
ist nicht moglich, einen Kreis in D zu finden, der das gesamte Spektrum
o(M) enthilt. Damit ist die Definition aus §13.1.2 nicht anwendbar. Es ldsst
sich aber eine geeignete Integrationskurve C = 92 fiir die Dunford-Cauchy-
Darstellung finden.

Ubung 13.1.9. Die Matrixfunktion sei definiert. Man zeige
o(f(M))={f(N): Aea(M)}, p(f(M))=max{|f(A)]: € a(M)}.

13.1.4 Spezialfille

Neben diesen drei Definitionsméglichkeiten kann man fiir spezielle Funktionen
ihre spezifischen Eigenschaften ausnutzen. Da beispielsweise die Exponential-
funktion mittels lim,,_, (1 + 2/n)" definiert werden kann und Potenzen von
Matrizen erklirt sind, liefle sich die (numerisch weniger brauchbare) Defini-
tion exp(M) := lim,, oo (1 + %M)n geben. Die Matrix-Exponentialfunktion
wird in §13.2.2 genauer behandelt werden.

Die Funktion f(z) = 1/ ist mit (13.3b) zu der Matrixfunktion M — M~!
erweiterbar. Eine andere Darstellung dieser Matrixfunktion wird in §13.2.3
behandelt.

13.2 Konstruktionen spezieller Funktionen

13.2.1 Approximation von Matrixfunktionen

Eine Matrixfunktionen f(M) ist im Allgemeinen nicht exakt darstellbar
(schon skalare Funktionen wie exp(z) miissen approximiert werden!). Im

4 Nelson Dunford, geboren 12. Dez. 1906 in St. Louis (Missouri, USA), gestorben
7. September 1986 in Sarasota (Florida).
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Folgenden geht es um Techniken, die es erlauben, Fehlerabschitzungen aus
dem skalaren Fall auf den Matrixfall zu iibertragen. Die approximierenden
Funktionen f konnten z.B. Polynome oder rationale Funktionen sein.

Die Definition von f(M) durch (13.3b) fithrt direkt auf den folgen-
den Satz, der die Maximumnorm ||f — f llso,o(ary und die Spektralkondition
condy(T) = ||T||2]|T71||2 benutzt. Dabei wird fiir jede Teilmenge X des
Definitionsbereiches einer Funktion g definiert:

19l[co.x := max{lg(z)| : z € X}. (13.8)

Satz 13.2.1. Sei M = T—'AT diagonalisierbar. f und f seien auf o(M)
definiert. Dann gilt in der Spektralnorm

| F(M) = f(M)]|z < conda(T) - || f = Fllss.o(ar)-

Beweis. In f(M) — f(M) =T~ f(A)T — T~ f(A)T = T '[f(A) — f(A)|T
wird die Diagonalmatrix D = f(A) — f(A) durch ||D||2 = max; |D;;| abge-
schétzt. -

Falls M nicht diagonalisierbar ist, braucht man fiir eine entsprechende
Abschétzung auch mindestens die erste Ableitung || f'— f'||sc,o(ar) (VEL. Ubung
13.1.6).

Im Falle symmetrischer Matrizen entfillt der Faktor conds(7") wegen
|T|2 = |ITY||2 = 1, da T orthogonal ist. Ansonsten sind 7" und seine Norm
aber selten bekannt. Einen Ausweg bietet der folgende Zugang.

Sei (2 ein Gebiet, das das Spektrum von M enthilt: 2 > o(M).
Mit 2¢ := C\{2 sei das Komplement von {2 bezeichnet. Fiir { € £2¢ ist die
Resolvente

R(GM) = (I-M)""  (Cenr)

definiert. Da (¢I — M)~ — O (Nullmatrix) fiir |¢| — oo, ist [|R(¢; M) auf
¢ gleichméBig beschrinkt.

In der Literatur werden verschiedene Familien von Matrizen (bzw. Opera-
toren) beschrieben, die wie folgt durch den Komplementbereich 2¢ und eine
Schrankenfunktion ¢ : £2¢ — (0, 00) charakterisiert sind:

IR(G M2 < ¢(¢)  fiir ¢ € £2° (13.9)

Beispiel 13.2.2. a) In [44, (2.6)] wird allgemein 2 ={( =z +iy:z > fs(y)}
und ¢(¢) = fr(¢) definiert und speziell die Parabel fs(y) = ay? + b mit der
Schranke fr(¢) = M/(1++/|C|) gewiihlt.

b) Fiir die Parabel fs(y) = ay?+bund die Schranke fr(¢) = M/(1++/]¢])
ergeben sich die stark P-positiven Operatoren (vgl. [42], [43]).

¢ ) Operatoren die (13.9) fir 2 = {¢ : Re( > 0} und ¢(¢) = —1/Re(
erfiillen, heiflen m-akkretiv (vgl. [96, S. 279]). Gibt es ein § > 0, sodass (13.9)
fir 2 ={¢:Re¢ >0} und (¢) = 1/ (6 — RNe () gilt, heiBt M strikt m-akkretiv
(96, S. 281]).



13.2 Konstruktionen spezieller Funktionen 319

Am Beispiel der stark P-positiven Operatoren sei der Beweis der Eigen-
schaft (13.9) vorgefiihrt.

Lemma 13.2.3. Seien {2 = {z =zx+iycC:x2>0,1y%< a:} ein Parabel-
gebiet und M eine Matriz mit einem Spektrum o(M) C 2. Dann gibt es
eine Konstante C, sodass

| (21 —M)! fiir alle z € C\£2. (13.10)

C
o € ——=
1+ /|7

Beweis. a) Sei M eine Diagonalmatrix. Dann ist

1= = M) |2 = || diag{z = A: A€ o (M)} 2 =1/ oo |z = Al
Die Funktion (1+ v/[z[)/ minye,(ar) |z — Al ist fiir z € C\ (2 stetig und strebt
fiir |z2| — oo gegen null. Damit existiert ein endliches Maximum M.
b) Ist M diagonalisierbar: M = T—YAT, so folgt mit || (21 — M) || <
1T l2]l (zI — A) ™" ||2]|T||2 und Teil a) wieder eine z-unabhiingige Schranke.
¢) Fiir die Jordan-Normalform schliefle man analog. ]

Satz 13.2.4. Seien f und f holomorph in 2, C = 90 und o(M) C 2. Dann
gilt

1F(M) — FM)2 < — ]4 (¢ (C) 1dc]
mit ¢ aus (13.9).

Beweis. Wir gehen von f(M)— f(M) = 7= o (CI — M) () = f(O)]dC aus
(vgl. (13.7)) und schitzen mit

| F(M) = F(M)]2 < % f IR(G M) 121 £(Q) = F(OlldC]
C

ab. Wegen C C ¢ ist (13.9) anwendbar. [

13.2.2 Matrix-Exponentialfunktion

Auf die wichtige Rolle, die die Matrix-Exponentialfunktion exp(M) spielt,
wurde schon hingewiesen. Da exp eine ganze Funktion ist, lassen sich alle
Definitionsmoglichkeiten und weitere Funktionaleigenschaften fiir die konkrete
Konstruktion verwenden. Dass die konkrete Berechnung aber Schwierigkeiten
bereiten kann, zeigt der lesenswerte Artikel [116] iiber “19 dubiose Weisen”,
exp(M) zu berechnen.
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13.2.2.1 Definition mittels Potenzreihe

Die Potenzreihe der Exponentialfunktion legt die Ndherung
n—1 1
E, = Z;) EM" ~ exp(M) (13.11)

nahe®. Zwar gilt fiir alle M, dass E, — exp(M), aber man sollte diese
Nédherung nur fiir Matrizen anwenden, die in einer geeigneten Matrixnorm
z.B. durch || M| <1 beschrénkt sind. Unter der Voraussetzung |[|[M|| <1 ist

oo 1 v
18— expM)] < 3 L]

o

1 ¢ . .

SZJ:#; mit ¢, € (1,1.72) firn > 1
v=

(das asymptotische Verhalten ist ¢, ~ 1 + 1/n). Das Horner®-Schema zur
Auswertung von (13.11) lautet

1
Ap,:=1, forv:i=n—1toldo A, :=—-A, . M+1I; FE,:=Ap;
v

und erfordert n — 2 Matrixmultiplikationen mit M (die Multiplikation mit
A, =T ist trivial).

13.2.2.2 Halbierungsregel

Fiir die Exponentialfunktion kann man die Funktionalgleichung e**¥ = e%e¥
ausnutzen.

Ubung 13.2.5. Fiir vertauschbare Matrizen A und B gilt die Identitét
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Fiir die Wahl A = B = %M fithrt das Resultat der Ubung auf
exp(M) = exp($M)>. (13.12)

Wenn man voraussetzt, dass die Quadrierung einer Matrix handhabbar ist
(wie im Falle von H-Matrizen), ist der folgende rekursive Algorithmus eine
gute Wahl:

5 Fiir die Exponentialfunktion gilt, dass Matrizen M mit Eigenwerten mit negati-
vem Realteil zu exp(M) mit Eigenwerten vom Betrag < 1 fithren. Gelegentlich
mochte man die gleiche Eigenschaft fiir Approximationen. In diesem Fall kann die
Taylor-Approximation (13.11) durch eine Padé-Approximation ersetzt werden.

5 William George Horner, geboren 1786 in Bristol, gestorben 1837 in Bath.
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function MatrizExponential Funktion(M);
if ||M| <1 then MatrizExponential Funktion:= E,, aus (13.11)
else MatrixFExponential Funktion

=sqr(MatrizExponential Funktion(0.5 - M));

(13.13)

Hierbei ist sqr( M) := M?. Die Norm ||| muss submultiplikativ sein.
Die Zahl der Rekursionsschritte in (13.13) betrigt [logy(||M]|)]. Der
Aufwand wird diskutiert in

Anmerkung 13.2.6. Fiir eine beliebige Matrix M besteht der Aufwand der
Auswertung von (13.13) in [log, (|| M||)] Matrixmultiplikationen (Auswertung
von sqr) und der Berechnung von (13.11). Diese ist von der gewiinschten
Genauigkeit € > 0 abhingig. Fiir ¢ & 1/n! sind n Matrixmultiplikationen
erforderlich.

Héufig benotigt man exp(t; M) fiir verschiedene 0 < ¢ < tp < .... Im
Prinzip kann man (13.13) fiir alle Argumente ¢t; M aufrufen. Giinstiger ist der
folgende Zugang:

1. Man berechne exp(t; M).

2. Rekursion iiber j: Sei exp(t; M) bekannt. Man berechne die Hilfsmatrix
M; ~ exp((tj4+1 —t;) M) und danach das Produkt exp(t;M) - M; =~
exp(tj+1M). Man wiederhole Schritt 2 mit j « j + 1.

Der Vorteil besteht in der Tatsache, dass (t;4+1 — t;) M eine kleinere Norm als
tj+1M besitzt und damit (13.13) weniger Halbierungsschritte erfordert.

13.2.2.3 Dunford-Cauchy-Integral

Waihrend die Halbierungsregel fiir die konkrete Berechnung gut geeignet ist,
verriit die Rekursion wenig iiber die Struktureigenschaften von exp(M). Im
Folgenden wird zur Vereinfachung angenommen, dass M positiv definit ist,
d.h. M ist symmetrisch und o (M) C (0, 00). Gemifl §13.1.3 gilt

exp(—M) 1 fi (¢TI — M) edd, (13.14)

~ omi

wenn C = 982, 2 D (M) und {2 einfach zusammenhéingend. Da das Spek-
trum o(M) C (0, || M]|] erfiillt, kann fiir 2 zum Beispiel das folgende Gebiet
(Parabelsegment) verwendet werden:

Q:{ge@: 0<Re¢ < |M|| +1, [Smc] < VR g}.

Der Rand C := 92 von {2 besteht aus dem Parabelteil Cp : ((s) = z(s) +iy(s)
mit z(s) = s? und y(s) = —s fiir s € [—sp,80] mit so := /[|M]| +1
und der senkrechten Strecke Cs: ((s) = z(s) + iy(s) mit x(s) := s3, y(s) :== s
fir s € [—s0,80] (vgl. Abbildung 13.2). Ebensogut kann man sy durch
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einen groferen Wert ersetzen. Man stellt fest, dass §cp I—-M )_1e—<dC

fiir s9 — oo konvergiert und lim fcs (¢l — M)fle*CdC = 0. Deshalb gilt
S0 —00

(13.14) auch mit der vollstdndigen Parabel

{¢(s) = x(s) +iy(s) : z(s) := 5%, y(s) :== —s fiir s € R}

als Integrationskurve C. Nach Substitution der Parameterdarstellung
¢(s) = s? — is erhilt man

e = L f(cr - a0 L0y, (13.15)
1 i 2 -1 —s%+is ;
=5 ((s*>—is) I —M) e (2s — 1) ds.
- =:F(s)

Das Integral 5= [*° F(s)ds kann durch
eine Sinc-Quadratur approximiert werden
(Néheres in §D.4) und liefert einen Ausdruck

m der Form
M

b N

"o 2

Abb. 13.2. Integrationskurve: wobei fj > 0 eine Schrittweite ist, die hier

Rand des Parabelsegments (2, in der GroBenordnung h = O((N + 1)*2/3)

Cp: Parabelstiick, Cs: Strecke gewiahlt werden sollte. Die Fehlerabschéitzung
aus Satz D.4.3b zeigt

b & 17 &
-M 2 : _ E
‘ 2mi Vz_NF(Vb)’ |27 / Fs)ds 2mi VZ_NF(VE))
<0 (exp(—cNQ/g)) , (13.16)

wobei die Abschétzung von ((s* —is) I — M) ! mit Hilfe von (13.10) durch-
gefiihrt wird.

Folgerung 13.2.7 Will man e~ ™ mit der Genauigkeit ¢ > 0 anndhern, so

folgt aus (13.16), dass N in der Grifenordnung (’)(1og3/2 LY 2u wdhlen ist.

g

Die matrixwertige Funktion F(s) aus (13.15) fiihrt auf

2vh —1
b F(vh) =w, (2,1 — M) mit = 27
2 2, = (vh)? —ivh,

_Zv
)
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sodass das Quadraturresultat die Summe

N

Tn(Fob) = Y w, (zI—M)"" (13.17a)
v=—N

von 2N + 1 Resolventen (2,1 — M )" liefert. Zwar sind w, und z, komplex,
aber wegen
W, =W_p, Zy,=2_, fir —-N<v<N

sind fiir reellwertige M die Approximation T (F, ) ebenso wie e~ reell. Die
Summe (13.17a) reduziert sich auf
N
e M~ Ty(F.h) =wo (20l = M) +2Re Y w, (2] —M)™".  (13.17b)
v=1

Folgerung 13.2.8 Wenn von M bekannt ist, dass die Inversen (z,1 — M)~
mit hinreichender Genauigkeit im H-Matrizformat H(k,p) approzimiert
werden kénnen, folgt aus (13.17b), dass eine entsprechend gute Approxima-
tion von exp(—M) in H((N + 1) k,p) existiert.

Wenn Kurvenintegrale ¢, (¢(I — M )~! F(€)dC¢ formuliert werden, ist die
Kurve C so zu wéhlen, dass der Integrand nicht singuldr wird. Das heif}t
insbesondere, dass C keine Eigenwerte von M durchlduft. Trotzdem kann es
unvermeidlich sein, dass die Kurve Eigenwerten nahe kommt. Hier stellt sich
die Frage nach der Stabilitéit H-Matrix-Resolventen (¢ — M) ™" fiir Quadra-
turpunkte ¢ nahe am Spektrum o(M). Diese Frage wird in Espig-Hackbusch
[41] untersucht und auch mit numerischen Tests belegt. Es zeigt sich, dass
die H-Matrixinverse von (I — M sehr robust gegen die Anndherung von ¢ an
o(M) ist. Eine einfache theoretische Erklarung bietet das folgende Lemma an.

Lemma 13.2.9. Sei 0 # A € o(M) ein einfacher FEigenwert mit dem
(Rechts-)Eigenvektor e aus Me = \e und dem Linkseigenvektor f aus fT M =
AT (falls M symmetrisch ist, gilt e = f), wobei die Skalierung (f,e) = 1
gelten mage. Dann lisst sich M spektral zerlegen in M = My+Xef ", wobei M
das Spektrum (o(M) U {0}) \{\} besitzt, sodass (CI — Mo) ™" in der Umgebung
von A wohldefiniert und stabil berechenbar ist. Die Resolvente ((I — M)_1 hat
die Darstellung

_ _ A
CI—M) " =(CIT-My) "+ —"—efT.

Der fiir ( — X divergierende Teil ﬁef—r ist eine Rang-1-Matriz. Wenn der

“harmlose” Anteil (CI — Mo)il im Format H(k, P) hinreichend gut approzi-

miert wird, so ist (CI —M)™" in H(k + 1, P) fir alle ¢ # X mit gleicher

Genauigkeit darstellbar.
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Die Voraussetzung 0 # A ist nicht essentiell. Falls A = 0 € (M) in der
Nithe von C liegt, kann z.B. die Zerlegung M = M; —ef " (e, f Rechts- und
Linkseigenvektoren zu A = 0) und (CI — M)™' = (CI — M;) ™" + ﬁefT
verwendet werden. Bei mehrfachen Eigenwerten A € o(M) ist der Rang 1
durch einen entsprechend hoheren zu ersetzen.

13.2.2.4 Approximation von exp(—tM)

Gelegentlich mdchte man die Funktion exp(—tM) fiir z.B. positiv definites M
und alle ¢t > 0 approximieren. Hierfiir ist es giinstig, die Cauchy-Formel nicht
fiir tM anstelle von M, sondern in der Form

exp(—tM) = %m fé (CI— M) 'e®d¢

zu verwenden. Die analoge Quadratur fiihrt auf

N

exp(~tM) ~ 3 w,(t) (2] = M), w(b) ::h%e*t((”h)rz*i”h)
v=—N

und gleichen Stiitzstellen z, wie in §13.2.2.3. Der Vorteil besteht darin, dass
die t-Abhéingigkeit im Gewicht w, steckt, wihrend die teueren Resolventen
(2, — M )~! unabhéngig von t sind. Es ist daher relativ einfach, exp(—tM)
fiir viele ¢ auszuwerten. Die Fehlerabschitzung findet sich in [43, §2.4] und
liefert nur fiir t > ty > 0 die gewiinschte exponentielle Konvergenz beziiglich
der Stiitzstellenanzahl N. Fiir 0 < t < ty werden andere Approximations-
verfahren benotigt (z.B. mittels Potenzreihen wie in §13.2.2.1).

13.2.3 Inverse Funktion 1/z

Die Matrixversion der Funktion f(z) = 1/x ist f(M) = M =1, falls 0 ¢ o(M).
In §13.2.2.3 wurde die Matrix-Exponentialfunktion exp(M) mittels der
Resolventen (z,I — M)™" — der Matrixfunktion zu f(z) = 1/(z, — ) -
approximiert. Jetzt wird der umgekehrte Weg beschritten: Die Inverse M !
wird mit Hilfe der Gréflen exp(—tM) dargestellt. Der Sinn dieser Darstellung
wird in §15.5.2 offenbar werden.

13.2.3.1 Integraldarstellung von 1/z

Fiir z € C mit Re z > 0 gilt die Identitit

z

1 oo
- = /e_tht. (13.18a)
0
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Lemma 13.2.10. Fiir die Matriz M € CI*! gelte o(M) C {z€C : Re 2>0}.
Dann hat M~ die Darstellung

M= /e_Mtdt. (13.18b)
0

Beweis. Multiplikation mit M liefert fMe_Mtdt =—/4 (e_Mt> dt =
0 0

o0

—eM t’ =1. [ ]
0

Ist Amin = min{\ € o(M)} der minimale Eigenwert einer Matrix mit

positivem Spektrum, so kann die Matrix durch M’ := %M ersetzt werden:

M-t = ﬁM’_l, wobei (13.18b) auf M’ angewandt wird. Dies zeigt:

Anmerkung 13.2.11. Hat M ein positives Spektrum, so kann in (13.18b) ohne
Beschrankung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dass alle Eigenwert
> 1 sind. Entsprechend ist die Diskussion von (13.18a) fiir z > 1 ausreichend.

13.2.3.2 Approximative Darstellung von 1/z durch
Exponentialfunktionen

Im Folgenden suchen wir Approximationen der rechten Seite in (13.18b) durch
eine Summe der Form

o0 k
/e_Mtdt ~ Y we M, (13.19)
0 v=1

Diese Ersetzung ist eng verbunden mit der Approximation von % durch

xt

eine Summe ), w,e” " von Exponentialfunktionen. Hierfiir werden zwei

Ansatze diskutiert:

1. Erzeugung mittels Quadratur,
2. direkte Approximation.

Im Anhang D.4.3 wird die Sinc-Quadratur fiir zwei Integrale untersucht,
die sich durch geeignete Substitutionen aus (13.18a) ergeben. Im ersten Fall
(§D.4.3.1) erhélt man eine Niherung der Form

k
Bi(z) =) wye " (13.20)
v=1
mit der gleichmafigen Fehlerabschatzung

’Ek(x) .

x

S(’)(e_ ﬂdk) mit d < 7/2 fiir alle z > 1
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0002
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Abb. 13.3. Graph der Funktion Ex(z; R) — < fiir ¢ > 1 (links k = 5, rechts k = 45)
mit Fj mittels Sinc-Quadratur

(in §D.4.3.1 wird ein ungerades k und N = %51 wie in (13.17a) verwendet).
Abbildung 13.3 zeigt den Fehler auf der linken Seite fir k = 5 (N = 2,
h = 7/v/N) und rechts fiir k = 45 (N = 22, h = 1.05-7/+/N). Die zugehérigen

Fehlerschranken sind 1.1931¢-2 und 2.63¢-7.

Im Fall der zweiten Substitution (in §D.4.3.2) ldsst sich ein besseres
asymptotisches Verhalten beziiglich k — oo zeigen, dafiir ist die Abschitzung
z-abhingig:

’Ek(x) - i‘ <0 (e_ﬂd(x)k/ log(ﬂd(x)k:)) mit d(z) = O(1/log x)
(vgl. Satz D.4.13). Die numerischen Resultate bestidtigen den Faktor
k/log(k), aber das Verhalten beziiglich x erscheint giinstiger als durch
d(x) = O(1/log x) beschrieben.

Die direkte Approximation durch Exponentialsummen bestimmt den Aus-
druck Fy(z; R) aus (13.20), indem die Maximumnorm

1
HEk(x;R) - = = max{
oo, R

X

1
Ey(z; R) — :c‘ 1<z < R} (13.21)

......
ooooo

ooooo

Abb. 13.4. Graph der Funktion E4(x; R)— % fiir x > 1 bei direkter Approximation.
Links R = 100 mit dem Fehler 1.06610-3 in [1,100]. Rechts R = R4 = 436.06 mit
dem Fehler 1.70010-3 in [1, c0) .
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k=5 k=717 k=10 k=12 k=15

R =10 4.243E-6  2.344E-8  9.021E-12  4.654E-14 1.708E-17
R =100 | 2.274E-4 9.841E-6 8.303E-08 3.357E-09 2.667E-11
R =1000 | 6.385E-4 7.153E-5 2.389E-06 2.412E-07 7.555E-09
R =00 6.428E-4 1.163E-4 1.312E-05 3.630E-06 6.311E-07

Tabelle 13.1. Minimale Fehler HEk z; R) —

HooR

beziiglich der Parameter wl,,ty (1 < v < k) minimiert wird. Abbildung 13.4
zeigt den Fehler Ey(x; R) — L fiir k = 4. Das linke Diagramm entspricht dem
Fall R = 100. Der rechte Graph zeigt einen Grenzfall: Fiir hinreichend grofies
R = Ry, (hier Ry = 436.06) gilt die Fehlerschranke fiir alle z € [1,00). Man
sieht, dass die Bestapproximation aus (13.21) mit k& = 4 deutlich deutlich
kleinere Fehlermaxima als die Sinc-Quadratur fiir £ = 5 liefert.

Die fiir verschiedene Werte von k und R erreichbaren Genauigkeiten (mini-
male Fehler ||Ek z;R) — 1 || fiir optimale Koeffizienten w,,t,) sind in der
Tabelle 13.1 skizziert. In [73] ﬁndet man weitere Resultate sowie die Web-Seite
fiir die Koeffizienten der optimalen Fj(x; R).

13.2.3.3 Abschitzung der Matrixapproximation

Die Matrix M sei diagonalisierbar mit (M) C (0,00). Die Maximumnorm

HEk (z) — %HOO  kann im Folgenden durch die giinstigere Schranke

1
Ey(z) — — = max
Tl 00,0 (M)

ersetzt werden. Fjy (M) bezeichnet die Matrixfunktion 25:1 w,e Mty

Ei(z) — ;‘ Lz € J(M)}

Satz 13.2.12. M sei diagonalisierbar mit M = T—*AT und o(M) C (0, 00).
Dann gilt"

|BR) = M < ITIHIT 12 = Ba@) -
Beweis. Man schéitze in Ey(M)— M1 =T~ (E,(A) — A™') T jeden einzel-

nen Faktor ab. u

Numerische Tests der direkten Approximation Ej(x; Rg) — % zeigen ein

Fehlerverhalten exp{c; — 62\/E} mit ¢; in der Groflenordnung 11 bis 15 und
co bei 4 bis 4.5.

" Die Norm muss submultiplikativ sein und ||diag{z; : i € I'}|| < max{|z;| : i € I}
erfiillen.
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13.2.4 Anwendung von Newton-artigen Verfahren

Fiir die Berechnung spezieller Funktionen f(z) eignet sich das Newton-
Verfahren. Beispielsweise kann die Quadratwurzel f(z) = /z als Grenz-
wert von Ym+41 := 3 (Ym + 2/Ym) berechnet werden. Wir werden hierauf im
nichsten Kapitel (§14) zuriickkommen.

13.3 ‘H-Matrix- Approximation

13.3.1 Matrix-Exponentialfunktion

Die Berechnung durch H-Matrizen kénnte von den Darstellungen (13.17a,b)
Gebrauch machen und alle Resolventen (z,I — M )_1 mittels der formatierten
Inversion approximieren.

Anmerkung 13.3.1. a) Falls alle approximativen Resolventen (2,1 — M)™' €
H(k, P) den lokalen Rang k benétigen, ldsst sich die exakte Summe (13.17b)
mit dem lokalen Rang k (N + 1) darstellen. Da nach Folgerung 13.2.7 N =
O(log?’/ 2 %) gilt, erhoht sich der Speicher- und Berechnungsaufwand gegeniiber
der bisherigen Operationen nur um einen logarithmischen Faktor.

b) Auch wenn man e in anderer Weise berechnet, zeigt Teil a) die Dar-
stellbarkeit in H(k (N + 1), P).

Der zweite Teil der Anmerkung ist auf die Berechnung nach §13.2.2.2 an-
wendbar. Der Algorithmus (13.13) erfordert die Quadrierung einer Matrix, die
durch die formatierte Multiplikation in H(k’, P) ersetzt werden kann, wobei
k' = k(N + 1) ausreichend ist.

13.3.2 Approximation nichtglatter Matrixfunktionen

Wihrend exp(x), v/« und 1/z (die beiden letzten im positiven Bereich) glatte
Funktionen sind, gibt es auch interessante unstetige Funktionen. Fiir die
Signumfunktion aus Beispiel 13.1.3 wird im nachfolgenden Kapitel eine Itera-
tion beschrieben werden, die dank der H-Matrix-Arithmetik durchfithrbar ist
(vgl. (14.7)). Eine andere unstetige Funktion ist

_Jx  firze(ab],
Pap(w) = {0 sonst,

wobei [a, b) ein vorgegebenes Intervall sei. Die interessante Eigenschaft besteht
zum Beispiel darin, dass eine Matrix M mit reellem Spektrum in (—A, A)
in seinen negativen Teil p_4 (M) und den positiven Teil ¢g 4(M) zerlegt
werden kann: M = ¢_40(M) + ¢o,4(M). Ist man an den Eigenwerten von
M im Intervall (a,b] interessiert, reicht es, ¢, (M) zu untersuchen.

In Kre-Hackbusch [89] wird ¢,; durch eine rationale Funktion
approximiert. Dabei ist der Grad der Z#hler- und Nennerpolynome zwar sehr
grof, nicht aber die Zahl der auszufiihrenden arithmetischen Operationen.
Die H-Matrix-Arithmetik erlaubt nun, ¢, (M) zu approximieren.
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Matrixgleichungen

Die iibliche Numerik der partiellen Differentialgleichungen ist geprigt von der
Idee, alle Losungsprozeduren auf die Matrix- Vektor-Multiplikation als Basis-
operation zuriickzufithren. Auf der einen Seite wird dies von schwach besetzten
Matrizen unterstiitzt (vgl. §1.3.2.5), auf der anderen Seite sucht man schnelle
Tterationsverfahren (zum Beispiel Mehrgitterverfahren, [72], [66, §12]), um mit
wenigen Iterationsschritten auszukommen. Damit geht man der Inversen als
Losung der Matrixgleichung AX = I aus dem Weg.

Es gibt aber interessante Matrizen, die Losung einer linearen oder
nichtlinearen Matrixgleichung sind, und sich einer Losung iiber die Matrix-
vektormultiplikation entziehen. Hierzu gehoren die linearen Ljapunow- und
Sylvester-Gleichungen sowie die quadratische Riccati-Gleichung, die u.a. in
Problemen der optimalen Kontrolle partieller Differentialgleichungen auftritt.

Die H-Matrixarithmetik macht es méglich, auch diese Gleichungen effizient
zu 16sen. Damit macht man nicht nur von den weitergehenden Matrix-
operationen und matrixwertigen Funktionen Gebrauch. Entscheidend ist die
Tatsache, dass die Losung X durch eine H-Matrix Xy ersetzt wird. Sei
X € R mit n = #1. Fasst man die Gleichung

f(X)=0

2 2

als ein System von n° Gleichung fiir die n® Komponenten von X auf,
hiitte ein optimales Losungsverfahren die Komplexitit! O(n?), da dies linear
in der Anzahl der Unbekannten ist (vgl. Anmerkung 1.2.1). Erst wenn
statt X eine H-Matrix X3 mit O(nlog?n) Daten bestimmt wird, kann ein
Losungsalgorithmus fast linear in n werden.

! Wie zum Beispiel das Mehrgitterverfahren [123].

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_14,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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14.1 Ljapunow- und Sylvester-Gleichung

14.1.1 Definition und Lo&sbarkeit
Die Ljapunow-Gleichung hat die Gestalt
AX+XAT =, (14.1)

wobei alle Matrizen vom Format R*! seien. Die Matrizen A und C sind
gegeben, wihrend X die gesuchte Losung ist. Offenbar ist dies eine lineare
Gleichung fiir die n? Koeffizienten von X, wobei n := #I. Im Falle C = C'T
zeigt die Transposition von (14.1), dass auch X T eine Losung ist. Wenn (14.1)
eindeutig losbar ist, hat es damit eine symmetrische Losung X = X T. Die
Frage der eindeutigen Losbarkeit wird sich aus der Diskussion der allgemei-
neren Sylvester-Gleichung ergeben (vgl. Anmerkung 14.1.2b).
Die Sylvester-Gleichung

AX+XB=C (14.2)

macht keine Symmetrie-Annahmen: A, B, C' € R?*! sind allgemeine, gegebene
Matrizen, wihrend X € R7*! gesucht ist.

Lemma 14.1.1. Die Sylvester-Gleichung (14.2) hat genau dann fir alle
C € R™*! cine eindeutige Losung, wenn o(A)No(—B) =0 (vgl. (13.1a)).

Beweis. Dass o(A) No(—B) = () notwendig ist, zeigt die néchste Anmerkung
14.1.2a. Die andere Richtung folgt aus dem spéteren Lemma 14.1.4. [ ]

Anmerkung 14.1.2. a) Sind A, B diagonalisierbar, d.h. A = SA4S~! und
B = TART! mit Ay = diag{oy; : i € I} und Ap = diag{3; : i € I},
so lisst sich (14.2) transformieren in AyY + YAp = C’ mit Y := S71XT
und ¢’ := S~!CT. Komponentenweise Betrachtung fiithrt auf die Losung
Yij = C};/(a; + ;). Die Division durch «; + ; ist offenbar genau dann
moglich, wenn o(A) No(—B) = 0.

b) Die Ljapunow-Gleichung ist der Spezialfall B := AT. Fiir positiv
definite A ist offenbar o(A) N o(—B) = @ erfiillt und sichert die Losbarkeit
von (14.1).

c¢) Die Eigenwerte von A und B mogen positiven Realteil haben. Dann
kann die Losung von (14.2) explizit durch

X = / e tACe Bt (14.3)
0

beschrieben werden.

Beweis zu c). Unter den gemachten Voraussetzungen fallen die Faktoren e~*4

und e~ *P fiir t — oo exponentiell, sodass das uneigentliche Integral existiert.
Partielle Integration liefert
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AX +XB = / (Ae™tCe P + e 4Ce P B) dt
0

= _/ % (e7t4CeP)dt = — e_tACetB‘go =C
0

und damit die gewiinschte Gleichung. [ ]

Die Darstellung (14.3) liefert bereits eine Losungsmoglichkeit. Seien eine
Quadraturformel

M
X ~ 2 e_t‘ACe_t"’B
k=1

N
und die Approximationen e=*™ ~ Ty (F,h) = > w,(t) (2] — M)~" von
v=—N
e~ M aus §13.2.2.4 mit den t-abhiingigen Gewichten w, (t) gegeben. Einsetzen
fiir M = A und M = B ergibt

N M
L Z;N <X_:1 w’/(tﬂ)wu(tre)> (sd = A) ' C (5, - B) .

Da die Approximation fiir e *™ nur fiir t > to > 0 die gewiinschte Genauigkeit

hat, kann die obige Quadratur nur fiir das Integral ftzo eingesetzt werden, fiir
foto sind andere Approximationen (z.B. Taylor-Entwicklungen) einzusetzen.

Die bisherigen Approximationen deuten auf ein interessantes Resultat:

Anmerkung 14.1.3. Wenn die Matrix C' den Rang k besitzt, so ist X appro-
ximierbar durch Matrizen vom Rang O(kN?), wobei N logarithmisch von
der Genauigkeit £ abhéingt. Damit ist es eine gute Strategie, die Losung X
der Sylvester-Gleichung (14.2) im globalen Niedrigrangformat zu suchen? (vgl.
Penzl [117], Grasedyck [51], Baur [5]).

Wenn C komplizierter ist und bereits durch eine H-Matrix dargestellt ist,
bleibt nur die Darstellung von X im H-Format (vgl. [51]).

14.1.2 Andere Losungsverfahren

Die Dunford-Cauchy-Darstellung aus Lemma 13.1.8 existiert auch fiir die
Losung der Sylvester-Gleichung.

Lemma 14.1.4. Fir die Matrizen A und B in der Sylvester-Gleichung (14.2)
gelte o(A) No(—=B) = (. Dann gibt es ein Gebiet 2 C C, sodass o(A) C 12
und o(—B) C C\f2. Sei C die im mathematisch positiven Sinne durchlaufene
Randkurve von §2. Dann hat die Losung der Sylvester-Gleichung die Gestalt

1 _ _
=— [ (I-A)""'CI+B)dc. (14.4)
21 I
2 Fiir den Sonderfall A = 0 lautet die Sylvester-Gleichung X B = C und hat die
Losung X = CB~'. Hier gilt strikt Rang(X) < Rang(C).
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Beweis. Das Integral in (14.4) existiert, da C keine Eigenwerte von A oder —B
enthélt. X aus (14.4) wird in die Sylvester-Gleichung (14.2) eingesetzt:

AX +XB

L []a (CI—A)'CCI+B) " +I-A"CI+B)™ B} d¢
2mt Jo L

L [[A--AT I+ } i

C2mi Jo [+ (CT-A)THC ST+ BT (B4

= Qi o1+ B)™ +(gI—A)*1C] d¢ = C.
YW ct

In Zeile 3 wurde ¢ ((I — A)~" C (¢CI + B)™" vom ersten Summanden des Inte-
granden abgezogen und zum zweiten addiert. In der vierten Zeile wurde aus-
genutzt, dass fc (¢I+ B)f1 d¢ = 0, da die Singularitdten auflerhalb von {2
liegen, wiahrend umgekehrt ﬁ fc (¢I — A)_1 d¢ = 1. [ ]

Die Darstellung (14.4) kann wie in §13.2.2.3 zum Nachweis benutzt werden,
dass die Sylvester-Losung X gut durch eine hierarchische Matrix approximiert
werden kann.

Da die Ljapunow-Gleichung ein Spezialfall der nachfolgend behandelten
Riccati-Gleichung ist, sind die dortigen Verfahren auch hier anwendbar.

Eine Kombination der Niedrigrangapproximationen mit der Mehrgitter-
iteration wird in Grasedyck-Hackbusch [57] beschrieben.

Ahnlich behandelbar wie die Ljapunow-Gleichung ist die Stein-Gleichung

X -AlxA=C

(vgl. Lancaster-Rodman [105, S. 104]).

14.2 Riccati-Gleichung

14.2.1 Definition und Eigenschaften
Die matrixwertige Riccati-Gleichung lautet
AX + XAT - XBX = C. (14.5)

Wieder ist X € R!*! gesucht, wihrend A, B,C € R/*! gegeben sind. Fiir
symmetrische Matrizen B und C' erwartet man eine symmetrische Losung X.
Uber die algebraische Riccati-Gleichung gibt die Monographie von Lancaster-
Rodman [105] umfassend Auskunft.

Bei autonomen linear-quadratischen Problemen der optimale Kontrolle
sind Rang(B) die Dimension der Kontrolle und Rang(C') die Zahl der
Beobachtungsfunktionale. Bei entsprechenden Aufgaben ist daher damit zu
rechnen, dass beide Rédnge und damit auch
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Rang(C + XBX) < Rang(C) + Rang(B)

relativ klein sind. Wenn daher X eine Losung von (14.5) ist, so lost sie auch
die Ljapunow-Gleichung

AX + XAT =’ mit C':=C+ XBX.

Nach Anmerkung 14.1.3 ist X unter diesen Umstédnden gut durch globale
Rang-k-Matrizen approximierbar.

14.2.2 Losung mittels der Signumfunktion

Da die Riccati-Gleichung nichtlinear ist, kann man das Newton-Verfahren zur
iterativen Losung in Betracht ziehen. Die pro Iteration zu lésenden linearen
Probleme sind dann Ljapunow-Gleichungen (vgl. Grasedyck et al. [58]).

Hier soll jedoch auf eine Losungskonstruktion eingegangen werden,
die auf Roberts [121] zuriickgeht und die Signumfunktion verwendet.
Die Signumfunktion wurde bereits in Beispiel 13.1.3 fiir diagonalisierbare
Matrizen definiert. Eine Definition fiir allgemeine Matrizen ohne Eigenwerte
auf der imaginiren Achse lautet wie folgt: M € C'*/ erfiille

Re(A) £ 0 fiir alle A € o(M). (14.6)

Dann ist die matrixwertige Signumfunktion erklért durch

1

sign(M) := — 7{(51 — M) td¢ — 1,
T Jc

wobei die geschlossene Kurve C alle Eigenwerte A € o(M) mit Re(A) > 0

umschliefe, wihrend Eigenwerte mit fe(\) < 0 auBerhalb liegen.

Lemma 14.2.1. Sei A eine Matriz mit der Eigenschaft (14.6). Dann konver-
giert die Iteration

1
AQ = A, Ai+1 = §(AZ + Al_l) (147)
lokal quadratisch gegen die Signumfunktion: lim A; = sign A.

Quantitative Konvergenzaussagen der Iteration (14.7) werden in [58]
beschrieben und bewiesen.

Das Losungsverfahren fiir die Riccati-Gleichung beruht auf der folgenden
Darstellung.

Satz 14.2.2 ([121]). Sei A € R™*! eine Stabilititsmatriz, d.h. Re(\) < 0 fiir
alle X € o(M). Seien B,C € R¥*! positiv semidefinit. Dann erfiillt die positiv
semidefinite Losung X von (14.5)
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[ N11 Nis |
X =— , 14.8
_N21] {Nn_ (14.8)

wobei die Matrizen Ni1, Nia, Noi, Nog € R™! sich aus
Nip Nio| . A —C ] |10
Nap Noo | S\ | B —AT | 071

Ny
Noy

ergeben. Ferner hat [ ] vollen Rang n.

Das obige Verfahren erlaubt die Berechnung der N;;. Da []]&1} vollen
21

Rang besitzt, ist die (konsistente) Gleichung (14.8) 16sbar. Prézise Angaben
zur praktischen Durchfithrung finden sich in [58] (vgl. auch [5]).

Die Kombination der H-Matrixtechnik mit der Mehrgitteriteration wird
in Grasedyck [54] beschrieben.

14.3 Newton-artige Verfahren zur L6sung nichtlinearer
Matrixgleichungen

Im Prinzip kann eine allgemeine nichtlineare Gleichung f(X) = O mithilfe des
Newton-Verfahrens oder #hnlich schneller Verfahren iterativ gelost werden.
Bei der Berechnung der Ableitung f’ ist aber zu beachten, dass Matrizen hin-
sichtlich der Multiplikation nicht kommutativ sind, sodass f’ eine komplizierte
lineare Abbildung von X sein kann.

14.3.1 Beispiel der Quadratwurzel einer Matrix

Sei A eine positiv definite Matrix. Gesucht ist die eindeutige positive definite
Losung X von X2 = A. Anwendung des Newton-Verfahrens auf

f(X)=X?-A=0

liefert die Iteration X, 1 — X, := X, _1+ A, wobei A Losung der Ljapunow-
Gleichung
X, 1A, +A,X, 1 =A—-X2, (14.9)

ist. Zum Beweis setzt man X = X,,_1 + A in die Gleichung ein und entwickelt:
X, 1+A)=X2 | +AX, 1+X, 1A+A%-A Lo. Vernachlassigung von
A? fiihrt zum obigen Resultat. Da im Allgemeinen AX,_; # X, _1 A, erhilt
man eine Ljapunow-Gleichung als zu l6sendes lineares Problem. Die Iteration
verlduft in der Menge der positiv definiten Matrizen, wenn der Startwert Xg
geeignet gewéhlt ist.
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Ein naheliegender Startwert ist Xo := A. Hierfiir und fiir jedes andere
positiv definite und mit A vertauschbare X lisst sich nachweisen, dass auch
alle folgenden Iteranden X, mit A vertauschen. Damit vereinfacht sich (14.9)
zur wesentlich einfacher auswertbaren Iteration

X, = %(X,_l + X, 1 A). (14.10)
In diesem Falle verlauft die Iteration in der Mannigfaltigkeit M der mit A
vertauschenden, positiv definiten Matrizen.

Bei der numerischen Umsetzung der obigen Iterationen mittels H-Matrizen
ist ein wichtiger Unterschied zu beachten. Die Iteration (14.9) ist stabil gegen
hinreichend kleine Stérungen von X, oder von spéteren Iteranden X, wie
sie aufgrund der H-Matrixarithmetik auftreten. Fiir die Iteration (14.10) ist
der gleiche Aussage falsch, da Stérungen von X, im Allgemeinen aus der
Mannigfaltigkeit M herausfithren. Selbst wenn die Stoérung von X, _; noch
symmetrisch ist (aber X, _; ¢ M), muss der folgende Iterand X, nicht mehr
symmetrisch sein.

Eine stabile Variante, die dhnlich einfach wie (14.10) ist, aber nicht in einer
Untermannigfaltigkeit verlduft, ist bei Higham [93] beschrieben. Die Iteration

1 1
Yo:=A, Zy=1I Y, := 5(1/V+ZV—1), Zyi = §(ZV+YU_1)

konvergiert quadratisch gegen die Wurzel bzw. deren Inverse: Y, — A'/? und
Z, — A~1/2,

14.3.2 Einfluss der Kiirzung bei Fixpunktiterationen
Das Newton-Verfahren ist ein Beispiel einer Fixpunktiteration
X, =0(X,_1), v=12 ... (14.11)

Im Newton-Fall ist (14.11) lokal quadratisch konvergent. Diese Konvergenz-
aussage gilt aber nur bei exakt durchgefiihrter Arithmetik. Sobald zum
Beispiel die Matrixoperationen mittels der H-Matrixarithmetik angenéhert
werden, entstehen Abweichungen. Es stellt sich die Frage, welche Konver-
genzaussagen noch giiltig sind. Diese Problematik wird nachfolgend behandelt,
wobei Hackbusch-Khoromskij-Tyrtyshnikov [88] gefolgt wird, wo sich auch die
Beweise der Aussagen finden.

Wir gehen von einer Fixpunktiteration aus, die lokal mit einer Ordnung
o > 1 gegen eine Losung

thr;o X, =X (14.12)

konvergiere. Die Elemente X, und X* werden in einem normierten Raum V'
mit der Norm ||-|| betrachtet. Die folgende Aussage beschreibt das Verhalten
bei exakter Arithmetik.
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Lemma 14.3.1 ([88]). Es gebe Konstanten cg,e¢ > 0 und o > 1 mit
|P(X) — X*|| <o || X — X" fiir alle X € V mit [|[X — X*|| < eg.

Man setze € := min (eg, 1/c) und ¢ := ~=Yeg . Dann trifft (14.12) fir alle
Startwerte Xo mit || Xo — X*|| < € zu. Ferner gilt die Fehlerabschitzung

* 1 * a”
X - X< - v=o2).

Nun fithren wir die “gerundete Iteration” ein. Dazu sei S C V die
Untermenge der in einem Datenformat darstellbaren Elemente. Ferner sei
R:V — S der sogenannte Rundungsoperator von V auf S. Im Allgemeinen
ist R nichtlinear. Eine naheliegende Eigenschaft ist, dass exakt darstellbare
Elemente nicht geéndert werden:

R(X)=X firralle X € 5. (14.13)

Beispiel 14.3.2. a) V = R, S: Menge der Maschinenzahlen, R: Rundung auf
die néchste Maschinenzahl.

b) V = RI*I S = R(k,I,I) Rang-k-Matrizen fiir fixiertes k, R: Rang-
reduktion mittels Singuldrwertzerlegung (vgl. Satz 2.4.1).

c) V =RI* S =H(k P), P CT(IxI),R:blockweise wie in b) definiert.

Die “gerundete Iteration” hat die folgendermaflen definierten Iteranden:
Yy := R(Xo), Y, = R(®Y,-1)) (v=12,...). (14.14)

Die Aussagen iiber die Folgen {Y,} unterscheiden sich, je nachdem ob die
Losung X* (exakt) zur Untermenge S gehort oder nicht. Der erste Fall fiihrt
auf den

Satz 14.3.3 ([88]). Sei X* € S. Zusitzlich zu den Voraussetzungen von
Lemma 14.5.1 gebe es eine Konstante cr, sodass

|X — R(X)| <cr || X = X¥| fir alle X € V mit || X — X*|| <eg.
(14.15)
Dann existiert 6 > 0, sodass die gerundete Iteration (14.14) fir jeden Start-
wert Yo = R(Yy), der ||Yo — B|| < § erfiillt, in folgender Weise gegen X*
konvergiert:

||YV — X*” § CR® ||Yl,_1 — X*”a mit CRp — (CR + ].)C@. (1416)

Ungleichung (14.15) beschreibt die Quasioptimalitit der Rundung R. Fiir
die optimale Rundung

Ropt(X) := argmin{|| X - Y| : Y € S}

wiirde (14.15) mit cgp = 1 gelten. Aus (14.16) schliefit man wie in Lemma
14.3.1 auf ||V, — X*|| < C71(C ||Yo — X*||)* mit entsprechendem C.
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Im Allgemeinen wird die gesuchte Losung nicht zu S gehoren, sie wird
aber in hinreichender N&he von R(X™*) € S angenommen. Die entsprechende
Ungleichung

[ X" = R(X")|| < erx

ergibt sich als Spezialfall X = X* der nachfolgenden Voraussetzung (14.18).
Das Resultat ist von der Gleitkomma-Arithmetik bekannt: Zunédchst verhalt
sich die Iteration wie bei exakter Arithmetik. Wenn sich der Approximations-
fehler aber der Maschinengenauigkeit nahert, stagniert die Iteration. Der
folgende Satz prézisiert diese Aussage.

Satz 14.3.4 ([88]). Die Grifie erpx sei hinreichend klein:
erx < g mit n = min {eg,1/ “V/2cgs |, (14.17)

wobei e¢ die betrachtete Umgebung von X* charakterisiert (vgl. (14.18)) und
cre aus (14.16) stammt. Zusditzlich zu den Voraussetzungen wvon Lemma
14.5.1 gelte

|IX — R(X)|| <cr [|X = X*||+erx firaleX eV mit | X — X"|| <eg.
(14.18)
Der Startwert erfiille ||Yo — X*|| < n, und die Iteranden Y, seien mittels der
gerundeten Iteration (14.14) erklirt. Sei m das minimale v € N mit

ERX

RS
RO

(14.19)

Dann fallen die Fehler ||Y,, — X*|| strikt monoton fir 1 < v < m, wihrend die
Iteranden fiir v > m in einer 2e gx - Umgebung der exakten Lisung stagnieren:

2cge ||Yo—1 — X*||*  firv <m-—1,

2eRx firv > m. (14.20)

v, - x°) < {
Die Voraussetzung a > 1 schliefit Fixpunktiterationen mit linearer Kon-
vergenz aus. Verallgemeinerungen auf a = 1 sind moglich, wenn c¢g < 1 so
klein ist, dass noch cre = (cg + 1)ce < 1 gilt.
Die Ungleichung (14.15) ergibt sich im Wesentlichen aus der Lipschitz-
Stetigkeit des Rundungsoperators R.

Anmerkung 14.3.5 ([88]). Sei R Lipschitz-stetig bei X* € S. Dann folgt
(14.15) aus (14.13). Insbesondere sind alle beschréinkten linearen Operatoren
Lipschitz-stetig.

Die Rundungsoperatoren aus Beispiel 14.3.2b,c erfiillen die Lipschitz-
Abschétzung mit cri, = 1.
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Tensorprodukte

Tensoren sind wie voll besetzte Matrizen mathematische Objekte mit einer
derartig groflen Datenmenge, sodass naive Darstellungsweisen scheitern.
Datenschwache Darstellungen bzw. Approximationen sind ein aktuelles For-
schungsthema, das aber iiber den Rahmen dieser Monographie hinausgeht.
Hier stehen die Techniken im Vordergrund, bei denen hierarchische Matrizen
eine Rolle spielen.

Zuniichst wird in §15.1 der Tensor-Vektorraum am endlichdimensionalen
Beispiel V = Rt @ --- @ R eingefiihrt. In einem nichsten Schritt gelangt
man zu einer weiteren Tensorstruktur, dem Kronecker-Produkt von Matrizen
(vgl. §15.3). Auf die besonderen Unterschiede zwischen Tensoren der Stufe
d = 2 (Matrizen) und d > 2 wird in §15.4 und §15.5 eingegangen.

Die eigentliche Aufgabe ist die datenschwache Darstellung von Tensoren.
Hierzu wird in §15.2.1 die k-Term-Darstellung eingefiihrt. Fiir Kronecker-
Produkte lassen sich die k-Term-Darstellungsweise und das Format der
hierarchischen Matrizen zur HKT-Darstellung verbinden (vgl. §15.3.3).

Anwendungen zur HKT-Darstellung finden sich in §15.4.4.2 (d = 2) und
§15.5.2 fiir den Fall d > 2.

15.1 Tensor-Vektorraum

15.1.1 Notationen

Seien V* (1 < i < d) Vektorrdume, wobei d > 1. Zur allgemeinen Definition
des Tensor-Vektorraumes'

V=VlgVlg . @Vv?

! Im Folgenden werden Tensoren, Tensorrdume usw. durch fette Buchstaben
gekennzeichnet. Der obere Index wie in V¢ nummeriert die Faktoren. Falls der
obere Index mit einem Exponenten verwechselt werden kann, wird auch die
geklammerte Schreibweise () verwendet.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_15,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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sei zum Beispiel auf Greub [64] verwiesen. Ein Standardbeispiel fiir V' sind
die Vektorrdume V? = R%" mit Indexmengen I; (1 <i < d). Dann wird der
Tensorraum V = RN @ - .- @ Rl4 = ®;1:1 V% mit dem isomorphen Raum R!
identifiziert (in Zeichen: Rt @ - .. @ Rf¢ = RT), wobei

I=1 x...x14

das Mengenprodukt der Indexmengen ist. Die zusétzliche Eigenschaft von V
ist die Moglichkeit, Tensorprodukte v! ® --- ® v? von Vektoren v’ € V? zu
bilden. Dabei ist v = v! @ -+ @ v? = ®?:1 v € R! der Vektor mit den

Komponenten
d i ..
Vi = Hi:lvmi eR fiirm=(my,...,mq) €1
Offenbar ist das Produkt multilinear in allen Faktoren:

U1®...®(avi+ﬁwi)®...®vd
Za(vl®---®vi®-~-®vd)—|—ﬁ(v1®~-~®wi®-~-®vd).

Wegen #1 = H?Zl #I,; gilt dim'V = H:'i:1 dim V. Diese Dimensionsformel
macht deutlich, dass man hochdimensionale Vektorrdume mit Hilfe von nieder-
dimensionalen beschreiben kann. Man beachte aber, dass ein allgemeiner
Vektor v € V im Allgemeinen nicht als ein Produkt v' @ --- @ v¢ ge-
schrieben werden kann. Die Darstellung durch eine Summe (von hochstens
dim V/ max; dim V;) Tensorprodukten ist aber stets moglich, da definitions-
geméf

V =span{v! @ ---@v? v’ € Vi}. (15.1)

Wenn ein v € V als Summe von einfachen Tensorprodukten formuliert
wird, kann man nach der kleinsten Zahl der Summanden fragen. Dies fiihrt
auf die folgende Definition.

Definition 15.1.1 (Tensorrang). Der Tensorrang von v € V st die Zahl?

k
d , .
o : . _ N7 i,V 7
Tensorrang(v) := min {k eENg:v= E 1®i:1 oo eV } .
v=

Die Verwendung des Wortes “Rang” in Anlehnung an den Matrixrang ist
gerechtfertigt, wie sich in Anmerkung 15.4.1a zeigen wird.

2 Fiir k = 0 wird die Konvention der leeren Summe verwendet, d.h. das Nullelement
v = 0 hat den Tensorrang 0.
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15.1.2 Hilbert-Raum-Struktur

Seien V* Hilbert-Rdume mit dem Skalarprodukt (-, -}y« und der zugehorigen
Norm ||-||y;:. Das induzierte Skalarprodukt in V = ®f:1 Vi ist fiir zwei ein-
fache Tensorprodukte mittels

d . .
(e-eviv' e eut) =] (v u), (15.2a)

definiert und kann linear auf ganz V fortgesetzt werden. Die Norm auf V ist
durch ||v|| = v/(v,v) erklirt. Insbesondere gilt

Hvl ®...®vd|| = Hd HUZ’
=1

Im Falle von V¢ = R’ ist das Euklidische Skalarprodukt die Standard-
wahl und wird als (-, -) notiert. Analog sei ||-|| fiir die Euklidische Norm in R
geschrieben. Die oben definierten Grofien werden im Folgenden als das Eukli-
dische Skalarprodukt in R1' @ - - - @ RY bzw. die Fuklidische Norm bezeichnet.

(15.2b)

Vi

15.1.3 Datenkomplexitét

Wie bei Vektoren und Matrizen spricht man auch hier von der wvollen Dar-
stellung eines Tensors v € V, wenn alle Komponenten v,,, m € I =
I; x ... x I, abgespeichert werden. Da wir von einer sehr groflen Dimen-
sion #1I ausgehen, ist die volle Darstellung im Allgemeinen nicht realisierbar.

Der Grund fiir die Grofle von #1 kann ein vielféltiger sein. Sei zur Verein-
fachung #1I; = n fiir alle i angenommen. #1 = n? ist groB, wenn (a) d klein
(1 <d < 3)und n groff oder (b) n > 2 und d gro oder (c¢) n und d grof sind.
Insbesondere der Fall grofler Werte von d ist gefiirchtet, da #I exponentiell
mit d wichst (sogenannter “Fluch der Dimension”).

Hieraus ergibt sich die Aufgabe, Tensoren v giinstiger darzustellen. Da dies
im Allgemeinen nicht exakt moglich ist, sind datenschwache Approzimationen
gefordert. Insbesondere ist fiir hohere d darauf zu achten, dass der Speicher-
bzw. Rechenaufwand nicht mehr exponentiell mit d wichst. Optimal wéren
Approximationen mit Kosten O(d-n) (statt n?). Einige Resultate fiihren auf
O(d - n - log?(n)), was zwar immer noch exponentiell in d wichst, aber fiir
moderate d akzeptabel ist.

15.2 Approximation im Tensorraum

15.2.1 k-Term-Darstellung

Aufgrund von (15.1) wissen wir, dass jedes v € V als Summe von Tensor-
produkten geschrieben werden kann. Es wird im Folgenden eine Darstellung
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(und spiter eine Approximation) der Form?
k
vi= Zvl’”@)---@vd”’ (15.3)
v=1

mit geeigneten Vektoren v € V* (1 <i <d, 1 <v < k) gesucht. Die rechte
Seite definiert die Menge

k
d . . .
T = {Z@H v e Vi 1<i<d, 1<v< k)} CV. (15.4)
v=1

Eine andere Charakterisierung von 7y, ist {v € V : Tensorrang(v) < k}. Die
Notation 7}, entspricht R(k) fiir Matrizen M mit Rang(M) < k.

d )

Anmerkung 15.2.1. a) Der Speicherbedarf fiir v € 7, betriigt k- > dim V",
da alle v** € V¥ (1 <i <d, 1 < v < k) zu speichern sind. =1

b) Seien v = Zf”:l ®f:1 v und w = Zfil ®§l:1 w®. Die Berechnung

des Skalarproduktes (v,w) (vgl. (15.2a)) kostet 2k, k, Zle dim V* Opera-
tionen.

Bei der letzten Aussage ist beachtenswert, dass die Dimension d nur linear
eingeht. Das Skalarprodukt wird insbesondere fiir die Berechnung der Norm
benétigt.

15.2.2 k-Term-Approximation
Die Approzimationsaufgabe lautet daher:

Gegeben v € V und k € Ny,

suche u € Ty, sodass ||v — u|| moglichst klein wird. (15.5)

Die Norm wird im Allgemeinen die Euklidische Norm sein. Das Infimum? aller
Fehlernormen sei (k). Wegen der in der Fufinote angedeuteten Schwierig-
keiten, empfiehlt es sich, die Approximationsaufgabe zu modifizieren (vgl.
Folgerung 15.5.2).

Eine Variante, bei der sich die Rollen von k und (k) umgekehren, lautet:

Gegeben v € V und ¢ > 0,

suche u € 7;, mit ||v — u|| < e fiir minimales . (15.6)

3 In einigen Anwendungsbereichen wird die Darstellung (15.3) auch kanonische
Darstellung genannt und mit der abschreckenden Bezeichnung CANDECOMP/
PARAFAC oder kiirzer CP belegt (vgl. [91]).

4 Wie Beispiel 15.5.1 zeigen wird, braucht kein Minimum zu existieren.
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15.2.3 Darstellung mit Tensorprodukten von Unterrdumen

In der vorigen Approximation ist 7; eine Untermenge von V, aber kein
Unterraum. Der Vollstédndigkeit halber sei eine alternative Darstellungsweise
erwéahnt, die Tensorprodukte von Unterrdumen verwendet.

Seien U? C V' (1 < i < d) Unterriiume, die entweder a priori gegeben
sind oder selbst in optimaler Form gesucht werden. Die U? bilden das Unter-
raumprodukt

d . da .
U= ®i:1 U' := span {®i_1 u' i u' € UZ} . (15.7)

U ist Unterraum von V mit dimU = H?:l dim U*.
Fiir konkrete Darstellungen werden Basen {ui’” 1 <pv<dimU ‘} von U’
benétigt. Jeder Vektor u € U hat eine eindeutige Darstellung®

_ 1mi o .. d,mo
u= Zm:(ml,...,md)EJ o, U @---Qu (15.8)

mit J = J; X ... x Jg, J; :={1,2,...,dimU;} C N, da die ¥ @ - - @ ud?
eine Basis in U bilden. Die Koeffizienten a,,, bilden selbst wieder einen Tensor

a:= (am)pey € R’
des Tensorraumes R @ --- @ R7e @ R/ = R/1 %% Ja

Anmerkung 15.2.2. a) Der Speicherbedarf fiir die Charakterisierung von U
betriigt 3¢, dim U’ - dim V¥ (Zahl der Komponenten aller u").

b) Der Speicherbedarf fiir den Tensor a := (ay,),,c s ist H?Zl dim U*.

c) Wie in §8.1 gilt: Werden mehrere Tensoren im gleichen Unterraum U
behandelt, tritt der Speicherbedarf aus a) nur einmal auf, withrend der aus b)
fiir jeden Tensor benotigt wird.

15.3 Kronecker-Produkte von Matrizen

15.3.1 Definitionen

Zu zwei Tensorrdumen V = ®f:1 Viund W = ®f:1 W seien d lineare
Abbildungen® M® : Vi — W' (1 < i < d) gegeben. Die Vorschrift

V'@ @vteV s MWplg. ..o M@yle W
definiert eine lineare Abbildung zwischen V und W, die als

® (15.8) wird auch Tucker-Darstellung genannt (cf. [130]) und mit dem (vektor-
wertigen) Rang (dim Vi ..., dim Vd) verbunden.
6 Zur Notation beachte man die Fuinote 1 auf Seite 339.
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d .
— D ... (d) — (4)
M=MWYg oM X, M

notiert wird. Die Operation ® bezeichnet wieder das Tensorprodukt, diesmal
aber im Tensorraum ®f:1 L(VE, W), wobei L(V W?) den Vektorraum der
linearen Abbildungen von V* nach W* bezeichnet (vgl. §C.3)

Fiir V? = RY und W* = R’ identifizieren wir Abbildungen M@ : Vi —
W mit Matrizen M® € RIXS M = MP ®...@ M@ ist dann eine
Matrix aus R7*7 mit I = I; x ... x I, und J = J; x ... x Jy. Das Pro-
dukt M = MM @ ... @ M@ wird als Kronecker™-Produkt bezeichnet und
hat die komponentenweise Darstellung

d
_ )
M, i) Groda) = 1L Mo

v=1

Im Falle von zwei Faktoren (d = 2) und einer lexikographischen Anordnung
der Indizes (iy,i2) € I = I x L mit Iy = {1,...,n}, I = {1,...,na},
Ji=A{1,...,ma} und Jy = {1,...,ma} gilt die Blockdarstellung

allB algB al’mlB

&QlB a22B cee G2.m B
AeB=| . o o fiir A € Rl B e R2%2,

any 1B an, 2B ... anym B

Ersetzt man die Indexmengen durch ihre Kardinalitéit, so fithren Faktoren
AeRm>*™ B e R™*™2 zum Kronecker-Produkt A ® B in R™72xm1mz,

Die folgende Ubung fasst die Rechenregeln fiir Kronecker-Matrixprodukte
zZusammen.

Ubung 15.3.1. Man iiberpriife die Multilinearitéit
MO @@ (af? + ML) ) @0 MO
:a(M(l)®~~~®Ml(i)®~~~®M(d)> (15.9a)
+ﬂ(M<1)®-~~®M}i)®-~~®M(d)) (o, 3 €R)
sowie die Algebra-Eigenschaften

(A<1>® . @A(d)) . (Bm@ o ®B(d)) _ (Au) -B<1>) Q- ® <A<d> -B<d>) ’
(15.9D)
I®--2l=1, MY .20  -oM¥=0, (15.9¢)
wobei I, T und O, O die Einheits- bzw. Nullmatrizen der jeweiligen Dimension

sind und “-” die {ibliche Matrixmultiplikation bezeichnet.

" Leopold Kronecker, geboren am 7. Dez. 1823 in Liegnitz (Preussen, jetzt Legnica,
Polen), gestorben am 29. Dezember 1891 in Berlin.
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Ubung 15.3.2. In Analogie zu (15.2b) beweise man fiir M = ®§l:1 M@ die
Spektralnorm M|, = [T, [|M®|s.

Die Interpretation von Kronecker-Produkten als Tensorprodukt im
Tensorraum L£(V, W) = ®?:1 L(Vi W?) beweist die folgende Anmerkung.

Anmerkung 15.8.8 (Kronecker-Rang). Jede Abbildung M von V = R! nach
W =R/ mit I] = I1x...xI;y und J = J; x ... x J; kann als Summe
M = 25:1 ®?:1 M¥) yon Kronecker-Produkten geschrieben werden. Die
minimale Zahl k der Summanden ist der Tensorrang(M) im Tensorraum
®?:1 L(VE,W?) (vgl. Definition 15.1.1) und wird hier als Kronecker-Rang
bezeichnet.

Man beachte, dass der Kronecker-Rang einer Matrix etwas vollig anderes
als der iibliche Matrixrang ist, z.B. hat die Identitit I = I ® --- ® I den
Kronecker-Rang 1, aber vollen Matrixrang.

15.3.2 Anwendung auf die Exponentialfunktion

Fiir eine spitere Anwendung halten wir die folgenden Eigenschaften fest.

Lemma 15.3.4. a) In A = ® LAD und B = ® L BW gelte die Ver-
tauschbarkeit A B = B AU 0} fur alle 1 <4 < d. Dann sind auch A und
B vertauschbar: AB = BA.

b) Die Matrizen M; (1 <1i < d) seien die Kronecker-Produkte

M=I® - oMV ..ol

Dann sind die Matrizen M; vertauschbar, und die Matriz-Exponentialfunktion
erfillt fir alle t € C

exp (tM;) =1® --- Q@ exp (tM(i)) K1, (15.10a)

d

exp (t ijl Ml> = HZ_: exp (tM;) = ®Z L &XP (tM Z)) (15.10b)

wobei H 1 das dibliche Matrizprodukt ist.

Beweis. a) (15.9b) zeigt AB = ®7_, (AD.BW) = 7%, (B®.AW) = BA.
b) Da M mit I und sich selbst vertauschbar ist, trifft die Voraussetzung
von Teil a) zu und beweist M;M; = M; M.
Fiir ein allgemeines Produkt M = M® @ --. @ M@ folgt mit (15.9b),
dass exp(M) = > 2 LMY = Zlﬁoﬁ®j:1 (M(j))y. Fiir das spezielle

M=tM;=1®--® (tMY) @ - & ist

M”:I”®-~-®(tM<j))V®~~®I”:I®~--®(tM(j>)V®--~®I.
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Die Regel (15.9a) zeigt ZEO:O %Ml’ = I® - ® 250:0 % (tM(j))V Q---®1I,
sodass (15.10a) bewiesen ist.

Da die M; vertauschbar sind, erlaubt Ubung 13.2.5 die Aussage
exp (t Zle Ml) = Hle exp (tM;), wobei die Reihenfolge der Produkt-
bildung irrelevant ist. Mit der Darstellung (15.10a) fiir jeden Faktor gelangt
man zur letzten Gleichheit in (15.10b). ]

15.3.3 Hierarchische Kronecker-Tensorproduktdarstellung

M hat eine hierarchische Kronecker-Tensorproduktdarstellung (abgekiirzt
HKT-Darstellung) mit k& Termen liegt vor, falls

k d ) .
M = Zyzl ®i=1 MZEZ) mit hierarchischen Matrizen M,EZ)

(vgl. Hackbusch-Khoromskij-Tyrtyshnikov [87], Hackbusch-Khoromskij [82,
83]). Geht man vom Speicherbedarf O(nlog” n) fiir A,, B, aus, so lauten die
Kosten fiir die Matrixvektormultiplikation wie folgt. Im obigen Fall a) war
V, = AU B;r auszurechnen. Z := A, U enthélt n einfache Matrixvektor-
multiplikationen: Kosten= O(n?log* n). Der gleiche Aufwand entsteht bei
V,, = ZB, . Damit ergibt sich O(kn?log"* n). Im Falle b) betrigt der Aufwand
O(kfnlog" n).

Die entscheidende Frage im Zusammenhang mit der HKT-Darstellung ist,
ob sich die Faktoren A,, B, in M = Zle A, ® B, gut durch hierarchische
Matrizen approximieren lassen. Das nachfolgende Beispiel bezieht sich auf
eine Matrix, die einen Integraloperator diskretisiert. Ein zweites Beispiel in
§15.5.2 wird die Inverse eines diskreten Differentialoperators untersuchen.

15.4 Der Fall d = 2

Bei der Behandlung von Tensoren gibt es entscheidende Unterschiede zwischen
d = 2 und d > 2. Fiir d = 2 lassen sich Bestapproximationen durch Sin-
guldrwertzerlegung beschreiben. Fiir d > 2 &ndern sich die mathematischen
Eigenschaften, insbesondere steht die Singuldrwertzerlegung nicht mehr zur
Verfiigung.

15.4.1 Tensoren

Seien V! = R und V2 = R’2. Der Tensorraum V' ® V?2 ist isomorph zum
Vektorraum der Matrizen in R7'*’2 Der Isomorphismus @ : R* @ Rz —
R11>%12 wird beschrieben durch

P:v=(va) ER"QR™ = M = (Mi;),cp, scp, ERT2,
wobei v(; j) = Mi,;. (15.11)

acly xIy
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Insbesondere wird ein einfaches Produkt ¢ ® b in die Rang-1-Matrix ab' ab-
gebildet. Trotz der Isomorphie gibt es Unterschiede zwischen einem Vektor
v und einer Matrix M. Letztere ist nicht nur Element eines Vektorraumes,
sondern auch einer Algebra (zusiitzliche Matrixmultiplikation). Die Isomor-
phie &~ erlaubt nun im Spezialfall d = 2, alle Aussagen iiber Matrizen auf
Tensoren zu iibertragen.

Die Abbildung ¢~! wird auch mit v = vec(M) beschrieben (vgl. [105]).

Anmerkung 15.4.1. Dem Tensor u sei die Matrix M = &(u) zugeordnet,
d.h. u = M im Sinne der Identifizierung. a) Dann gilt Tensorrang(u) =
Rang(M), wobei “Rang” der iibliche Matrixrang ist.
b) Bei der Verwendung von Normen gilt die Isometrie

[ull = [[M]| (15.12)
(links: Euklidische Norm, rechts: Frobenius-Norm).

Die zuvor definierten k-Term- und Tensor-Unterraum-Darstellungen
stellen sich als dquivalent heraus.

Anmerkung 15.4.2. a) Zu jedem Tensor u € V mit Tensorrang(u) = k
(= ueT, in k-Term-Darstellung reprisentierbar) gibt es einen Tensor-
Unterraum U = U! ® U? mit dimU’ = k, sodass u € U (d.h. u besitzt
die Tensor-Unterraum-Darstellung (15.8)). Die Unterrdume U' und U? sind
die kleinsten Unterrdume mit u € U' ® U? und lassen sich einfach mit Hilfe
der zugeordneten Matrix M = &(u) beschreiben:

U' = Bild(M),  U?*=BildM"). (15.13)

b) Zu jedem u € U = U! @ U? gibt es eine k-Term-Darstellung
k
Z a’ @ b” mit k := Tensorrang(u) = min{dim U*, dim U?}
v=1

und Orthogonalsystemen {a',...,a"} und {b',... b}

¢) Zum Zwecke der Approximation kann M = @(u) mittels Singulér-
wertzerlegung optimal durch My, € R(k) mit ||M — M| < ¢ ersetzt werden.
Dann ist uy, := &~ 1(M},) € 7} die Approximation kleinsten Tensorranges k,
die ||lu — ug|| < e erfiillt.

Beweis. a) Wiren die Vektoren ¢” in u = 25:1 a” ®b¥ linear abhingig, liee
sich eine (k — 1)-Term-Darstellung finden. Also hat U! = span{a',...,a"}
die Dimension k.

b) Man wende die komprimierte Singuldrwertzerlegung (2.5a) auf M =
&(u) an.

c) Teil ¢) folgt aus der Isometrie (15.12). ]
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15.4.2 Kronecker-Matrixprodukte

Offenbar ist es giinstig, eine hochdimensionale Matrix (z.B. in R(m172) % (m1m2))
mit Hilfe niederdimensionaler Faktoren aus R™ *™v auszudriicken. Man
mochte eine Darstellung oder Approximation von M durch

k
M, = Zuzl A, ® B, (15.14)

mit nicht zu groflem k erreichen. Geméafl Anmerkung 15.3.3 ist die kleinst-
mogliche Anzahl der Summanden durch den Kronecker-Rang beschrieben.
Die sich daraus ergebende Aufgabe lautet wie folgt.

Seien I = I} x Iy, J = J; x Jo und M € R™*7 gegeben. Man suche fiir
k € Ny eine Approximation

M = M; + Ry mit (15.15)
k
My=3)  A,®B, 4 eR"" B, eR2

wobei der Rest Ry moglichst klein sein soll. Wenn in einer geeigneten Norm
IRk| < e gewiinscht ist, wird der kleinstmogliche Kronecker-Rang mit k(e)
bezeichnet.

Produktmengen I = I; x I treten beispiels-
weise bei Vektoren auf, deren Komponenten
auf einem “Tensorgitter” definiert sind. Wie
man der Abbildung 15.1 entnimmt, braucht das
Gitter nicht regelméfig zu sein. Abb. 15.1. Tensorgitter mit

I = I, x I, ist das gleiche Indexmengen- Indexmengen der Gestalt I =
produkt, dass fiir Matrizen auftritt, die Ab- 112
bildungen von R’2 nach R’ beschreiben. Dies fithrt zum Isomorphismus
@RI @ Rz — RIXE2 aus (15.11).

@ beschreibt die Isomorphie zwischen dem Tensor a ® b und der Rang-1-
Matrix ab'. Eine analoge Isomorphie besteht auf einer hoherdimensionalen
Ebene zwischen A® B und ab ' mit geeignet definierten Vektoren a, b. Dazu
gehen wir von den Indexmengen

IZlelg, J=J1 x Jy
aus und definieren zusétzlich die Paarmengen
K2211XJ1, LZ:IQXJQ.

Die folgende Abbildung ¥ stellt eine Verbindung zwischen verschiedenen
Matrizenrdumen dar:

@RI — REXL | wwobei M = (M) mit Komponenten (15.16)

_ i = (i1,i2) € 1,
N M(ilviQ) » (J1,J2) (] = (j11,j22) S J)

~

M(ih J1) (2, j2)
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(man beachte die unterschiedliche Anordnung der Indizes j; und is!).
Die Abbildung ¥ ist offenbar bijektiv und linear (d.h. ¥(aM + gN) =
a¥ (M) + ¥ (N) ), damit ist ¥ ein Isomorphismus.

Lemma 15.4.3. a) Sei M = A® B € RI*/. Dann gilt
Z(M)=ab'  fir a:=%& '(A) ecRX, b:=9d"(B)eRl,

wobei @ der Isomorphismus aus (15.11) ist.
b) ¥ ist isometrisch beziglich der Frobenius-Norm: ||¥(M)|g = [|M||¢ .

Beweis. a) Im Falle von M = A ® B gilt M, i,),j1.j2) = AiriaBjy jo-
Daher hat M = W( ) die Komponenten l\A/I(Z1 1), (i2,j2) AZMZBJM2
iy in)b(ir ja)s A0 My g = anbg fiir o € K und 3 € L. Dies zeigt M = ab .
b) Da dle Matrizen M und M die gleichen Eintriige besitzen (nur anders
angeordnet), stimmen ihre Frobenius-Normen {iberein. [

Damit lidsst sich die k-Term-Approximation von M auf die Frage nach
Rang-k-Approximationen zuriickfithren:

Satz 15.4.4. Eine Approzimation von M € R durch M, = Zi:l A,®B,
ist genau dann durchfiihrbar, wenn M = U (M) durch eine Rang-k-Matrix
M, = Zk La,b} approzimierbar ist. Die Faktoren sind A, = ®(a,) und
B, = ®(b,). Die Fehler sind identisch: | M — My||p = |[M — M| .

Beweis. Offenbar ist ¥(My) = My, mit a, := &~ (4,), b, := &~'(B,). Die
Isometrie zeigt die Ubereinstimmung der Frobenius-Normen von M —M;, und
1\7[ — Mk ]

Damit ist die Approximation von M durch My mit Kronecker-Rang k
(vgl. (15.15)) prinzipiell berechenbar: Man wende die Singulidrwertzerlegung
oder die Kreuzapproximation (vgl. §9.4) auf M = @(M) an. Zu gegebener
Genauigkeit ¢ oder zu gegebenem Rang k erhélt man M, = lej:l a,b. Uber
A, = P(a,) und B, = ®(b,) ergibt sich die gewiinschte Losung M. Ersetzt
man die Singuliirwertzerlegung von M durch approximative Methoden, erhilt
man My, mit schwécheren Genauigkeitsaussagen.

15.4.3 Komplexitidtsbetrachtungen

Wie in (15.15) sei eine Matrix M € R?*/ durch My, = Zle A, ® B, appro-
ximiert. Zunichst gehen wir davon aus, dass die Matrizen A, € R1*/1 und
B, € R2%72 als volle Matrizen dargestellt sind. Dann lautet der Speicher-
bedarf fiir My
k- (#1 - #J0+ #1s - #J2)

was immerhin eine wesentliche Verbesserung gegeniiber dem Speicheraufwand
#11-#J1 - #1s - #J5 fiir M darstellt. Fiir den Spezialfall #£1, = #1> = #J, =
#.Jy = n lauten diese Zahlen 2kn? bzw. n?.

Fiir die Matriz- Vektor-Multiplikation Mu von M € RT*7 mit u € R” sind
zwei verschiedene Félle zu untersuchen:
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a) u € R’ ist ein allgemeiner Tensor,
b) u = Zle ul” @ u?V ist in Tensorproduktform mittels u'* € R’t und
u?? € R72 gegeben.

Fall a). Bei der Verwendung der vollen Matrix M kostet die Berechnung
von v := Mu € R! im Wesentlichen 2#1 - #J; - #15 - #J5 (: 2n4) Opera-
tionen.

Im Falle von M = 25:1 A, ® B, sei zuerst das Produkt v := (A® B)u
(Indizes v weggelassen) untersucht. Die komponentenweise Darstellung ist

Viii,iz) = E :Aihleiz,jzu(jl,j’z)‘

J1,J2

Die Verwendung der zugeordneten Matrizen V' := &(v), U := ®(u) fithrt zu
V = AUBT, d.h. es sind zwei volle Matrixmultiplikationen durchzufiihren
(Kosten: 241y - #J1 - #Jo + 241 - #Jo - #1o(= 4n3)). Fiir M tritt dieser
Aufwand k-fach auf: 2k - #.J; - #.J5 - (#11 + #15) . Die Multiplikationskosten
O(n?) sind somit eine Ordnung gréfer als die Speicherkosten O(n?).

Fall b). Wegen (A, ® B,)u = Zﬁzl A ut ® B,u?V treten nur Matrix-
vektormultiplikationen mit den kleineren Faktoren A,, B, auf. Der Aufwand
betrigt 2kl (#11 - #.J1 + #15 - #J5) und entspricht bis auf den Faktor 2¢ den
Speicherkosten.

15.4.4 HKT-Darstellung
15.4.4.1 Komplexitit

Im eben diskutierten Fall b sind die Speicher- und Matrixvektormultiplika-
tionskosten quadratisch, da die A, und B, als volle Matrizen vorausgesetzt
sind. Die HKT-Darstellung aus §15.3.3 fithrt zu einer deutlichen Verbesserung.

Anmerkung 15.4.5. M = Zf:l A, ® B, € RU1xI2)x(J1xJ2) gai eine HKT-
Darstellung mit hierarchischen Matrizen A, und B,. Entsprechend lautet der
Speicherbedarf O(knlogn), wenn die Kardinalititen von Iy, Iy, J; und Jo
von der Ordnung n sind. Die Multiplikation mit u = Zle ub @ uv er-
fordert k¢ Matrixvektormultiplikationen im H-Matrixformat, also insgesamt

O(ktnlogn).

15.4.4.2 Beispiel

Sei das Produkt I' := [0,1] x [0,1] der Integrationsbereich des Integral-
operators K : L2(I") — L*(I") mit der (kiinstlich definierten) Kernfunktion

X
%(x’ y) = g( 7y) b
N



15.5 Der Fall d > 2 351

wobei g als hinreichend glatte Funktion vorausgesetzt sei. Entsprechend fiihrt
eine Entwicklung von g zu einer Trennung der Variablen (x1,y;) einerseits
und (z2,y2) andererseits:

Z ag(zi,y1)  Be(ra,y2)
\/|$1 y1| \/|x2—y2\

Eine Galerkin-Diskretisierung mit Produktform-Basisfunkionen ¢,(x) =
by, (11) 0w, (22) (v € I = I x ) fithrt zu einer Systemmatrix K € R*! mit
Koeffizienten

K, = //// 25 (2,Y) Puy (1) Puy (72) Py (Y1) Ppiy (y2)dz1dz2dy1dys

= E // \O}TZ&%I 1) Gp, (y1)dwidy: -
Be(z2,y2)
Vo ) dasod
// T f/) (72)Ppy (y2)dwadys

s(x,y) = (2, y)

Die durch die Doppelintegrale definierten Koeffizienten A£€)7M1,Bz(/27u2 bilden
die Matrizen A € Rt und B € R2*!> der Kronecker-Darstellung

k
K=Y AYgB®",
(=1

Man beachte, dass die Umsortierung der Variablen von zq,x2,y1,y2 in
Z1,Y1 ,T2,y2 der Abbildung ¥ aus (15.16) entspricht.
Die Matrizen A, B® sind vollbesetzt. Die Kerne 24ZL81). }yy, Se(wo.ya)

\/m y1l \/|$2*y2|

mit glatten Funktionen ay und Gy sind asymptotisch glatte Funktionen, sodass

eine gute Approximation von A®, B®) durch hierarchische Matrizen Ag? und
Bg_f) moglich ist. Hierdurch wird die HKT-Darstellung definiert:

k
H = ZA%) ®B7(f).

15.5 Der Fall d > 2

15.5.1 Spezielle Eigenschaften

Fiir d > 2 treten neue Eigenschaften auf, die den Umgang mit Tensoren
erschweren.
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Fiir Matrizen (und damit fiir d = 2) erfiillt eine konvergente Matrixfolge
{M,,} die Ungleichung

Rang(lim M,,) < lim inf Rang(M,,) (15.17)

(vgl. Ubung 2.1.2). Hiervon wurde zum Beispiel im Beweis von Lemma 3.9.7
Gebrauch gemacht. Eine weitere Eigenschaft fiir d = 2 ist das folgende
Stabilititsresultat: Wenn M € R(k,I,J), so gibt es eine Darstellung

M=3"a® (@) mit
Ko g2 o
S e @@ T < ia wnd a0 < a),. (15.8)
i=1

Fiir d > 2 lisst sich die Ungleichung (15.17) nicht auf den Tensorrang
iibertragen. Auch das Stabilititsresultat (15.18) gilt nicht mehr, sodass die
k-Term-Approximationsaufgabe (15.5) instabil werden kann. Beide Aussagen
folgen aus dem folgenden Beispiel, das fiir d = 3 formuliert wird, sich aber
trivial auf alle d > 3 erweitern lassen.

Beispiel 15.5.1. Sei V. = V @ V ® V. Die Vektoren v,w € V seien linear
unabhéngig. Man setze

V=11QuRu+wRuvuw+wdw R,
vy i=(w+nw)® (2v+w)Qwtw@we (v—nw) firneN.

Auf Grund der Identitit v — v, = —%v ®@v®w gilt limv,, = v fiir n — oo.
Damit folgt

3 = Tensorrang(v) = Tensorrang(limv,) > Tensorrang(v,) = 2
im Gegensatz zu (15.17)%. Auflerdem zeigt

8 Die Behauptung Tensorrang(v) = 3 ist noch zu beweisen. Sei dazu die lineare
Abbildung 2 : VeV @V — V@V erklart durch

@(ZV a, @b, ®c,,> = ZV (cv, ¢) av ® by

mit einem Vektor ¢ € V (V ist hier als Hilbert-Raum vorausgesetzt). Falls
Tensorrang(v) < 2, hiitte v die Darstelling v=a®b®c+ad @b ® .

a) Sei zunéchst angenommen, dass ¢ und ¢’ linear abhéngig sind. Da v, w linear
unabhiingig sind, gibt es ein ¢ € V mit (c,¢) = (¢', ) = 0 und (v, ) # 0 oder
(w, @) # 0. Dann folgt der Widerspruch aus &(v) = 0 wegen {c, p) = (¢, ¢) =0
und

P(v) =(w,0) (vOwW+wWRV) + (v, P) wRwW#0, *)
dav®w+ w®v und w ® w linear unabhéngig sind.

b) Seien ¢ und ¢’ als linear unabhingig angenommen. Einer dieser Vektoren
muss linear unabhiingig von w sein, 0.B.d.A. sei dies ¢’. Dann gibt ein ¢ € V
mit (¢, ) = 0 und (w,p) # 0. Damit folgt einerseits $(v) = (c,p)a ® b, also
Rang(®(v)) < 1. Andererseits ist (*) wieder giiltig und zeigt Rang(®(v)) = 2.
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| (v+nw) ® (30 +w) @wl| = oo, lw©we (v—nw)| — oo
die Instabilitét.

Folgerung 15.5.2 Wegen der Instabilitit aus Beispiel 15.5.1 muss die
Approzimationsaufgabe (15.5) modifiziert werden. Beispielsweise kann bei
der Fehlerminimierung von |[v —ul| dber u = 25:1 ®?:1 v e Ty die

Nebenbedingung 25:1 I ®?:1 V|2 < Clul? erginzt werden.

Eine typische Aufgabe, die u.a. wegen der Rangerhohung infolge der ver-
schiedenen Tensoroperationen erforderlich ist, ist die Rekompression. In (2.10)
wurde der Operator 7, , : R((,1,J) — R(k,I,J) definiert, der fiir ¢ >k
Rank-/-Matrizen optimal in Rank-k-Matrizen kiirzt. Fiir Tensoren braucht
man eine entsprechende Kiirzung von 7; nach 7. Unter Beriicksichtigung
von Folgerung 15.5.2 ist ein solches Verfahren in der Dissertation [40] ent-
wickelt worden, allerdings ist festzuhalten, dass diese Optimierung wesentlich
komplizierter und auch kostenaufwindiger als 7, , ist.

Das Problem, die optimale k-Term-Darstellung zu bestimmen, entfillt,
wenn fiir eine Aufgabe ezplizit eine gute k-Term-Darstellung konstruiert
werden kann. Ein solches Beispiel folgt in §15.5.2.

15.5.2 Inverse eines separablen Differentialoperators

Ein Differentialoperator L in xq,..., x4 heifit separabel, wenn L = Z‘Ll L;

und L; nur auf die Variable x; wirkt und auch die Koeflizienten von L; nur
von z; abhéngen. Aulerdem sei das Grundgebiet ein d-dimensionaler Quader.
Unter dieser Voraussetzung kann ein regelméfiiges Gitter gewéhlt werden,
sodass sich die Indexmenge I als Produkt H?:l I; schreiben lasst, wobei I;
die Indizes in der i-ten Koordinatenrichtung enthélt.

Bei geeigneter Diskretisierung hat die Systemmatrix die Gestalt?

d
M=>T@-eMVg..0I, MW ecR* (15.19)

=1

(Faktor M) an i-ter Stelle). Wir setzen voraus, dass M) positiv definit'®
ist mit kleinstem Eigenwert )\ffl)in. Da das Spektrum von M aus allen Summen

Zle A mit A € o(M®) besteht, ist Apin = 2?21 AY der Kleinste

(2) min

min

Eigenwert von M. A’ approximiert den kleinsten Eigenwert von L;, sodass

A0 = O(1). Im anisotropen Fall konnten einige )\ffl)in klein ausfallen; in jedem

min
Falle darf aber 0.B.d.A. fiir die A\yin (nach geeigneter Skalierung von L)
9 Im Falle des Galerkin-Verfahrens treten anstelle der Einheitsmatrizen I die Masse-
matrizen auf. Auch dieser Fall ist behandelbar (vgl. [52]).

10 Im nichtsymmetrischen Fall kénnen komplexe Eigenwerte auftreten. Dann sind
Exponentialsummen Ej, zu wihlen, die auch dort noch 1/z approximieren.
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Amin 2 1

angenommen werden.
In (13.21) wurden Bestapproximationen Fj als Exponentialsummen

k
Ey(x) = Z w,e” "t
v=1

definiert, die die Funktion 1/x in [1, R] oder [1,00) optimal beziiglich der
Maximumnorm approximieren. Der Fehler

ep i=sup{|Ep(z) —1/z|: 1 <2 < o0}

ist fiir einige k in Tabelle 13.1 angegeben. Ein Fehler £, ~ 10~ wird beispiels-
weise fiir £ = 10 erreicht.
Nach obiger Annahme gilt'* o(M) C [1,00). Gem#f Satz 13.2.12 gilt

1B (M) = M| < e

(hierbei wurde ausgenutzt, dass im positiv definiten Fall die Transformation
T aus Satz 13.2.12 unitér ist, d.h. ||T]| |77 = 1).
k

Zur Auswertung E,(M) = Y wyexp(—t,M) liefert Lemma 15.3.4b

v=1
exp(—t, M) = ®j:1 exp (—t,,M(i))

mit M@ aus (15.19). Fiir die schwach besetzte Matrix M®) ¢ RIxL
wendet man den Algorithmus'? am Ende von §13.2.2.2 zur Berechnung der
‘H-Matrixapproximationen expq, (—t,,M (i)) von exp(—tl,M (i)) an und erhélt

k
M !~ Z wy, ®j:1 expy (—t,,M(i)) )
v=1

Die rechte Seite entspricht der HK'T-Darstellung.
Der Berechnungsaufwand ist O(k Z?Zl #I;log™ #1I;). Fir #I; = n
(1 < <d)ist dies O(kdnlog™ n) und héngt von d nur noch linear ab.
Damit ist es moglich, auch Fille mit grofen n und d zu behandeln. In
Grasedyck [52] findet sich ein Beispiel mit n = 1024 und d ~ 1000. Man
beachte, dass in diesem Fall M~! € RV*N mit N ~ 103990 gilt.

1 Um die optimale Inklusion (M) C [Amin; Amax] auszunutzen, miissten die
extremen Eigenwerte explizit bekannt sein.
12 Alternativ kénnte die Methode aus §13.2.2.4 angewandt werden.
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Graphen und Biume

A.1 Graphen

Sei V' eine nichtleere, endliche Menge (“vertex set”). Eine Paarmenge (V, E)
mit der Eigenschaft E C V x V heifit (gerichteter) Graph mit den Knoten
v € V und den Kanten e € E. Ist e das Paar (v,w), so liegt eine Kante von
v nach w vor.

Ein Pfad in (V) E) ist eine endliche Folge (vg,v1,...,vy), falls m € N und
(vi—1,v;) € E fiir alle 1 < ¢ < m. Man spricht dann von einem Pfad, der
vg € V mit v,, € V verbindet oder kurz einem Pfad von vy nach v,,. m ist
die Pfadlinge.

Der (gerichtete und daher unsymmetrische) Abstand §(v, w) zweier Knoten
v,w € V sei definiert als

0 falls v =w,
d(v,w) :=< oo falls kein Pfad von v nach w existiert, (A1)
minimale Pfadldnge {iber alle Pfade von v nach w.

Zur Bestimmung des Abstandes und zu weiteren Algorithmen mit Graphen
sei auf Grasedyck-Kriemann-Le Borne [62] verwiesen.

Ein Graph heifit zusammenhdngend, wenn fiir beliebige v,w € V, v # w,
entweder ein Pfad von v nach w oder von w nach v existiert.

Ein Pfad (vg,v1, ..., vy) heifit Zyklus, falls vg = v,. Ein Graph, der keinen
Zyklus enthalt, heifit azyklisch.

Definition A.1.1 (Matrixgraph). Sei M € R!*!. Der zur Matriz M
gehorige Matrizgraph G(M) ist gegeben durch

V:I, E:{(Z,])GIXIM”#O}

Anmerkung A.1.2. a) Aus My, My € R gei das Produkt M := M; M, ge-
bildet. Dann ist G(M) enthalten in G := G(M;) - G(Mz), wobei das Produkt
der Graphen G(My) = (I, Ey) (k =1,2) wie folgt definiert ist:
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(I,Ey)-(I,Ey) = (I,Eg) mit
Ec :={(i,j) € I xI:esgibtein £ € I mit (i,¢) € Ey,({,j) € Es}.

Die Gleichheit G(M) = G anstelle von G(M) C G gilt unter anderem fiir
Matrizen M7, My mit nichtnegativen Eintrégen.
b) Fiir die Summe M = M; + M gilt

G(M) C G(My) U G(My).
c) Seien M € R™*! und ¢q € Ny. Fiir den Graphen von M? gilt

G(M?) (I, E,) mit B, = {(z,]) € I x I : es gibt einen Pfad }

in G(M) von i nach j der Lénge ¢
Ebenso gilt fiir alle Polynome p vom Grad < ¢, dass
q
Gp(M) c | (1, By) =
k=0

Beweis. a) Sei G(M) = (I,E). Wegen M;; = » ,.; My eMay; gelten die
Implikationen

(i,7) € I x I : es gibt einen Pfad in
G(M) von i nach j der Linge <g¢q [~

(l,j)GE <~ M”;é() = EMEIIMLM#O/\MQ’EJ'#O <~ (Z,])GEG,

also E C Eg bzw. G(M) C G.
Im Falle von My 30, M2 ¢; > 0 reicht die Eigenschaft M ; # 0 A Ms 45 # 0
fir ein ¢ (d.h. in diesem Fall M; ;o > 0 und My ¢; > 0), damit

Mij = ZMLMMQ:@ > 0.
Lel

b) Mij = My ij + M # 0= My #0V My;; #0 < (i,5) € By U Ey,
d.h. G(M) Cc G(My) U G(My).

c) Die Aussage G(M?) C (I,E,) folgt direkt fir ¢ = 0,1. Sei ¢ > 2.
Wenn im Falle a) M; = M, und damit Ey = Es gilt, schreibt sich Eg als
{(¢,4) € I x I : es gibt einen Pfad in G(M7) von ¢ nach j der Liange 2} . Die
Verallgemeinerung von 2 auf ¢ ist offensichtlich.

p(M) ist die Summe von azMP* iiber 0 < k < ¢. Kombination von
G(M?) C (I, E,) und Teil b) zeigt die Behauptung. ]

Die nachfolgend diskutierten Badume kann man als azyklische, zusammen-
héngende Graphen definieren. Wir wéhlen eine andere Einfiithrung, die die
Verwendung von E vermeidet.

A.2 Biume

Sei V eine nichtleere, endliche Menge (“vertex set”). S sei eine Abbildung von
V in die Potenzmenge P (V). Dann lassen sich die folgenden Begriffe einfiihren:
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1) Sind v € V und w € S(v), so heifit w Sohn von v. Umgekehrt heiit w Vater
von v.
2) Eine beliebige Folge (vg,v1,...,v) € VL (k € Ny) heifit Pfad, falls fiir
alle! 0 < i < k der Knoten v; ;1 Sohn von v; ist. Dabei heiit k die Pfadlinge.
3) Ist (vo,v1,...,vx) ein Pfad, so heifit v, Nachfolger? von vy. Umgekehrt
heifit vy Vorgdnger von vy.

Béume werden im Folgenden mit dem Buchstaben T' (“tree”) bezeichnet.

Definition A.2.1 (Baum, Wurzel, Blitter). Gegeben seien eine nicht-
leere, endliche “Knotenmenge” V und die “Sohnabbildung” S : V. — P(V).
Die Struktur T = (V, S) heifit Baum, falls die Figenschaften (i)-(iii) gelten:

(i) Es gibt genau ein Element r € V, das nicht Sohn ist (d.h. ¢\ S(v) =
V\{r}). Dieser Knoten heifit Wurzel des Baumes und wird mit root(T) be-
zeichnet.

(i1) Alle v € V' sind Nachfolger von r.

(117) Alle v € V\{r} haben genau einen Vater.
Die Menge L(T) :={v €V : S(v) = 0} ist die Menge der Blétter von T.

Im Folgenden identifizieren wir 7' mit V. Im Zweifelsfall schreiben wir Sp
fiir die Sohnabbildung in T

Anmerkung A.2.2. T sei ein Baum. a) Zu jedem v € T\{r} gibt es genau
einen Pfad von r nach v.
b) Es gibt keine Zyklen in 7. Dabei heifit ein Pfad (vg,v1,...,vr) Zyklus,
wenn vy = v, und k > 0.

Beweis. a) Sei (vg,v1,...,v;) ein Pfad mit r = vy, v = v,. Wegen Eigenschaft
(iii) ist der Vater vg_; von vy eindeutig festgelegt. Per Induktion erhdlt man,
dass auch alle Vorgénger eindeutig bestimmt sind. Damit kann hochstens ein
in v endender Pfad existieren. Dank (ii) gibt es mindestens einen solchen Pfad.

b) Sei (vo,v1,...,v;) ein Zyklus. Da alle v; (0 < i < k) einen Vater
(ndmlich v;_1 mod k) haben, kann gemifl (i) r nicht zum Zyklus gehéren. Es
gibt aber einen Pfad (wg = r,wy,...,we = vg) von r zu vy (vgl. (ii)). Sei w
das erste Element des Pfades, das zu {vg, v1,. .., v} gehdrt: w = w,, = vy, fir
geeignete n, m. Dann hat w zwei Viter w,_1 # Um_1 mod x 1M Widerspruch
zu (iif). .

Definition A.2.3 (Stufenzahl, Baumtiefe). Der Wurzel r = root(T) wird
die Stufe 0 zugeordnet. Jedem v € T\{r} wird die Linge des Pfades von r nach
v als Stufenzahl zugewiesen (nach Anmerkung A.2.2a ist der Pfad eindeutig).
Die Stufenzahl von v € T wird mit level(v) bezeichnet. Die Baumtiefe ist

depth(T) := max{level(v) : v € T}.

! Dies ist eine leere Bedingung, falls k = 0.
2 Man beachte, dass jeder Knoten sein eigener Nachfolger und Vorginger ist (Fall
k=0).
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. . . - depth(T) ¢ .
Gelegentlich wird der Baum stufenweise zerlegt: 7' = J,_, T, wobei

T® .= {v e T:level(v) =}  fiir 0 < ¢ < depth(T). (A.2)

Definition A.2.4 (Grad). Der Grad eines Knotens v € T ist grad(v) =
#S(v). Ferner wird grad(T'(I)) := max,cp(r) grad(v) definiert.

A.3 Teilbdume

Definition A.3.1 (Teilbaum). T und T" seien zwei Biume mit den Sohn-
abbildungen S bzw. S’. T’ heifit Teilbaum wvon T, falls fiir alle v € T gilt,
dass v € T und S'(v) C S(v).

Zwei spezielle Arten von Teilbdumen sind hier von besonderem Interesse.

Anmerkung A.3.2 (vollstindiger Teilbaum mit gleicher Wurzel). T' C T sei
Teilbaum mit den zusétzlichen Eigenschaften a) root(T) € T (dquivalent zu
root(T') = root(T")) und b) fiir alle v € T” erfiille die Sohnabbildung entweder
S’ (v) = 0 oder S'(v) = S(v). Wir nennen T” einen “vollsténdigen Teilbaum
mit gleicher Wurzel”.

Die Vollsténdigkeit bezieht sich auf die Eigenschaft, dass S’(v) keine
echte Teilmenge zwischen ) und S(v) sein darf. Fiir den Zerlegungsbaum aus
Definition A.4.1 wird die Bedingung b) der Anmerkung A.3.2 sofort aus der
Grundbedingung S’(v) C S(v) folgen, sodass wir im Weiteren nur noch vom
“Teilbaum mit gleicher Wurzel” sprechen werden.

Anmerkung A.3.3 (Teilbaum zu v € T). T sei ein Baum mit der Sohn-
abbildung S = St und v € T. Sei T'(v) C T die Menge, die aus allen Nach-
folgern von v besteht. Sp(, sei die Beschréinkung von S auf 7'(v). Dann ist
T'(v) mit Sp(,) ein Baum und Teilbaum von 7.

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen der Kardinalitat #7T des
Baumes und der Anzahl #£(T) seiner Blétter untersucht.

Lemma A.3.4. a) Fiir alle v € T\L(T) gelte #S(v) > 2. Dann gilt?
AT < 24L(T) — 1. (A.3a)
b) Im allgemeineren Fall #S(v) > 1 fir v € T\L(T) gilt noch*
#T <1+ depth(T) - #L(T). (A.3Db)
"3 Die Gleichheit in (A.3a) gilt fiir einen biniren Baum, d.h. wenn #S(v) = 2 fiir
alle v € T\L(T).

4 Die Gleichheit in (A.3b) gilt fiir einen Baum mit #S(v) = 1 fiir alle Knoten
v € T\(L(T)U {root(T)}).
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Beweis. 1) Fiir (A.3a) wird Induktion iiber #T verwendet. Im Falle #T = 1 ist
T=L(T)={r}und #T =1=2-1—1=2#L(T) — 1. Die Behauptung gelte
fiir Baume der Kardinalitdt n—1. Sei #7 = n > 1 und r = root(T'). Die Menge
T zerfillt disjunkt in {r} und die Teilbdume T'(v) (v € S(r)) aus Anmerkung
A.3.3. Die Eigenschaft aus Lemma A.3.4a iibertrigt sich auf T'(v), sodass nach
Induktionsannahme #7'(v) < 2#L(T(v)) —1. Da L(T) = U,eg() £(T'(v))
eine disjunkte Vereinigung ist, folgt

> #T(v) < 2#L(T) — #5(r) < 24#L(T) - 2.
veS(r)
Zusammen erhalten wir #7 =1 + ZveS(r) H#T(v) <2#L(T) — 1.
ii) Im Falle b) gehen wir wie in i) vor, wobei jetzt

4T(v) < 1+ depth(T(v)) - #L(T(v))

gilt. Es folgt nun

#T =14 Y #T(v) <1+ > depth(T)-#L(T(v)) = 1+depth(T)-#L(T)
veS(r) veS(r)

wegen depth(7T'(v)) < depth(T) — 1. ]

A.4 Biaume zu Mengenzerlegungen

Wir sprechen von einem bezeichneten Baum T, wenn es eine Bezeichnungs-
abbildung p : T'— B gibt. Im Folgenden wird der Baum die Zerlegung einer
Menge I in Teilmengen beschreiben. Die Teilmengen werden als Bezeichnung
gewiihlt, sodass p in die Potenzmenge B = P(I) abbildet.

Definition A.4.1 (Zerlegungsbaum). Sei I eine Menge. Ein Baum T mit
w:T — P(I\{0} heifit Zerlegungsbaum zu I, falls gilt:

(i) pu(rool(T)) =1,
(ii)  fir allev € T und s,s" € S(v) mit s # s gilt pu(s) Np(s’) =0,

(i1i)  fir alle v e T\L(T) gilt Uses(v)p(s) = p(v).

Die Eigenschaften (ii) und (iii) besagen, dass die Teilmenge p(v) C I in
disjunkte Teilmengen p(v;) mit (J;pu(vi) = p(v) zerlegt wird, wobei v; die
Sohne zu v seien. Die Wurzel représentiert die Gesamtmenge.

Lemma A.4.2. T sei ein Zerlegungsbaum zu I. Dann gilt:

a) {u(v) : v e L(T)} ist eine disjunkte Zerlegung von I, d.h. die Teil-
mengen u(v) sind disjunkt und ihre Vereinigung liefert I.

b) Der Teilbaum T(v) aus Anmerkung A.3.3 ist ein Zerleqgungsbaum zu

1(v).



360 A Graphen und Béume

Beweis. Teil b) ist offensichtlich: Bedingung (i) aus Definition A.4.1 lautet
w(root(T(v))) = wp(v), wihrend (i) und (iii) beschrinkt auf T'(v) giiltig
bleiben.

Teil a) wird durch Induktion iiber die Grofie #7' des Baumes bewiesen.
Fiir #T = 1 besteht die Zerlegung nur aus {I}. Die Behauptung gelte fiir
Béiume der Grole < n — 1, und es sei #7 = n. Fiir die Teilbdume T(s),
s € S(root(T)), beschreiben {p(v) : v € L(T(s))} gemiB Induktionsannahme
disjunkte Zerlegungen von p(s). Da nach (ii) und (iii) {u(s) : s € S(root(T))}
seinerseits eine disjunkte Zerlegung von [ ist, folgt die Behauptung aus
‘C(T) = UsGS(root(T)) ﬁ(T(S)) : u

Korollar A.4.3. a) Sei T' gemdfi (A.2) stufenweise in T zerlegt. Dann ist

IS
I={u():ver®ol {,u(v) ve ﬁ(T(k))}

eine disjunkte Zerlegung von 1.

b) Insbesondere ist ) ) F#u(v) < FI1.

-0
Beweis. T' = |J_oT™ ist ein Teilbaum mit der gleichen Wurzel
Lol
w(root(T")) = p(root(T)) = I und mit L(T") = TU U [, L(TW).
Teil b) folgt aus {u(v) :v e TO} C I. ]

Wenn #S(v) # 1 fiir alle v € T gilt, ist die Bezeichnungsabbildung u
injektiv. Daher kann man die Knotenmenge T durch die Bezeichnungen u(T")
ersetzen. Eine zusétzliche Bezeichnung mittels p eriibrigt sich. Sobald aber
#S(v) = 1 auftritt, muss u(v) = u(s) fiir s € S(v) gelten, d.h. p ist nicht

injektiv.
@/ \@ ®/ \@
2N /N IN
) ) ) () ()
STV I AN
OIOCICECICEOIOROIO),

Abb. A.1. Baum T (links) und reduzierter Baum Tyeq (rechts) mit p(v2) = p(vs) =
(v3)

Anmerkung A.4.4 (reduzierter Baum). Wenn #S(v) = 1 auftritt, aber die
Knoten des Baumes nur mittels u(v) benstigt werden, kann man von T

zum reduzierten Baum T.q iibergehen. Sei (vg,v1,...,vx) ein maximaler
Pfad mit S(v;—1) = {v;} (und daher u(v;—1) = p(v;)) fiir 1 < ¢ < k. Die
Knoten {vg,v1,...,v5} von T werden in Tyoq zu einem einzigen Knoten v},

zusammengezogen, wobei pu(v)) := u(vg) und S(v)) = S(vy) definiert wird.
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Der entstehende Baum Toq erfiillt dann #S(v) # 1 fiir alle v € Tyeq (vgl.
Abbildung A.1). Man beachte, dass die Sohnmengen St(vx) und St,_, (v()
iibereinstimmen, aber unterschiedlichen Stufen angehoren.

Sei T' = T(I) ein Zerlegungsbaum zur Menge I. Dieser kann verwendet
werden, um in einfacher Weise Zerlegungsbdume T'(I’) fiir beliebige Teil-
mengen I’ C I zu konstruieren. T'(I") ist im Wesentlichen der Schnitt von
T(I) mit I'. Zur Beschreibung verwendet wir als Zwischenschritt den Baum
T* mit den gleichen Knoten und Sohnabbildungen wie T'(I), aber mit der
neuen Bezeichnung p*(v) := p(v) N I'. Man stellt fest, dass T* die Bedin-
gungen (i), (ii) und (iii) der Definition A.4.1 an einen Zerlegungsbaum zur
Menge I’ erfiillt. Allerdings gehort p* nur zu P(I’) und nicht wie gefordert
zu P(I')\{0}. Deshalb streicht man im zweiten Schritt alle Knoten v € T*
mit p*(v) = 0 und reduziert die Sohnmenge des Vaters entsprechend. Dies
definiert T'(I").

Anmerkung A.4.5. a) Falls in der obigen Konstruktion I’ mit p(v) fiir ein
v € T(I) iibereinstimmt, ist T(I") identisch zum Teilbaum T'(v) aus Lemma
A.4.2Db.

b) Auch wenn #S(v) # 1 fir v € T(I), gilt diese Eigenschaft im Allge-
meinen nicht fiir 7'(1").
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Polynome

B.1 Multiindizes

B.1.1 Notation

Sei Ng = NU {0}. Indizes v € Ny treten bei der v-fachen Ableitung oder als
Exponent in z¥ auf.

Multiindizes sind d-Tupel v € N¢ mit d € N, wobei im Falle d = 1 der
Multiindex zum iiblichen Index wird. Die folgenden Notationen sind iiblich:

d d d
|V\:Zui, y!:Hui!, x”:Hm;’i (x € RY oder x € C?)  (B.1)
i=1 i=1

i=1

Die Formulierung (B.1) erlaubt es, Polynome bzw. Potenzreihen in x; als
Z ey’ (B.2)

zu schreiben, wobei fiir einen totalen [bzw. partiellen] Polynomgrad p iiber
alle v € N¢ mit |v| < p [bzw. v; < p fiir 1 < i < d] summiert wird. Bei
Potenzreihen wird iiber alle v € N¢ summiert.

Fiir Funktionen von x € R? wird die |v|-fache gemischte Ableitung wie

folgt notiert:
d

o =1] (i)w : (B.3)

i=1

B.1.2 Formelsammlung

Die Ableitungen von Monomen sind

|
oYzt = M iy < i, insbesondere 9% z” = V!, (B.4)

(n—v)!
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wobei v < p komponentenweise zu verstehen ist: y — v € Ng.
Die binomische Formel (z1 4+ 22)” = >0 _| (?)z¥ab ™" verallgemeinert sich
fiir d Summanden zu

d p
(ZHC’) = Z %x” (p € Np), (B.5)

wobei die Summe iiber alle v € Ng mit |v| = p gefiithrt wird.
Die Taylor-Reihe einer in allen Variablen analytischen Funktion lautet

f) = 30 I o pa) (B.6)
I/GNg ’

Die endliche Taylor-Summe mit Restglied ist

fa)= Y T g pag) + &, (B.7)
[v|<p '
mit R, = ﬁDgin‘f(xo + 9 (z — z0)),

wobei ¥ € (0,1) ein geeigneter Zwischenwert ist und

Dyp=> h; aa, (B.8)

die Ableitung in Richtung h € R? ist. Man beachte, dass h nicht notwendiger-
weise die Linge 1 besitzt.

B.2 Polynomapproximation

Der Raum der stetigen Funktionen definiert auf D wird mit C'(D) bezeichnet.
Die zugehorige Norm ist die Maximum- bzw. Supremumsnorm, die mit ||| ,
[lso,p oder ||| (p) bezeichnet wird.

Der Weierstrasche! Approximationssatz garantiert die Approximierbar-
keit stetiger Funktionen auf einem Kompaktum beziiglich der Maximumnorm.
Fiir die in der Numerik notwendigen quantitativen Aussagen braucht man
weitere Bedingungen an die Glattheit. Die weitestgehende Annahme ist, dass
die Funktion in einem Bereich analytisch ist. Als ein solcher Bereich wird im
Folgenden eine Ellipse gewihlt.

2?2
Eqp = {ZE(C:ZZQU—H'y, 2+2§1}
a b
MOdor Wilhelm Weierstrafl, geboren am 31. Oktober 1815 in Ostenfelde,
gestorben am 19. Februar 1897 in Berlin.
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ist die Ellipse mit den Halbachsen a und b. Speziell ist

€0 = Eyori/ngo-rp  firp>1

die eindeutige Ellipse mit den Brennpunkten +1 und der Halbachsensumme p.
Das Innere von &, wird mit £, bezeichnet. Man beachte, dass wegen p > 1 das
Intervall [—1,1] in Efp enthalten ist. Da im Folgenden die zu approximierende
Funktion in éo'p holomorph sein soll, heifit £, auch Regularitdtsellipse.

Das Hauptergebnis ist der folgende Satz von Bernstein?, der z.B. in [36,
Sec. 8, Chap. 7] bewiesen ist.
Satz B.2.1 (Bernstein). Sei p > 1. f sei in éo’p analytisch und gleichmdfSig
beschrinkt (d.h. f € Loo(ép)). Dann gibt es zu jedem p € Ng ein Polynom P,
vom Grad < p, sodass

2p77P
Hf - Pp||oo7[—l71] S pj ||f||oo,ép : (Bg)

Dabei bezeichnet || f|| . x = sup.ex |f(2)| die Supremumsnorm auf K.

Ein beliebiges reelles Intervall [z1,25] mit z3 < 22 wird durch
D(z) := —1+ —2—(z — x1) auf [-1, 1] abgebildet. Wir setzen

T2—T1

Ep[x1,22]) = O7E,

_ zitas)? 2 B 2
:{ZEC:Z”H% S < () }
(p+1/p) (p—1/p) 4

Eine einfache Folgerung aus Satz B.2.1 lautet wie folgt.

Korollar B.2.2. Die auf J = [r1, 72| definierte Funktion f lasse sich holo-
morph auf E,(J) fortsetzen mit M := sup{|f(z)| : z € E,([z1, x2])}. Dann gibt
es zu jedem p € Ny ein Polynom P, vom Grad < p, sodass

2p7P

M. (B.10)

Die néchste Aussage verlangt eine Eigenschaft von f, die in Anhang E als
asymptotische Glattheit diskutiert werden wird.

Lemma B.2.3. J C R sei ein abgeschlossenes Intervall der Linge diam(.J).
Es gebe Konstanten C,~vy > 0 mit

< Cynlyy fir alle n € Ny. (B.11a)

00, J

dn
|

daxm

2 Sergei Natanowitsch Bernstein, geboren am 22. Februar 1880 in Odessa, gestorben
am 26. Oktober 1968 in Moskau.
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Dann gibt es zu jedem p € Ny ein Polynom P, vom Grad < p, sodass

—(p+1)
2
_ < i _— .
(B.11b)

Beweis. In Melenk-Bérm-Lshndorf [115]. |

B.3 Polynominterpolation

B.3.1 Eindimensionale Interpolation
B.3.1.1 Lagrange-Darstellung

Zunichst sei an die allgemeine Polynominterpolation im Intervall [a,b] er-
innert. Gegeben sei eine mindestens in [a,b] stetige Funktion f. Seien p + 1
verschiedene Stiitzstellen (z;)?_; in [a, b] gew#hlt. Die zugehdrigen Lagrange-
Polynome sind

Liw= ] == (B.12)

) L Ly — Ty
J€{0,....p1\{i}

Die Polynominterpolierende von f lautet dann
P
I0f = f(ai)Li. (B.13)
i=0

Die Interpolationsabbildung Z? von C([a, b]) in den Unterraum der Polynome
vom Grad < p ist eine Projektion.

B.3.1.2 Fehlerabschitzung

Seien f € CP*1([a,b]) und = € [a,b]. Dann gibt es einen Zwischenwert & €
[a,b], sodass®
. (p+1)
—(zr = — ;) fHL B.14
)= @D @ = Gy Ll —a) 5000 @
(vgl. [129, Abschnitt 2.1.4]). Mit C,,(Z?) := max{[[}_, |z — 2;| : = € [a,b]}
folgt damit die Fehlerabschétzung in der Maximumnorm iiber [a, b]:

If =Z%fll < Cu(T%)

‘f(”“) H . (B.15)

oo

(p+ 1)

3 Falls der Fehler f(x)—(Z”f) () fiir z auBerhalb von [a, b] benétigt wird (Extrapo-
lation), ist (B.14) anzuwenden mit £ € [min{z, z1,..., 2, }, max{z, z1,..., 2, }].
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Anmerkung B.3.1. Eine Interpolation in einem Referenzintervall [a,b] kann

kanonisch auf ein Intervall [A, B] iibertragen werden. Sei dazu = : [a,b] —
[A, B] die affine Abbildung =(z) = A + E=DE=9)  Gil¢ (B.15) auf [a,b]
mit C, = C,(Z?), so folgt fiir die Interpolation von f € C([A, B]) in den

Stiitzstellen & = Z(x;), dass

| =2tm]| =702 -Z0y o2

< O @ (oD
p+1
el = Xl

d.h. die Konstante C,,(Z?) transformiert sich gemifl

——= (B.16)

B_A p+1
Cw(IﬁLB]) = Cw(IQb]) ( ) .

Im Falle der Taylor-Entwicklung f(z) ~ Yh_, & f*) (20) (z — w0)" ist der
Entwicklungspunkt x¢ eine (p + 1)-fache Stiitzstelle (Spezialfall der Hermite-
Interpolation). Entsprechend gilt (B.14) mit [[%_, (z — z;) ersetzt durch
(z — 20)’™" . Wird z als der Mittelpunkt des Intervalles [a, b] gewéhlt, folgt

(B.15) mit .
CL(T7) = (b;ay) .

B.3.1.3 Stabilitat

Neben der Fehlerabschitzung interessiert noch die sogenannte Stabilitdts-
konstante

Cstab(Ip) = ||IPHC(B)<_0(B) = sup HIproo (B-17)
fEC(B) und || f|l =1

(vgl. [71, §3.4]), wobei B C R? ein kompakter Bereich ist. Cyap,(ZP) ist die
bestmégliche Konstante in der Abschitzung

12 flloo,p < Cstab(Z) | fll g fiir alle f € C(B). (B.18)

Die GroBe Cstan(ZP) ist gegen eine affine Transformation auf einen anderen
Bereich invariant.
Die Stabilitit erlaubt Bestapproximationsresultate min{||f — P,||_ 5 : P

Polynom vom Grad* < p} auf die Interpolation zu iibertragen:
* Der Polynomgrad p von P = 3" a,x" kann sowohl mittels |v| < p als auch durch

maxi<i;<q¥; < p definiert werden, wenn auch die Polynominterpolaton Z? im
gleichen Sinne den totalen bzw. partiellen Grad p verwendet.
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Lemma B.3.2. Fiir alle f € C(B) gilt

If =T fll oo < [1 + Cutan(Z7)] min 1F = Polle, 5 -

P, Polynom vom Grad<p
Beweis. Sei P, das minimierende Polynom. Da I?(P,) = P,, folgt
F=T(f)=(f=P) =@ () =T (B,) = (f = P) ~T"(f = P).
was zu

1f =27 (o, € QA+ Cstan (T IIf = Poll o5
= [1+ Cstan(Z7)] min{[| f — P, p}
fithrt. [ |

Die Kombination der Stabilitdtsabschidtzung mit der Bestapproximation
aus Korollar B.2.2 erlaubt eine ableitungsfreie Abschitzung des
Interpolationsfehlers.

Satz B.3.3. Die auf J = [a,b] definierte Funktion f lasse sich holomorph auf
Ey(J) fortsetzen mit

M :=sup{|f(2)| : z € £,(J)}.

Die auf J definiert Interpolation IP besitze die Stabilititskonstante Cysapn (ZP).
Dann gilt

2p7P
I =7 (F)llacsy < [+ Cunl@)] LM (5.19)
B.3.1.4 CebySev-Interpolation
In [a,b] = [~1,1] lauten die Cebysev-Knoten
i+1/2 .
xl—cos<p+17r), 1=0,...,p

(Nullstellen des Cebysev-Polynoms T,+1 vom Grad p + 1). Folglich ist
P o(@—x) =27P"1T, 1 () und

Co(T8  _ )y=27P71 (B.20)

Transformation der Cebysev-Knoten auf ein allgemeines Intervall [a, b] fithrt
gemifl (B.16) auf

b*a p+1
P — *
Cw(zéebyéew[a’b])( - > . (B.20%)

Auflerdem ist die Stabilitidtseigenschaft optimal (vgl. [120]):

2
CStab(Igebyéev) S 1 + ; IOg (p + 1) . (BQ].)
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B.3.2 Tensorprodukt-Interpolation

Sei d die rdumliche Dimension und B := [a1,b1] X ... X [ag,bg] ein d-
dimensionaler Quader. Auf jedem Intervall [a;,b;] wird eine Interpolation
7P mit Polynomgrad p definiert. Da die Variablen nun zi,...,z4 heiflen,
werden die Stiitzstellen von Z? in @, o, . .., 2; , umbenannt. Entsprechend sind
Lio,...,L;, die Lagrange-Polynome in x;.

Sei f € C(B). Die Interpolation Z7 f betrifft nur die Variable x;. Die
Gesamtinterpolation ist

=13 110,

wobei die Reihenfolge beliebig ist. Das Bild von Z%, ist ein Polynom ) a,z”

(vgl. (B.2)), wobei die Summe iiber alle v € {0, 1, ... ,p}d verlduft. Die mehr-
dimensionale Lagrange-Darstellung lautet

p
of= Y f@iise @) Lug (@) - Lai,(xa),
1 yeeestqg=0

wobei Ly ;(zx) (0 < i < p) die eindimensionalen Lagrange-Polynome zu den
Stiitzstellen 2y 0, ..., Tk, p sind.

Lemma B.3.4. Fir den Interpolationsfehler gilt
k—1

14 1 P P
17 =TS s < Gy 2 | T Gl | Cot20)

co,B
(B.22)

Beweis. Fiir jedes k € {1,...,d} ist Z}, : C(B) — C(B) die Interpolations-
abbildung mit

p
(Z2F) (@1, @y a) = Y (@1, Ty a) L)
i=0

Fehlerabschitzung (B.15) und Stabilitdtsaussage (B.18) liefern

1
If = ZX flloo.B < ma(Iﬁ)H@fﬂflloo,B’

”IIZJCHOO-,B < Cstab(Ilf)HfHOO,B»

wobei 9 eine Kurzform fiir 8‘9%;1 ist. Fiir das Produkt 7%, = 7 --- Z017

erhalt man hiermit
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d d k—1
If=Thflees = | F=T12Z26 =D (IIZf- HI”f
j=1 0, B k=1 \j=1 0, B
d k—1 d k—1
2 (HI?)U—IZf) <> |17 )-7n
= Jj=1 ~.B k=1 j=1 0. B

M=

k—1
H Cstab(z-f) ||f - Ilzc)f”oo,B
=1

=~
Il
—

M=

— 1
H Cstab(z-f) m CW(III;) ||a£+1f||OO,B7

=~
Il
—

womit (B.22) gezeigt ist.

Wé&hlt man die eindimensionalen Interpolationen mit Hilfe der (auf

[ai, b;] transformierten) CebySev-Knoten, so ist Cyab(ZF) = O(log(p + 1))
bifai erl
(vgl. (B.21)) und C,y(Z7) = (b5%)

erhilt man

’ooB

d
const d—
< ———log p—|—1 E (
|
(p+ 1) i=1

7P
Hf IB,Cebyéev'f

oprt+1
axp+1

>P+1

oo

(vel. Anmerkung B.3.1). Zusammen

(B.23)



C

Lineare Algebra, Funktionalanalysis,
Singuldrwertzerlegung

C.1 Matrixnormen

Zuerst sei an die Standarddefinitionen von Matrixnormen erinnert. Wenn man
die Matrix M € R’*7 als einen Vektor iiber der Indexmenge I x J auffasst,
lasst sich die Euklidische Vektornorm definieren, die hier Frobenius-Norm
heif3t:

IMllg = [ Y [M)*  fir M e R/ (C.1)

iel,jeJ

(weitere Namen fiir ||-||p sind Schur-Norm und Hilbert-Schmidt-Norm). Der
normierte Raum (R7*7/||-||) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(A,B)p= Y A;;Bi;=Spur(AB"), (C.2)

i€l jed

da (M, M), = |M|3. Im Falle von B € C™*7 ist in (C.2) Y. A, B, =
Spur(ABY) zu setzen.

Sind ||z||x und ||ly|ly- Vektornormen fiir z € R’ bzw. y € R”, so gehért
hierzu die zugeordnete Matriznorm

[ Myll x
||?/||Y

;o¢yeRJ} fiir M € RT*/.
(C.3)

1M = M|y = sup{

Fiir die spezielle Wahl der Euklidischen Vektornorm

lully == [> |wl*  fiir u e RF (C.4)
€K

anstelle der Normen ||-||  und [-||y- erhdlt man als zugeordnete Matrixnorm
| M| .y die Spektralnorm ||M]], .

Ubung C.1.1. Fiir M € R/ und i € 1,j € J zeige man |M;;| < || M]|2.
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Im Falle quadratischer Matrizen ist der Begriff der “orthogonalen Matrix”
iiblich, wenn er auch etwas missversténdlich, da eigentlich von orthonormalen
Matrizen gesprochen werden miisste. Noch kritischer ist der Begriff im Falle
von rechteckigen Matrizen anzusehen, da hier nur die Spalten (nicht die Zeilen)
orthonormal sind.

Definition C.1.2. a) Eine (rechteckige) Matriz U € R/ heifit orthogonal,
wenn UTU = I € R7*/ (d.h. die Spalten von U bilden ein Orthonormal-
system,).

b) Im Fall komplexer und quadratischer Matrizen heifft U wunitdr, falls
Uty = I

Man beachte, dass fiir eine orthogonale Matrix stets #1 > #.J gelten muss.
Fiir quadratische Matrizen (#I = #.J) impliziert U'U = I auch UU T = I,
d.h. auch die Zeilen von U bilden ein Orthonormalsystem.

Anmerkung C.1.3. a) Die Spektralnorm ||M ||, ist der gréfite Eigenwert von
MTM wie auch von MM .

b) Die folgenden Abschitzungen sind die im allgemeinen Fall best-
moglichen:

[M]ly < [[M]lp </ Rang(M) [|M], (C.5)
< /min{#I,#J} || M|, fiir M € R/,

¢) Sind U € R und V € R7*/ orthogonale Matrizen, so besitzen
M, UM, MVT UMVT die gleichen Spektralnormen wie auch die gleichen
Frobenius-Normen.

d) HMH% = Spur(M " M), wobei die Spur einer Matriz A € R*L durch
Spur(A) =, ai; definiert ist.

e) p(M) < ||M]|| fiir jede zugeordnete Matrixnorm.

f) p(M) = ||M||, fiir alle normalen Matrizen (M € C'*! ist normal,
falls MHM = MM™). Spezialfille von normalen Matrizen sind Hermitesche
Matrizen (M = M%) bzw. reelle symmetrische Matrizen (M = M T € RI*T).

g) IM|ly < VM| IM T, mit der Zeilensummennorm

1M, = max{z lai;| i € 1}.

JjeJ

Schliefllich sei an eine Charakterisierung der Eigenwerte einer positiv semi-
definiten Matrix erinnert.

Lemma C.1.4. A € R™*! sei eine symmetrische, positiv semidefinite Matriz,
d.h. (Az,xz) >0 fir alle x.

a) Dann erlaubt A die Darstellung A = UAUT mit einer orthogonalen
Matriz U € R #1Y ynd einer Diagonalmatriz A € RU#IHx AL #1}
mit nichtnegativen Eigenwerten \; = A;;. O.B.d.A. konnen die Figenwerte als
geordnet angenommen werden: \y > Ay > ... .
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b) Seien \y > Ao > ... die Figenwerte aus a). Fir alle 1 < k < #1I gilt
die Charakterisierung

A = min max (Az, ) . (C.6)
V C R Unterraum € RI mit
mit dimV <k—1 |z|, =1 und z LV

Beweis zu b). Da (Az,z) = (Ay,y) fir y = Uz, kann die Behauptung auch
in der Form

Ak =

= i Ay,y) 1y € RT mit =1, yl
w, digl{/rvlgk_lmaxﬂ y,y) y € REmit [|y[l, , ylw}

mit Unterrdumen W :=U TV geschrieben werden. Sei W mit dimW < k—1
gegeben. Wir wihlen y € R mit 3 = 0 fiir alle ¢ > k. Diese y bilden
einen k-dimensionalen Unterraum ). Da dim W < k — 1, gibt es mindestens
ein 0#y €Y mit |y, = 1, yLW. Offenbar gilt (Ay,y) = Zle \Ny? >
Zle Aey? > Ag. Mit der Wahl W = {w € R! 1 w; = 0: k <i < #I} erhilt
man die Gleichheit (Ay,y) = Ax. ]

C.2 Singuliarwertzerlegung von Matrizen

Die Singulérwertzerlegung (Abkiirzung: SVD fiir das englische “singular value
decomposition”) ist die Verallgemeinerung der Diagonalisierung quadratischer
Matrizen. Die hier betrachteten Matrizen diirfen das rechteckige Format R7*7
besitzen, was den quadratischen Fall I = J einschliefit.

Lemma C.2.1 (Singulirwertzerlegung). a) Sei M € R/ cine be-
liebige Matriz. Dann gibt es orthogonale Matrizen U € RIX{L-#I} ynd
V e R7AL#T} und eine diagonale Rechtecksmatriz X € RT*!,

0’10 ... 0 0...0

. Illustration
y—|0 o2 0 0 0 fiir den Fall |, (C.7a)
S #I < #J
0 ...0 0’#]0...0
mit sogenannten Singulirwerten! o1 > 09 > ... > 0y = Xy > ... > 0
(1 <i < min{#I,#J}), sodass
M=UXV". (C.7b)

b) Die Spektralnorm von M hat den Wert | M||, = o1.
¢) Die Frobenius-Norm von M hat den Wert

min{#I,#J}
vl =[S (c.7e)

! Fiir Indizes £ > min{#1I,#J} werden formal die Singulirwerte als o¢ := 0 defi-
niert.
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Beweis. i) Sei 0.B.d.A. #I < #.J angenommen und A := MM T € R/*! ge-
setzt. Als symmetrische und sogar positiv semidefinite Matrix ist A zerlegbar
in A=UDUT (U € RPL#1} orthogonal, D = diag{dy, ... ,dur}), wobei
die (nichtnegativen) Eigenwerte 0.B.d.A. sortiert seien: dy > dy > ... > 0.
Setzen wir o; = /d; in (C.7a), so gilt D = XX, Fir W := MU =
[wi, ..., wyr] € R #1} erhilt man

=UTAU=U"MM"U=wW"TW.

Damit sind die Spalten w; paarweise orthogonal mit (w;,w;) = d; = 2. Die
Matrix V € R7*{L-#J} 50ll orthogonal sein und

wW=vxT, dh. w; = ov; (1 <i < #I)

erfiillen. Sei ¢* := max{i : o; > 0}. Fiir 1 <14 < ¢* ergeben sich die v; eindeutig
als die normierten Vektoren v; := iwz Fiir i* +1 < i < #I, folgt w; = 0
aus (w;, w;) = U , sodass w; = o;v; fiir jede Wahl von v; richtig ist. Wahlt
man also {v; : i* +1 < i < #J} als beliebige orthonormale Ergénzung der
{v; + 1 <4 <i*}, erhélt man eine orthogonale Matrix V' = [v1,...,v4g], die
W = VX7 erfiillt. Nach Definition von W ist M = UW'T = M = UX VT,
was (C.7b) beweist.

ii) Mit Anmerkung C.1.3c folgt || M|, = || X, und ||[M|z = |||z, was
direkt die Teile b), ¢) beweist. |

Korollar C.2.2. u; und v; seien die Spalten von U und V' (sie bilden jeweils
ein Orthonormalsystem!). Dann ist M = UX V' " aus (C.7b) identisch mit

min{#I,#J}
i=1
Lemma C.2.3. a) Seien M, R € R/ mit k := Rang(R). Die Singulirwerte
von M bzw. M — R seien als o;(M) bzw. o;(M — R) bezeichnet. Dann gilt?

0;(M —R) > op4i(M) fir alle 1 <4 < min{#I, #J}.
b) Sei M =UXV" die Singulirwertzerlegung von M € RI*J und

o; firi=j < min{k, #1,#J},

0 sonst, (C.9a)

R:=USVT mit (%), {

(Xx entsteht aus X, indem man alle o; = Xy fir i > k durch null ersetzt
werden). Der dabei auftretende Fehler ist

min{#I,#J}
M —R||l, =0k bzw. |M —R|, = \/ZZ o o2, (C.9b)

2 Vergleiche Fufinote 1 auf Seite 373.
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Beweis. 1) Im Falle k& + ¢ > min{#I,#J} mit o;4;(M) = 0 ist nichts zu
beweisen. Sei k + i < min{#I, #J} angenommen.

ii) Zuerst sei der Fall i = 1 untersucht. Agy1 (MM ") := o7, (M) ist der
k + 1-te Eigenwert von A = MM " (vgl. Beweis zu Lemma C.2.1). Gemf}
der Minimierung in (C.6) gilt

opp1 (M) < max {{Az,z) 1z € R mit [z, = 1, 1V}

fir einen festen Unterraum )} der Dimension < k. Wir wéihlen
V= Kern(R")*. DaxlV zu x € Kern(R") #quivalent ist, folgt

(Az,z) = (MM 2,2) = (M2, M z) = <(M R 2, (M-R)" x>
= <(M ~R) (M—R)Tx,x>.
Anwendung von (C.6) auf den ersten Eigenwert Ay = A (M — R) (M — R)")
von (M — R) (M — R)" zeigt
max {(Az,z) : 2 € R mit ||z|, =1, 21V}
= max {<(M ~R)(M-R)T x;v> e, =1, xJ_V}
< max{<(M “R)(M-R)" ”> cz e R mit [z, = 1}
=M ((M-R)(M~-R)")

(beim ersten Eigenwert ist L)V mit dim)V = 0 eine leere Bedingung). Da
wieder A\ (M — R) (M — R)") = 03(M — R) gilt, ist 0%, (M) < 03(M — R)
beweisen, also Teil a) fiir ¢ = 1.

iii) Im Falle von i > 1 wird V := Kern(R")* + W gewihlt, wobei W mit
dim W < i — 1 beliebig ist. Analog zu Teil ii) erhélt man die Schranke

max {<(M —R)(M — R)T;v,x> cx € RN mit ||z, = 1, wJ_W}.

Minimierung iiber alle W liefert A;((M — R) (M — R)") = 0%(M — R).
iv) Die Wahl aus (C.9a) eliminiert offenbar die Singuldrwerte o1 bis oy,
sodass 0;(M — R) = oj1;(M) fiir alle i > 1. ]

Folgerung C.2.4 (beste Rang-k-Matrix) Zu M € R*7/ sei R wie in
(C.9a) konstruiert. Dann ist R die Lisung der beiden Minimierungsaufgaben

min  ||M — R||, und min  [|M — R|g, (C.10)
Rang(R)<k Rang(R)<k

wobei die Minima in (C.9b) angegeben sind. Das minimierende Element R ist
genau dann eindeutig, wenn oy > Ok41.
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Beweis. i) Da |M — R'||, = 01(M — R’) und | M — R’||12; = u00 (M —R)
(vgl. Lemma C.2.1b,c), folgt aus Lemma C.2.3a, dass |[M — R'||y > og41(M)
und | M — R’||12T > 3o 02(M) fiir R’ mit Rang(R') < k. Da bei R’ = R die
Gleichheit gilt, ist R Losung der Minimierungsaufgaben.

ii) Im Falle oy, = o1 erhélt man eine andere Singulidrwertzerlegung, wenn
man in U und V die k-ten und (k + 1)-ten Spalten vertauscht. Entsprechend
resultiert ein anderes R. ]

Multiplikation einer Matrix mit einer nichtexpandierenden Matrix kann
die Singuldrwerte nur verkleinern:

Lemma C.2.5. Seien M € R™*7 A e R'*I B e R7 mit ||All, <1 und

| B, < 1. Die Singuldrwerte von M und M' := AMB € R seien oy, und
o Dann gilt® o, < oy fir alle k > 1.

Beweis. Zu M sei R gemif (C.9a) definiert. Wir setzen R’ := ARB und
schlieBen aus Folgerung C.2.4, dass o, < [|[M' — R'|, = ||A(M — R) B||, <
[Ally 1M = Rl [|Blly < [|1M = Rll; = oy m

Die Abbildung, die M € R’*7 in R aus (C.10) abbildet, sei mit R =
TR (M) bezeichnet?. Die Abbildung 7, ist nicht stetig: wird die Komponente
Uk+1uk+1v,;r+1 von M vergrofert, springt 7,X (M) um oy, (uk+1”1;r+1 - ukvlj)

Offenbar sind Rang-k-Matrizen Fixpunkte von T,%: T,F(R) = R fiir

alle R € R(k,I,J). Von speziellem Interesse ist das Stérungsverhalten von
TR(R+6) bei R € R(k,I,J).

Lemma C.2.6. Sei A= R+ mit R€ R(k,I,J) und § € RI*/. Dann gilt®
|ZE(R+6) = Rl[x < 28]l -

Beweis. Die Bestapproximationseigenschaft lautet HA*ZCR(A)HF <
|A— B| fir alle B € R(k,I,J). Die Wahl B = R € R(k,I,J) liefert

|A-TFA HF < ||[A — R||p . Mit der Dreiecksungleichung
|75(A) = Rl < | T(A) = Al + 1A = Rllp < 2[| A= Rllp =26]l
folgt die Behauptung. [

3 Vergleiche Fufinote 1 auf Seite 373.

4 Falls R nicht eindeutig bestimmt ist, wird eine Losung ausgesucht.

® Vielleicht ist der Faktor 2 nicht optimal. Der Faktor kann aber nicht besser
als \/5/72 = 1.58... sein, wie das folgende Beispiel zeigt (Mitteilung von L.
Grasedyck). Seien k = 2, R = diag{l — £,1/2,0} fiir ein ¢ € (0,1/2) und
0 = diag{—1/2,0,1/2}, sodass A := R + 5 = diag{1/2 —¢,1/2,1/2}. Offenbar
ist T55(A) = diag{O 1/2,1/2} und | TR (A) — R||, = |/diag{e — 1,0,1/2}||p =
V/5/4 - O(¢). Da | |5||F = 1/v/2, folgt fiir C in |7 (R+6) — R||, < C|6]|p die
Ungleichung C > \/5/2.
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C.3 Hilbert-Riume, L?-Operatoren

Zunichst sei an einige Notationen im Zusammenhang mit Hilbert-Réumen
erinnert (vgl. [67, §6]).

Anmerkung C.3.1. Im Weiteren werden die folgenden Eigenschaften von un-
endlich dimensionalen Hilbert-Rdumen benutzt:

a) Zu einem Hilbert-Raum gehort ein Skalarprodukt (-,-), : H x H — R.

b) Die zugehorige Norm ist ||ul|; = /{u,u) 5.

c) Eine Menge {¢, : v € N} heiBt Orthonormalsystem, falls (., p,),; =
0y (Kronecker-Symbol). Es wird (vollsténdiges) Orthonormalsystem von H
genannt, falls es kein 0 # u € H gibt, sodass (u, p,) = 0 fiir alle v € N.

d) Der Dualraum H’ ist die Menge der Funktionale auf H, d.h. H' =
{¢: H—R: ¢linear}. Zu v € H gehort das Funktional u* € H', das iiber
u*(v) := (v, u) y definiert ist.

Zu Teilmengen B; C R™ und By C R™ seien L?(B;) und L?(B,) die
Hilbert-Réume der auf B; quadratintegrierbaren Funktion, d.h. f € L?(B;)
ist messbar mit dem Skalarprodukt®

(W, v) 2, :/B u(x)v(x)da.
Falls B; eine Oberfliche oder andere Mannigfaltigkeit ist, muss [ B, .dz

entsprechend als Oberflichenintegral gedeutet werden. Die L?-Norm lautet
gemil Anmerkung C.3.1b

Hf”L?(B,;) 3:/ |f(£U)|2dx

i

Gemii8 Anmerkung C.3.1d gehért zu der Funktion u € L?(B;) das
Funktional u*, das durch

u*(v) = <'u,, /U>L2(B,i) (C.ll)
definiert ist.

Definition C.3.2 (Triger eines Funktionals). Sei A\ ein Funktional auf
einem Banach”-Raum B iiber 2 C RY. Dann wird Triger(\), der Triger von
A, durch ({X C 2 : A(f) hingt fir alle f € B nur von f|o ab} definiert.

Ubung C.3.3. a) Seien u € L?(B) und u* durch (C.11) definiert. Dann ist
Trager(u*) = Trager(u).
b) Sei ¢, das Dirac-Funktional bei x € (2. Dann ist Triger(d,) = {z}.

® Falls die Funktionen vektorwertig sind: u(z),v(z) € V mit Skalarprodukt (-,-),, ,
ist das Integral fBz’ u(z)v(z)dz durch fBi (u(x),v(x)),, do zu ersetzen.

" Stefan Banach, geboren am 30. Miirz 1892 in Ostrowsko (bei Krakau), gestorben
am 31. August 1945 in Lemberg (Lwow).
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Notation C.3.4 Da wir im Folgenden nur die Hilbert-Riume H; = L*(B;)
betrachten®, kann der Index £2(B;) bei der Norm und dem Skalarprodukt durch
I-l5 5 (-, -)o ersetzt werden oder ganz weggelassen werden.

Ein linearer Operator A : L?(By) — L?(Bj) ist beschrinkt, falls es eine
Konstante C 4 gibt, sodass

| Av|| < Cq o]l fiir alle v € L*(By) (C.12)

(die Beschrinktheit ist mit der Stetigkeit von K : L?*(By) — L*(B;) iden-
tisch). Die Menge der linearen und beschréinkten Operatoren von L?(Bg) nach
L?(By) wird durch

L(L*(By), L*(By))

bezeichnet. £(L?(Bs), L?(B)) ist Banach-Raum mit der Operatornorm

1Al LBy )25,y = sup{[lAv] /[lv]l : 0 # v € L*(B2)}
= min{C4 : (C.12) gilt mit C4}

fir A € L(L?*(Bg), L*(B1)). Auch hier kiirzen wir die Schreibweise ab: Wenn
keine Verwechslung moglich ist, sei

Fllo = 1l 2 (1) £2(82) - (C.13)

Definition C.3.5. Ein Operator K € L(L*(Bs),L?(B;)) heifit kompakt,
falls gilt: Die Einheitskugel S := {v € L?*(By) : ||v|| < 1} werde durch K in
S = KS:={Kv:ve S} CL*B) abgebildet und der Abschluss S sei eine
in L?(B1) kompakte Teilmenge (d.h. jede Folge u, € S” habe eine konvergente
Teilfolge; vgl. [134, §I1.3]).

Anmerkung C.3.6. a) Die zu A € L(L?*(Bs),L*(B1)) adjungierte Abbildung
ist A* € L(L*(By),L?(Bs)) und eindeutig durch (A*u,v) = (u, Av) fiir alle
u € L*(B1),v € L*(Bs) definiert.
b) ||A||iz(31)(_L2(B2) ist maximaler Eigenwert von
A*A € L(L*(By), L*(By))
(ebenso der maximale Eigenwert von AA* € L(L?*(B1), L*(Bi)). Ferner gilt
IAll5 = 4" Ally = [ AA"]], (C.14)

c) Die Aussagen a), b) bleiben giiltig, wenn einer der Hilbert-Réume
L?(B;) durch den n-dimensionalen Hilbert-Raum R™ (versehen mit der Eukli-
dischen Norm) ersetzt wird.

8 Gelegentlich treten (abgeschlossene) Unterrdume von L?(B) auf. Ein Beispiel ist
L3(B) :=={f € L*(B) : [, fdz = 0}. Dies éndert die Norm aber nicht.
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Definition C.3.7. Gegeben eine Kernfunktion s(-,-): By X By — R, wird
der zugehdirige Integraloperator IC durch

(Kv) () = /B el ypow)dy  (z€ By) (C.15)

(3

definiert. Falls K fiir alle v € L*(By) definiert ist und beschrinkt nach L?(Bs)
abbildet, gehort K zu L(L*(Bs), L?(By)).

Unter geeigneten Bedingungen an »(z,y) ist K kompakt (vgl. [68, Satz
3.2.6]).

Ubung C.3.8. K € L(L*(By),L*(B;)) sei mittels s(x,y) wie in (C.15)
definiert. Man zeige, dass K* € L(L?*(B),L?*(B)) in gleicher Weise aus
#(y,z) (Argumente sind vertauscht!) entsteht.

C.4 Singulidrwertzerlegung kompakter Operatoren

C.4.1 Singulidrwertzerlegung

Das Hauptresultat dieses Abschnittes ersetzt die endliche Singuldrwert-
zerlegung (C.8) durch eine unendliche.

Satz C.4.1. K € L(L?*(B2),L?(By)) sei kompakt. Dann gibt es Singuldrwerte
o1 > o9 > ... mit o, \, 0 und Orthonormalsysteme {p, : v € N} und
{1, : v € N}, sodass

K=> oo, (C.16)

v=1

wobei die Summe im Sinne von

:
1K= K8y = 0r1 O mit KF) =" 0,0,1] (C.17)

v=1
konvergiert (zu 1}, vergleiche man die Anmerkung C.3.1d oder (C.11)).

Beweis. Man setze 7 := K*K : L?(By) — L?(Bs). Als Produkt kompak-
ter Operatoren ist 7 € L(L?(Bs), L?(Bs)) kompakt. Die Riesz”-Schauder!’-
Theorie (vgl. [67, Satz 6.4.12], [68, Satz 1.3.8]) besagt, dass 7 Eigenwerte A,
besitzt, die sich nur in null hdufen: A, — 0. Wegen der Symmetrie existie-
ren auch zugehorige Eigenfunktionen 1), die sich orthonormal wihlen lassen,

¥ Frigyes Riesz, geboren am 22. Januar 1880 in Gydr, gestorben am 28. Februar
1956 in Budapest (nicht zu verwechseln mit seinem Bruder Marcel, der ebenfalls
Mathematiker war).

10 Juliusz Pawel Schauder, geboren am 21. Sept. 1899 in Lvov (Galizien, Osterreich),
gestorben im Sept. 1943 in Lvov.
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sodass ein Orthonormalsystem {v, : v € N} definiert ist. Da 7 positiv semi-
definit ist ((Zw,u) > 0 fir alle u), folgt A, > 0 fiir die Eigenwerte, sodass
sich 0, := /A, als die nichtnegativen Wurzeln einfithren lassen. Schlie-
lich setzen wir ¢, := K,/ |Ki, || = %le, (die letzte Gleichheit folgt aus

H]C'l/)u”z = <IC7/)V;’C¢V> = <¢m’C*IC'¢)u> = <wa'¢)u> =\ <¢mwu> = )\y) Die

@, sind bereits auf eins normiert. Dass sie ein Orthonormalsystem bilden,

folgt aus (pu, @) = (Kb, Kipy) = (U, K Kpp) = Ay (y,0,,) = 0 fiir v # p.
Neben K, = 0,¢, (vgl. Definition von ¢,) gilt auch K¥)y, = o,¢,, fir

v<k,dayiy, = <wy,wz> = 0y, und
k

k
(Z au¢u¢;> Py, = Z U;L‘Pufsuu =0,P-
pn=1

p=1
Damit gilt (K —K®)v, = 0 fir v < k, wihrend (K —K®) v, = Ki,
fiir v > k. Hieraus schliefft man, dass (IC - IC("'))* (IC — IC(k)) die Eigenwerte
Oji1 > 0pyy > ... besitzt. Die Norm ist nach Anmerkung C.3.6b
I = K®la = a1

Wegen o, \, 0, folgt die Konvergenz. [

Die Teilsumme K*) = zljzl o, ist ein Integraloperator:
Anmerkung C.4.2.a) Sei K®) = Y o,0,40% mit ¢, € L2(B;) und

1, € L?*(Bz) gegeben (Orthogonalitiit wird hier nicht benétigt). Dann ist
K*) der Integraloperator

(K(k)v) (z) = /B 2B (2, y)o(y)dy (x € By) (C.18a)

2

zur Kernfunktion
k
B (2,y) =Y ovpu(@)u(y)  (x € By, y € By). (C.18b)
v=1

b) Die Konvergenz || —K®) ||y \, 0 aus (C.17) beschreibt eine schwache Form
der Konvergenz von s, gegen

x(z,y) == Z 0w () ()

Beweis. Folgt aus ((ZIZ:1 al,<py1/);> v) (x) = Z];:1 ovpu(z) - Yi(v) =
2 k

> v—10vpu(2) f32 Yy (y)o(y)dy = f32 > o1 0vpu(@) 1 (y)v(y)dy. u

Aus (C.17) sieht man, dass die Konvergenzgeschwindigkeit durch die Null-

folge (o), ey festgelegt ist. Die Voraussetzung “K ist kompakt” ist dquivalent

zur schwiichsten Annahme, dass (o), oy liberhaupt eine Nullfolge ist, wie das
folgende Lemma zeigt.
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Lemma C.4.3. Sei K mittels (C.16) mit Orthonormalsystemen {p, : v € N},
{¢, : v € N} definiert. Dann ist die Eigenschaft o, — 0 hinreichend und
notwendig fiir die Kompaktheit von K € L(L?(Bs), L*(By)).

Beweis. Satz C.4.1 zeigt, dass 0, — 0 notwendig ist. Wird umgekehrt
o, — 0 vorausgesetzt, folgt || —K®)||; — 0. Da K*) ein k-dimensionales
und damit endlich-dimensionales Bild besitzt, ist *) kompakt. Da Grenz-
werte kompakter Operatoren wieder kompakt sind, ist die Kompaktheit von
K = limy o K®) beweisen. Also ist o, — 0 auch hinreichend. [ ]

C.4.2 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Die Frobenius-Norm fiir Matrizen hat ihre Entsprechung fiir Integral-
operatoren, wobei wir die Notation ||-|| direkt iibernehmen:

Definition C.4.4. Fin Integraloperator (C.15) heifst Hilbert-Schmidt-
Operator, falls die Kernfunktion s« zu einer endlichen Norm

||K||F:=\/ /B /B (e, ) 2 dadly (C.19)

f’lih’f’t, d.h. » € L2(31 X Bg)

Indem man die L2-Orthonormalitét der Funktionen ¢, bzw. 1, verwendet,
gelangt man zu

Anmerkung C.4.5. a) Seien H; = L*(B;) (i = 1,2) und K, K*) durch (C.16)
bzw. (C.17) definiert. Dann gilt

1Kl =V 02, KW= /35 02,

H’C - ’C(k)HF —\ ZEO:kJrl a2

b) Aus ||K||p < oo folgt, dass o, mindestens mit der Ordnung o, =
o(1/+/v) gegen null konvergiert.

c) Es gilt stets |||, < [|-||p . Die Normen ||K —IC(k)H2 und || —IC(k)HF
stimmen in ihrer Gréflenordnung umso besser iiberein, je schneller o, gegen
null geht. Falls zum Beispiel das Quotientenkriterium o,41/0, < ¢ < 1 zu-
trifft, folgert man

(C.20)

o0
E 02 < 0kt
v=k+1

oo
D ¢ =on/V1- ¢,
v=0

sodass [ — KO, < &~ KO < 6~ KO, /T
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Bei Hilbert-Schmidt-Operatoren wird die Operatornorm mittels der Kern-
funktion ausgedriickt. Dies erlaubt, die Approximation von s(z,y) durch
»®)(z,y) direkt auf der Ebene der Funktionen zu formulieren. Die rechte
Seite in (C.19) ist die L?(B; x Bs)-Norm von . (C.20) ist daher dquivalent
zu

e ) k
”%”L?(leBQ) = 230:1 0—37 ||%(k)||L2(B1><B2) - Zu:l (Tg,

[ %(k)HL2(B1><Bz) Y k100

In Analogie zu Satz 2.4.1 gilt auch hier die Optimalitit von K*):

Satz C.4.6 (Bestapproximation). Sei ) (z,y) = 25:1 wf,k)(x)w,(,k) (y)

mit @&k) € L*(By), * e L?(By) eine beliebige Summe von k separablen

Termen; der erzeugte Operator sei K\®). Dann gilt
I = K® )2 > o1,

wobei o, die Singulirwerte von K sind. Falls s»(z,y) und »%® (z,y) zu
L?(By x By) gehoren, gilt zudem

E o2.

v=k+1

[| e — %(k)||L2(B1><B2) >

Beweis. Um Satz 2.4.1 anzuwenden, bietet sich der folgende Ubergang zu
endlich-dimensionalen Aufgaben an.

Sei P, : L?*(By) — U, = span{p1,...,,} C L*(B;) die orthogonale
Projektion auf U,,. Entsprechend sei

Qn : L*(By) — V,, :=span{t1,...,1¥,} C L*(Bs)

die orthogonale Projektion auf V,. Anstelle von K und K*) betrachten wir
K, = P,KQ, und /@,(f) = P,K®Q,. Man iiberzeugt sich schnell von den
folgenden Aussagen:

i) Zu K,, gehort die Kernfunktion sz, aus Korollar C.5.7.

ii) IC,(f) wird von der Kernfunktion }},S’“) erzeugt:

) =3 (P (@) (@ue™) (v).

v=1

iii) KCpp,s l@,(f) sind lineare Abbildungen in n-dimensionalen Vektorrdumen.

Zu den Basen (¢1,...,¢n) baw. (¢1,...,1,) gehoren die Matrizen K, f(,(,k).
Nach i) ist K,, = diag{oy,...,0,}, d.h. o1,...,0, sind auch die diskreten

Singulérwerte. Da Rang(f(,(«bk)) < dim Bild (16<k>) < k, liefert Satz 2.4.1 die
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Aussagen || K, — [~(7(Lk)||2 > o041 (K <n)und || K, — f(T(Lk)HF > /D1 O
Die Orthonormalitit der ¢- und -Basen zeigt || K, — KW 2 = IKn — Kk |2
und ([ — K lle = e = 507l 225,

iv) Fiir n — oo gelten die Grenziiberginge K,, — K, I@Slk) — K®) in
L(L*(Bs), L2(By)) und 3¢, — s, 5% — %) in L2(B; x By). Damit folgt die
Aussage des Satzes. [

C.5 Abbildungen zu Galerkin-Unterrdumen

C.5.1 Orthogonale Projektion

Der in §1.5.1 eingefiihrte Hilbert-Raum V ist im allgemeinen mit einer Norm
|||, versehen, die stérker als die L2-Norm ist. Wir kénnen aber von

V c L*(B)

fiir einen geeigneten Bereich B C R? ausgehen''. Es ist vorausgesetzt, dass
(V. |]]ly/) stetig in L?(B) eingebettet ist (vgl. [67, (6.1.5)]).

II € L(L*(B),L?(B)) ist eine Projektion, falls I1? = II. Ferner ist IT ist
eine orthogonale Projektion, falls iiberdies II selbstadjungiert ist: I = IT*.
Die orthogonale Projektion auf einen Unterraum W ist durch

inf{|lu — vy :ve W} = |lu— ITul|, fiir alle u € L*(B).

charakterisiert, was Bild(II) = W impliziert. Wenn Bild(IT) # {0}, gilt fur
die Operatornorm
1], = 1. (C.21)

C.5.2 Unterraumbasis, Prolongation, Restriktion, Massematrix

Ein n-dimensionaler Unterraum V,, C V (“Finite-Element-Unterraum” bzw.
“Rand-Element-Unterraum”) sei mittels seiner Basis gegeben:

Vo, =span{o; : j€ I} CV, (C.22)

wobei n = #I. Funktionen aus V,, werden in der Form v = }_,v;¢; darge-
stellt. Dies definiert die “Prolongation”

P:RI -V, v= (vj)jer —v= Zvjd)j.
jel

"' Im Falle vektorwertiger Differentialgleichungen wire L*(B) durch (L*(B))™
zu ersetzen. Die nachfolgenden Ausfithrungen bleiben richtig, wenn das Skalar-
produkt (f,g) = [ fgdx durch [, (f, g)pm dx ersetzt wird.
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Da P:R! -V, eine Bijektion ist, gibt es Schranken 0 < ¢; < ¢o mit
cr [Vl S [PVl < eVl fiir alle v € RY (C.23)

(man beachte [v[l, = [vlzr wnd [Pvlly = [PVl
Die Adjungierte (“Restriktion”)

R:=P*:V, = R! (C.24)

hat die konkrete Darstellung

Rv=w mit w = (w;);c;, w; = /Bv(x)gzﬁj(x)dx

(vgl. Anmerkung 1.5.2).

Lemma C.5.1. a) Das Produkt M := RP ist die Gramsche Matrix

MeR My — / 6i(2)¢5 (), (C.25)
B

und wird im Finite- Element-Zusammenhang auch Massematrix genannt. M
ist positiv definit, sodass M'/? definiert ist.

b) Die Norm |[P|, = |Rll, = | M|3/* = | M/2|| ist die kleinstmdgliche
Konstante cz in (C.23), d.h. ¢3 kann in (C.23) durch den griften Eigenwert
von M ersetzt werden.

¢) Die grifitmdogliche Konstante ¢y in (C.23) ist

_ —1/2 _ _
1M = M2

d.h. ¢3 kann in (C.23) durch den kleinsten Eigenwert von M ersetzt werden.
d) Die orthogonale Projektion I aufV,, ist gegeben durch

I = RM™'P. (C.26)

Im Allgemeinen sind die Konstanten ¢, ¢ aus (C.23) h-abhingig. Wenn B
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist und die Tréger der Basisfunktion ¢;
den Durchmesser O(h) besitzen, gilt offenbar M;; = O(h?), vorausgesetzt die
Basisfunktionen sind wie iiblich durch [|¢;[| = O(1) skaliert (eine Skalierung

6], = O(h~%?) wiirde M;; = O(1) nach sich ziehen). Die Standardwahl
[vlly = 1/>; [vj|? der Euklidischen Norm in R™ fiihrt dann auf

C1,Co = O(hd/Q) (C27)

Eine alternative Wahl der Norm ist

ol i= A2, /3™ Jugl2.
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Sie fithrt indirekt die obige Skalierung ein. Entsprechend liefert sie h-
unabhiingige Schranken ¢y, ¢y in (C.23). Die Norméinderung des Pivotraumes
R™ dndert aber auch die Definition der Adjungierten R = P*. In der neuen
Norm entspricht P* dem Ausdruck A~¢P* in der alten Fassung. Folglich gilt
jetzt nicht mehr M = RP, sondern M = h~?RP. Wegen dieser Komplika-

tionen werden wir stets die klassische Euklidische Norm |[[vl, = />, [v;[?
verwenden.

Man beachte aber, dass sich die h-Abhingigkeit in (C.27) bei gleichméfliger
Schrittweite herauskiirzt, wenn man den Quotienten co/cq betrachtet, der als
die Kondition der Matrix M'/2 interpretierbar ist (vgl. Lemma C.5.1b,c).
C.5.3 Norm || - |||

Da die Finite-Element-Koeffizienten u € R! nur Mittel zum Zweck der Dar-
stellung der Funktion Pu =3 jel u;¢; sind, ist es naheliegend, die Norm

llall := [ Pull 2y = M ?ull2 (C.28)
zu definieren. Die letzte Gleichheit ist Gegenstand des folgenden Lemmas.

Lemma C.5.2. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen der L*(B)-
Norm und der diskreten Norm:

1PVl p2p) = [ MY 2y ||, fiir alle v € R, (C.29a)

Fiir alle Matrizen X € RT™*T gelten die Identititen

1PX 1 2 yger = IMY/2X |2, (C.29b)
||XR||RI<—L2(B) = HXM1/2||2, (C.29¢)
IPX R 12y 12y = IM2XMV?|5. (C.29d)

Dabei bezeichnet R 2.B. in [l p2(py—rs denVaum R! versehen mit der Eukli-
dischen Norm |||, .

Beweis. a) HPVH2L2(B) = (Pv,Pv)12p = (RPv,V)p1 = (Mv, V) =
(M1/2V,M1/2V)RI = | M2 X% beweist (C.29a).
b) Nach Definition der Operatornorm ist

HPXHL2(B)<_]RI = sup HPXV||L2(B) /Ivll2
veR!\{0}
= 1/2 a2
= sup M'*Xv vilo = IMY2X],.
(C.208) yeRI\ {0} I ll2/lvll2 = || ll2
¢) Man wende (C.29b) auf XT statt X an: HPXTHL2(B)<—]RI
|[MY2XT|j5. Der zu PXT : R — L?(B) adjungierte Operator ist XR
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und hat die gleiche Norm: HPXTHL?(B)HRI = [|[XR||gr_12(p) - Analog gilt
|MY2XT||o = || XM/?||5, sodass (C.29¢) folgt.

d) Die Identitéiten

IPXRlp2py—r2my) =  sup  [[PXRfllp2p) /IIfll2(m)
feL?(B)\{0}
IMVPXRS|2(n
= sup 2 = |MY2X Rllps o p2(5)
(C.29a) mit v=XRf feL2(B)\{o} ||f||L2(B)
zeigt man wie in Teil b). ]
Vi = (RL]|-[l) sei der Vaum R’ mit der Norm || - ||| und dem Skalar-

produkt (u,v),. = (Mu,v). Hier bedeute (-,-) das iibliche Euklidische
Skalarprodukt.
Die zu ||| - ||| duale Norm ist

IIVIll" == (12272 l2, (C.30)
da ||v]|" = sup{|(u,v)| /[[Ju]|| : u # 0}. Die Dualnorm liefert den dualen Vaum
vi= R -

Wenn der Bezug zur Indexmenge I deutlich gemacht werden soll, wird im
Folgenden M statt M fiir die Massematrix aus (C.25) geschrieben. Falls die
Norm ||| - ||| zu mehreren Indexmengen auftritt, wird der Index mit angegeben:

-1l

Anmerkung C.5.3. Jede Matrix A € R’*7 kann als lineare Abbildung von V;
nach V/ angesehen werden. Die zugehoérige Operatornorm ist

AN == [|p; 2 Aba ) o. (C.31a)

Ferner gilt
A
Al = sup A%V

HAuw, V)| (C.31b)
w20 [[ulllfI[v]l

Beweis. a) Die Definition der Operatornorm ist [||A[| = sup,, «o {|||Au|||//|||u|||}
mit
lAull” (M5 Auls M2 AM P,

= fiir v = MY/ ?u.
Tl ~ a7, e J

Das Supremum iiber den letzten Ausdruck liefert ||M, Y QAMJ_l/ 2||2.
b) Das Supremum in (C.31b) iiber v definiert die Dualnorm ||| Aul||’/||u]||.
Der Rest folgt aus der Operatornorm-Charakterisierung in Teil a). [
Fiir Matrixblocke A, € R™? mit b = 7 x ¢ sind die zugehorigen Masse-
matrizen M, bzw. M, zu verwenden:
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WAl = (12712 Al My 2 - (C.31c)
Es sei darauf hingewiesen, dass M., die Beschrankung von M; auf 7 x 7 ist:
M, = M|+

Sei m C T'(I) eine Partition von I (vgl. Definition 1.3.2). Fiir die Euklidi-
sche Norm gilt die Gleichheit

HuH; = Z ||u\T||§ fiir alle u € R,

TET

Fiir die Norm ||| - [[| aus (C.28) trifft die Gleichheit im Allgemeinen nicht
zu. Stattdessen wird die Aquivalenz dieser Ausdriicke verlangt: Es gebe eine
Konstante C, sodass

1 2 2 2 .
EH\UH\I <> 2 < Cllull;  fiir alle u € R, (C.32a)

TET

Mit der Blockdiagonalmatrix D, := diag{M, : 7 € 7} ist (C.32) gleich-
bedeutend mit den Ungleichungen'? 5M; < D, < CM;. Diese beidseitige
Abschitzung wird auch als Spektraldquivalenz bezeichnet und als M; ~ D,
geschrieben.

Eine spezielle Partition ist # = {{i} : ¢ € I'}. In diesem Fall ist D, eine
echte Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen Dy ;; = M;; = ||¢i‘|ig(3) .
Sie kann auch als D, = diag{ M ;; : i € I} geschrieben werden, wobei letzteres
der Diagonalanteil von M; ist. Ungleichung (C.32) wird dann zu

My ~ diag{MMi NS I} (C32b)

und bedeutet, dass || - ||| zu einer mit diag{My;; : i € I} gewichteten Eukli-
dischen Norm &dquivalent ist.

Im Falle unendlicher Basen ist (C.32b) die charakterisierende Eigenschaft
einer (mit diag{Mj ;; : i € I} gewichteten) Riesz-Basis.

Anmerkung C.5.4. a) Aus (C.32b) folgt (C.32a) fiir jede andere Partition 7
von /.

b) Sei m € T(I). Zu 0 € T(I) sei 7, := {oN7:7 €7} \{0} definiert.
Dann ist 7, C T(I) eine Partition von o, und (C.32a) iibertrigt sich mit der
gleichen Konstanten auf o:

1 2 2 2 .. -
5|||u|||g <l llZ < Cllully i alle u € R, (C.32¢)

TETs

12°A < B gilt fiir zwei symmetrische Matrizen, falls (Au, u) < (Bu,u) fiir alle u.
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Beweis. Zu b) Beschriankt man die Ungleichungen (C.32a) auf u € R’ mit
u; = 0 fiir i ¢ o, so sind sie zu (C.32c¢) dquivalent.

Zu a) Die Aussage von Teil b) auf (C.32b) angewandt liefert M, ~
diag{My;; : ¢ € 7} fir alle 7 € m. Setzt man beide Seiten zu einer
I x I-(Block-)Diagonalmatrix zusammen, so folgt (mit unveréinderter Kon-
stante) D, = diag{M, : 7 € 7} ~ diag{M;,;; : i € I}, was mit (C.32a)
iibereinstimmt. ]

In [34, Remark 3.3] findet sich das folgende Resultat!3:

Lemma C.5.5. {¢, : i € I} sei die stiickweise konstante oder lineare Finite-
Element-Basis mit ¢;(x;) = 1 zu einer formreguliren Triangulation. Dann gilt
die Normiquivalenz (C.32b).

C.5.4 Bilinearformen, Diskretisierung

In (1.20a) und (1.26) wurde die Variationsformulierung “u € V' gesucht mit
a(u,v) = f(v) fiir alle v € V” eingefiihrt, wobei a(-,-) : V x V — R eine
beschriankte Bilinearform ist. Zu jeder derartiger Bilinearform gehort ein
Operator A: V — V', sodass a(u,v) = (Au,v)y, . -

Die Diskretisierung lautete in (1.21): “Gesucht ist u,, € V,, mit a(u,,v) =
f() fir alle v € V,,”. Indem man u, = Pu und v = Pv mit u,v € R"
einfiihrt, ist die Galerkin-Diskretisierung dquivalent zum Gleichungssystem

Au=f mit A= RAP, f=Rf und Ay =alé;,d;)  (C.33)
(vgl. (1.33a) mit R = Ay, P = R* = A%).

Lemma C.5.6. In der Galerkin-Diskretisierung besteht zwischen A und A
der Zusammenhang

PM'AM'R=IOAITl =: A,  (IT aus (C.26)). (C.34)

Beweis. Multiplikation von A = RAP aus (C.33) mit PM~! von links und
M 'R von rechts zeigt (C.34) wegen (C.26). [

Korollar C.5.7. Wenn die Darstellung (C.16) gilt, folgt

Ko :=IKII=Y 0, (IIg,) ()",

v=1

d.h. K,, hat die Kernfunktion »,(z,y) ==Y oo, 0, (Ip,) (x) (IIy) (y).

13 In [34] wird im d-dimensionale Fall die Diagonalmatrix D := diag{h{ : i € I}
anstelle von diag{M;} verwendet. Dabei ist h; die Gitterweite beim Knotenpunkt
z;. Da D ~ diag{M;}, ist die Aussage des Lemmas identisch.
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Eine Familie von Diskretisierungen {A,, },en fiir eine Teilmenge N’ € N
heiflt stabil, falls

sup [[A; v, vy < o0 (V,, ist mit der Norm von V versehen)
n

(vgl. [71, §6.4]).

Die Ritz-Projektion Qrit, : V' — V,, ist die Abbildung, die der Losung
u € V von (1.20a) die diskrete Galerkin-Losung u,, € V;, (1.21) zuordnet. Die
explizite Darstellung lautet

QRitz == PA?IRA .

Wenn die Abhéngigkeit von n ausgedriickt werden soll, schreiben wir auch
QRitz,n~
Wenn {V,, },en eine Familie von Unterrdumen V,, C V ist, Stabilitdt vor-
liegt und
lim dist(u,V,,) =0fir allew € V (C.35)

n—0oo

(dist(u, V) := inf,ev, ||[u —v||v) gilt, erhdlt man Konvergenz u,, — u. Aller-
dings kann diese Konvergenz beliebig langsam sein. Eine Aussage der Form
II — QRitz,n|lv—v — 0 ist hieraus nicht ableitbar.

Die iiblichen Konvergenzaussagen verlangen, dass die Losung u in
einem “besseren” Raum W C V liegt, um dann eine Konvergenzordnung
1T — Qritznllvew < O(n~%) fiir geeignetes o nachzuweisen. Im Falle von
V = HY () bzw. H}(2) kann zum Beispiel W = H*¢(Q) NV fiir ein
€ > 0 gewdhlt werden. Zum Nachweis von v € W braucht man geeignete
Regularitéitsaussagen, die eine entsprechende Glattheit der Koeffizienten des
Differentialoperators erfordern (vgl. Hackbusch [67, §9]).

Aber auch ohne Regularitdtsannahmen lésst sich eine Aussage der Form
Il — QRitz.n| — 0 nachweisen:

Lemma C.5.8. Die Bilinearform a : V x V — R sei beschrinkt, die Unter-
raume V, C V erfillen (C.35), die Diskretisierung {Aptnen sei stabil und
die Einbettung V — L?(2) sei stetig, dicht und kompakt. Dann gilt

A" = PAT'R||r2(0)—r2(02) < €n mit e, — 0 fiir n — oo.

Die Aussage kann auch als || (I — QRitz,n) ullz2(2) < €nllfllz2(0) mit Au = f
formuliert werden.

Beweis. a) Wegen der Einbettungseigenschaft von V < L2(f2) ist auch
L?(2) < V' eine stetige, dichte und kompakte Einbettung (vgl. Hackbusch
[67, Lemmata 6.3.9 und 6.4.5b]).

b) Sei e,(u) = (I —QRitzpn)u fiir v € V. Das Cea-Lemma zeigt
llen (w)|lv < Cydist(u, Vy,) (vgl. Hackbusch [67, Satz 8.2.1]). Mit (C.35) und
Teil a) folgt somit auch [|e,(u)|[z2(0) — O fiir alle u € V.
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c¢) Die Stabilitit von {A,},en zusammen mit (C.35) beweist A~! €
L(V', V) (vel. Hackbusch [67, Satz 8.2.2]).

d)SeiU:={A"feV: [ fllp2(0y < 1} definiert. Wenn E : L3(0) — V'
die Einbettung bezeichnet, ist U das Bild der Einheitskugel

{f e L2(2) : | fllpaqo) < 13

unter der Abbildung A1 E. Da A~! beschriinkt (vgl. Teil ¢) und E kompakt
ist (vgl. Teil a), ist U eine pritkompakte Teilmenge von V.
e) Wir wollen nun die gleichméfige Konvergenz

en = sup{|len(u)| 2y ru € U} — 0

zeigen. Zum indirekten Beweis sei angenommen, dass n > 0 und eine Folge
u(™ € U existieren, sodass

||€n<u(n))HL2(Q) >n>0 fiir alle n € N'.

Wegen der Prikompaktheit von U gibt es daher eine Teilfolge u(™ € U mit
u™ — u* €V fir n = n — oo. Da e, (u™) = e, (u™ —u*) + el (u*),
folgt [|e, (u™)| 20y < llen(u'™ —u*)||r2(0) + |len(u*)| L2(0)- Fiir den ersten
Summanden verwendet man
llen(ul™ — )| 20y < Collen (™ —u*)||y < CoCy dist(u™ — u*, V;,)
< CoCy|lul™ —u*|ly — 0,

fir den zweiten |[le,(u*)|r20) < Collen(u®)|lv < CoCidist(u*, V) — 0.
Damit ist der Widerspruch [|e,, (u(™)|| r2(2) — 0 aufgedeckt. ]
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Sinc-Interpolation und -Quadratur

Wir folgen hier weitgehend den Darstellungen der Monographie von Stenger
[128].

D.1 Elementare Funktionen

Die folgende Abschiatzung der Exponentialfunktion wird haufig verwendet
werden:
e’ >1+ux fiir alle z € R. (D.1)

Weiterhin sei an die Hyperbelfunktionen erinnert:

T _ —T T —x
sinh(z) = &% cosh(z) = —C (D.2)
2 2
die ganze Funktionen sind, d.h. in C holomorph sind. Die Umkehrfunktionen
sind die Area-Funktionen, die auch durch den natiirlichen Logarithmus aus-

gedriickt werden kénnen:
arsinh(y) = log (y + VY2 + 1) , arcosh(y) = log (y +Vy? - 1) . (D.3)

Ubung D.1.1. Man zeige: a) y = sinh(z) < z = arsinh(y) fiir alle y € R
(damit auch fiir alle z € R).

b) y = cosh(z) < x = arcosh(y) fiir alle y > 1 (und damit fiir alle > 0).

c) cosh(z + iy) = cosh(x)cos(y) + isinh(x)sin(y), sinh(z + iy) =
sinh(z) cos(y) + i cosh(z) sin(y) fiir z,y € R.

d) sin (z + iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(z) sinh(y) fiir z,y € R.

¢) Die Ungleichungen [sin (z + iy)|* > sinh?(y), |sinh (z + iy)|* > sinh?(z)
und |cosh (z + iy)|* > sinh?(z) gelten fiir z,y € R.

Die Sinc-Funktion
sin (mx)

sinc(z) == (D.4)

T
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ist die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion x = x[_r )

X(€) ! /00 x(x)e 8 dr = % /: e "¢dx = sinc().

:g .

D.2 Interpolation

Zunéchst wird die Interpolation definiert und es werden Konvergenzsiitze for-
muliert. In §D.3 wird erkldrt, wie hieraus eine separable Entwicklung folgt.
AuBlerdem wird gezeigt, wie die Funktionen umgestaltet werden, damit sie den
Voraussetzungen geniigen.

D.2.1 Definitionen

Wir fithren eine Schrittweite h > 0 ein und definieren die skalierten und
verschobenen Sinc-Funktionen:
e sin [ (z — kb) /b]
S(k,H)(x) := sinc (k) =
) b =z~ k) /o
Man beachte, dass S(k,b) eine Funktion in x ist und k,h zwei Parameter
darstellen.

(h>0, kez). (D.5)

Ubung D.2.1. Man zeige: a) S(k, h) ist eine ganze Funktion.

b) Es gilt S(k,h)(¢h) = d¢ (Kronecker-Symbol) fiir alle ¢ € Z.

¢) Die Funktionen S(k,b) sind orthonormal: [, S(k,b)(x)S(¢,b)(z) dz =
O fur alle k, £ € Z.

Wegen der Eigenschaft b) in Ubung D.2.1 kénnen die S(k, b) als Lagrange-
Funktionen zu den unendlichen vielen Stiitzstellen {kb : k € Z} angesehen
werden. Dies fithrt zur

Definition D.2.2 (Sinc-Interpolation). Seien f € C(R) und N € Ny. Die
Interpolierende in den 2N + 1 Punkten {kb : k € Z, |k| < N} wird mit

N
Cn(f.h):= > f(kb)S(k,b) (D.6a)

k=—N
bezeichnet. Falls der Grenzwert fiir N — oo existiert, schreiben wir
C(f.0):= Y fk0)S(k.b). (D-6b)
k=—oc0

Die zugehdrigen Interpolationsfehler sind
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Fiir Funktionen f mit sehr starken Analytizitdtsbedingungen stimmen f
und die Interpolierende C(f, ) iiberein (vgl. [128, (1.10.3)]). Im Allgemeinen
bleibt aber ein Fehler E(f, ), der in Satz D.2.5 abgeschiitzt wird. Die Ge-
schwindigkeit, mit der f(z) fir R 3 o — +oo gegen null fillt, erlaubt eine
Fehlerabschitzung von C(f,h) — Cn(f,h) (vgl. Lemma D.2.7), sodass insge-
samt En(f,h) abgeschitzt werden kann.

Anders als in der Definition D.2.2 soll f nicht nur auf R definiert sein,
sondern muss sich analytisch fortsetzen lassen. Die zugehorigen Funktions-
mengen werden charakterisiert in

Definition D.2.3. Set ® C C ein Gebiet.

a) Hol(®) := {f : f ist holomorph in ©}.

b) Sei ® C D beschrinkt mit 09" C D. Falls der Grenzwert von
Joor | f(2)]|d2] fiir ®" — D eistiert, wird dieser mit

N(f,D) = /8 1@ 1az] (D.7)

bezeichnet.
¢c) HY(D) := {f € Hol(D) : N(f,D) < oo}.
D.2.2 Stabilitédt der Sinc-Interpolation
Wie in (B.18) interessiert die Abschétzung
ICN(f; D)l < Cstan(N) I flle  fiir alle f € C(R). (D.8a)
Die folgende Abschitzung findet sich in [128, Seite 142].

Lemma D.2.4. Die Stabilititskonstante in (D.8a) lautet
3
Citan (N = max Z |S(k,H)(x |<< —|—’y+10g(N+1)>

wobei v = 0.577... die Eulersche' Konstante ist.

Die Stabilitsitskonstante 1 erhilt man beziiglich der L?-Norm:

ION (B0 sy <\ o RO firalle f € CQR), (D.50)

wobei auf der rechten Seite die diskrete fo-Norm verwendet wird (vgl. Ubung
D.2.1¢).

! Leonhard Euler, geboren am 15. April 1707 in Basel, gestorben am 18. September
1783 in St. Petersburg.
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D.2.3 Abschitzungen im Streifen ©g4

Im Weiteren verwenden wir den offenen achsenparallelen Streifen mit Ima-
gindrteil < d:

Dy ={z=2+iyecC:zeR, —d<y<d} (d>0). (D.9)
Fiir © = ®4 kann man ©' = 9} = {z =z +iy:|z[ <n, Jy| <d—-1} —
Dy (n — o00) in Definition D.2.3b wéhlen. Damit muss insbesondere
fdd |f(z +iy)|dy — 0 fiir [2] — oo gelten. Die Integrale [oo ...dz bzw.
/. oo, |- [dz[ stellen damit die folgenden Grenzwerte dar:

[ F(2)dz = limg g [ {F(a—i8) — F(z +i6)} de,
0Da % (D.10)
abf |[F(2)||dz] = 1im6/d_f {[F(z —id)| + [F(z +146)|} dz.

Der Interpolationsfehler lisst sich dank des Residuensatzes wie folgt dar-
stellen (vgl. [128, Thm 3.1.2]):

Satz D.2.5 (Interpolationsfehler). Seien d > 0 und f € HY(D,). Dann
gilt

_sin(mz/h) JiGe) i alle »
B(f,h)(z) = T /%d e firalle z €D, (DY)

Die Integration fBZDd kann durch [, fiir jedes © mit R C D C Dy ersetzt
werden. Der Fehler E(f,h) kann in der Supremumsnorm

IE(f 0]l = iléglE(f,b)(x)l

oder in der L2-Norm

1/2
VBB, = (/th |do:)

abgeschétzt werden (vgl. [128, (3.1.12)]

Lemma D.2.6 (Interpolat1onsfeh1er-Abschatzung). Fir f € H' (D,)
gelten die Ungleichungen

N(f,Da) N(f,Da)
HE(fab)”oc < Wh(ﬂ'd/f))’ ||E(f,h)||2 < md sinh(md/bh) . (D.12a)

Der Beweis verwendet Ubung D.1.1d,e. Der Nenner sinh(7d/h) entspricht
dem Exponentialausdruck

1
):2{1—exp

—27d —md
sinh(wd/h

b b
(o(1) ist Nullfolge beziiglich h N\, 0). Das exponentielle Wachstum von sinh
sorgt dafiir, dass die rechte Seite in (D.12a) klein werden kann.

] exp =(2—o0(1))exp _Tml (D.12b)
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Lemma D.2.7. f € HY(D,) erfille fir geeignete ¢ > 0 und o > 0 die
Abschdtzung
|f(x)] < c-e o] fir alle z € R. (D.13)

Dann gilt fir den Rest E(f,h) — Ex(f,h) = Z|k|>N F(kB)S(k,b) die Ab-
schitzung

B8~ B ()], < e miton = { ], =50 01

Beweis. Da E(f,9) = En(f,9) = X255 n f(ED)S(E,h) und [|S(k,h)[|, <1
ist > k> [f(kh)| mit Hilfe von (D.13) abzuschétzen. Fiir p = 2 kann
| [z S(n,b)(2)S(m,b)(z)dz| < b ausgenutzt werden (vgl. [128, (3.1.36)]):

VE(f,) = Ex(£0)12 < 05 0 mpon [ (00) F(mb)] = 45(,0 x| £ (k0))2. m

Um eine moglichst kleine Schranke fiir

IEN(f0)l, < 1B D), + 1B, D) — Ex(f,0)l, (P =2,00)

zu finden, sollte h so gewédhlt werden, dass beide Summanden #hnlich sind
(vgl. [128, Thm 3.1.7]):

Satz D.2.8 (Abschitzung von Ex(f,h)). Fir f € HY (D) gelte (D.13).
Die Schrittweite b sei als

wd

h:=hy:= N (D.15)

gewdhlt. Dann ist der Interpolationsfehler abschdtzbar durch

IEN(f, D), (D.16)
B A=) VN (p =)
./ . w[l—exp(—madN)] ﬁ) p ’
< eXP{ 7TOédN} pN(f Da) 2c ) 4 /d ( _ 2)
Vr[l—exp(—madN)] VN \4/a37r p ’

Beweis. 1) Sei p = co. (D.12a,b) und (D.14) liefern fiir  aus (D.15) die
Schranke C exp{—vmadN} mit

N @( VaNrmd N
(f, Da)e 42

" 2nd sinh(vVaNnd) mda

_ N(f,Da) 2¢ INTd
- (ﬂ'd [1 — exp(—madN)]|vVNd - F) N

2) p = 2 fiihrt auf

N(f,D4q) 2¢ _—aNb __ ( N(f,Dq)
+ e =
\/7[

2c )e—\/ﬂ'adN 4/ N
2V/mdsinh(rd/h) = avbh 7[1—exp(—madN)]| VN \4/a37r

U
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Der zweite Faktor auf der rechten Seite von (D.16) nach der geschweiften
Klammer wichst wie O(N?()/2) beziiglich N — oco. Den Abfall des Fehlers
(D.16) kann man vereinfacht als

|Ex(f:bn)ll, <O (exp{—C\/ﬁ}) fir ¢ < Vrad (D.17)

mit hy aus (D.15) charakterisieren (vgl. Lemma 4.1.4a).

Beispiel D.2.9. Sei d > 0. f(z) := exp{—Vd? + z?} ist eine Funktion, die
(D.13) mit ¢ := « := 1 erfiillt. Da die komplexe Wurzelfunktion v/d? + 22
bei +id Polstellen besitzt, ist ©4 der grofite Streifen, in den f analytisch
fortsetzbar ist. Gemés (D.16) folgt

|Ex(£,5) ] < (2/N/ (7d) + O(1) ) exp{~V7dN}.

Korollar D.2.10. Die Abschitzung (D.17) lisst sich auch folgender-
mafen ausdricken. Seien eine Fehlerschranke ¢ > 0 worgegeben und

Ne == min{N € No : [|[Ex(f,bn)l, < e} definiert. Dann gilt

log?(1/e) 1
> — -). .
N, > o2 + O(log 5) (D.18)

Ein schnellerer Abfall als in (D.13) liegt vor, falls

.
|f(z)] <c-e™@ | fiir alle z € R und ein v > 1. (D.19)

Anstelle von (D.14) erhilt man

IE(f,5) = Ex(f, D)l < exp(—a (Nb)”), (D.20)

2c
< AT

wenn man die Abschitzung

ST Ifkh) =2 > C.e—a\khhg% ooeXp<_a57)d8

|k|>N k=N+1 Nb
2 > _
§—c/ exp (—a|Nh|A’ 15) ds
b S

verwendet. Der Abgleich von O(exp *T’Td) und O(exp(—a (Nh)?) fithrt auf die
optimale Schrittweite

o

1+
bh:=bn:= (M) N v+l (D.21)
«

Die Addition von (D.12a) und (D.20) fiir die Schrittweite aus (D.21) fiihrt zu
folgendem Resultat.
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Satz D.2.11. Fiir f € HY(D,) gelte (D.19) mit v > 1. Die Schrittweite b sei
wie in (D.21) gewdhit. Dann ist der Interpolationsfehler abschitzbar durch

|Ex (/3| < O (exp (~<CN 7)) fir alle 0 < C < a7 (rd) 77

(D.22)
N. aus Korollar D.2.10 hat das asymptotische Verhalten
log(1 (y+1)/~
N. > (Og(c/e)) (1+0(1)). (D.23)

D.2.4 Abschitzungen durch e~ ¢N/los N

In vielen Fillen mochte man den Faktor log*(1/¢) aus (D.18) bzw.
log " TV/7(1/¢) aus (D.23) lieber durch log(1/) ersetzt sehen. Dann miisste
der Exponentialterm in (D.17) exp{—CN} lauten. Um in die Néhe dieser
Asymptotik zu kommen, muss (D.13) durch die doppelt exponentielle
Abfallrate

|f(x)] < e - exp{—coe®l®l} fiir alle z € R (D.24)

ersetzt werden. Anstelle von Lemma D.2.7 verwendet man nun

Lemma D.2.12. f € H (D) erfiille fiir geeignete Konstanten cy,ca,c3 > 0
die Bedingung (D.24). Dann gilt fir den Rest E(f,h) — En(f,h) =
Z|k|>N f(kb)S(k,h) die Abschitzung

763]\”]

[E(£.5) — Ex(£0)], < - exp{—caesV7)

e =0 (D.25)

. _J1 falls p = o,
mit o (p) = {1/2 falls p = 2.

Beweis. Sei zunichst p = oo angenommen. Wie im Beweis von Lemma D.2.7
ist 31> (k)| abzuschétzen:

o0

Z |f(kb)| < 2¢1 Z exp{—C2eCSkb}

|k|>N k=N+1

=21 exp{—ce®""} Y exp {CQchNh (1 _ ecB(k—Nm) } .
k=N+1

Anwendung von (D.1) auf €™ mit m := k — N und auf exp{coe®*™c3h}
zeigt
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Z |f(kB)| < 2c¢1 exp{— C2€C3Nh} Z exp{ CQeC3NhC3mf)}

|| >N

2¢; exp{—coecsVh}

. < 2¢; exp{—CQeC3Nh}/{CQeC3Nh03h}

- exp{cae3Nbesh} —
2cq1 e—¢sNVb
_ =1 c3Nb
P exp{—cqe } o
Fir p = 2 ist [|E(£.5) = Ex(£.0)l, < 2VB Yy |F(kb)] (vel. Beweis zu
Lemma D.2.7). ]

Die Fehler || E(f,5)|| (aus (D.12a)) und ||E(f,h) — Ex(f,H)| (aus (D.25))
sind in etwa ausgewogen, wenn
log N
CgN '

Satz D.2.13. Fir f € HY(D,) gelte (D.24). Mit der Schrittweite aus (D.26)
und o(p) aus (D.25) gilt

h:=bhy:= (D.26)

N(f,Daq) —mdes N 201 _.n

FE < 2 D.27

Bn ()l < L2 (S0 (D.27

- —7des N . _ N(f,Da) .

= Cp exp(w) mit Cp = W (1 + O(l)) f’U,?“ N — 0.
Beweis. Der Beitrag von E(f,h) ist 5— Sinﬁg@i‘j&/log ] mit der Asymptotik
(M —o(1)) eXp(%ZFfV—) (vgl. (D.12b)). Der zweite Term (D.25) hat die
Schranke 62201 exp{—cqel® }chl\/;% = %e_CZNloglN, die schneller als
exp{—mdc3N/log N} gegen null fillt. Analoges gilt fiir p = 2. ]

Bei asymptotischen Aussagen muss man vorsichtig sein, da alle in der
Praxis auftretenden Parameter im vorasymptotischen Bereich liegen kénnen
und damit nicht von der Asymptotik erfasst werden. Ein solcher Fall liegt beim
Vergleich von exp(—aN) und exp(—FN/log N) mit a,3 > 0 vor. Asymp-
totisch ist exp(—alN) < exp(—fN/log N) , da

exp(—aN)
=1 —— —a)N | =0.
NE exp(—FN/log N) N P <(logN @) )

Falls o < 3, wird exp(—alV) jedoch erst dann kleiner als exp(—SN/log N),
wenn N > exp(f/a). Wegen 3/a > 1 kann exp(8/a) so grofl sein, dass kein
praktisch auftretendes N die notwendige Ungleichung erfiillt. Deshalb ist die
Wahl (D.26) zu iiberdenken, falls ¢y deutlich kleiner als wdes ist.

Anmerkung D.2.14. Falls mdcs von der Gréflenordnung 1 ist, aber 0 < ¢co < 1,
so withle man 7 so, dass yea N7~ tlog N = 1 (in erster Niherung v = }gi?@)
Danach setzt man
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vlog N
= = . D.28
h:=bn Y (D.28)
Dann ist e 5 = exp(jy’{g;%v) und eXp(—CzeC3Nh) = eXp(—c2e’Y10gN) _

exp(—coN77IN) = exp(—%).

Korollar D.2.15. £ > 0 und N, seien wie in Korollar D.2.10. Aus (D.27)
folgt

1 1 1 1
N. > C. (log ) - log (log > mit Ce = +o(1) bzgl. € — 0. (D.29)
€ € 7d cs3

D.2.5 Approximation der Ableitung

Wir untersuchen hier die erste Ableitung; hohere Ableitungen lassen sich
analog behandeln (vgl. [128, Thm 3.5.1]).

Satz D.2.16. Sei f € H(Dg4). Dann gilt fir E'(f,h)(z) :== £ f— LC(f,b)
die Fehlerabschdtzung

md+bh N(f,Dq)
= 27hd? sinh (7d/h)

1E"(f, bl

Der Vorfaktor bringt eine Verschlechterung um den Faktor O(1/h) mit
sich. Das gleiche gilt fiir die Abschitzung von |[E'(f,h) — EN(f,b)], . da
statt [|S(k, )| < 1 nun £S(k,b)(z) abzuschitzen ist und [|S(k,b) ., <

d siny 1.371
ST Oo< ) gilt.

[

s

b

D.2.6 Meromorphes f

Sei f holomorph in ©,; bis auf eine einfache Polstelle bei ( = (4 € Dy:

[ € H'(®g¢) mit Dge, = D4\ {¢}. Der Rand von Dy, besteht

aus 094 und 0K ({o) (Kreis mit hinreichend kleinem Radius ¢ > 0

um (p): f6©d< = Joo, ~ Jox (o) - Bel einer einfachen Polstelle gilt
.Co L €

fBKE(Co) o(O)f(Q)d¢ = 2mivp(¢)Resc=¢,(f), wobei ¢ holomorph in (y sei.
Insgesamt folgt fiir alle z € D ¢,:

_ sin(mz/b) f(©) _ sin(rz/h) es
B0 =2 T <<o—z>sin<w<o/b>cf3(<]o)(f )')
.30

Die Abschitzung (D.14) fiir E(f,b) — En(f, ) ist durch die Priisenz einer
Polstelle nicht betroffen, denn wegen der Voraussetzung (D.13) kann die Pol-
stelle (p nicht auf R liegen. Entscheidend fiir die Abschétzung des zusétzlichen
Terms in (D.30) ist der Imaginérteil von (y. Mit Ubung D.1.1e gilt fiir z € R
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sin(mz/h)
(Co — 2) sin (7Co/b)
Entsprechendes gilt fiir meromorphe Funktionen mit mehreren einfachen
Polstellen.

Falls f die Komposition f = F o ¢ ist, wobei ¢ holomorph in (; ist und F'
einen einfachen Pol in zg = ¢((y) besitzt. so ist

ReS(::CO (f)

Smysinh(7Smy/h) |

Resc-co(f)} < ’

Res,—, (F)

Res¢g,(f) = Resggy (0 ) = =8

(D.31)

D.2.7 Andere Singularititen

Im Falle von Logarithmusfunktionen oder nichtganzzahligen Potenzen ist
nicht nur die Singularitit (o von ®4 auszunehmen, sondern auch eine offe-
ne Kurve € von (y zum Rand 09,4, sodass f auf ©,4\€ holomorph ist. Der
Rand von ©4\€ besteht aus 09,4 und zwei Wegen, die den beiden Seiten von
¢ entsprechen. Sei [f](¢) fiir ¢ € € der Sprung von f iiber €. Dann gilt

_sin(mz/h) f(Q)d¢
E(f,5)(z) =— /%d(g — z)sin (7C/b) (B-32)
sin(mz/h) [£1(¢)d¢ N
y Snlre /¢(< e BLEL D4\C.

Fir f(¢) =log(¢ — ¢p) ist [f](¢) = 2mi, wihrend sich fir f({) =+/(— (o
der Sprung [f](¢) = 2f(¢) ergibt.

D.3 Separable Sinc-Entwicklungen

D.3.1 Direkte Interpolation

Sei s(z,y) eine Funktion mit Argumenten in z € R und y € ¥ C R™.
Wie jedes lineare Interpolationsverfahren fithrt auch die Sinc-Interpolation
Cn(f,h) aus (D.6a) auf eine separable Entwicklung

N

(2, y) & O ((, ), 0) (@) = > 2(0h,9)S(L,)(x),

{=—N

die »¥)(z,y) aus (4.1) mit k = 2N + 1, gof,k)(x) =S¥ —1- N,b)(z) und
£k)(y) =x((v—1—N)b,y) fiir 1 <v <k entspricht. Fiir den Fehler liefern
(D.16) oder (D.27) exponentiell fallende Abschitzungen.

Die Voraussetzungen an s sind in gewisser Weise dhnlich zu jenen fiir die
Polynominterpolation. Dort ist die holomorphe Fortsetzung auf die Bernstein-
Ellipse hilfreich (Satz B.2.1), hier muss s(-,y) in den Streifen ®, holomorph
fortsetzbar sein.
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Ubung D.3.1. Die Funktion s(z,y) = ¢ ¥* firz € Rund y € Y := [a, b]
mit 0 < a <b< oo gehort fiir alle d > 0 zu HY(D,). Man beachte bei der
Verwendung der Abschitzung (D.12a) aber, dass die Norm N (s(-, y), ©4) wie
exp(yd?) von y und d abhingt. Was ist die optimale Wahl von d? Wie ist b
zu wahlen? Wie lautet der Gesamtfehler?

D.3.2 Transformation und Skalierung

Hiufig wird nicht ¢(-,y) selbst, sondern eine transformierte Funktion
#(¢(+),y) mit Sinc-Funktionen interpoliert. Diese Transformation ist unver-
meidbar, wenn das erste Argument von s nur in einem echten Teilintervall
X C R definiert ist. Selbst wenn X = R, kann eine Transformation das
Abfallverhalten fiir |x| — oo verbessern. Die Voraussetzungen sind

o x(z,y)seifirz e X C Rund y € Y C R™ definiert, wobei nur die
Beschrinkung von (-, y) auf Xy C X von Interesse ist.
¢ sei eine eineindeutige Abbildung von R auf X.
#(&y) = #(0d(€),y) sei eine Funktion, die fiir ein geeignetes d > 0
beziiglich £ € R holomorph auf D4 mit N(3(-,y),D4) < oo fortsetzbar
ist.

o Fiir x € R liege ein Abfallverhalten gemés (D.13), (D.19) oder (D.24) vor.

Dann liefern (D.16), (D.22) bzw. (D.27) exponentiell fallende Fehler-
abschitzungen fiir

N

#(&y) ~ Cn(#(,y),0)(€) = Y #(th,y) S(,5)(&).

(=—N
Mit der Umkehrabbildung ¢~1(-) folgt die Interpolation?

N

s(zy)~ Y (B(0h),y) S(L.h)(¢ (x)) (D.33)

{=—N

mit den transformierten Sinc-Funktionen S(¢,5)(¢~1(-)). Mit (D.33) ist
wieder die separable Entwicklung (4.1) erreicht, hier mit

k=2N +1, {¢%’;§(x)S(VlN’b)((’bl(z))}ﬁirlﬁuék.
v (y) = x#(o((v — 1= N)b),y)

Anmerkung D.3.2. Wenn ¢ eine gerade Funktion ist, stimmen die Stiitzstellen

¢(¢h) und ¢(—¢h) tiberein. Damit reduziert sich die Zahl der Terme in (D.33)
von 2N + 1 auf N + 1.

2 Die neuen Stiitzstellen sind ¢(¢h) fiir —N < £ < N.
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Falls (&, y) fiir |£] — oo nicht schnell genug abfillt oder iiberhaupt nicht
gegen null konvergiert, muss man dies durch eine Skalierung von (z,y) mit
einem rasch abfallenden Vorfaktor erzwingen. Das heifit, dass anstelle von
»#(x,y) die Funktion w(z)sx(x,y) (w(x) > 0 fiir alle z € Xy) bzw. ihre trans-
formierte Version w(¢(§))»(4(€),y) interpoliert wird. Letztere liefert

w((€)(d(€),y) & Y w(@(th)) »(d(th),y) S(L,h)(€) bzw.
w(z)s(z,y) = > w(@(lh)) =($(lh),y) S(C,b) (¢~ (z)).  (D.34)
l=—N

Die (punktweise) Fehlerabschitzung fiir (D.34) ist durch w(x) zu dividieren,
um die Abschitzung fiir die separable Entwicklung

N

s(zy) ~ Y w(e(lh)) s(p(0h,y)) S(.5)(¢ ()

e fir v € Xo (D.35)
{=—N

zu erhalten. Anmerkung D.3.2 gilt entsprechend fiir (D.35).
Sei

f(Gy) = w(0(0)#(0(C), ) (D.36)

Wenn f Singularititen (o enthélt (vgl. §§D.2.6-D.2.7), sind diese im Allge-
meinen von y abhéngig: (o = (o (y). Entsprechend ist der Fehler E(f(-,y),H)(2)
y-abhéngig. Wir setzen voraus, dass |E(f(-,y),h)(¢)] fir £ € Xy gleichmifig
durch eine Schranke E(y, ) abgeschiitzt werden kann:

[E(f(,9),b)(2)| < E(y.h)  fiir 2 € Xo.

Nach Riicktransformation und Division durch den Vorfaktor w lautet die
Fehlerschranke

e1(y;b)(z) = E(y,h) /w ().

Lemma D.3.3. Zu den Integraloperatoren K und K mogen die Kerne »(x,y)
und s(x,y) + 0(x,y) gehdren, wobei |6(x,y)| < E(y,h)/w(x). Dann gilt

| K — R||L2(X)<—L2(Y) S NE@W, D)2 l11/wll L2 x)-

Beweis. Fiir jedes u € L?(Y) ist

(K — Ryu)(a)| = \ / 6<x,y>u<y>dy] < \ [ B o)

< NE@W, D)l 2oy llullLz vy /w(z)

und damit || (K — K)ullr2(x) < [11/@]l 200 1By D)2 o) lull 22 )- .
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D.3.3 Eine spezielle Transformation

Im Folgenden werden die Skalierung w(z) und die Transformation ¢ speziell
gewdhlt, um ein doppelt exponentielles Abfallverhalten zu erzeugen. Der
Definitionsbereich X wird zur Vereinfachung als X = (0, 1] gewihlt, wobei
Xo = (a, 1] mit geeignetem a > 0 der wesentliche Definitionsbereich ist. Sei

% (¢) = cosh(sinh(¢)) : g — C mit d < 7/2 (D.37)

Da sinh(() fiir ( € ©4 nicht die Werte i4n/2 ({ € Zyngerade), d.h. die Null-
stellen von cos annehmen kann, ist 1(¢) # 0. Es gilt sogar die Aussage der

Ubung D.3.4. Sei ¢ € Dy fir d < 7/2. Man zeige, dass die Werte
cosh(sinh(¢)) nicht in [~C”,C"] mit C" = cosh (cot(d)(r? — sin®(d))'/?) > 1
und C” = cos(sin(d)) € (0, 1) liegen. Hinweis: Man beweise der Reihe nach:
a) cosn > 0 und sinn > 0 fiir n = Im ¢ mit ¢ € Dg.
b) Der Schnitt von 2 := {sinh({) : ¢ € D4} mit der imaginidren Achse ist

AN{CeC:Re( =0} ={z=1y:y € (—sind,sind)}.
¢) Der Schnitt mit den Geraden Sm ¢ = kn (k € Z, k # 0) ist

AN{CeC:¥m(=kn}={(=a+ikm:az € (—o0,—ay) U (ag,o0)}

mit ay, := cot(d)y/ (km)® — sin?(d).
d) Man l6se die Bedingung Sm ¢ = kr fiir ¢ = £ +in, d.h. cosh(§) sinn =
km, nach £ auf:
&(n) = arcosh(kw/ sinn).

! _ 1 k7
e) &'(n) = T () cosn < 0.

f) Minimum des Realteils sinh () cos(n) fiir n = d bei a;, = sinh(£(d)) cos d.

g) sinh(&(d)) = /(kr/sind))2 — 1.

Wegen 9(¢) # 0 kénnen wir die Transformation ¢ als

P(C) = Dy —C  mitd<m/2 (D.38)

definieren (vgl. Keinert [97]).
Beziiglich des Abfalls von ¢ fiir { — oo erhélt man:

Ubung D.3.5. Sei ¢ € D4 mit d < 5. Man zeige

) 6(C) = 6(~C),
b) [¢(¢)| < 9a—2cos(Sm (el <l

Als Skalierung wird im Folgenden gew&hlt:

83

wx)== fiir ein a > 0. (D.39)
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Anmerkung D.3.6. a) Wenn f(-,y) in z = 0 Holder®-stetig ist mit £(0,y) = 0,
enthilt f bereits einen Faktor 2, sodass eine Skalierung entfallen kann.
b) Seien o € R und d < 7/2. Dann ist ¢$*(¢) holomorph in ®,4. Ist daher

(-, y) fiir alle y € Y holomorph in C\{0}, so auch g(¢,y) := ¢*(C) f(#(¢),v).
zu b. Da ¢(¢) # 0 fiir alle ¢ € D, gilt und keine Kurve in ©, einen Wert ¢’ mit
@(¢") = 0 im Inneren enthélt, ist ¢*(¢) holomorph. Negative Werte ¢(¢’) < 0
treten fiir Im ( = k7, k € Zungerade auf und liegen auflerhalb von 4. Somit
ist f(¢(+),y) holomorph in D,. ]

Die Sinc-Interpolation wird auf ¢((,y) = ¢*(()f(¢(¢),y) angewandt.
Lemma D.2.6 zeigt die Abschitzung [[E(g(-,¥),b)| < #}m Um
eine in y gleichméfBige Schranke zu erreichen, ist

N(g(-,y),Dq) <Cia firalley € Y (D.40a)

vorauszusetzen. Hierbei ist das doppelt exponentielle Abfallverhalten des Vor-
faktors ¢ (¢) auf dem Rand von D, interessant: |¢(¢)| < C exp{—cqel®e¢l}
mit ¢ = acos(sin(d)) > 0, wie aus Ubung D.3.5b hervorgeht.

Das Verhalten von ¢® im Reellen ist ¢®(z) = 2 exp(—2ael®!), wobei o > 0
vorausgesetzt sei. Damit auch ¢ (¢) f(¢(¢), y) ein dhnliches Verhalten besitzt,
reicht

|f(6(x),y)| < Cocexp(eel™)  firallee >0, z€R, yeY  (D.40b)
aus, um |g(x,y)| < Ca.a—ar exp(—a’el?) fiir alle o/ € (0,a) zu garantieren.

Satz D.3.7. Seien « > 0 und d € (0,7/2). f(-,y) sei fir alley € Y
holomorph in C\{0} und erfille (D.40a,b). Die Sinc-Interpolation werde mit
h=hy lOgN auf 9(¢,y) = ¢*(Q) f(¢(C),y) angewandt. Dann ist der Fehler
En(g(-, ) f)N) gleichmdifig durch

Cld —mdN CQ(X o' _—a'N
En(g(- <= “
H N(g(7y)7bN)Hoo— d eXp<logN)+C /IOgN

o Cl,d —mdN
= (1+o0(1)) 3 exp( Tog N )

beschrinkt, wobei o € (0,«a) beliebig, C' eine Konstante, Cy 4 aus (D.40a)
und Co,q—qr aus (D.40b).

Beweis. Folgt direkt aus Satz D.2.13. [

D.3.4 Beispiel 1/(z + y)

Die zur Verfiigung stehenden Techniken sollen nun auf 1/(z + y) angewandt
werden. Es wird sich zeigen, dass die verschiedenen Varianten keine bessere
Asymptotik als O(e~CVN) erreichen.

3 Otto Ludwig Holder, geboren am 22. Dez. 1859 in Stuttgart, gestorben am 29.
August 1937 in Leipzig.
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D.3.4.1 Approximation auf [1, co)

Die Funktion s(z,y) = 1/(x + y) ist in x,y € [1,00) wohldefiniert. Wir
substituieren = = cosh((). Die Funktion

1

f(c’y):y—i—Tsh(g)

(als Funktion von ¢) gehort zu HY(Dy) fiir d < 7, und N(f,D,) ist beziiglich
y € [1,00) gleichméflig beschrinkt. Das asymptotische Verhalten auf R ist

|£(¢,y)| <1/ cosh(¢) < 2e7 ¢,

d.h. (D.13) gilt mit ¢ = 2 und a = 1. Nach Satz D.2.8 fiihrt die Schrittweite

h= \/%d zum Interpolationsfehler

|En(£.8)]. < exp{~vrdN} ( N(/,Da) 4m>

nd[1 —exp(—mdN)] = /7d
< (’)(e_C\/ﬁ) mit C' < 7.

Zu beachten ist, dass diese Abschétzung gleichmdfig fiir y € [1, 00) giiltig ist.

Ubung D.3.8. Man verwende die Identitiit Tiy = fnﬁ fir £:=1/z und
1 :=1/y, um eine separable Approximation in (0, 1] zu beschreiben.

D.3.4.2 Approximation auf (0, co)

Wir substituieren mit x = exp(¢) und skalieren mit z® fiir ein o € (0,1/2)
Die Funktion (a0)
exp(a
fQGy) = ———=

~ y+exp(()

(als Funktion von () gehort zu H(Dy) fiir d < 7. Anders als in §D.3.4.1 ist
N(f(-,y),Dq) aber y-abhingig beschriankt:

N(f(vy)agd) < O(ya71)7

da auf der linken Hilfte des Randes das Integral

/O exXp(at) e yo-t /1/"’ % lds
wytep(QT Ty T
auftritt. In symmetrischer Weise erscheint die Gewichtung beziiglich = mit

w(z) = 2 (vgl. (D.36)). Man beachte, dass sowohl y®~! als auch z® in end-
lichen Intervallen [0, A] quadratintegrabel sind (vgl. Lemma D.3.3).
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D.3.4.3 Versuch einer doppelt exponentiellen Substitution

Die Funktion s(z,y) = 1/(x +y) wird beziiglich y auf Y := [1, A] beschrénkt.
Zudem soll die Approximation nur fiir z € Xy = [1, A] durchgefiihrt werden.
In den Anwendungen wird 1/A die Diskretisierungsschrittweite h oder ein
festes Vielfaches sein. Da h im Allgemeinen mit der Problemdimension iiber
log% = O(logn) zusammenhéngt, sei festgehalten, dass A mit der Matrix-
grofle wichst:
A = O(logn).

Wir verwenden die Transformation (¢) aus (D.37) ohne Skalierung (d.h.
w=11in (D.39)):

1
- y + cosh(sinh(¢))

Der doppelt exponentielle Abfall fiir reelle { — 4oo garantiert eine beson-
ders gute Abschitzung von E(f,h) — Ex(f,5) (vgl. (D.25)). Die Schwierig-
keit liegt aber im Bereich der komplexen ( € D4 (d < §). Anders als in
§D.3.4.1 ist g(-,y) nicht in ©4 holomorph, sondern hat Polstellen, ist also
meromorph. Daher ist die Analyse aus §D.2.6 anzuwenden: Der Fehler E(f,h)
muss mit Hilfe von (D.30) abgeschiitzt werden.

Der Parameter y € Y sei im Folgenden fest. Offenbar hat (-, y) eine
einfache Polstelle bei

9(C,y) = #(¥(C),y)

To=—Y (yeY) mit Resy—y, (3¢(-,y)) =1

auBerhalb von [1, A]. Fiir festes y € Y = [1, A] sind die Singularitdten von
g(+,y) zu untersuchen, d.h. die Losungen von y + () = 0. Im Reellen ist
Y(R) = X = [1,00), aber der negative Wert ¢({) = xg = —y tritt fiir kom-
plexe gt mit

sinh(¢F) = 4o + iln, o = arcosh(y) und ¢ € Zyngerade: (D.41)
auf, da dann (¢) = cosh(o + ir) = cosh(c) cos(ér) + isinh(o) sin(fr)] =
—cosh(o) = —y. Man rechnet nach, dass

¢ =—¢*, o ~log(2y) fiir grofe y € Y und

CZ’ =& +ine, & ~log(2vo? + 27?), Ny & arctan(%”).
Anmerkung D.3.9. Damit Cfi € Dy ist, muss || < d < § gelten. Dies be-
schrinkt die £ € Zungerade auf (| < Ztan(d). Man beachte, dass tan(d) €
(0,00) wegen d < 7 wohldefiniert ist (vgl. (D.37)).

Anmerkung D.3.10. Zur Untersuchung von N(g(-,y), D) ist (wegen der Sym-
metrien) nur das Integral fooo m abzuschétzen. Da d < 7 abhiingig von
y gewihlt werden darf, sei d derart, dass die Implikation |p(§ + id)| = y =
o(§+id) = y gilt (Details im Beweis). Dann ist N(g(-,y),D4) = O(1). Damit

sin(mz/b d¢ aus (D.30) die Schranke

; f(<
besitzt der erste Term —— : faDd (C—Z)si(nZWC/h)

O(exp *T”d)
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Beweis. a) Sei ¢ = £ +id derart, dass sinh(¢) = o + i7f mit einem ¢ € Zgerade-
Nach Ubung D.1.1c fithrt diese Bedingung auf die Gleichungen

sinh(€) cos(d) =0 und  cosh(§) sin(d) = 7f mit £ € Zgerade-

Wegen o2 + cos?(d) = (sinhz(f) +1)cos?(d) = cosh?(€) cos?(d) =
tan?(d)[cosh?(€) sin®(d)] hat d die Gleichung /02 + cos2(d) tan(d) = ¢
mit £ € Zgerade zu erfiillen, wihrend sich ¢ zu { = arsinh (0/ cos(d)) ergibt.
Dann hat ¢ (arsinh (0/ cos(d)) + id) = y das gewiinschte Vorzeichen. Nach
Wahl von d gilt fiir den Nenner (€ +id) +y| < |¢(€ 4 id)| + y. Also ist

<O(1).

oo de¢
155 st
b) Die Schranke O(exp _T”d) folgt nach (D.12b). ]

Aus Symmetriegriinden reicht es, die Residuen bei ¢ = Q” fiir £ € Zyngerade
mit ¢ < Ztan(d) zu untersuchen. Da ¥(¢) = zo = —y, folgt aus der
Transformationsregel (D.31) und Resg—z,(5(-,y)) = 1 das

Lemma D.3.11. Fiir z € R und y > 0 ist der zweite Term aus (D.30)
abschétzbar durch

sin(ﬂz/h)ReSC:C; (9)
(¢ — =) sin(x ¢/ /b)

1
~ |mel Isinh(mne /B)] /52 — 1 |cosh(¢,")|

B 1 —72d |4
= O <W exp( o’f) )) .

Summation dber alle { € Zyngerade mit £ S Ztan(d) liefert die Schranke
O (Lexp(=54) .

Beweis. Die Transformationsregel (D.31) und Resy—.,(>(:,y)) = 1 ergeben
‘Resgzcz(l/ ((Q) + y))‘ =1/ |¢'(¢;)| . Die Ableitung ist

Y'(¢/") = sinh(sinh(¢,")) - cosh(¢) = —4/¥2(¢[") — 1+ cosh(¢,),

sodass sich der Wert [¢/(¢;")| = /y2 — 1+ |cosh(¢))| = O(yo) mit o aus
(D.41) ergibt. Zusammen mit 7, ~ arctan(%“) R~ %’T folgt die Behauptung. m

Nimmt man die Abschéitzung (D.25) fir E(f,h) — Enx(f,h) und die
Abschiitzungen aus Anmerkung D.3.10 und dem vorigen Lemma fir E(f,H)
zusammen, lautet die Fehlerordnung

10) (exp(—%exp(Nh))> +0 (exp _TMZ) +0 (; exp _;TQd) .

Fiir die Wahl § := IO%N gemif (D.26) werden die ersten beiden Ausdriicke zu

O (exp( *”dN)) , wihrend der letzte Term O (é exp( 7“2‘“\]) y-abhingig ist,

(D.42)

log N olog N
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wobel o & log(2y) zu beachten ist. Die Funktion iexp (—¢/In(2y)) nimmt

—72dN

I einzusetzen ist.
og N

ihr Maximum 2e~2V° in y = £ exp (/c) an, wobei ¢ =
Hieraus lassen sich unterschiedliche Schliisse ziehen.

1. Betrachtet man die reine Asymptotik N — oo, so liegt %exp ( _lg;‘]lVN )
fir fast alle N auflerhalb von Y = [1,A]. Das Randmaximum

: : 1 —n2dN 1 —n?dN
bei Yy = A liefert O (E eXp( alogN) S O (Z eXp(W> =

o (exp(@%) und damit eine  Gesamtfehlerasymptotik

o (exp(f%) mit € = min{rd, 724}, wobei d < Z.
2. Wenn A = O(logn) und N ~ O(log2) fiir eine Genauigkeit & mit

logé ~ logn gilt, liegt %exp( jggﬁl\,N) im Intervall [1,A]. Das

Maximum O (exp(—2 _lggz‘fVN ) zeigt dann nur noch das Verhalten

o (exp(—C'\/N)7 das in §D.3.4.1 sogar fiir [1,00) statt [1, A] erreicht
wurde.

D.3.5 Beispiel log(x + y)
D.3.5.1 Approximation auf (0, c0)

Es wird 2 = exp(({) substituiert und mit 1/ cosh(a() skaliert, um einen expo-
nentiellen Abfall fiir { — 400 zu erzeugen:

log (y + exp()) .
=— t 0 1/2. D.43
f(¢,y) cosh(ac) mit 0 < a <1/ ( a)
Die Skalierung entspricht der Gewichtsfunktions w(z) = 2/ (z* + 2~ ). Fiir
alle 0 < y < oo ist f(-,y) in Dy mit d = m holomorph und N(f(-,y),Da),

aber y-abhéngig:

N(f(-v),D4) <O (log(2+4y)) gleichmiBig beziiglich y € (0, 00).
(D.43b)
Eine Alternative zu (D.43a) ist

f(¢,y) := [log (y + exp(C)) — log(y)] exp(—a().

Da der zusiitzliche Term log(y) exp(—a() bereits separiert ist, liefert eine sepa-
rable Approximation von f(¢,y) auch die von log (y 4+ exp(¢)) exp(—¢/2). Fiir
¢ — oo verhélt sich f wie ¢ exp(—(/2), withrend fiir { — —oo die Asymptotik
log (1 + exp(¢)/y) exp(—¢/2) =~ exp((/2)/y gilt. Man rechnet nach, dass sich
N(f(,y),Da) wie

N(f(-y),Dq) <O (y~) gleichméfig beziiglich y € (0, c0)

verhélt.
Die Konvergenz des Fehlers als Funktion von der Zahl der Interpolations-
punkte ergibt sich wie in §D.3.4.1 als O(N(f(-,y),Dq) exp(—CV/'N).
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D.3.5.2 Versuche mit schnellerem Abfallverhalten

Substitutionen mit ¢(¢) = exp(—¢7) oder ¢({) = cosh(sinh(¢)) und geeig-
neten Skalierungen sichern einen schnelleren Abfall auf der reellen Achse.
Dafiir treten Singularitéiten in 4 auf. Man koénnte dies dadurch vermeiden,
dass man d hinreichend klein wéhlt. Damit ruiniert man jedoch die Fehler-
abschitzung O(exp _”d) von E(f,h). Es bleibt die Moglichkeit, die Singu-
laritdten speziell zu behandeln. Da logarithmische Singularitdten keine Pol-
stellen sind, ist §D.2.7 anzuwenden. Leider fiihrt das zweite Integral aus (D.32)
zu einer GroBenordnung O(exp(—CV/N).

D.4 Sinc-Quadratur

D.4.1 Quadraturverfahren und Analyse

Die Sinc-Interpolation f ~ Cn(f,h) (vgl. (D.6a)) fithrt direkt zur Sinc-
Quadratur mittels

/abf(w)dw%/:CN(ﬁ Ddr— 3" (k) / S(k, b)(a

k=—N

Von besonderem Interesse ist die Integration iiber R (d.h. a = —o0, b = c0).
Wegen [ sin ”) dz = 1 ergibt sich die Quadraturformel

| s = 1 =0 3 o) (D.44)

k=—o00

die als unendliche Trapezformel interpretiert werden kann. T'(f, ) wird durch
den endlichen Ausdruck

N
Tn(f.0):=1b Y f(kb) (D.45)

k=—N

approximiert. Die zugehorigen Fehler seien als n(f, ) und ny (f, h) bezeichnet:

0= [ J@de-T() (b = [ S - Tu(n).
(D.46)
Die Beweise der néchsten Aussagen finden sich in [128, p. 144f].

Satz D.4.1 (Quadraturfehler). Sei f € HY(D,). Dann hat der Quadratur-
fehler n(f, ) die Darstellung

i [ f = idyexp(on (d+it) )
2 / { sin(m (t — id) /) (D-47)
f(t+id) exp(—7 (d — it) /b)
sin(7 (¢ + id) /b) } dt.

n(f,h) =

— 00
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Die Abschiitzung von 7(f,h) im folgenden Lemma verwendet die Norm
N(f,Dq) aus (D.7):

Lemma D.4.2 (Quadraturfehler-Abschéitzung). Unter der Voraus-
setzung f € HY (Dy) gilt

exp(—md/h)
2sinh(wd/h)

Die Differenz nn(f,h) — n(f,h) = hZ|k|>N |f(kH)| hingt von der Ge-
schwindigkeit des Funktionsabfall ab: Unter der Voraussetzung (D.13) des ex-
ponentiellen Abfalls folgt [nx (f,b) — n(f, )| < 22e=*N (gleiche Abschétzung
wie in (D.14) fiir p = 00). Entsprechend liefert der doppelt exponentielle Ab-
fall (D.24) die Schranke 02561 exp{—c2e® N0 — c3Np} (vgl. (D.25)). Fiir den

Fehler |nn(f,h)] abgeschatzt als Summe von |n(f,h)| und |9~ (f, ) —n(f,H)]
empfiehlt sich die folgende Wahl von §.

Satz D.4.3 (nn(f,h)-Abschétzung). Sei f € H (D).
a) Im Falle des exponentiellen Abfalls (D.13) ist

In(f,b)] < N(f,Da) < N(f,Da) exp(=2md/b).  (D.48)

27d
b= -~ (D.49a)

die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschdtzung

[ (f, )] < (1 - esz((f’%) + f) e~ V2mdaN (D.49b)

(a, ¢ aus (D.13)).
b) Im Fulle des stirkeren Abfalls (D.19) ist

9 1/(y+1)
h = (ﬂd) N/ (D) (D.50a)
a

die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschdtzung

1
v (£.0)] < (W L5 (2T N) _GnanlO /D)
7 B 2 wd 6]

<0 (eXp (—CNV/('Y'H))) mit C' < 2rd) "V 2rda, (D.50b)

(o, 7y, ¢ aus (D.19)).
¢) Im Falle des doppelt exponentiellen Abfalls (D.24) ist
log(2mdesN/ o)

h = CgN

(c1,ca,c3 aus (D.24)) (D.51a)
die optimale Schrittweite und liefert die Fehlerabschdtzung

nn (£, )] < N(f,Dg) e 2mdesN/log(2mdesN) (1 4 o(1)). (D.51b)
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Beweis. 1) Fiir den Ausdruck in (D.48) gilt ;’;f’rfh_(:%g)) = 1?;’(&)_(32%%) =
exp(—2md/h) + O(exp(—4nd/h)).

2) Teil a) ergibt sich aus (D.48) mit exp(—2nd/h) = exp(—v2rdaN) und
der Abschitzung [nx(f,H) — n(f,h)| < %e_“Nh < %e_ vVardaN

3) Inn(f:0) =n(f,0)] < XpsnI|f(kh)| hat die rechte Seite aus
(D.20) als Schranke. Durch Abgleich der Exponenten in O(exp *2h“d) und
O(exp(—a (Nh)7) folgt (D.50a) und daraus (D.50b).

4) In Teil ¢) verwendet man exp(—2nd/h) = exp(—2ndcs N/ log(2mwdcsN))
fiir n(f,H) und die Abschétzung

e (£,8) — (£, 5)] < 255 exp(—e2eND — ¢ Nb)
Ca2C3

2
= exp(—2mdes N — log(2mdesN/ca)) =

1
— —2ndecs N
cac3 mdcAN exp(~2mdesN)

(analog zu (D.25)), deren rechte Seite stiirker als e~ 27dcs N/ log(2rdesN) £ m

D.4.2 Separable Entwicklungen mittels Quadratur

Im Folgenden werden verschiedene Integrale diskutiert, die den Wert 1/r (oder
andere Funktionen ¢(r)) ergeben. Wichtig ist dabei, dass der Integrand von
der Form

o(r) = / h O dt (D.52a)

ist. Falls die Sinc-Quadratur erfolgreich auf das Integral angewandt werden
kann, erhilt man ¢(r) ~ Y "7 G(vh). Setzt man nun r = = + y, ergibt
sich die separable Entwicklung

pla+y) =) Glrh)eDerf o), (D.52b)

Anmerkung D.4.4. Diese Technik lasst sich auf den multivariaten Fall
verallgemeinern: Mit r = E?Zl x; erhélt man eine separable Entwicklung
@(Zle x;) = Yy, G(vh) Hle e®F(9) in d Variablen. Beachtenswert ist bei
diesem Zugang, dass die Zahl der Terme (der Separationsrang) unabhingig
von d ist.

Anmerkung D.4.5. Sei ¢(r) = 1/r. Das Argument kann o.B.d.A. auf r > 1
skaliert werden, darf in den folgenden Uberlegungen angenommen werden,

dass der Parameter r in
1<r<R (D.53)

variiert, wobei in den Randintegral-Anwendungen R = O(n) (n: Matrixgréfie)
zu erwarten ist.



412 D Sinc-Interpolation und -Quadratur
D.4.3 Beispiel: Integrand exp(—rt)
D.4.3.1 Quadratur mit einfach exponentiellem Abfall

Das Integral

o / e "dt fiir r > 0 (D.54a)
r 0
ist zunéchst so zu substituieren, dass sich die Integration iiber R erstreckt.
Eine Moglichkeit ist ¢ = log(1 +e®). Wegen 4 =e%/(1+€”) =1/ (1+e?)
folgt

1 dx

= / erlog(l+e®) T g5 g (D.54b)
r oo 1+e®

Ubung D.4.6. Sei d < /2. Man zeige: a) Das Verhalten des Integranden ist
O(e %) fiir Rex > 0 (x € Dg) und O(e~Re=l) fiir Rex < 0.

b) Der Integrand von (D.54b) ist in ®4 holomorph mit N(f,D4) = O(1+1/r).
¢) Der Integrand ist sogar in Dy fiir d < 7 holomorph, aber dann wichst
N(f,®4) exponentiell mit r.

Aus Teil a) der vorstehenden Ubung erhilt man das Verhalten (D.13) mit
a = min{l,r}. Mit (D.53) sichert man o = 1. Entsprechend erhilt man gemifl
(D.49b) die in r > 1 gleichmdfige Fehlerabschitzung

nn (f, )] < Ce™ V2N, (D.55)

Die absoluten Fehler |nx(f, )| sind fiir verschiedene r > 1 und verschiede-
ne N in Tabelle D.1 wiedergegeben. Man beachtet, dass die relativen Fehler
(nach Multiplikation mit r) ungiinstiger aussehen. Berechnet man die Fak-
toren N/log®(1/ |nn(f,5)|) (Aufwand pro Genauigkeit), so ergibt sich fiir den
gesamten Parameterbereich aus Tabelle D.1 ein Wert um 0.08, der sogar besser
als 772 & 0.10 ist, was sich aus (D.55) fiir d = 7/2 ergiibe. In jedem Falle wird
das exponentielle Fehlerverhalten mit einem Exponenten O(v/N) numerisch
bestétigt.

D.4.3.2 Quadratur mit doppelt exponentiellem Abfall

Um einen doppelt exponentiellen Abfall zu erzeugen, wird in (D.54b) x =
sinh s substituiert:

1 Rl sinh s h
- = / e~ log(l +¢ )L.Shds fiir r > 0. (D.56a)
r oo 1 Jr e sinn s
mit dem Integranden
sinh s h
F(s) := e log(l+e ) COSRS (D.56b)

1 +efsinhs'
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N\r | 1 10 100 1000 1E4 1E6 1E8 1E10 1E12
5 | 1.62-04 5.25-04 3.18-04 1.37-04 8.85-05 1.00-06 1.00-08 1.00-10 1.00-12
10 | 1.58-05 1.75-05 1.78-05 1.00-05 8.36-06 1.00-06 1.00-08 1.00-10 1.00-12
20 | 2.09-07 3.25-07 3.43-07 1.23-07 1.05-07 1.00-07 1.00-08 1.00-10 1.00-12
30 | 6.75-09 6.26-09 1.40-08 4.73-09 3.43-09 3.37-09 2.88-09 1.00-10 1.00-12
40 | 3.65-10 2.27-10 1.41-09 1.39-10 1.55-10 1.82-10 1.80-10 8.45-11 1.00-12
50 | 2.76-11 1.43-11 1.48-10 2.12-11 1.65-11 1.38-11 1.38-11 1.29-11 1.00-12
60 | 2.66-12 1.31-12 2.34-11 6.60-12 1.69-12 1.33-12 1.33-12 1.32-12 7.40-13
80 | 4.21-14 2.04-14 4.69-13 1.75-13 5.22-15 2.09-14 2.07-14 2.08-14 2.05-14

100 | 1.11-15 5.22-16 1.57-14 1.58-15 1.93-16 5.26-16 5.14-16 4.82-16 5.34-16

120 | 2.22-16 3.61-17 9.79-16 2.30-16 1.16-16 3.36-18 2.77-17 6.16-18 1.98-17

Tabelle D.1. Absolute Quadraturfehler der Sinc-Quadratur von (D.54b) fiir h =
3.5/vVN

Ubung D.4.7. Man zeige: a) Fiir s — +oo ist der Integrand F(s) =~

3 exp(s — re’™hs) ~ exp(—Le*) doppelt exponentiell abfallend.
b) Fiir s — —oo verhilt sich e~Tlog(1+e™™ ) e exp(—%e~I*l) — 1, aber
der zweite Faktor % = O(exp(—s+1e®)) ~ O(exp(2e~1*!)) sichert den

doppelt exponentiellen Abfall.
¢) F ist in ®4 mit d < 7/2 holomorph.

Das asymptotische Verhalten garantiert, dass F' aus (D.56b) zu H'(Dy)
gehort. Allerdings kann die Abschitzung (D.51b) durch N(F,D4) = O(e")
ruiniert werden. Die Ursache ist, dass log(1 + e¥"8#) fiir s = 2 + iy € D4 mit

2 < 0 und y = d negativ werden kann und damit e~"1s(1+e™™"7) — O(e"). Im
Folgenden wird F'(s) in den vier Abschnitten
I . . : Il = (_OO,(E()(T)], IS = [0,£C1],
D;:={s€Dg:Res € ;} mit {12 = [wo(r), 0, Iy = [z1,00) (D.57)

separat abgeschéitzt, wobei xo(r) < 0 und 21 > 0 noch definiert werden. Wir
werden zeigen, dass Re log(1 + e"1¢) > 0 in I[3UT, mit festem d > 0 erreicht
werden kann, wéhrend hierfiir in I5 ein r-abhéngiges d = O(1/log(r)) benotigt
wird. In I; kann log(1 4 e¥"P#) beliebige Vorzeichen haben, aber dann ist der
Exponent r ‘log(l + eSi“hS)’ < O(1) fiir alle r > 1, o < 2(r).

Lemma D.4.8. Seien d < 7/2 und xy := arsinh(—). Fiir alle s =z +iy €
Dg mit x € Iy gult

. X
F(9)] < 2o logte™ —1 o
1—e X =sinh(z) cos(y)
cos(d) ||
< lea:frsinh(a:) cos(y) < lex B TTe
N~y ~2
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Beweis. a) Fir u = X +iY gilt Relog(l + e¢*) = Flog(|1 + ) =
1log(1 4 2e¥X cos(Y) + ).
b) Die Komponenten von sinh(s) = X + Y sind
X =sinh(x) cos(y), Y = cosh(x)sin(y) fir s=xz+iy € Dq4. (D.59)

x > arsinh(—L-) impliziert X > 1. Der ungiinstigste Fall fiir den Aus-

druck aus a) tritt fiir cos(Y) = —1, d.h. fiir hinreichend grofie x auf
und liefert Re log(1 + e**7) > log(eX — 1) > log(e — 1) > 0.5. Da-
mit st e a1 | < emrlos(T 1 < 1 SchlieBlich beweist ey <
= e—X\ Ungleichung (D.58a). m

Lemma D.4.9. Seien d < 0.93 < 7/2 und x1 wie in Lemma D.4.8. Fiir alle
s=x+1iy € Dg mit x € I3 gilt

|F(s)] < V2. (D.58b)

1

Beweis. 0 < o < 17 = arsmh(cosd) impliziert 0 < sinhz < ——.

Aus cosh(z) = V/1+sinh®z schlieBt man auf ¥ = cosh(z)sin(y) <
tan(d)v1 + cos?d (X,Y aus (D.59)). Die Beschriankung d < 0.93 garan-
tiert Y € (—7/2,7/2) und daher Ree*+? > 0. Die Ungleichungen
Re (—rlog(l+esmh(s))) < 0 und ’1+e_smh(s)| > 1 zeigen |F(s)| <

|cosh(s)| < cosh(z) < XL = \/TF cos?d/cosd = 1+ cos 2d < V2. ]

sind

Anmerkung D.4.10. Die numerische Rechnung zeigt, dass der Realteil des Fak-
tors log(1+es»h(@+id)) im Exponenten fiir alle 2 > 0 positiv ist, wenn d < 1.33.

Der kritische Fall liegt fiir # € Iy vor, da d hier durch d < d(r) =
O(1/1log(r)) beschrinkt werden muss.

Lemma D.4.11. Der Iy definierende Wert xo(r) aus (D.57) sei*

2o(r) := — arsinh (%) = —0(loglog(3r)) < 0 mit

2 2 2
A= % (1+ % +log2(3r)) , B:= %/ <A+ \/ A2 + %) , (D.58c)

d(r) := arcsin(vV'B).
Fiir alle s = x + 1y € Dg(y mit x € Iy = [xo(r),0] gilt

cos(d(r) e

‘F(S)| < %e—l‘—FSinh(x) COS(y) < %e|1‘ — (D.58d)

4 Die numerischen Werte von zo(r) sind xo(1) = —1.2068, z0(10) = —2.0235,
20(10%) = —2.7957, 20(10°) = —3.4021, z0(10°) = —3.7792.
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Beweis. Die Wahl von xg(r) ergibt cosh(zg) = 14 sinh?(zg) =
1+ (lfi(fr))) Damit wird die Bedingung |Y| = |cosh(zo) sin(d)| < § zu
2
sin?(d) + tan?(d) log?(3r) < i
Dank tan?(d) = % erhilt man eine quadratische Gleichung in sin?(d),

deren Losung durch B gegeben wird.

Fir 2 € I gilt |cosh(s)| < cosh(zg(r)) < 7/ (2sind(r)) und [Y| < §

(z, y,X Y aus (D.59)). Hieraus folgt Re (—rlog(1 + e"1(*))) < 0 und daher
| | g |COSh )/ (1 +e~ sinh(s))| < %efw/ (1 _’_efX) < %ewarsinh(w) cos(y) <

e —r+sinh(z) cos(d(r)). -

l\D

Im folgenden Lemma tritt zwar d(r) auf, aber d ist nur durch d < m/2
beschrankt.

Lemma D.4.12. Sei d < 7/2. Fiir alle s = x +id € D4 mit x € I) und fir
alle r > 1 gilt

V3 1 2 + sinh(x) cos(d | — d) el
F6)| < ety 3¢ (D eosld) < gl =727
(D.58e)

Beweis. x < xo(r) fithrt auf X < 7% cos(d) < —log(3r), sodass wie in

Beweisteil a) zu Lemma D.4.8
Re (—7“ log(1 + esmh(“’))> = —g log(1 + 2e%X cos(Y) + %)

2
=L log(1+e™ (2cos(Y) +e¥)) < .. log(1 — 2e%) < —Clog(l - —).
2 2 2 3r
Die Funktion —%log(1 — ) ist beziiglich 7 monoton abnehmend, sodass

—Llog(l—2) < 1°g3 fiir » > 1. Dies ergibt die Schranke exp(logg) V3 in
(D.58e). Mit

/|14 e 5G| < 1/1 —e X =¥ /(1 — &)
< eX (1 _ esinh(mg(r))cos(d))
X =sinh(z) cos(d)<sinh(zo(r)) cos(d)
— eX/(l _ e—% cos(d))

2 (r)=— arsinh( Clc;%ff(':))) )

< eX/( _ 3~ cos(d)/cos(d(r)))

r>

und e = esnh(@) cos(d) erhalten wir (D.58e). ]

Insgesamt erhalten wir den
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Satz D.4.13. Seien r € [1, R] und d < d(R) = O(1/log R) gemdifS (D.58c).
Dann hat F aus (D.56b) eine gleichmiflig beziiglich r beschrinkte Norm
N(F,®4). Das asymptotische Verhalten wird durch (D.24) mit ¢; = O(1),

Ccy = %M) = % und c3 = 1 beschrieben. Die empfohlene Schrittweite aus
(D.51a) ist daher b = w und liefert die in r € [1, R] gleichmdf$ige

Fehlerabschdtzung
nx (£,6)] < O 2r AN/ log(2rd(R)N),, (D.60)
Eine Quadratur mit der Genauigkeit ¢ erfordert demnach N = O(log *-log R).

Tabelle D.2 zeigt [nn(f,b)| fiir die Wahl h = 6/N.

N\r |1 10 100 1000 1E4 1E5 1E6 1E8 1E10
5 1.38-04 1.91-02 8.41-03 5.86-04 9.97-05 9.75-06 7.51-07 7.00-08 1.00-10
10 {1.30-06 1.21-04 1.98-05 5.36-04 7.26-05 6.76-06 8.76-07 3.00-08 9.99-11
20 |8.14-14 5.02-10 2.60-06 2.09-05 5.27-06 3.67-06 4.98-07 1.02-08 1.60-11
30 | *o* 6.43-16 4.33-09 1.94-07 1.59-06 6.96-07 1.69-07 4.22-09 2.95-11
40 | *0* *0* 1.35-12 1.42-08 2.41-07 9.45-08 5.32-08 1.86-09 3.54-11
50 | *0* *0* 7.27-17 7.03-10 2.28-08 1.46-08 9.65-09 7.20-10 1.33-11
60 | *0* *0* *0* 8.27-12 1.94-09 3.11-09 7.93-10 1.73-10 3.66-12
80 | *0* *0* *0* 5.18-16 8.13-12 1.45-10 1.45-10 1.45-11 5.52-13

100 | *0* *0* *0* *0* 3.07-14 1.27-12 1.13-11 2.88-12 3.01-13

120 | *0* *0* *0* *0* 1.21-17 6.51-14 5.75-13 8.91-13 8.04-14

0.24 0.29 0.49 0.67 0.77 0.84 0.87 0.91 0.95

Tabelle D.2. Absolute Quadraturfehler der Sinc-Quadratur von (D.56b) fiir h =
6/N

D.4.4 Beispiel: Integrand exp(—r2t?)
Aus ffooo exp(—t?)dt = /7 folgt die Identitit

1 1 e
; = ﬁ \/;Oo eXp(—T2t2)dt.

D.4.4.1 Naive Quadratur

Die direkte Anwendung der Sinc-Quadratur ist im Prinzip fiir alle festen
r > 0 moglich: Der Integrand f(t,7) = exp(—r2t?) gehort fiir alle 7,d > 0
a HY (D), da N(f(-,7),D4) < oo. Allerdings ist N(f(-,7),D4) nicht gleich-
méBig in r beschriinkt. Fiir t = z + id ist [e=" ¢ | = exp(—r2(2? — d?)). Fiir
—d < z < d ist der Exponent positiv, und man folgert N(f, Dd) =~ O(e" 4").
Damit ist die Sinc-Quadratur des Integranden exp(—r2¢?) nur fiir r = O(1)
brauchbar.

Das gleiche Problem ergibt sich, wenn man ¢ = sinh(s) zwecks doppelt
exponentiellen Abfalls substituiert.
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D.4.4.2 Quadratur mit einfach exponentiellem Abfall

Stattdessen verwende man die Darstellung % = % fooo exp(—r?t?)dt und
wende auf [~ exp(—r?t?)dt die gleiche Prozedur wie in §D.4.3.1 an. Wie in

§D.4.3.1 erhiilt man r-unabhiingige Konvergenz |ny (f,h)| < O(e™V2mdN),

D.4.4.3 Quadratur mit doppelt exponentiellem Abfall

Auf fooo exp(—r2t?)dt wende man die Substitution ¢ = log(1 4 e*""*) aus
§D.4.3.2 an. Wieder ist die kritische Frage, wie d = d(r) zu wiihlen ist, so-
dass sich N (F,®4(,) fiir den entstehenden Integranden F'(s,r) gleichméBig in
r > 1 abschétzen ldsst. Anstelle der entsprechenden Aussagen von Lemmata
D.4.8 und D.4.9 geben wir die

Anmerkung D.4.14. Die numerische Rechnung zeigt, dass der Realteil des
Faktors log?(1 + e*™P@+id)) im Exponenten fiir alle # > 0 positiv ist, wenn
d <0.79.

Fiir x aus dem Intervall I muss d wieder r-abhéingig gew#hlt werden,
damit log®(1 + e¥"h(#=+id)) erst dann einen negativen Realteil aufweist, wenn
rRe log?(1 + esh@+id)y — O(1). Da die Analyse fiir log” uniibersichtlicher
als fiir log(1 4 e5"h(@+d)) jst wird die Asymptotik log?(1 + esinh(+id)) ~
e2smh(@+id) iy hinreichend kleine  (d.h. 2 < 0 und |z| hinreichend grof)
verwendet.

Man wihle 2o(r) und d(r) wie in (D.58c), aber mit 717—2 statt %2. Analog
zum Beweis von Lemma D.4.11 erhélt man [Y| < 7 fiir Y aus sinh (2 + id) =
X +4Y. Damit folgt Ree?sh(@+id) > 0 fiir ¢ € I, d.h. fiir > xo(r) =
—O(1/logr). In I; folgt wie in Lemma D.4.12, dass riRe log?(1+e¥rh(@+id)) —
O(1).

Wegen der Ersetzung von log?(1+ e (#+id)) durch e?sinh(@+id) fiiy g ¢ [,
ist die obige Argumentation kein vollstindiger Beweis und wir fiigen die
folgende Anmerkung an.

Anmerkung D.4.15. Seien xo(r) < 0 und d(r) wie oben definiert. Die numeri-
sche Uberpriifung der Funktion 10g2(1 + eSi“h(“”+id(T))) zeigt, dass ihr Realteil
fiir alle z € [xo(r),0] und alle » > 1 positiv ist. Genauer stellt sich Folgendes
heraus. Sei £(r) := min{z : Re log?(1 + ¥rhE+id1))) > ( fiir alle z < ¢ < 0}.
Dann erfiillt £(r) nicht nur £(r) < zo(r), sondern fiir moderate r ist £(r) deut-
lich kleiner als zq(r), wihrend man fiir r — oo beobachtet, dass £(r) — ().
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Asymptotisch glatte Funktionen

Die Definition asymptotisch glatter Funktionen ist in Definition 4.2.5 gegeben.

E.1 Beispiel |z — y|™*

Eine wichtige Kernfunktion ist s(z,y) = |z — y| "', wobei z,y € R? und |-| die
Euklidische Norm sind. Allgemeiner werden wir

d —a/2
s(,y) =z —y|™" = (Z (i — yz‘)2> (,yeRY z£y) (EI)

i=1

fiir a > 0 untersuchen.

E.1.1 Richtungsableitungen

Fiir die Abschétzung des Interpolationsfehlers aus (B.22) oder den Taylor-
Rest ist die mehrfache Richtungsableitung mafigebend. Hierfiir geben wir eine
asymptotisch exakte Abschitzung an:

Satz E.1.1. Seien a > 0 und h € R? mit |h| = 1. Mit Dy, sei die Richtungs-
ableitung (B.8) bezeichnet. Dann gilt

T+ Ok ?)
I'(a)
fiir alle z,y € RY, x # y und alle k € N.

|DE s(a,y)| < k! |z —y| "0 (E.2)

Gleiches gilt fiir die Richtungsableitung Dy, beziiglich der Variablen y, da
Dy ys(x,y) = —Dp z8(z,y). I'(:) ist die Gamma-Funktion.
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Beweis. 1) Die Richtungsableitung D,’i’xs(x, y) ldsst sich auch in der Form

k
dtk st

d

s(x +th,y) =

|z +th —y| ™ (E.3)

t=0 t=0

schreiben. Substitution w := z—y liefert 4 dtk lw + th|7‘1 . Setzt man w = Av

il
=)

mit A = |w| (folglich [v] = 1), so ist Lt |w+th|™ = &5 |\ +th|™* =
dtk| + h| — \a—k dk |v+ sh|™ ’ I Damit reicht es fiir den
s=t/\
Nachweis von (E.2), diese Ungleichung fiir y = 0 und |z| = 1 zu zeigen.
Da die Euklidische Norm gegen orthogonale Transformationen @ invariant
. . —a k —a k —a —a
ist, gilt DE || = dd? |z + th] = % |Qx + tQh| = D’(f?h |Qx|
Somit reicht es, den Spezialfall Qz = e; = (1,0,.. .,O)T zu untersuchen.
s(x +th,y) = s(ex +th,0) = |e; + th|”* nimmt die folgende Form an:

d —a/2
s(x+th,y) = | (1 +th)* + 12 > hf] . (E.4)

=2

2) Fiir negative Exponenten —a (o > 0) lautet die binomische Formel

(1—2)" ZA(“) m i |z < 1, (E.5)
a(a+1)-~~(a+n—1)_ I'(n+a)

1 A(a) = =
wobel Ay n! T'(n+ 1) (a)

2
(vgl. [135, Seite 112]). Quadriert man die Reihe und beachtet [(1 — :z:)_o‘} =
(1- :r)f%‘, so folgt nach Koeffizientenvergleich

n

ST ADALY, = AR, (E.6)
v=0
3) Wir setzen
fo(z) i =(1=C2)" (1-¢2) " (E.7a)

mit (:=¢+ineC, &neR, € +n2=1.

Da |¢| =1, gelten fiir |z| < 1 die Darstellungen (1 —¢z)"* = 3. A (¢2)"

-\ —a o0 _\n n=0
und (1—C2)" %= 3 A (C2)". Multiplikation liefert
n=0
z) =Y BP*9Yz" mit BP*Y = ZA(O‘)A Neldind (E.7b)

v=0
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Wegen |¢| = || = 1 und A% > 0, folgt ‘Bfa@’ < AN AL = g%
(vel. (E.6)):

‘B;M)' <APY  firalle CeC, [¢|=1. (E.7c)

. . . 2 2] 79/? .
4) Die Funktion aus (E.4) hat die Form {(1 +18)" + (tn) ] , wobei £ := hy

und n = \/25:2 h?. Wegen |h| = 1 ist €2 + n? = 1, und die quadratische

Funktion in der eckigen Klammer wird zu
14+ 2t&+ 1% = (1—¢t) (1 — (t) mit (== =& +in.

Fir (142t +12)""% = 1=¢t)™? (1= &)™ = fe(t) liefern (E.Ta-c)
die Reihe Y% B,({l’ot” mit |B§La’<)| < Agfl ). Die k-fache Richtungsableitung
DE ||~ in & = e1 hat den Wert (D |2]™*)|s=e, = k!B, Zusammen mit
den Argumenten aus Schritt 1) ist somit bewiesen, dass

—a a —a—k
Dk o=y < WA |2~y (E)

fiir alle 2,y € R, 2 # y und alle k € N.
5) Es sei an die Stirlingsche! Formel

r—1

e

r(x)—< >“ 277(:c—1)(1+(9(;)> fiir & — o0

erinnert (vgl. [135, p. 600]). Da A,(Ca) = %, folgt hieraus

A,(ca) = (Fta) + O(;)) ket fiir k£ — oo
und beweist zusammen mit (E.8) die Behauptung. ]

Die Abschitzung (E.2) ist die bestmégliche, da @ = —h = e; zun =0
in (E.7a) fithrt. Damit stimmt f¢(z) = (1 —¢) mit ZAE:)tk iiberein und
(E.2) ist die Asymptotik von A,(:)t’“.

Satz E.1.1 ist auf den Fall @ > 0 in (E.1) beschrénkt, da der Beweis explizit
von dieser Vorzeicheneigenschaft Gebrauch macht. Aber auch log |z — y| (ent-
spricht @ = 0) oder +/|x —y| (¢« = 1/2) sind interessante Funktionen, deren
Ableitungsverhalten im Folgenden ergéinzt werden soll.

Korollar E.1.2. Sei h € R? mit |h| = 1. Fiir alle z,y € R, = # y, lauten
die Richtungsableitungen

z —y| " fiir k=1,2,

2! (1+O(L)) & —y| ™" fir k> 3. (E-9)

| Dy 2 log |z — y[| < {

! James Stirling, geboren im Mai 1692 in Carden (Schottland), gestorben am 5.
Dezember 1770 in Edinburgh.
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Beweis. 1) Wie oben kann 0.B.d.A. y = 0 und T = e angenommen

werden. Auflerdem skaliert sich DﬁT log|z —y| = log |z + th — y\ wie

dtk
—k
|z =yl
2) D1e erste Ableitung ist & log |eq + th| = (t + h1) [e1 + th| ™. Thr Wert
fiir t =0 ist |hy| < 1. Zusammen mit 1) folgt | Dy, log |z —y|| < |z —y| ™"
3) Die zweite Ableitung ist

d2
a2
Ihr Absolutbetrag bei ¢ = 0 ist |1—2h%| < 1. Zusammen mit 1) folgt
D} logla —yl| < | —y|
4) Die hoheren Ableitungen fiir k > 2 sind

log ey + th| = |ex + th| > — 2 (t + h1)* |ex + th|™*

) h hy S B4 (= 1) S e e
o logler +th| = (t+ ha) p=g ler +th[™" + (k = 1) Z5— [e1 + th]
Da k — 2 € N, kann Satz E.1.1 mit a = 2 angewandt werden:
dlc
’d - logler +thl -
(k—1)+0(1) (k—2)+0(1)
< S D R Rl A —1) (k-2

Wegen I'(2) = 1, (k= 1)+ O(1) =k + O(1) und (k—2)+ O(1) =k + O(1),

folgt % log e + th|’ 0‘ < 2k (14 O(1/k)). Mit der Skalierung aus 1) er-
t=

gibt sich die Behauptung (E.9). ]

Korollar E.1.3. Seien a € (0,2) und h € R? mit |h| = 1. Fiir alle z,y €
R?, 2 # v, lauten die Richtungsableitungen

‘x y| fUT' k= ]., 2,
Dk — @ < a—1 _ E.IO
[Dhc |2 y'|—{zamﬁ—%%%a—lhz—yak,Mrkz3- (0
Beweis. 1) Wieder sei y = 0 und 2 = e; angenommen. D}’jym |z —y|* =

skaliert sich wie |z — y|a_k

k a
am lz =l
2) Die erste Ableitung ist < e + th|” = a (t + hy) er + th|® 2. Thr Wert

fir t = 0 ist a|h1| < . Zusammen mit 1) folgt | Dy, |z — y|”| < a |z — y|> !
3) Die hoheren Ableitungen fiir k¥ > 1 sind

dlc o dkfl _ dk72 -

Fir k = 2 ist ‘ﬁ

“ ‘ < [Ma(a=2)+al < a, sodass
=0

-2
D}, lo—yl*| <ale—yl®
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4) Wegen k—2 € N, kann Satz E.1.1 mit a = 2—« > 0 angewandt werden:
(k—1)'""+0(k™)
I'2—a)

(k—2)"""+ Ok
Ir2-a)

k

d a
ﬁkl +th| <alh|(k—1)!

t=0

+a(k—1)(k—2)

k~ 4+ O(k—>1)

< 2ak!
= I'2-a)

Mit der Skalierung aus 1) ergibt sich die Behauptung (E.10). ]

E.1.2 Gemischte Ableitungen

Satz E.1.4. Fir s(z,y) aus (E.1) gilt
s )| < vy o — gy (E.11)
fiir alle z,y € R, x # vy und alle v € N¢

mit einer geeigneten Konstante . Entsprechend gilt

0200 s(2,y)| < (v + p)ly®/ 2l g g7l llme

Beweis. 1) Wir nehmen  als normiert an: Z?Zl 2? = 1. Die partiellen

Ableitungen von |z|~* kann man mit der Cauchy-Integralformel abschiitzen:
Ist f(z) holomorph in 2 C C, so ist

p! z)dz
19 0) = s

wobei ¢ = [ r ein Kurvenintegral mit positiver Orientierung iiber I' = 0f2 sei

und 2z € 2 gelte. Mit ¢ := z — z erhilt man f®)(z) = 2’7’;1 fgﬁff
—a d 2 —a/2 .
In |z|7" = (Zi:l a:z) werden alle z1,..., x4 als komplexe Variablen

behandelt. Wir definieren

A= {s= 3 i+ @ el <o) e o)
M(z,p) :=min{|z| : z € Az, p)}, M(p) := min{M (z, p) : |z| = 1}.

Wegen Y% 22 = 1 folgt A(z,0) = {1} und M(0) = 1. Da M(-) stetig und
monoton fallend ist, gibt es genau ein py € (0,1) mit? M(pg) = po. Wegen

2 Fiir d = 1 ist M(p) = (1 — p)* . Numerische Rechnungen zeigen, dass fiir d = 2,3
das Minimum beziiglich z in M(z, p) = M(p) = p fiir z; = 1/+/d angenommen
wird. Dies fiihrt auf die Gleichung d(1/vd — p)? = p mit den Losungen p =
L (1+2¢g, V1 +4\/E), d.h. po = 0.38197 (d = 1), po = 0.31208 (d = 2),
po = 0.27473 (d = 3).
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po > 0 gehort 0 nicht zu A(x, p) (es gilt sogar Re(z) > po fiir alle z € A(x, pg)).
Damit ist die Funktion [Zle (i + ¢i)*]7%/2 holomorph beziiglich aller ¢; mit
I€i| < po. Damit gilt

oz = j{ ]{ 2i=1 x1+Cz)) a/Qdcl...dCd
(27i)

vi+1
z 1Ci

mit (;-Kurvenintegralen iiber die Kreise |(;| = po und liefert die Abschitzung

M(m7p0)7a/2 < il po—a/Q—‘Vl.
pg/‘ M (z,po) = M(po) = po

o |x|™"

v!

2) Die Skalierung x +— tz fithrt dank der Kettenregel zu

oy =™
olpg 72771 fiir alle o # 0. Substitution  — @ — y liefert (E.11) mit
~v:=1/pp.

3) 0Ll s(x,y) = (—=1)" 92 s(x, y) beweist die letzte Aussage. ]

E.1.3 Analytizitat

Auf Grund der folgenden Eigenschaft lassen sich asymptotisch glatte Funktion
in jeder Koordinate komplex fortsetzen.

Lemma E.1.5. Fine asymptotisch glatte Funktion ist analytisch beziiglich x
und y in {(xz,y) € B X B,x # y}.

Beweis. Seien x,y € B, x # y, fest gewiihlt. Die Funktion f(h) := s(z+h,y)

hat die Ableitungen
9% fln=o = 03 3(,y).
Die Taylor-Reihe L 0% s(x,y)h™ fiir f konvergiert, da fiir h mit

lhl
|z—

(IGNd ol
o < 1 eine konvergente Majorante existiert:

e
1

— 0% s¢(, el < Clz — he
> el < Cle—y Y lol (o) el

aeNg ' aeNg
—S S T ’y " 87
= ey () X e
n=0 Y |aj=n
oo h n
< CC’dxy|San< ’Y| | >
(E.16b) o |z —y|

Analog zeigt die Untersuchung von »(xz,y + h), dass > analytisch in y ist. m
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E.2 Asymptotische Glattheit weiterer Funktionen

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Glattheit einer univariaten
Funktion f(¢) auf die asymptotische Glattheit von F'(z,y) := f(|Jz —y|) fiir
den multivariaten Fall z,y € R? iibertragen.

Sei f auf X\{0} C R definiert, wobei X eine Umgebung von null enthalte:

X D (—dy,dy) fiir ein dy > 0. (E.12a)

Bei = 0 darf f eine Singularitdt besitzen. Da die univariate Funktion f
Anlass zur Funktion »(z,y) := f(x — y) gibt, heifle f asymptotisch glatt,
wenn s die Bedingungen aus Definition 4.2.5 erfiillt. Ubertragen auf f lauten
diese Bedingungen:

‘ (i) f(t)’ w0 firte X\{0}, vEN,  (E.12b)
mit einem s € R und

Cas(V) = C P Y (v eN) (E.12¢)

gilt, wobei C, p, vy geeignete Konstanten sind.
Indem das Argument ¢ durch die Euklidische Norm |z — y| mit z,y € R?
ersetzt wird, erhélt man die Funktion

F(z,y) = f(lz —yl), (E.13)
deren asymptotische Glattheit im folgenden Satz festgestellt wird.

Satz E.2.1. Die Funktion f sei asymptotisch glatt im Sinne von (E.12a-c).
Dann ist F aus (E.13) asymptotisch glatt. Genauer gilt: Fir alle 4 > 1 gibt
ein Cy, sodass fiir alle Richtungsableitungen gilt:

|DFF (2,y)| < C5k3" [z =y ™" (0# |2 —y| < dy).
Der Beweis benotigt das folgende Lemma.
Lemma E.2.2. Seien A, B € [-1,1] mit A>+ B> =1 und z € C mit |z| < 1.

Dann gilt
’ (A+z)2+B2—1‘ <|7].

Beweis. 1) Die komplexe Funktion f(2) —W hat wegen
A% + B? =1 eine hebbare Singularitit bei z = 0 und ist somit in |z] < 1
holomorph. Das Maximum von |f(z)| muss auf dem Rand |z| = 1 angenom-
men werden. Dort hat z die Darstellung z = ¢ + is mit ¢ + s> = 1. Der
Radikand lésst sich hierfiir faktorisieren als
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(At c+is)> +B>=2(A+c)(c+is).

Wir unterscheiden nun die Falle A+¢>0und A+ ¢ <0.
2a) Sei A + ¢ > 0. Die Wurzel lautet

(A+z)2+32=\/r—i-(3(\/ 62+82+c+i\/\/02+52—c>
=VA+c(Vi+c+ivi—c),

sodass | f(z)|” iibereinstimmt mit

(\/A+c\/1+c—1)2+(AJrc)(l—c):2(A+c)—2\/A+c\/c+1+1.

Die Ableitung der rechten Seite nach ¢ ist 2— YAXe — Vel < () Das Maximum

c+1 VA+c
wird beim kleinsten ¢, das ist ¢ = —A, angenommen. Dort ist |f(z)]> = 1.

2b) Sei nun A + ¢ < 0. Es ergibt sich analog, dass
f) =2(-A—c)+2V—A—c/T—c+1.

Die Ableitung nach c ist A A 2<0 Das Maximum wird beim

groften ¢, das ist ¢ = — A, angenommen. Dort ist wieder |f(z)|* = 1.
3) Insgesamt folgt |f(z)| < 1in |z| <1, was die Behauptung beweist. m

Beweis von Satz E.2.1. Da |-| gegen Euklidische Bewegungen invariant ist,
kann das Koordinatensystem 0.B.d.A. so gedreht werden, dass die Richtungs-
ableitung mit ﬁ iibereinstimmt. Ableitungen (beziiglich 1) von F(-,y) bei
x = a* stimmen mit den Ableitungen (beziiglich x;) von F(-,y — «*) bei
x = 0 iiberein. Daher reicht es, Ableitungen d‘f,l,F(~,y) beix =0 und y # 0
zu untersuchen.

Zu y € R? definieren wir

d
pi= |y| = ,/y% + 52 mit = m (E.14)

Wir halten y fest, wobei wir 0.B.d.A. y; > 0 annehmen, und untersuchen die
Funktion

p(z) = f( (Zy1)2+52)

als komplexe Funktion des Arguments z € C in einer Umgebung von null. Dies
ist moglich, da f nach Lemma E.1.5 eine holomorphe Fortsetzung besitzt. Ge-
nauer ist f holomorph im komplexen offenen Kreis K, /- (t) um ¢t € X\{0} C R
mit Radius ¢/7.

Wir suchen nun einen Kreis Kr(0) um null mit Radius R > 0, so-
dass ¢ holomorph in Kgr(0) ist. Offenbar ist R < p mit p aus (E.14),

da y/(z —y1)* + 62 Singularititen bei z = y; + id besitzt. Wir wihlen
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R = min{p, p/~} und untersuchen ¢ in der Umgebung von p. Die Differenz
\/ (g1 + 2)? + 62 — p schreibt sich als

(V2 ()

Anwendung von Lemma E.2.2 auf den Klammerausdruck liefert

‘\/(yl +2)> 62— p‘ <l|z|  fiir |2 < p. (E.15)

Insbesondere folgt fiir r < R, dass fiir alle £ € K,.(p) mit p = |y| gilt:

£ (lyl+€)] ) (p ZCVP’Y pV o NEl

(E. 12b <),

ZV” (vr/p)"

Wegen vr < vR < p ist die letzte Reihe konvergent, wobei der Wert von r
abhiingig ist. Dies liefert die Ungleichung

\E\<r<p

If(Jz—y))| <C'p~° fiir alle 2 € C x R¥™! mit | |z —y| — |y|| < r.

Fiir |21] = r < R < p zeigt (E.15), dass ||z —y| — |y|| < r erfiillt ist.
Mit dem Cauchy—Integral folgt die Darstellung der mehrfachen Ableitungen

k
(621) F(z,y) = 27” flwl\—r f(g‘c”ffﬁ’l)dxl und somit die Abschitzung

‘DkF (z,9)] < C'p~Sklr=* mit p = |z — y|

Fiir jedes 4 > 1 kann r = p/4 gewihlt werden: ‘DkF(ac,y)’ <
Cs kA |z — y| 7%, was den Satz beweist. ]

E.3 Allgemeine Eigenschaften asymptotisch glatter
Funktionen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass 1) die Abschétzungen (4.16a,b) ent-
sprechende fiir Richtungsableitungen produzieren (Satz E.3.3), 2) holomorphe
Funktionen und Summen asymptotisch glatter Funktionen asymptotisch glatt
sind, wenn B beschriinkt ist (§E.3.3), 3) Produkte asymptotisch glatter Funk-
tionen asymptotisch glatt sind (Satz E.3.6) und dies 4) auch auf Faltungs-
produkte zutrifft (Satz E.3.7).
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E.3.1 Hilfsabschitzungen
Zunichst untersuchen wir die Funktion

pam(@) = > 2 (d€N, meNy, zeR? (E.16a)

|lv|=m
und ihre Abschitzung durch

[eam(@)| < Cala™ (€ R?). (E.16b)

Lemma E.3.1. Die Abschitzung (E.16b) gilt mit Cq = (%)d_l. Asymp-
totisch gilt

d—1 1
[ Pam(z)| < (1 +5—+ O(W)> 2™ fiir m — oo, (E.16¢)
wobei das mazimierende Argument x* = (x1,xa,...,24) (nach geeigneter Per-
mutation der Komponenten x;) die Gestalt 1 = 1 — &1 + O(:) und
Tog = ... = Tq = % + (9(#) besitzt. Die beste Schranke Cy lautet fiir
die wichtigsten Dimensionen C; = 1, Cy = % (angenommen fir m = 2,

1 =29 =1/v2) und C3 = 1.97692 (nach numerischer Uberpriifung ange-
nommen fir m =2, x; = 0.45541, xo = x3 = 0.62952).

Beweis. 1) Die Zahl der v € NZ mit |v| < m ist (m;d) (vgl. (4.11)). Die
Differenz liefert ("}%) — ("{71) = (™41 also

d
#{veNd:|v|=m) = (mtz_l). (E.16d)
Die Funktion g () = ZM:m x¥ besitzt daher fiir das Argument x mit
T =29 =...=xq =& den Wert pgm,(r) = (mtff_l)fm. Man beachte, dass
©d,m(x) symmetrisch in x ist, d.h. fiir Permutationen & = ($ﬂ(1), ce xﬂ(d))
der Argumente gilt ©g m (2) = @a.m ().
Zu z € R? sei ot als der Vektor (|z])’_, definiert. Da |z| = [z*| und

|0d.m ()] < @am(zT), brauchen wir bei der Maximierung nur Komponenten
x; > 0 zuzulassen. Im Weiteren verwenden wir Induktion iiber d.

2) Der Fall d = 1 ist trivial. Fiir d = 2 ist o, (2) = > or,2f2h' ™", Bis
m < 4 wird das Maximum M, ,,, := max{po,(x) : |z| = 1} bel 2] = 23 =
1/4/2 angenommen und betriigt (m +1)27™/2 < 3/2. Ab m > 5 wird das
Maximum bei 2} = —L= + O(-15) und z3 = \/1 — x}? erreicht und betréigt
My =14 227+ O(z3?) < 1.1513 < 3/2.

3) d — 1+ d: Der Vektor z = 2" wird als (z1,2") mit 2/ = (z2,...,24)

geschrieben. Die Induktionsannahme o1 ,,,—¢(2") < (%)d_2 |2/|™ " liefert
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Z " = Z ()" Z (x/)y, = ngwd—l,m—é(x/) (E.16¢)
=0

|v|=m v1=0 [V |=m—v1
3 d—2 m W d—2
<(3) TeAwr=(3) nw

mit y = (21, ]2'|) (man beachte, dass |y| = |z]). Die Abschétzung 2 m(y) <
3y|™ = 2 |z|™ nach Teil 2) liefert die Behauptung.

4) Macht man den allgemeinen Ansatz £ = K/m und
d—
2m?
soist (r1)" =1 CLIK? 4+ O(-L) ~ 1 und (21)" ' = (21)" + O(5) ~ 1.
Die Summe in (E.16e) lautet

ry=y/1-(d—1)&2=1- +O($),

Pam(@) = (21)" pa-1,0(@) + (@) pa-11(2’) + O(|2']P)
= (20)™ + (@)™ a1 (2') + O(2]?).

Wegen [2/|> = 1 — 23 = (d—1)¢* < 1 sind die angeschriebenen zwei
Terme die fiihrenden. Der erste ist unabhingig von z’; der zweite wird fiir
To = ... = xq = { maximal: gq_11(§,...,§) = (d—1)§ (vgl. Teil 1)). Fiir
diese z; folgt pam(z) = (1— $LK?) (14 (d—1) &) + O(-L). Das Maxi-
mum 1+ & L+ O(:13) ergibt sich fiir K = 1. ]

2m

/|2

Ubung E.3.2. s sei asymptotisch glatt in B. Transformiert man die Varia-
blen x,y € B mit einer orthogonalen Transformation & = Tz, § = Ty, so ist
auch (2,9) := »(T~ 12, T~1§) asymptotisch glatt in TB.

E.3.2 Abschitzung fiir Richtungsableitungen

In der Definition 4.2.5 wurde die Eigenschaft der asymptotischen Glattheit
mit Hilfe der Schranken fiir |6§‘35%(x,y)| charakterisiert. Wir zeigen nun,
dass die Abschétzungen (4.16e), (4.16f) fur die Richtungsableitungen hieraus
folgen.

Satz E.3.3. Die Ungleichung (4.16a,b) gelte mit den Konstanten s,C,r,~.
Dann gilt die Abschitzung | DY, »(x,y)| < C'plp” AP e —y| 7P aus (4.16¢)
fiir die Richtungsableitung mit den Konstanten s’ = s, C' = CCy, 1’ = r,
v =7, wobei der zusditzliche Faktor Cyq aus (E.16b) stammdt.

Beweis. Seien z,y € B, x # vy, fest gewdhlt. Gemifl Beweis zu Lemma E.1.5
hat f(h) := s(x + h,y) die Taylor-Reihe ZaeNg ah® mit aq = 20%3¢(x,y).
Wir substituieren A durch th mit |h| = 1 und erhalten

»(x + th,y) Zbktk mit by, = Z a,h”.
lv|=k
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Die Richtungsableitung Dﬁyz%(x,y) lautet plb, und kann wegen |h| = 1 wie
in Lemma E.1.5 durch

byl <pt Y O laf” 4ole —y| =107 ne

la|=p
= pICp" APlz —y[ P70 Y B < pLCCap AP —y| 71
le|=p
abgeschétzt werden. [

Man beachte aber, dass die direkte Bestimmung der Schranke fiir
Dy s(z,y) gemiB Satz E.1.1 eine schiirfere Asymptotik liefert als die

Ubertragung des Resultates von Satz E.1.4.

E.3.3 Aussagen fiir beschrinkte Gebiete

Auf einem beschrinkten Gebiet B gilt | — y| < Kp fiir alle 2,y € B. Dies
erlaubt die folgenden Aussagen.

Anmerkung E.3.4. Sei B C C, wobei C C R? abgeschlossen ist. Funktionen
»(x,y), die beziiglich jeder Variablen z; und y; in C' holomorph sind, sind
asymptotisch glatt in B.

Beweis. Sei p := dist(B,9C) > 0. Fiir feste x,y € B erlaubt s(z + h,y + k)
die Potenzentwicklung Y, ;aq gh®k? und muss fiir Ih)* + k> < p? kon-
vergieren. Damit gilt |a, 5| < CH*HAl fiir v > 1/p. Entsprechend gilt die
Abschiitzung (4.16a) mit c.s(a + 3) = a!B1Cyl*+Al. Die Multiplikation mit
1 = |z —y|leHB8l|g —y|~lel=181 < K§‘+|Bl|x—y|_|a|_|ﬁ| zeigt die Ungleichung

cas(a + B) < a1 tBl|g — y|~lel =18l
mit ' = yKp, sodass » asymptotisch glatt ist. -

Anmerkung E.3.5. Die Summe von zwei auf B asymptotisch glatten Funktio-
nen ist wieder asymptotisch glatt.

Beweis. Gilt (4.16a) mit einer Konstanten s, so auch mit s’ > s und anderer
Konstante, da |z —y|™* = |z —y| ¥ |z — y|* 5 < K§75|x — y|=%". Sind also
zwei asymptotisch glatte Funktionen s, ¢ mit Konstanten s,, und s, gegeben,
so gelten entsprechende Abschitzungen mit gemeinsamem s := max(s,,, Sy ).
Geht man nun auch beziiglich der anderen Konstanten r,v zum Maximum
bzw. bei C' zur Summe iiber, erhilt man die Ungleichung (4.16a,b) fiir die
Summe s + o. [

Man beachte, dass die analogen Aussagen auf unbeschrinkten Gebieten B
falsch sind.
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E.3.4 Produkte asymptotisch glatter Funktionen

Die folgenden Aussagen gelten fiir beliebige Gebiete B.

Satz E.3.6. a) Ist s asymptotisch glatt in B, so auch jedes Vielfache s
A eR).
b) Sind s und o asymptotisch glatt in B, so auch das Produkt s - o.

Beweis. Da Teil a) trivial ist, folgt der Beweis zu b). Wir beschrénken uns
aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf den Nachweis der Abschiitzung (4.16¢)
fir das Produkt x := s - 0. Die Koeflizienten in s(x + h,y) = > aoh® und
o(z+ hy) = >, bah® sind ay = L0%5¢(x,y) bzw. by = 40%0(z,y) und
geniigen daher den Abschéitzungen

lao| < Cu laf™ Al @ —y|7101=5= by < Cy o™ Al @ — y| o0

Das Produkt x(z + h,y) hat damit die Entwicklung > coh® mit ¢, =
>0 <a<y @aby—qo. Einsetzen der vorigen Ungleichungen liefert

el < S0 O fal™ ALz —y 10 Oy o — a7 Aoz | el

0<a<v

Mit C := C,.Cyp, v := max{v,., Vo }, I := T + T4, § := S, + S, erhélt man die
grobe Abschiitzung |c,| < C |v|" 4| |z —y| 1= > 0<a<p 1. Die letzte Summe
ist Hle (vi+1) < (%I +1)?. Mit einer entsprechenden Anderung von C und
r erhilt man |c,| < C|v|" "Iz — y|7"I1=*. Da co = 502x(z,y), ist (4.16¢)
fiir das Produkt x nachgewiesen. [

Auf Grund von Satz E.3.6 bilden die asymptotisch glatten Funktionen eine
multiplikative Gruppe. Nimmt man das Resultat aus §E.3.3 hinzu, entsteht
fiir beschrinktes B sogar ein Ring.

Waéhrend sich Satz E.3.6 auf das punktweise Produkt von s und o
bezieht, folgt nun ein Faltungsprodukt, das dem Produkt der entsprechenden
Integraloperatoren entspricht Sind die Operatoren K und L durch

= [z y)dy und ( = [zo y)dy definiert, so
gehort zu M = K L der Kern

x(@,2) = /B w2, 9o (y 2)dy. (E17)

Fiir asymptotisch glatte Kerne s und o soll untersucht werden, ob auch x
asymptotisch glatt ist. Ohne weitere Voraussetzungen ist dies nicht moglich,
da die Ableitung 0% x offenbar nicht als fB 0%x(x,y)o(y, z)dy geschrieben
werden darf, weil fiir hinreichend grofies o die Singularitdt bei z = y nicht
mehr integrierbar ist. Wir nehmen deshalb an, dass s» und ¢ nur von der
Differenz ihrer Argumente abhéngen:

#(r,y) = (e —vy), oy, 2)=o1(y—2)
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Unter dieser Voraussetzung gilt
0 wr,y) = (1) O (ey), 0%0(y.2) = (-1)" 9oy, 2).  (B18)

Um den Beweis zu vereinfachen®, nehmen wir B = R? an. Damit das
Integral (E.17) iiber R? existiert, sind Bedingungen an s,, und s, notwendig,
die bei beschriinktem B entfallen konnten?.

Satz E.3.7. Seien » und o asymptotisch glatt in B = R? mit s,, + s, > d.
Es gelte (E.18). Dann ist auch der Kern x aus (E.17) asymptotisch glatt.

Beweis. 1) x # z € B seien fest gewihlt. Das Koordinatensystem wird ver-
schoben, sodass (x + z) /2 der Ursprung wird, und anschliefilend so gedreht,
dass

z=(—¢,0,...,0)" und z = (£,0,...,0) mit 2 = |z — z]. (E.19)

Wegen Ubung E.3.2 kénnen wir 0.B.d.A. (E.19) annehmen.

2) Wir fithren neue Koordinaten x = e, y = ¢, 2 = €2 ein und definieren
3(2,9) = x(ex,e2), 6(7, 2) = o(ep,e2), X(&, 2) := e~ 9x(et,2). Der letzte
Faktor ¢~¢ ergibt sich wegen der Substitution y = &7 in (E.17), denn es soll
wieder

W2 = [ @.0)6(. 205 (.20)
R
gelten. Die asymptotische Glattheit von s iibersetzt auf 5 lautet

0200 52, g)‘ < Croalylo 18l g gl lel=1Bl=sx —s. (E.21)

In Teil 4) werden wir zeigen, dass Y partielle Ableitungen 8585 X nach &
und # besitzt, die durch O (a!plyl@lF18le=s==57) beschréinkt sind. Nach der
Kettenregel folgt hieraus, dass

929 =0 (a!ﬁ!fy|a\+\ﬁ|5d—\al—\ﬁl—s%—sa)
= 0 (a1t (27)/"HH17) |g — o|ilel=lFlmexms)
und damit x asymptotisch glatt ist.

3) Wir spalten B =R? in B_ := {2 € R?: 2; <0} und By := {§ € R¢:
21 > 0} auf. Entsprechend ist ¥ = x— + X+, wobei

% Bei beschrianktem B tritt in (E.23) ein zusitzliches Randintegral auf.
4 Eventuell gelten die Abschitzungen der asymptotischen Glattheit dann nur fiir
Ableitungen einer geniigend hohen Ordnung.
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Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns auf die Untersuchung von y_ be-
schrinken. Der Ableitungsoperator 6? kann mit | p_ vertauscht werden, da
die Singularitat von ¢ bei

e:=(1,0,...,0)" (E.22)

auBerhalb von B_ liegt. Fiir Ableitungen 0% mit oy = 0 nutzen wir die Dar-
stellung

083 (3,2) = / (@, 9)026(5. 245 (on =0),

die formal aus

/ 05 (8,0)005. )i = (~1) |00, 0)6(0,2)9

part. Tnt. /B (2,9)956(9, 2)dy

folgt (fiir den richtigen Beweis verwende man Differenzenquotienten und gehe
zum Grenzwert iiber). Zusammen erhalten wir

agafg,(:m):/ 5(2,9)05056(5,2)dy  (ar =0).

Bei Ableitungen nach & tritt bei der partiellen Integration ein Randterm auf:

9510200 (&, 2) = / s(@,9)051 050267, 2)dg (E.23)

a11

—Z/a”M ) 001192926 (3, 2)dy

Dabei ist I' = 0B1 = {§ € R? : §; = 0} und mit ¢ wird (9o,...,9q)
abgekiirzt. Der Multiindex a ist (0, aa, . . ., ag), da die a;-Komponente separat
behandelt wird.

4) Die Abschiitzung von (%, §) lautet C,, |& — | °= e =%+ (vgl. (E.21)); fiir
92192976 (j, %) erhiilt man entsprechend Cyal @il 17 |g—z| 11711750 oo

wobel hier a = (al,ag, .., ) einschlieBlich «; verwendet wird. Damit ist
der Integrand von [, 3¢ )80‘16365 (9, 2)dg durch
C,.Coal By H 1Bl g =250 |5 )75 | — |—|a|—lﬁl—sa

beschréankt. Nimmt man die g-unabhéngigen Faktoren heraus, bleibt

/ 19+ | |g —¢| T g (E.24)

abzuschéitzen, wobei & und Z mittels e aus (E.22) ausgedriickt sind.
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Wir zerlegen B_ in B;UB,;UB3, wobei
By:={geB_:|jy|>2}, By:={ge€B_:|j <1}, Bs:=B_\(B1UBs).

In By gilt |§+e| = |g] = |y —e|, d.h. der Quotient von je zwei dieser Aus-
driicke ist gleichmifBig beschrinkt in B;. Damit kann (E.24) bis auf einen
Faktor K~leI=18=s-=ss durch [, \Qr‘o‘l*‘mfs"*s” dy abgeschitzt werden.
Fiir das letzte Integral verwende man Polarkoordinaten:

o0
const - / pd=lpmlal=lBl=sx=s0 qp < const’  fiir alle a, 3,
2

da d — s,, — s, < 0 vorausgesetzt war.
In By wird |g —¢| > W verwendet:

[ ta e g = el g

B2

< glal+[l+s, / G+ e (1 + |5+ e) 1719175 g,
B2
Polarkoordinaten mit —e als Zentrum fiihren auf
1
const - / rd=lp=s< (1 4 r)_lal_lﬁl_s“ dr = const’.
0

In Bs gilt schlielich |§ + e| ~ |§ — e| = 1.
Das Integral iber I" wird mit |§+e| =~ |§ —e| &~ 1 + |§| behandelt und
liefert nach Einfiihrung der Polarkoordinaten die Schranke

oo
const - K17lol=1Bl=sx =50 / rd=2 (1 + T)l—la\—\ﬁ\—s%—sn dr
0

— O(Kl—la\—\ﬂ\—su—so).

lflﬂme_s"_s" erhalt man

Zusammen mit den Vorfaktoren C,.C, a!!~y
9200 %(2,2)| < Cal BrAlelHIBl g=sx=so mit neuem C

und 7. [

daher die Ungleichung




Literaturverzeichnis

10.

11.

12.

13.

14.

. Aksoylu, B., Graham, I. G., Klie, H., Scheichl, R.: Towards a rigorously justified

algebraic preconditioner for high-contrast diffusion problems. Comput. Visual.
Sci., 11, 319-331 (2008)

Amini, S., Profit, A. T. J.: Analysis of a diagonal form of the fast multipole
algorithm for scattering theory. BIT, 39, 585-602 (1999)

Banjai, L., Hackbusch, W.: H- and H?-matrices for low and high frequency
Helmholtz equation. IMA J. Numer. Anal., 28, 46-79 (2008)

Bartels, R. H., Stewart, G. W.: Solution of the matriz equation AX+XB = C.
Comm. ACM, 15, 820-826 (1972)

Baur, U.: Control-oriented model reduction for parabolic systems. Dissertation,
Technische Universitét, Berlin (2008)

Bebendorf, M.: Effiziente numerische Lésung von Randintegralgleichungen
unter Verwendung von Niedrigrang-Matrizen. Dissertation, Universitdt des
Saarlandes, Saarbriicken (2000)

Bebendorf, M.: A note on the Poincaré inequality for convex domains. J. Anal.
Appl., 22, 751-756 (2003)

Bebendorf, M.: Efficient inversion of the Galerkin matriz of general second
order elliptic operators with non-smooth coefficients. Math. Comp., 74, 1179-
1199 (2005)

Bebendorf, M.: Why approxzimate LU decompositions of finite element discreti-
zations of elliptic operators can be computed with almost linear complexity.
SIAM J. Numer. Anal., 45, 1472-1494 (2007)

Bebendorf, M.: Hierarchical matrices - a mean to efficiently solve elliptic boun-
dary value problems. Habilitationsarbeit, Universitit Leipzig (2007)
Bebendorf, M.: Hierarchical matrices. Lect. Notes Comput. Sci. Eng. 63,
Springer-Verlag, Berlin (2008)

Bebendorf, M., Hackbusch, W.: Ezistence of H-matrix approximants to the
inverse FE-matriz of elliptic operators with L°°-coefficients. Numer. Math.,
95, 1-28 (2003)

Bebendorf, M., Hackbusch, W.: Stabilised rounded addition of hierarchical
matrices. Numer. Lin. Alg., 14, 407-423 (2007)

Bebendorf, M., Kriemann, R.: Fast parallel solution of boundary element sys-
tems. Comput. Visual. Sci., 8, 121-135 (2005)



436

15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.

5 Die mit * eingeleiteten Zeilen

Literaturverzeichnis

Bebendorf, M., Rjasanow, S.: Adaptive low-rank approrimation of collocation
matrices. Computing, 70, 1-24 (2003)

- Bendoraityte, J., siche Bérm [22]°

Benoit: Note sur une méthode de résolution des équations normales provenant
de Uapplication de la méthode des moindres carrés a un systeme d’équations
linéaires en mnombre inférieur o celui des inconnues (procédé du commandant
Cholesky). Bulletin géodésique, 7, 67-77 (1924)

Borm, S.: H2-matrices — multilevel methods for the approzimation of integral
operators. Comput. Visual. Sci., 7, 173-181 (2004)

Borm, S.: H%-matrices — an efficient tool for the treatment of dense matrices.
Habilitationsarbeit, Universitéit zu Kiel (2006)

Boérm, S.: ‘H%-matriz arithmetics in linear complexity. Computing, 77, 1-28
(2006)

Boérm, S.: Data-sparse approzimation of non-local operators by H>-matrices.
Lin. Alg. Appl., 422, 380-403 (2007)

Borm, S.: Adaptive variable-rank approximation of general dense matrices.
SIAM J. Sci. Comput. 30, 148-168 (2007)

- Bérm, S., siehe Hackbusch [79], Melenk [115]

Bérm, S., Bendoraityte, J.: Distributed H>-matrices for non-local operators.
Comput. Visual. Sci., 11, 237-249 (2008)

Borm, S., Garcke, J.: Approzimating Gaussian processes with H>-matrices.
In Fiirnkranz, J. et al. (Hrsg.) Machine Learning ECML 2007, Seiten 42-53,
Springer, Berlin (2007)

Borm, S., Grasedyck, L.: Low-rank approzimation of integral operators by inter-
polation. Computing, 72, 325-332 (2004)

Borm, S., Grasedyck, L.: Hybrid cross approximation of integral operators.
Numer. Math., 101, 221-249 (2005)

Borm, S., Grasedyck, L., Hackbusch, W.: Hierarchical matrices. Lecture
Notes 21, Max-Planck-Institut fiir Mathematik, Leipzig (2003) (erneuert Mérz
2008, siehe http://www.mis.mpg.de/publications/other-series/In/lecturenote-
2103.html)

Borm, S., Grasedyck, L., Hackbusch, W.: Introduction to hierarchical matrices
with applications. Eng. Anal. Boundary Elements, 27, 405-422 (2003)

Borm, S., Lohndorf, M., Melenk, J. M.: Approzimation of integral operators by
variable-order interpolation. Numer. Math., 99, 605-643 (2005)

Braess, D.: Nonlinear approzimation theory. Springer-Verlag, Berlin (1986)
Braess, D.: Finite Elemente. Vierte Auflage, Springer-Verlag, Berlin (2007)
Braess, D., Hackbusch, W.: Approzimation of 1/x by exponential sums in
[1,00). IMA J. Numer. Anal., 25, 685-697 (2005)

Carvajal, O. A.: A hybrid symbolic-numeric method for multiple integra-
tion based on tensor-product series approximations. PhD-Arbeit, University
of Waterloo, Kanada (2004)

Chapman, F. W.: Generalized orthogonal series for natural tensor product
interpolation. PhD-Arbeit, University of Waterloo, Kanada (2003)

Dahmen, W., Faermann, B., Graham, I. G., Hackbusch, W., Sauter, S. A.:
Inverse inequalities on non-quasiuniform meshes and applications to the mortar
element method. Math. Comp., 73, 1107-1138 (2004)

“- Namel, siehe Name2 [r]” verweisen auf die

Arbeit [z] mit Erstautor Name2 und Mitautor Namel.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Literaturverzeichnis 437

Dahmen, W., Prossdorf, S., Schneider, R.: Wawvelet approximation methods
for pseudodifferential equations II: Matriz compression and fast solution. Adv.
Comput. Math., 1, 259-335 (1993)

DeVore, R. A., Lorentz, G. G.: Constructive approzimation. Springer-Verlag,
Berlin (1993)

Djoki¢, J.: Efficient update of hierarchical matrices in the case of adaptive
discretisation schemes. Dissertation, Universitit Leipzig (2006)

Dolzmann, G., Miiller, S.: Estimates for Green’s matrices of elliptic of systems
by LP theory. Manuscripta Math., 88, 261-273 (1995)

Eibner, T., Melenk, J. M.: A local error analysis of the boundary concentrated
hp-FEM. IMA j. Numer. Anal., 27, 752-778 (2007)

Espig, M.: Approximation mit Elementartensorsummen. Dissertation, Univer-
sitéit Leipzig (2008)

Espig, M., Hackbusch, W.: On the robustness of elliptic resolvents computed
by means of the technique of hierarchical matrices. Appl. Numer. Math., 58,
1844-1851 (2008)

- Faermann, B., siehe Dahmen [34]

- Garcke, J., siehe Borm [23]

Gavrilyuk, 1. P.: Strongly P-positive operators and explicit representation of
the solutions of initial value problems for second order differential equations in
Banach space. J. Math. Anal. Appl., 236, 327-349 (1999)

Gavrilyuk, I. P., Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: H-Matrixz approzimation
for the operator exponential with applications. Numer. Math., 92, 83-111 (2002)
Gavrilyuk, I. P., Hackbusch, W., Khoromskij, B.N.: Data-sparse approzimation
to a class of operator-valued functions. Math. Comp., 74, 681-708 (2005)
George, A.: Nested dissection of a reqular finite element mesh. SIAM J. Numer.
Anal., 10, 345-363 (1973)

- Golub, G. H., siehe Vandebril [132]

Golub, G. H., Van Loan, C. F.: Matriz computations. Johns Hopkins University
Press, Baltimore (1996)

Goreinov, S. A., Tyrtyshnikov, E. E., Zamarashkin, N. L.: A theory of pseudo-
skeleton approzimations. Lin. Alg. Appl., 26, 1-22 (1997)

Goreinov, S. A., Tyrtyshnikov, E. E.: The mazimal-volume concept in approxi-
mation by low-rank matrices. Contemporary Mathematics, 280, 47-51 (2001)
- Graham, I. G., siche Aksoylu [1], Dahmen [34]

Graham, I. G., Grasedyck, L., Hackbusch, W., Sauter, S. A.: Optimal panel-
clustering in the presence of anisotropic mesh refinement. STAM J. Num. Anal.,
46, 517-543 (2008)

Grasedyck, L.: Theorie und Anwendungen Hierarchischer Matrizen. Disserta-
tion, Universitét zu Kiel (2001)

Grasedyck, L.: Existence of a low rank or H-matriz approximant to the solution
of a Sylvester equation. Num. Lin. Alg. Appl., 11, 371-389 (2004)

Grasedyck, L.: Existence and computation of low Kronecker-rank approrima-
tions for large linear systems of tensor product structure. Computing, 72, 247-
265 (2004)

Grasedyck, L.: Adaptive recompression of H-matrices for BEM. Computing,
74, 205-223 (2005)



438

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Literaturverzeichnis

Grasedyck, L.: Nonlinear multigrid for the solution of large-scale Riccati equa-
tions in low-rank and H-matriz format. Numer. Lin. Alg. Appl., 15, 779-807
(2008)

- Grasedyck, L., siehe Borm [26, 27], Graham [49]

Grasedyck, L., Hackbusch, W.: Construction and arithmetics of H-matrices.
Preprint 103, Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Naturwissen-
schaften, Leipzig (2002)

Grasedyck, L., Hackbusch, W.: Construction and arithmetics of H-matrices.
Computing, 70, 295-334 (2003)

Grasedyck, L., Hackbusch, W.: A multigrid methode to solve large scale Syl-
vester equations. STAM J. Matrix Anal. Appl., 29, 870-894 (2007)

Grasedyck, L., Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: Solution of large scale alge-
braic matriz Riccati equations by use of hierarchical matrices. Computing, 70,
121-165 (2003)

Grasedyck, L., Hackbusch, W., Kriemann, R.: Performance of H-LU precondi-
tioning for sparse matrices. Comput. Meth. Appl. Math., erscheint demnéchst
Grasedyck, L., Kriemann, R., Le Borne, S.: Parallel black box domain decom-
position based H-LU preconditioning. Preprint 115, Max-Planck-Institut fiir
Mathematik in den Naturwissenschaften, Leipzig (2005)

Grasedyck, L., Kriemann, R., Le Borne, S.: Domain decomposition based H-LU
preconditioners. In: Widlund, O.B., Keyes, D.E. (Hrsg.) Domain Decomposi-
tion Methods in Science and Engineering XVI. Lect. Notes in Computational
Science and Engineering 55, Springer-Verlag, Berlin (2006), Seiten 661-668
Grasedyck, L., Kriemann, R., Le Borne, S.: Parallel black box H-LU precondi-
tioning for elliptic boundary value problems. Comput. Visual. Sci., 11, 273-291
(2008)

Grasedyck, L., Le Borne, S.: H-matriz preconditioners in convection-dominated
problems. SIAM J. Matrix Anal., 27, 1172-1183 (2006)

Greub, W.H.: Multilinear algebra. Zweite Auflage, Springer-Verlag, New York
(1978)

Griiter, M., Widman, K.-O.: The Green function for uniformly elliptic equa-
tions. Manuscripta Math., 37, 303-342 (1982)

Hackbusch, W.: [terative Lisung grofSer schwachbesetzter Gleichungssysteme.
Zweite Auflage, Teubner-Verlag, Stuttgart (1993)

Hackbusch, W.: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen.
Zweite Auflage, Teubner-Verlag, Stuttgart (1996). Dritte Auflage, Lec-
ture Notes 28/2005, Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Natur-
wissenschaften, Leipzig (2005) - http://www.mis.mpg.de/publications/other-
series/In/lecturenote-2805.html

Hackbusch, W.: Integralgleichungen. Theorie und Numerik. Zweite Auflage,
Teubner-Verlag, Stuttgart (1997)

Hackbusch, W.: A sparse matriz arithmetic based on H-matrices. Part I: Intro-
duction to H-matrices. Computing, 62, 89-108 (1999)

Hackbusch, W.: Direct domain decomposition using the hierarchical matriz
technique. In: Herrera, 1., Keyes, D.E., Widlund, O.B., Yates, R. (Hrsg.)
Domain decomposition methods in science and engineering. Fourteenth inter-
national conference on domain decomposition methods, Seiten 39-50. National
Autonomous University of Mexico, Mexico City (2003)



71.

72.

73.

4.

75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Literaturverzeichnis 439

Hackbusch, W.: Der Stabilitdtsbegriff in der Numerik. Lecture Notes 20, Max-
Planck-Institut fiir Mathematik in den Naturwissenschaften, Leipzig, 2003 -
http://www.mis.mpg.de/publications/other-series/In/lecturenote-2003.html
Hackbusch, W.: Multi-grid methods. Zweite Auflage, Springer-Verlag, Heidel-
berg (2004)

Hackbusch, W.: Entwicklungen nach Ezponentialsummen. Technischer Re-
port 4, Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Naturwissenschaften,
Leipzig (2005) - http://www.mis.mpg.de/publications/other-series/tr/report-
0405.html

Hackbusch, W.: On the efficient evaluation of coalescence integrals in popu-
lation balance models. Computing, 78, 145-159 (2006)

Hackbusch, W.: Approzimation of coalescence integrals in population balance
models with local mass conservation. Numer. Math., 106, 627-657 (2007)
Hackbusch, W.: Convolution of hp-functions on locally refined grids. IMA J.
Numer. Math. (elektronisch erschienen)

Hackbusch, W.: Efficient convolution with the Newton potential in d dimen-
stons. Numer. Math., 110, 449-489 (2008)

- Hackbusch, W., siehe Banjai [3], Bebendorf [12, 13], Bérm [26, 27|, Braess
[31], Dahmen [34], Espig [41], Gavrilyuk [43, 44], Graham [49], Grasedyck [55,
56, 57, 58, 59]

Hackbusch, W., Bérm, S.: H?-matriz approzimation of integral operators by
interpolation. Appl. Numer. Math., 43, 129-143 (2002)

Hackbusch, W., Bérm, S.: Data-sparse approzimation by adaptive H?-matrices.
Computing, 69, 1-35 (2002)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: A sparse H-matriz arithmetic. Part II:
Application to multi-dimensional problems. Computing, 64, 21-47 (2000)
Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: A sparse H-matriz arithmetic: general
complexity estimates. J. Comp. Appl. Math., 125, 479-501 (2000)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: Low-rank Kronecker-product approzimation
to multi-dimensional nonlocal operators. Part I. Separable approximation of
multi-variate functions. Computing, 76, 177-202 (2006)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N.: Low-rank Kronecker-product approzimation
to multi-dimensional nonlocal operators. Part II. HKT representation of certain
operators. Computing, 76, 203-225 (2006)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N., Kriemann, R.: Hierarchical matrices based
on a weak admissibility criterion. Computing, 73, 207-243 (2004)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N., Kriemann, R.: Direct Schur complement
method by domain decomposition based on H-matrix approximation. Comput.
Visual. Sci., 8, 179-188 (2005)

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N., Sauter, S. A.: On H?-matrices. In: Bun-
gartz, H.-J., Hoppe, R.H-W., Zenger, C. (Hrsg.) Lectures on applied mathe-
matics, Springer-Verlag, Berlin (2000), Seiten 9-29

Hackbusch, W., Khoromskij, B. N., Tyrtyshnikov, E.E.: Hierarchical Kronecker
tensor-product approzimations. J. Numer. Math., 13, 119-156 (2005)
Hackbusch, W., Khoromskij, B. N., Tyrtyshnikov, E. E.: Approzimate itera-
tions for structured matrices. Numer. Math., 109, 365-383 (2008)

Hackbusch, W., Krefl, W.: A projection method for the computation of inner
eigenvalues using high degree rational operators. Computing, 81, 259-268
(2007)



440

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

Literaturverzeichnis

Hackbusch, W., Nowak, Z. P.: On the fast matrix multiplication in the boundary
element method by panel clustering. Numer. Math., 54, 463-491 (1989)
Harshman, R.: Foundation of the PARAFAC procedure: model and conditions
for an “explanatory” multi-mode factor analysis. UCLA Working Papers in
Phonetics, 16, 1-84 (1970)

Hayami, K., Sauter, S. A.: A formulation of the panel clustering method for
three dimensional elastostatics. In: Proceedings of the Annual Meeting of the
Japanese Society for Industrial and Applied Mathematics (JSIAM), 218-219
(1996)

Higham, N. J.: Functions of matrices, theory and computation. STAM, Phil-
adelphia (2008)

Hsiao, G. C., Wendland, W. L.: Boundary integral equations. Springer-Verlag,
Berlin (2008)

Kihler, U.: H?-wavelet Galerkin BEM and its application to the radiosity equa-
tion. Dissertation, Technische Universitdt Chemnitz (2007)

Kato, T.: Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag, Berlin
(1995)

Keinert, F.: Uniform approzimation to |m\ﬁ by Sinc functions. J. Appr. Theory,
66, 44-52 (1991)

Khoromskij, B.N.: On tensor approzimation of Green iterations for Kohn-Sham
equations. Comput. Visual. Sci., 11, 259-271 (2008)

- Khoromskij, B. N., siehe Gavrilyuk [43, 44], Grasedyck [58], Hackbusch [80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88]

Khoromskij, B. N., Litvinenko, A., Matthies, H. G.: Application of hierarchical
matrices for computing the Karhunen-Loéve expansion. Computing (angenom-
men)

Khoromskij, B. N., Melenk, J. M.: An efficient direct solver for the boundary
concentrated FEM in 2D. Computing, 69, 91-117 (2002)

- Klie, H., siehe Aksoylu [1]

KreB, R.: Linear Integral Equatons. Springer-Verlag, Berlin (1989)

- Kre, W., siehe Hackbusch [89]

Kriemann, R.: Implementation and usage of a thread pool based on POSIX
threads. Preprint 2, Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Naturwissen-
schaften, Leipzig (2003)

Kriemann, R.: Parallele Algorithmen fiir H-Matrizen. Dissertation, Universitéit
zu Kiel (2004)

Kriemann, R.: Parallel H-matrixz arithmetics on shared memory systems. Com-
puting, 74, 273-297 (2005)

- Kriemann, R., siehe Bebendorf [14], Grasedyck [59, 60, 61, 62], Hackbusch
[84, 85]

Lancaster, P., Rodman, L.: Algebraic Riccati equations. Clarendon Press, Ox-
ford (1995)

Langer, U., Pechstein, C.: All-floating coupled data-sparse boundary and
interface-concentrated finite element tearing and interconnecting methods.
Comput. Visual. Sci., 11, 307-317 (2008)

Le Borne, S.: H-matrices for convection-diffusion problems with constant coef-
ficients. Computing, 70, 261-274 (2003)

- Le Borne, S., siehe Grasedyck [60, 61, 62, 63]



108.

109.

110.

111.

112.

* ¥ X *

113.

114.

115.

116.

S S S

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

Literaturverzeichnis 441

Le Borne, S., Oliveira, S., Yang, F.: H-matriz preconditioners for symmetric
saddle-point systems from meshfree discretizations. Numer. Lin. Alg. Appl.,
15, 911-924 (2008)

Lintner, M.: Lésung der 2D-Wellengleichung mittels hierarchischer Matrizen.
Dissertation, Technische Universitét Miinchen (2002)

Lintner, M.: The eigenvalue problem for the 2D Laplacian in H-matriz arith-
metic and application to the heat and wave equation. Computing, 72, 293-323
(2004)

Litvinenko, A. G.: Application of hierarchical matrices for solving multiscale
problems. Dissertation, Universitéit Leipzig (2007)

- Litvinenko, A., siehe Khoromskij [99]

Lohndorf, M.: Effiziente Behandlung von Integralgleichungen mit H?-Matrizen
variabler Ordnung. Dissertation, Universitit Leipzig (2003)

- Lohndorf, M., siehe Bérm [28], Melenk [115]

- Lorentz, G. G., siehe DeVore [36]

- Mastronardi, N., siche Vandebril [132]

- Matthies, H. G., siche Khoromskij [99]

McLean, W.: Strongly elliptic systems and boundary integral equations. Cam-
bridge University Press (2000)

Meinardus, G.: Approzimation von Funktionen und ihre numerische Behand-
lung. Springer-Verlag, Berlin (1964). Englische Ubersetzung: Approzimation of
functions: theory and numerical methods. Springer-Verlag, New York (1967)

- Melenk, J. M., siche Bérm [28], Eibner [39], Khoromskij [100]

Melenk, J. M., Borm, S., Lohndorf, M.: Approzimation of integral operators by
variable-order interpolation. Numer. Math., 99, 605-643 (2005)

Moler, C., Van Loan, C. F.: Nineteen dubious ways to compute the exponential
of a matriz. SIAM Rev., 20, 801-836 (1978)

- Miiller, S., siehe Dolzmann [38]

- Nowak, Z. P., siehe Hackbusch [90]

- Oliveira, S., siehe Le Borne [108]

- Pechstein, C., siehe Langer [106]

Penzl, T.: A cyclic low rank Smith method for large sparse Lyapunov equations.
SIAM J. Sci. Comput., 21, 1401-1418 (2000)

- Profit, A. T. J., siche Amini [2]

- Prossdorf, S., siehe Dahmen [35]

Ramkrishna, D.: Population balances. Theory and applications to particulate
systems in engineering. Academic Press, San Diego (2000)

Riesz, F., Sz.-Nagy, B.: Vorlesungen iiber Funktionalanalysis. Vierte Auflage,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin (1982)

Rivlin, T. J.: The Chebyshev polynomials. Wiley-Interscience, New York (1990)
- Rjasanow, S., siche Bebendorf [15]

Roberts, J. D.: Linear model reduction and solution of the algebraic Riccati
equation by use of the sign function. Internat. J. Control, 32, 677-687 (1980)
- Rodman, L., sieche Lancaster [105]

Rokhlin, V.: Rapid solution of integral equations of classical potential theory.
J. Comput. Phys., 60, 187-207 (1985)

Rosen, J. I. G., Wang, C.: A multilevel technique for the approximate solution
of operator Lyapunov and algebraic Riccati equations. SIAM J. Numer. Anal.,
32, 514-541 (1995)



442

124.

125.

126.

127.

128.

129.

Literaturverzeichnis

Sauter, S. A.: Variable order panel clustering. Computing, 64, 223-261 (2000)
- Sauter, S. A., siehe Dahmen [34], Graham [49], Hackbusch [86], Hayami [92]
Sauter, S. A., Schwab, C.: Randintegralgleichungen. Analyse, Numerik und Im-
plementierung schneller Algorithmen. Teubner-Verlag, Stuttgart (2004)

- Scheichl, R., siche Aksoylu [1]

- Schneider, R., siche Dahmen [35]

Schreittmiller, R.: Zur Approximation der Lésungen elliptischer Systeme
partieller Differentialgleichungen mittels Finiter Elemente und H-Matrizen.
Dissertation, Technische Universitdt Miinchen (2006)

Schulz, G.: Iterative Berechnung der reziproken Matriz. ZAMM, 13, 57-59
(1933)

- Schwab, C., siehe Sauter [125]

Stenger, F.: Numerical Methods Based of Sinc and Analytic Functions.
Springer-Verlag, New York (1993)

- Stewart, G. W., siehe Bartels [4]

Stoer, J.: FEinfiihrung in die Numerische Mathematik I. Achte Auflage,
Springer-Verlag, Berlin (1999)

- Sz.-Nagy, B., siche Riesz [119]

. Tucker, L.R.: Some mathematical notes on three-mode factor analysis. Psycho-

metrika, 31, 279-311 (1966)

. Tyrtyshnikov, E. E.: Mosaic-skeleton approzimation. Calcolo, 33, 47-57 (1996)

- Tyrtyshnikov, E. E., siche Goreinov [47, 48], Hackbusch [87, 88|
- Van Barel, M., siehe Vandebril [132]

. Vandebril, R., Van Barel, M., Golub, G., Mastronardi, N.: A bibliography on

semiseparable matrices. Calcolo, 42, 249-270 (2005)
- Van Loan, C. F., siche Golub [46], Moler [116]
- Wang, C., siche Rosen [123]

. Wendland, W. L .: Asymptotic accuracy and convergence for point collocation

methods. Kapitel 9 in: Brebbia, C.A. (Hrsg.): Topics in Boundary Element
Research 2, Time-dependent and Vibration Problems. Springer-Verlag, Berlin
(1985), Seiten 230-257

- Wendland, W. L., siehe Hsiao [94]

. Werner, D.: Funktionalanalysis. Springer-Verlag, Berlin (1995)

- Widman, K.-O., siche Griiter [65]
- Yang, F., siche Le Borne [108]
- Zamarashkin, N. L., siehe Goreinov [47]

. Zeidler, E. (Hrsg.): Teubner-Taschenbuch der Mathematik, Band 1. Zweite

Auflage, Teubner-Verlag, Stuttgart (2003)



Abkiirzungen, Notationen und Symbole

Abkiirzungen

ACA
BEM
FEM
FFT
‘H-Matrix
HKT
SVD

adaptive Kreuzapproximation ....................... §9.4
Randelementmethode ............... ... ... ... . .... 810
Finite-Element-Methode ...................... ... 811
schnelle Fourier-Transformation ............. Ubung 1.4.1
hierarchische Matrix............. .. ... . ... Seite 114
hierarchisches Kronecker-Tensorprodukt .......... §15.3.3
Singularwertzerlegung. .......... .. .. .. ool 6C.2

Lateinische Buchstaben

A B
Adm, Adm*
arcosh
arsinh
Bild (M)
C(D)

G

C’sep

Csp
depth(T")
diam
diam
dist

&

G(M)
Grosser

hiufig die Faktoren der Rang-k-Darstellung ......... (2.1)
Boolsche Zuléssigkeitsfunktion ........ (5.13a) bzw. (5.50)
Area-Funktion, Umkehrfunktion zu cosh ........... (D.3)
Area-Funktion, Umkehrfunktion zu sinh ............ (D.3)
Bild einer Matrix M ... 82.1
Menge der stetigen Funktionen auf D................ §B.2
Konstante zur Produktpartition.................. §7.8.3.4
Separationskonstante............... . ... ool (6.11)
Schwachbesetztheitsmall ........ .. ... .. .. ... 86.3
Baumtiefe von T ....... .. ... .ol Definition A.2.3
Durchmesser, auch von Clustern ................... (5.6a)
Ersatzdurchmesser ..................... ... ... (5.38)
Abstand, auch von zwei Clustern .................. (5.6b)
Regularitétsellipse ... ¢B.2
Matrixgraph ... Definition A.1.1

Boolsche Grofienfunktion fiir Cluster- oder
Blockelusterbaum 7" .................... (5.18), (5.41b)
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Np

O()> 0()
P

P+, p-

P

P

Qmin(X)
Qr

Q-,QL QY
R

R

R(¢; M)
R(k,I,J),R(...)
R

RI

RIxJ

Rang(M)
Resc=, (")
root(T)

s(z,y)

Finite-Element-Schrittweite ....................... (11.1)
Schrittweite der Sinc-Interpolation/Quadratur .. ... §D.2.1
Matrix-Modellformat .............. ... ..., §3.1
Menge der hierarchischen Matrizen ....... Definition 6.1.1
Menge der H2-Matrizen .................. Definition 8.3.1
Menge holomorpher Funktionen ........ Definition D.2.3a
Menge holomorpher Funktionen ........ Definition D.2.3c
Indexmengen
Integraloperator............. ... ... ... Definition C.3.7
Matrix zu Integraloperator
oft (lokaler) Rang ...........ocoiiiiiiiiiiiiiiiinn. (6.1)
Rang fiir den Matrixblock M|y ..., (6.2)
Rang fiir Blocke b € T)(I x J) der Stufe ¢ ...Anm. 6.1.2
Differentialoperator................... ... ... (1.19a)
Menge der Blétter des Baumes T'......... Definition A.2.1
Menge der linearen, stetigen Abbildungen

von X nach Y ... . o §C.3
Stufenzahl eines Baumknotens ........... Definition A.2.3

natiirlicher Logarithmus

Logarithmus zur Basis 2

Dimension

Minimalgréfe fiir Cluster ................... (5.19), (5.42)
héufig Zahl der arithmetischen Operationen fiir “xyz”
Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,....}

NuU {0}

Landau-Symbole .......... ..o Seite 4
Partition............... ... Definitionen 1.3.2 und 1.3.6
Fernfeld, Nahfeld........................ Definition 5.5.11
Prolongation ....... ... .. .. o §C.5.2
Potenzmenge

Minimalquader zur Menge X ............... Lemma 5.2.2¢
Quader ... ..o Lemma 5.2.2

Quader gemaf (5.28)
héufig Symbol fiir Rang-k-Matrix

Restriktion ... i (C.24)
Resolvente (¢ — M)~

Menge der Rang-k-Matrizen.............. Definition 2.2.3
Menge der reellen Zahlen

Vektorraum zur Indexmenge I .................... (1.10a)
Menge der Matrizen zu den Indexmengen I,.J..... (1.10b)
Rang der Matrix M ...... ... o i, §2.1
Residuum einer meromorphen Funktion in ¢y

Wurzel des Baumes T'.................... Definition A.2.1
Fundamentallosung ...t §10.1
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Sy (k, P)
S(k,H)(z)
Sr(r),57(T)
sinc

sinh, cosh
span{. ..}
T, T(2), T(w)
70, T
Ty

77(‘R aarw

,Z;C —V

T(fa b)a TN(fa b)
(1)

Z gerade
Z ungerade
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Speicherkosten fiir “xyz”

Speicherkosten fiir Matrizen aus H(k,P) ........... §6.3.2
skalierte und verschobene Sinc-Funktion............ (D.5)
Menge der Séhne von 7 € T, Sohnabbildung......... 6A.2
Sinc-Funktion ... i (D.4)
Hyperbelfunktionen ................ ... ... ..., (D.2)
Unterraum aufgespannt von {...}

Triangulation ............ ... ... ... 86.4.2.2, §12.2
Kirzung ...l (7.6) bzw. (6.32)
Kiirzung einer Rang-¢-Matrix auf Rang k .......... (2.10)
paarweise Kiirzung auf Rang k.................... (2.15b)
Kiirzung einer vollen Matrix auf R-Format.......... (7.3)
Kiirzung auf Rank k................o oo (7.5)
Kiirzung auf Genauigkeit e.............. ... ... ... (6.30)
Konvertierung. ... i 87.2.3
Konvertierung. ........ ... o i §7.2.4
Sinc-Quadraturen ............ oo 6D.4

Clusterbaum zur Indexmenge I
Blockclusterbaum zu I x J

Teilbaum von T'(I) zur Partition P ....... Notation 5.3.3
Teilbaum von T'(I x J) zur Partition P ..... Lemma 5.5.7
Menge der Baumknoten mit Stufenzahl ¢ ........... (A.2)
Tréager der Funktion ¢............ Fufinote 19 auf Seite 16
oft unitédre Matrizen

Volumen

Unterrdume fiir H2-Matrizen......................... §8.2
Menge assoziiert zum Index 4 ...................... (5.5a)
Ersatz fiir X;, X .o (5.26)
Menge assoziiert zum Cluster 7.................... (5.5b)

Menge der ganzen Zahlen
Menge der geraden Zahlen
Menge der ungeraden Zahlen

Griechische Buchstaben

n
n(fah)7 ﬂN(f,h)

#(,y)

Grundbereich des Integraloperators .............. (1.25b)
Gammafunktion

Dirac-Funktional

Kronecker-Symbol

partielle Ableitung der Ordnung |a ................ (B.1)
hiufig (gewiinschte) Fehlerschranke

Faktor in Zuldssigkeitsbedingung......... Definition 5.2.4
Sinc-Quadraturfehler......... .. ... . oL §D.4
Kernfunktion..................o.oo Definition C.3.7
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#®) (2,y)

Approximation der Kernfunktion

durch Summe von k Termen ..................... (4.1)
Volumen- oder Oberflichenmaf.............. Ubung 4.5.2
Bezeichnungsabbildung .................. Definition A.4.1
Knotenpunkt ...... ... o §5.4.2.1
Spektralradius der Matrix M ..................... (13.1Db)
Singuldrwerte............ ... ... (C.7a) und (2.5a)
Spektrum der Matrix M ..., (13.1a)
Diagonalmatrix in Singuldrwertzerlegung.......... (C.7a)
Cluster. ... §5.2
Basisfunktion...............o i (1.22a)
Grundbereich der Randwertaufgabe............... (1.19a)

Kardinalitét einer Menge X
Transponierung eines Vektors oder einer Matrix

Beschriankung eines Vektors ....................... (1.12)
Beschrankung einer Matrix ........................ (1.16)
Beschrénkung der Partition P auf b bzw. 7 X o...... (6.3)
Einbettung in Rf bzw. RIS . ... .. (1.13) und (1.17)

Aufrunden bzw. Abrunden auf die nichste ganze Zahl
Absolutbetrag fiir reelle und komplexe Zahlen

Euklidische Norm in R? ........................... 81.5.2
Betrag eines Multiindex v ........... ... (B.1)
Maximum- oder Supremumsnorm auf X

Euklidische Norm eines Vektors ................... (C.4)
Spektralnorm einer Matrix ......................... §C.1
Operatornorm ..............ooiiiiiiiiiiiiin... (C.13)
Frobenius-Matrixnorm ............... ... .. ... (C.1)
Norm der Hilbert-Schmidt-Operatoren ........... (C.19)
Norm zum Hilbert-Raum H ........................ §C.3
Operatornorm ............ooouiiniiniiiiianieann. 8C.3
Matrixnorm ... (4.42), §C.5.3
Skalarprodukt in L2(X) «...oveiiiiineiiiiinaaiin. §C.3
Produktpartition ......... ... .o ool §7.8.3.2
formatierte Matrixaddition ........ (2.13), Definition 7.3.1
formatierte Matrix-Matrix-Multiplikation ....... §7.4.3.2-3
Tensorprodukt, Kronecker-Produkt ................... §15
kleiner bis auf konstanten Faktor.......... Notation 6.4.5

die Enthalten-Zeichen schlielen die Gleichheit ein
disjunkte Vereinigung
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Abstand zweier Cluster, 86 Blockclusterbaum, 105
ACA, siehe Kreuzapproximation stufentreuer, 104, 107, 117, 120, 126,
Adjungierte, 20 129, 134, 135, 138, 141, 165, 167,
Agglomeration, 8, 11, 41, 150 182, 184186, 207, 226
formatierte, 36 Blockclusterbdume
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durch Exponentialsummen, 325 adjungierte, 115
durch Polynome, 364 Konstruktion, 110
Asymptotik, 398 minimale zuléssige, 110
asymptotische Glattheit, 64, 419 symmetrische, 115
Tensor-, 11
Banach-Raum, 378 zuldssige, 108
Basen Blockvektor, 8
geschachtelte, 202
Orthonormal-, 198 Calderén-Projektion, 254
Baum, 356 Calderén-Zygmund-Kern, 64
bezeichneter, 359 Cauchy-Integraldarstellung, 316
Binéar-, 92, 93, 101, 105, 107 Cebysev-Knoten, 62, 68, 368, 370
Cluster-, siehe Clusterbaum Cebysev-Polynom, 368
quaternérer, 105, 107 Cebysev-Radius, 61
Teil-, 94, 358 Cebysev-Zentrum, 61
ternérer, 224 Cholesky-Zerlegung, 2, 15, 51, 173, 175
Zerlegungs-, siehe Zerlegungsbaum Kosten der, 189
Baumtiefe, 101, 357 Cluster, 91
BEM, siehe Randelementmethode Clusterbaum, 91
Besetzungsmuster, 261 Konstruktion, 96, 307
Bestapproximation geometriebasierte, 97

durch Exponentialsummen, 327 geometriefreie, 231
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kardinalitdtsbasierte, 101
Coulomb-Potential, 255

Differentialgleichung

elliptische, 15

homogene, 306

separable, 353

System, 124
Dirac-Funktion(al), 20, 252
direkte Methode, 217
Diskretisierungsfehler, 3, 17, 19, 23, 275
Doppelschichtkern, 253
Doppelschichtoperator, 253
Dualraum, 377
Dunford-Cauchy-Integral, 317, 322, 331
Durchmesser eines Clusters, 86

Einfachschichtpotential, 252
Elastostatik, 63
Elliptizitét
gleichméfBige, 271
Entwicklung
separable, siehe separable Entwick-
lung
Eulersche Konstante, 393
Exponentialfunktion
Matrix-, siehe Matrix-
Exponentialfunktion
Exponentialsummen, 72, 326, 354
Extrapolation, 366

Faltung, 255
FEM, siehe Finite-Element-Methode
FEM-BEM-Kopplung, 290
Fernfeld, 110
FFT, siehe Fourier-Transformation
Finite-Element-Methode, 16, 267

randkonzentrierte, 290
Fixpunktiteration, 146, 335
Format

‘H-Matrix-, 114

Rang-k-Matrix-, 27

volles Matrix-, 28
Formregularitét, 124, 220
Fourier-Transformation

schnelle, 5, 13
Fredholm-Integraloperator, 258
Frobenius-Norm, 371
Fundamentallosung, 252

Funktional, 16
Auswertung eines, 311
Dirac-, siehe Dirac-Funktional
Tréger eines, 377

Galerkin-Diskretisierung, 16, 18, 20, 74,
76, 77, 81, 383, 388
Gebiet, 315
Gebietszerlegung, 172, 226
Gebietszerlegungsbaum, 293
Gitterverfeinerung
adaptive, 249
anisotrope, 126
lokale, 81, 124, 232
Gleichungssystem, 2, 16, 18, 19, 85, 173,
231, 291, 388
Grad, siehe Polynomgrad
Grad (eines Knotens), 358
Graph, 355
azyklischer, 355
zusammenhéngender, 355
Green-Funktion, 272
Green-Operator, 272

‘H-Matrix, 114

H2-Matrix, 191, 197, 236
Hadamard-Integral, 254
Hadamard-Produkt, 30, 178
Halbierungsregel, 320
Helmholtz-Gleichung, 252
Hermite-Interpolation, 367
Hessenberg-Matrix, 260
Hilbert-Raum, 341, 371, 377
Hilbert-Schmidt-Norm, 273, 371
HKT-Darstellung, 346, 350
Homogenisierung, 291, 308
Horner-Schema, 320

Indexmenge, 6, 21

angeordnete, 21
Integralgleichung, 17, 84, 251, 253

Abelsche, 259
Integralgleichungsmethode, 251
Integraloperator, 18, 89, 251, 379

Fredholm-, 258

Volterrascher , 258
Interpolation, 62, 366

Cebysev-, 368

Hermite-, 367



Sinc-, 392
Stabilitdtskonstante der, 367, 393
Tensorprodukt-, 62, 69, 369
Interpolationsfehler, 67, 68, 366, 369,
392, 394
Invertierung einer Matrix, siehe
Matrixinversion
Iteration, 217
Fixpunkt-, 335
gerundete, 336
konsistente, 217
lineare, 217

K-Gitter, 125
Kardinalitéit, 6
Kernfunktion, 18, 62, 72, 76, 379, 381
Calderén-Zygmund-, 64
Doppelschicht-, 253
Knoten eines Graphen, 355
Knoten(punkt), 97
Kollokationsverfahren, 19, 20, 77, 85
Komplexitit, 3
fast lineare, 5
lineare, 4, 5, 13
Kondition, 268
Konvergenz
exponentielle, 58
quadratische, 335
Konvergenzgeschwindigkeit, 217
Konvertierung, 150, 152
Korrelationsmatrix, 17
Kreuzapproximation, 238
adaptive, 241
hybride, 245
Kronecker-Produkt, 343
Kronecker-Rang, 345, 348
Kiirzung, 34, 139, 140, 148, 150
paarweise, 37, 151

L-harmonisch, 73, 280
Lagrange-Darstellung, 366
mehrdimensionale, 369
Lagrange-Funktion, 71
Lagrange-Polynom, 366
Lamé-Gleichung, 252, 272
Landau-Symbol, 4
Laplace-Gleichung, 252
Ljapunow-Gleichung, 2, 334
LU-Zerlegung, 2, 15, 49, 173
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Kosten der, 189

Maschinengenauigkeit, 3
Massematrix, 17, 80, 81, 384
inverse, 267
Matrix
Band-, 9, 13, 15
Besetzungsmuster einer, 261
Block-, 11
Diagonal-, 9
Finite-Element-, 221, 267
Gramsche, 17, 80, siche Massematrix
Hessenberg-, 260
hierarchische, siehe H-Matrix
nichtnegative, 144
orthogonale, 146, 372
positiv definite, 143, 170
positive, 144
Profil-, 261
Randelement-, 19, 251
Rang-k-, siehe Rang-k-Matrix
schwach besetzte, 9, 15, 220, 221
spektraldquivalente, 218, 387
Spur einer, 372
symmetrische, 115
Toeplitz-, 9, 13-15
tridiagonale, 51
voll besetzte, 19
zirkulante, 10, 14
Matrix-Exponentialfunktion, 2, 313,
317, 319, 324, 328, 345
Matrix-Matrix-Addition, 154
formatierte, 35, 154
Kosten der, 29, 35, 46, 179
Matrix-Matrix-Multiplikation, 29, 40,
46, 155
Kosten der, 9, 47, 180
Matrix-Vektor-Multiplikation, 45, 148,
204
Kosten der, 28, 179, 350
Matrixblock, 11
Matrixfunktion, 313
Approximation(sfehler) einer, 317
Matrixgraph, 246, 268, 355
Matrixinversion, 48, 170, 324, 354
Kosten der, 49, 188
partielle Auswertung der, 291
Matrixkompression, 43, 140
Matrixnorm, 79, 371
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submultiplikative, 172
zugeordnete, 371
Matrixpartition, siehe Blockpartition
Maximalrang, 26
Maximumnorm, 57
Mehrgitterverfahren, 329, 332, 334
algebraische, 231
Minimalquader, 86, 97, 98
Mosaikapproximation, 43
Multiindex, 363
Multipolentwicklung, 257
instabile, 258
Multipolverfahren, 43, 73

Nachfolger, 357
Nahfeld, 110
Nebenbedingungen, 141
Newton-Potential, 255
Newton-Verfahren, 172, 334
Niedrigrangmatrix, siehe Rang-k-
Matrix

Norm

“xyz”’-, siehe “xyz”’-Norm
Nystrgm-Verfahren, 19, 20, 77

Operator, 378
ausgearteter, 57
Calderén-, 254
Doppelschicht-, 253
Green-, 272
Hilbert-Schmidt-, 381
hypersingulérer, 254
kompakter, 378
nuklearer, 57
stark P-positiver, 318

Operatornorm, 78, 378

Padé-Approximation, 320
Paneel-Clusterungsmethode, 43
Parallelrechner

Implementierung fiir, 147, 216
partielle Auswertung der Inversen, 308
Partition

adjungierte, 115

eines Vektors, 8

Matrix-, siehe Blockpartition

Produkt-, 181

symmetrische, 115
Pfad, 355, 357

Pfadlange, 355
Pivotwahl, 2, 49, 170, 174, 243
Polynom, 363

Cebysev-, 368

Lagrange-, 366
Polynomapproximation, 364
Polynomgrad

partieller, 363

totaler, 363
Potenzreihe, 315
Produktpartition, 181, 183
Profilmatrix, 261
Projektion, 383

orthogonale, 383

Ritz-, 273

QR-Zerlegung, 33
komprimierte, 33

Quadratur, 19, 242, 256, 323, 325
Sinc-, 322, 409

Quadratwurzel einer Matrix, 334

Randelementmatrix, 19, 251
Randelementmethode, 19, 251, 255
Randwertaufgabe, 15, 251

mit oszillierenden Koeffizienten, 291
Rang

einer Matrix, 26

Kronecker-, siehe Kronecker-Rang

Separations-, siehe Separationsrang
Rang einer Matrix, 26

lokaler, 114
Rang-k-Matrix, 10, 25, 82

Bestapproximation durch, siehe

Bestapproximation

Rangbestimmung

adaptive, 139
Regularitat, 271, 389

innere, 281
Regularitatsellipse, 365
Rekompression, 140
Resolvente, 318, 323
Riccati-Gleichung, 2, 332
Ritz-Projektion, 273
Riickwartseinsetzen, 174

Sattelpunktprobleme, 232
Satz
von Bernstein, 365



Weierstraflscher Approximations-,
364
Schachtelungseigenschaft, 197, 202
Schulz-Verfahren, 172
Schur-Komplement, 48, 229
Schur-Norm, 371
Schwachbesetztheit, 116
separable Entwicklung, 56, 74, 400, 411
stiickweise, 71
separabler Ausdruck, 56, 57
Separationskonstante, 123
Separationsrang, 56
Separator, 222
Signum-Funktion, 314, 333
Sinc-Interpolation, siehe Interpolation
Sinc-Quadratur, siehe Quadratur
Singuldrwert, 373
Singulérwertzerlegung, 30, 33, 373
komprimierte, 31, 33
unendliche, 73, 379
Skalarprodukt, 149, 341, 371, 377
Berechnung, 7, 148, 179, 342
Sohn(abbildung), 91, 104, 357
Speicherkosten, 27, 45, 94, 118, 179,
194, 199, 342, 343, 349
Spektraldquivalenz, 218, 387
Spektralnorm, 135, 371
Spektralradius, 217, 314
Spektrum, 314
Spur (einer Funktion), 293
Spur (einer Matrix), 372
Stabilitét, siehe Interpolation
Stabilitdtsmatrix, 333
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Stein-Gleichung, 332

Stufentreue, siehe Blockclusterbaum,
stufentreuer

Stufenzahl, 357

SVD, siehe Singulérwertzerlegung

Taylor-Entwicklung, 60, 69, 364
Teilbaum, 94, 358
Tensor-Vektorraum, 339
Toeplitz-Matrix, siehe Matrix
Trager, 16, 85
Triangulation
formregulére, 124
quasi-uniforme, 268
zuléssige, 123

Variationsformulierung, 16, 18, 271, 388
Vater, 357

Vektorblock, 8

Verband, 110
Volterra-Integraloperator, 258
Vorgénger, 357

Vorwértseinsetzen, 174

Wavelets, 43
Waurzel (eines Baumes), 357

Zerlegungsbaum, 91, 359
Zuldssigkeit (von Bereichen), 60
Zuladssigkeitsbedingung, 24, 87, 108, 110
Auswertung der, 102
Ersatz-, 103, 123
schwache, 232, 256, 260, 307
verallgemeinerte, 89



