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Uberblick

Beispiel

e Inversion der Steifigkeitsmatrix einer elliptischen partiellen
Differentialgleichung

e Die Frobenius Formel

Algorithmus

e Repetition: Implementierung super mat r i x-Struktur
e Explizite Inversion einer 2 x 2 Block-Matrix
e (Komplexitat)



Die Steifigkeitsmatrix
Man betrachtet die elliptische partielle Differentialgleichung (d = 1)

82
—wu f() CEE[O,].], Uecv

mit Dirichlet Randbedingungen

U(0) =0, U1) =0

Die Galerkin Diskretisierung liefert nun das lineare Gleichungssystem
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wobei U = ZJ o Uuip; (U eV, CVyundV, = span{po, - ,pn-1}



Eine geeignete Wahl von Basisfunktionen auf [0, 1]

liefert die Steifigkeitsmatrix

G=(n+1)

e Die Steifigkeitsmatrix ist diinn besetzt und somit leicht abzuspeichern.

o Die Inverse G ist hingegen dicht besetzt und kompliziert
auszurechnen.
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Die Steifigkeitsmatrix im H-matrix Format

Die Matrix G kann als 2 x 2 Block-Matrix geschrieben werden. (n = 2P)

G*

G=(n+1)

G*

e G* ist die Matrix fur das reduzierte Problem (n/2).
e Die Block-Matrizen auf den Nebendiagonalen haben den Rang 1.

Betrachtet man den Block-Cluster Baum
root(Trx7r) = IxZ, IT={0,---,n—1}

sons(r x s) = { {r' x s'|r" € sons(r),s" € sons(s)} falls r=s

0 sonst.



Die Steifigkeitsmatrix im H-matrix Format

Die Matrix G kann als 2 x 2 Block-Matrix geschrieben werden. (n = 2P)

G*
G=(n+1)

G*

e G* ist die Matrix fur das reduzierte Problem (n/2).
e Die Block-Matrizen auf den Nebendiagonalen haben den Rang 1.

_|_




root(Trxz) = IxZ, IT={0,---,n—1}

{r" x s'|r" € sons(r),s" € sons(s)} falls r=-s

sons(r X §) = {@

sonst.

e Die Matrix G wird somit zu einer H-Matrix basierend auf den Baum
Tr«7 mit blockweise Rang 1.

G € H(szz, 1)
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Die Inverse zur Steifigkeitsmatrix im H Format

Die Inversion einer 2 X 2 Block-Matrix

Gegeben sei die 2 x 2 Block Matrix M € R™*™ in Blockform:

M M
AV — 11 12
Moy Moo

mit Untermatrizen Mi; € R>*!, Moy € R™*™ Mo € RP*™ und
My, € R™*!, wobei die Matrizen M und M;; regular sind.

Nun betrachtet man eine Serie von regularen Operationen auf die
Gleichung:

M-M*'=1




M-M-1' =1
My, My, |0 | Mt 0
Moy Moo 0 I 0 I
N Mt My, Y= Mt 0 | I 0
Moy Moo 0 I —Moy 1
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liefert das Schlussresultat
0 [

I 0| M+ M My S~ Moy MY =M P MypS™!
—S_1M21M1_11

vt | Ml My My ST My Myt =My M S
—S_1M21M1_11 S—1

mit der Matrix S = Moo — M21M1_11M12.
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Die Frobenius Formel
MY+ MIIMS Moy MY — M M5S— 1
ML= 11 11 12 214411 11 12
—S_1M21M1_11 S—1

kann verallgemeinert werden auf beliebige m x m Block-Matrizen.

e Die Inversion wurde reduziert auf Addition und Multiplikation von
Untermatrizen.

e Die Inverse zur Steifigkeitsmatrix erhalt man Uber die sukzessive
Anwendung der obigen Formel.
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Algorithmus



Algorithmus

Implementierung der super mat r I X-Struktur

t ypedef struct _supermatrix supermatriX;
t ypedef supermatrix *psupermatri X;

struct _supermatrix {

I Nt rows;

| nt cols;

I nt bl ock _rows;

I nt bl ock cols;
prkmatrix r;
pfullmatrix f;
psupermatri x* s;

b

e Hier betrachtet man im Allgemeinen den Fall s # 0. Somit eine reine
Supermatrix.



Algorithmus

Der array s aus psuper matri x* s enthalt alle pointers zu den
Untermatrizen 1/; ; der Matrix:

Ml,l e Ml,blockcols
M =
i Mblockrows,l U Mblockrows,blockcols i
In der Reihenfolge:
M1,17 T 7Mblockrows,17 M1,27 T 7Mblockrows,2> Ml,blockcolsa e

y Mblockrows,blockcols
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Algorithmus

Preliminary formatted Inversion

Sei ein Block Cluster Baum 77,7 und eine zahl k¥ € N gegeben. Der
Preliminary formatted Inversion Operator ist definiert als:

Invs : {M € R™*"|Rang(M) = n} — H(Trx1, k), M — T,(M™1).

Eine approximierte Inversion Inv (M) wird berechnet mit Hilfe von:

vt | M+ My Mip ST My My, — My M S~
—S_1M21M1_11 S_l

wobeil S = (M22 — M21M1_11M12)_1.



Algorithmus

Preliminary formatted Inversion

Sei ein Block Cluster Baum 77,7 und eine zahl k € N gegeben. Der
Preliminary formatted Inversion Operator ist definiert als:

Invk : {M € R™*™Rang(M) =n} — H(Trx1, k), M — T(M™1).

e Die Inversionen der Matrizen M7, und S seien schon gegeben.

e Die Additionen und Multiplikationen in der Formel werden durch die
formattierten Operatoren @ und & erstetzt.

e Man erhalt eine approximierte Inversion Invy (M) zu Inv x (M)
welche als formattierte Inverse bezeichnet wird.

Verallgemeinerung auf den Fall bl ockr ows x bl ockcol s Uber einen
Algorithmus.



Algorithmus

Der Algorithmus fiir den Fall 2 X 2.

voi d

| nvert _supermatri x(psupermatri x si, psupermatrix s,
psupermatri x swork) {
I nt bl ock rows, bl ock cols,i,j,I;
psupernmatri x *sw e= swork->s, *s e= s->s, *si_e = si->s;
bl ock _rows s- >bl ock _rows;
bl ock _col s s- >bl ock _col s;

| f (s1->s==0x0 || s->s==0x0 || swork->s==0x0) {
*/ I nversion imRaum der fullnmatrices */
lnvert fullmatrix(si->f,s->f, swork->f);

}

e Ist die Matrix s eine reine Supermatrix ?



Algorithmus

el se{

for(l=0; |<block rows; |++){
/[* Invertiere auf der D agonal en */

| nvert supermatri x(si_e[l| +bl ock_rows*Il],
s e[l +block rows*|],sw e[l +bl ock rows*|]);

My Mo 0 0 . 0 0
Start Se — SWe = Sle =
Mo1 Moo 0O O 0O O



Algorithmus

el se{

for(1=0; |<block rows; |++){

/[* Invertiere auf der D agonal en */
| nvert supermatri x(si_e[l| +bl ock_rows*Il],
s e[l +block rows*|],sw e[l +bl ock rows*|]);



Algorithmus

for(j=l+1; j<bm |++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],s e[l +bn*)]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],s e[l +tbn*]]);

}



Algorithmus

for(j=l+1; j<bm |++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],s e[l +bn*)]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],s e[l +tbn*]]);

}
[ = | My Mo |0 M' My
: Se = SWe =
g=1 Mz Moo 0 0
M—l
si, = 10



Algorithmus

for(j=l+1; j<bm |++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],s e[l +bn*)]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],s e[l +tbn*]]);

}
| = o | Mu MMy o — | O M M
jg=1 ) Mo My ’ 0 0
M—l
Si, = TR



Algorithmus

for(i=l+1; i<block rows; i++){
[ * Subtraktion von der Inversen */
for()=0; j<=l; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j],
s e[i+bn*l],si _e[l+bn*)]);
scal e _supermatrix(sw e[i+bn*j],-1.0);
addt o_supermatrix(si_e[lI+bn*|],sw e[iI+bn*]]);

| M M;' My, 10 M My,
Se = SWe =
Moy Mo 0 0



Algorithmus

for(i=l+1; i<block rows; i++){

Subtrakti on von der | nversen */

for()=0; j<=l; ]+

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j],

s e[i+bn*l],si _e[l+bn*)]);

scal e _supermatrix(sw e[i+bn*j],-1.0);

addt o_supermatrix(si_e[lI+bn*|],sw e[iI+bn*]]);

[ =0
. | Mn Mt My, B 0 Mt My,
1 = ]. Se — SWe — —1
May Mso Moy M4 0
7=0
Vet
Si, = w0



Algorithmus

for(i=l+1; i<block rows; i++){
[ * Subtraktion von der Inversen */
for()=0; j<=l; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j],
s e[i+bn*l],si _e[l+bn*)]);
scal e _supermatrix(sw e[i+bn*j],-1.0);
addt o_supermatrix(si_e[lI+bn*|],sw e[iI+bn*]]);

[=0 _ _
. | M MMy, B 0 M My,
i=1 Se = SWe = .
. May Mas — Moy My, 0
J=0
Mt 0
si, = o



Algorithmus

[* Subtraktion von der Matrix */
for(j=I+1;, j<block cols; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j],
s e[i+bn*l],s e[l +bn*]]);
scal e _supermatri x(sw e[i+bn*j],-1.0);
addt o_supermatri x(s_e[i+bn*]],sw e[i+bn*j]);

}

[ =20 _ _
| Mn M, My, B 0 M, My,
1 = ]. Se — Swe - —1
Mo Moo — Moy M 0
7=0
M1 0
Si, = 11 .



Algorithmus

[* Subtraktion von der Matrix */
for(j=I+1;, j<block cols; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j],
s e[i+bn*l],s e[l +bn*]]);
scal e _supermatri x(sw e[i+bn*j],-1.0);
addt o_supermatri x(s_e[i+bn*]],sw e[i+bn*j]);

}

[=0 _ _
1 .| M MM o — 0 Mp' My,
i=1 ‘ Moy Moo c — Moy MY Moy M My,
Mt 0
si, = o



Algorithmus

/* Subtraktion von der Matrix */
for(j=I+1;, j<block cols; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
s e[i+bn*l],s e[l +bn*)]);
scal e _supermatri x(sw e[l +bn*j],-1.0);
addt o_supermatri x(s_e[i+bn*)],sw e[i+tbn*]]);

_ . M, M1 Mo
i=1 ‘ My, Moy — Moy M Mo
0 M' My
SWe = ~1 ~1
— Moy M{;w —Moyy My Mo

. M 0
Ste = _q



Algorithmus

for(l=0; |<block rows; | ++){

/[* Invertiere auf der D agonalen */
| nvert _supermatri x(si_e[l +bl ock _rows*|],
s e[l +bl ock _rows*|],sw e[l +bl ock _rows*|]);

. M, Mt My,
) | Mz Mo — Moy M ;" My,
0 M My,
SWe = —1 ~1
Mo My — Moy Moy My

. Mt 0
Sle = _q
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Algorithmus

for(l=0; |<block rows; | ++){

/[* Invertiere auf der D agonalen */
| nvert _supermatri x(si_e[l +bl ock _rows*|],
s e[l +bl ock _rows*|],sw e[l +bl ock _rows*|]);

I . M, Mt My,
) My Moy — Moy M Mo

— Moy M8 — My M My

Sle = Ml_ll 0
© —M21M1_11 (M22 - M21M1_11M12)_1

0 MM
w.-| e ]
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Algorithmus

for(j=0; j<l; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],si_e[l+bn*j]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],si _e[l +tbn*]]);

}

I . My, Mt My,
‘ My, My — Moy M Mo



Algorithmus

for(j=0; j<I; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],si _e[l+bn*j]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],si _e[l +tbn*]]);

[=1 .| Mn M Mz
' ‘ My, Moy — Moy M M

0 MMy,
SW, = B B B -
— (Mo — Moy M P Myo) Y Myy M8 — Moy M My,
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Algorithmus

for(j=0; j<I; j++){
mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],
si_e[l+bn*l],si _e[l+bn*j]);
copydata supermatri x(sw e[l +bn*j],si _e[l +tbn*]]);

}
[=1 .| Mn M My,
J=0 ‘ Moy Moy — Moy My, Mo
o — 0 My M
) —(Magy — My M M) Y Moy M8 — Moy M My
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Algorithmus

for(l=bn-1; [>=0; |--){
for(i=l-1; i>=0; i--){
for(j=0; j<bm j++){
mul _supermatri x(sw e[i+bn*j],
s e[1+bn*I],si_e[l+bn*]]);
scal e _supermatrix(sw e[i+bn*)],-1.0);
addt o_supermatri x(si _e[i+bn*]],sw e[i+bn*j]);

}
}
}



Algorithmus

for(j=0; j<bm j++){

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],

s e[i+bn*l],si_e[l+bn*)]);

scal e _supermatri x(sw e[i+bn*)],-1.0);

addt o_supermatri x(si_e[l+bn*|],sw e[il+bn*]]);

}

. M, Mt My,
‘ My Myy — Moy M M
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Algorithmus

for(j=0; j<bm j++){

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],

s e[i+bn*l],si_e[l+bn*)]);

scal e _supermatri x(sw e[i+bn*)],-1.0);

addt o_supermatri x(si_e[l+bn*|],sw e[il+bn*]]);

}
=1 »
. | My My Mo
1 =20 Se =
7=0

o — | M M STIMy Myt My M
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Algorithmus

for(j=0; j<bm j++){

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],

s e[i+bn*l],si_e[l+bn*)]);

scal e _supermatri x(sw e[i+bn*)],-1.0);

addt o_supermatri x(si_e[l+bn*|],sw e[il+bn*]]);

}
=1 »
. | My My Mo
1 =20 Se =
7=0

o — | M MipSTIMy My My My
° —S_1M21M1_11 —M21M1_11M12
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Algorithmus

for(j=0; j<bm j++){

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],

s e[i+bn*l],si_e[l+bn*)]);

scal e _supermatri x(sw e[i+bn*)],-1.0);

addt o_supermatri x(si_e[l+bn*|],sw e[il+bn*]]);

}
=1 »
. | My My Mo
1 =20 Se =
. Moq S
g=1

o — M ' MisS™* My MY MM S™1
© —S_1M21M1_11 —M21M1_11M12
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Algorithmus

for(j=0; j<bm j++){

mul _supermatri x(sw e[l +bn*j ],

s e[i+bn*l],si_e[l+bn*)]);

scal e _supermatri x(sw e[i+bn*)],-1.0);

addt o_supermatri x(si_e[l+bn*|],sw e[il+bn*]]);

}
=1 »
. | My My Mo
1 =20 Se =
. Moq S
g=1

o — M Mo S~ My MY — M M2 S~}
° —S_1M21M1_11 —M21M1_11M12

v M+ M My ST Moy MY — M P MypS™!
© —S_1M21M1_11 S—1



Komplexitat

Sei ein Block-Cluster-Baum 77,7 gegeben. Man nimmt an, dass fir die
Inversion der fullmatrix-Blocks die Komplexitat Gber die der

Multiplikation gebunden ist. Dann ist die Komplexitat der formattierten
Inversion Ny 1, (T, k) In die Menge Z (T, k) gebunden tber N (T, k).

H -matrix Inversion
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