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Rickblende



Worum geht es?

Das ACA-Verftahren

(Adaptive Cross Approximation)

ist ein Algorithmus zur Erzeugung
von Niedrigrang-Approximationen
von Matrizen, basierend auf
Matrixeintrigen ohne explizite
Verwendung des Kerns «(z,y).



unvollstandige Niedrigrang-Approximation
Ziel: Matrix-Partition in Blocke (t1,t2) CZ x I so, dass fur
die zugehorigen Definitionsbereiche X, :=| JX; = Jsuppe;
gilt: i€t i€t

o diam(Xy,) <n-dist(X,X:,) (Zulassigkeitsbedingung)
oder

® min{#t;,#t2} =1 (Block degeneriert zu einem Vektor)
Vorgehen:

Wir betrachten einen einzelnen Block B € R™*™ der zu partitionierenden
Matrix in RY*® mit den Eintragen:

bi; ::/“(fayi)%(x)d% t=1...,m
T

' Hyperflache des R?

K Kern der Fredhomschen I1G

Yyi € Xi = supp®; Kollokationspunkte (vgl. Kollokationsverfahren)

{01, 0N} Funktionenbasis fur die gesuchte Losung
Sz Flachenelement des x-Bereichs



Definition: .Z;x — Funktionen
Vor: k:T xRY — R asymptotisch glatt bzgl. y

Def: Zik:RUN\X;, — R

(L)(y) = / o y)e@) dse | j—1 . n

r

Bemerkungen:
e 1 asymptotisch glatt bzgl. ¥ < k(z,-) € C®°(R\{z}) furfastalle z € T

Dy r(x,y)| < cple =yl Vg <0, € NS

® < asymptotisch glatt bzgl. ¥ == £;x wohldefiniert

® Eintrage des betrachteten Matrixblocks B € R™”*"

by, = / 5, 1) () dsg = ()

r



Ubersicht zum Algorithmus

geg. ® Yi,---,Ym mity; € X; =suppyp; CI' Kollokationspunkte

® B c R™*™ einzelner Block der zu approx. Matrix
e €N “Matrix-Erweiterungsgrad”

Vorbereitungsschritt: Matrix-Erweiterung

Mit geeigneten Punkten (1, ..., (p € R%nicht genauer beschrieben) bilde
den Vektor

2= (C17 * e ’7<.m/7y17 ¢t 7ym) 6 R(m/_l_m)

Damit erweitern wir die Matrix B € R™*", b; = (Zjk)(yi) = / k(x,yi)pi(x) dsy
r

N

um m’ Zeilen zu einer Matrix B € R(™ +m)xn it bij == (ZLjk)(2i)

A

. bij = (Zjk)(Gi)
erweitern

- | E c R(m’—l—m)Xn
bij = (ZiR)(Wi) | BeR™ ™ ym m’ Zeilen | bi = (Zr) (i)




Ubersicht zum Algorithmus

® Der Algorithmus liefert fur den steigenden “Approximationsgrad”
k € N (Laufvariable) die Spaltenvektoren

/
up € R™ Tm

und

vkeR”

® Die approximierende Matrix fur die um m’ erweiterte Matrix B
1st dann gegeben durch

k
B = Sk L= ZALZUZT
/=1 ’

ER(m/+m) Xn

respe.

Ktive 1n Restterm-Schreibweise

§:§k‘|‘§k

k € R istder Wert der

Laufvariable k& am
Ende des Algorithmus



Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fiir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)J’a
- 1
R> Yk -— (Uk)Jk )
Vi 1= Vg Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)’t — ("Z?kﬁ’)(z’&) — (ﬁg)z(’ljg)]k
=1
ik_1_1 = ’Lk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’



Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)yla
- 1
R> Yk -— (U/ﬁ)ﬁc )
Vi 1= Vg Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)’t — (OZYI@K)(ZZ) — (ﬁg)z(’l}g)]k
=1
ik_|_1 = Zk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’

® Der Approximationsgrad &
und der Index 721 werden mit
1 1nitialisiert.

e Wie gross 77 wird,
entscheidet sich 1n der
kleinen Programmschleife.




Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fur j;=1,...,n e In der kleinen Programm-
3 hl ) schleife wird der Hilfs-
(0k); = (ZK)(Giy) — Z(W)ik (ve); vektor v € R" konstruiert.
(=1

Er dient zur Berechnung des
Vektors vi € R” welcher in

k
sonst beginne BaS,=) dwf

(UK );; . =l .
als vy 1n Erscheinung tritt.

- —1
R> Ve = (Uk)j, ; e v; darf nicht der Nullvektor
———————————————————————— seln.

Jk -= argmax;_q .,

ik_|_1 = Zk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’



Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)yla
- 1
R> Yk -— (U/ﬁ)ﬂc )
Vg 1= Vi Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)z — (OZYk K’)('Z”&) — (ﬁ’ﬁ)i(vf)ﬁc
=1
ik_|_1 = Zk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’

e “argmax’ liefert den Index
des maximalen Elementes
einer Liste (hier: Vektor Ux)

e Fur das Pivotelement (0% );,
(vgl. spater) gilt stets

(0k)j), # 0,
da der Vektor vx gemaiss der
kleinen Schlaufe des Algo-
rithmus nicht verschwindet.
7Yk 1st also wohldefiniert.




Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)yla
-y —1
R > Vk = (U/ﬁ)ﬂc )
o _v_k _:_7;@;, ________________ Hauptteil
— / Berechnung von
fir +=1,....m +m 4, € R™ ™ und v, € R”
) Rl ) welche zur Berechnung von
(uk)z i= (Zyk/i)(%) — (uﬁ)i(vf)jk ~ o~ i . T
/—1 B~ Sy := ZUgvg
———T—f_—.——f —————————————— =1
l41 = 1 T+ 13 verwendet werden.
e éﬁnigek + 1 (Wiederum treten die Vektoren
e T in der Summe als g, vy in
solange bis 1z > m Erscheinung.)




Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)yla
. 1
R > Vk -— (U/ﬁ)ﬁc 3
Vi := Vi Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)’t — (Z?k/{’)(z’&) — (ﬁg)z(’l}g)]k
¢=1
1+l = 1k + 1; Beachte:
kE:=k+ 1; Mit 7541 wird eine neue
beende

e Variable initialisiert. k& wird
solange bis 1 > m hingegen nur inkrementiert.




Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fiir j=1,....n
k—1
(Br); = (L5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (ve);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)J’a
- 1
R> Yk -— (Uk)Jk )
Vi 1= Vg Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)’t — ("Z?kﬁ’)(z’&) — (ﬁg)z(’ljg)]k
=1
ik_1_1 = ’Lk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’

Abruchbedingung der grossen
Programmschlaufe.




Der Algorithmus “en deétail”

k.= 1;
11 = 1;
wiederhole fir j=1,....n
k—1
(Br); = (Z5K)(Ci) — ¥ (Te)i, (v0);
/=1

falls v, verschwindet, dann 7, := i + 1;

sonst beginne

Ik = argmax;_q . n (@k)yla
- 1
R> Yk -— (U/ﬁ)ﬂc )
Vg 1= Vi Uk;
fir i=1,....m +m
k—1
(/&k)z — ("Z?k; H)('Z’L) — (aﬁ)Z(Uf)Jk
=1
ik_|_1 = Zk + 1,
k:=k-+1;
beende

solange bis i > m’

Schlussbemerkung

B = (bij)i,; = ((ZjK)(2i))s,
wird im Algorithmus nur in den
ersten ™’ Zeilen und in den
Spalten Ji,---,Jk berechnet;
daher die Bezeichnung

unvollstindige Approximation
fur diesen Algorithmus.




Definition: k-tes Restglied R;

Vor: ek “Approx’grad” be1 Abbruch des Algorithmus

k
* S = Z Gevy Approximation von B & R/ +m)xn

Def: |R, := B — S,. | k-tes Restglied




weiteres Vorgehen:

Wir konstruieren rekursiv Funktionen rx(x,y), sk(z,y)
und stellen eine Beziehung zum Restglied Ry her.

Definition: i, s

Verankerung: |ro(z,y) :=

R(Z, Y)
so(x,y) =0

rekursiv:
re(2,y) = re-1(2,y) — V(LG rre—1) (W) TR-1(2, G )
Sk(xay) c= Sk—l(%y) T %(iﬂjkrk—l)(y)rkq(% Qk)

Erinnerung/Bemerkungen:

o (Zynon)i= [ (e )en @) ds,
r

o Jr = afgmaxj:l,...,n‘(@k)j’

e ?; wird in der kleinen Schlaufe des Algorithmus bestimmt




Lemma 3.2: Beziehung 7. < Ry

Vor: k>1
Beh: Furalle 1<:i<m'+m; 1<j53<n

gilt

(Ri)ij = (Lire) (2:)

Erinnerung: z = (Cis-- -, Cm/ s Y1y - - - s Ym)

Lemma 3.3: Tragerbereich von

Vor: e k>0
o 1 </<k

Beh:

(‘iﬂje Tk) (y) =0

—— > Der Trager von .%;,r: liegt also in

o%jef/‘k

\V/y - Rd\th

Xt, = Ujer, SUpp ;i



Abkurzende Schreibweise

HG)
Z. . — . cr Zelenauswahlindex iy
R % )(C ) lauft von ¢ = 1 bis ¢ = k.
ADANY "
(L) S
([Z];, k) (y) = : Der Spaltenauswahlindex j,

‘ lauft von ¢/ = 1 bis ¢ = k.
(L k) (Y)



Definition: Matrix Ek c RF*k -

("E’ﬂjl K)(C'Ll) S ("Zﬂ]k K) (C’H)
zzl\k L= : :

: : ) Volldarstellung

= ( (Z,k)(¢l,) - (Zk)(C],) ) Spaltendarstellung

([C’%]k li) (C’ll >T
— ; Zeilendarstellung



Erinnerung (Lineare Algebra): Cramersche Regel

Vor: e AcGL(n,K)

e a',....a™ € R Spaltenvektoren von A

Ann: Arxr=5b mit be R"

~det(a',...,a" " ba 0 a™)

det A

Beh: 04

Bemerkung:
Wegen det(A’) = det(A) gilt eine analoge Aussage auch fur das Ersetzen

der i1-ten Zeile durch den Vektor b.



Definition: “Cramersche” Matrizen Ax(¢,7), My (4, y) -

® A,(¢,7) € R*** entsteht aus A durch Ersetzen
der /-ten Spalte durch die j-te Spalte.

e M, (¢,y) c R***entsteht aus A, durch Ersetzen
der ¢-ten Zeile (|-£], x)(G,) durch den
allgemeinen Zeilenvektor ([.Z],_ x)(y).

= (L], 5)(y)

Beachte:
ﬁk — ﬁk (4, 7¢) ¢-te Spalte durch /-te Spalte ersetzen

Ek = My (4, ;,) ¢-te Zeile durch ¢-te Zeile ersetzen



Lemma 3.4: Determinante von Ek

Beh: Es gelten folgende rekursive Formeln:
 Fall: 1</<k

det Ay (¢, 5) = vgt det Ax_1(£,§) — (Lr—1)(Gy) det Ax_1 (£, ji)

e Fall: ¢/ =k
k=1: detAi(1,5) = (Zr)(G,)

k>1:  det Ap(k,j) = (Lirr_1)(C,) det Ap_y

insbesondere wegen A, = A (4, ji,)

k
det A\k — H’ye_l
(=1

Beachte:

v iA0 Ve=1,...k =|A; € GL(k,R)




Folgende Darstellung des Kerns < 1ist von fundamentaler
Bedeutung fur die Analyse des Approximationstehlers

Lemma 3.2: Kern-Zerlegungssatz

Vor: Die Folgen {sktr und {7k} seien gegeben durch

TQ(CIJ,y) ‘= li(ﬂ],y); SO(xay) =0
re(z,y) = mh—1(2,y) — V(L re—1) W) rr—1(7, G,
sk(,y) = sk—1(2,y) + V(LG rre—1)(Y)rr—1(z, Gy,

Beh: Es gilt folgende Zerlegung des Kerns

sk(,y) +re(z,y) = Kz, y)

wobel fur k£ > 1

su(z,y) = (L], 0) ()" ALt k(z,[¢,)] €R




Hauptteil



Motivation

Satz: Z;s;, als Interpolant von £«

k
. det Mk / y
Beh: | 0% Sk f k)G
) (o) = 3 L (,006,)
1) | -Z}sk ist der eindeutig definierte Interpolant von ZiKk zu den
Stutzstellen (;,,...,(;, im Raum span{.%; k,...,.Z; K}.
Bemerkungen:

e ) folgt aus der Cramerschen Regel und dem Kern-Zerlegungssatz.
Wir beweisen 1hn hier nicht.

® |) = i) zeigen wir nun anhand eines allgemeinen Interpolationsprinzips
fur R% — R-Funktionen.



Beweis ¢) = i1)

® Sei @ :={p1,...,p,} eine Basis von R? — R -Funktonen,
T1,...,2 €RY f1,..., fx € R  Stutzpunkte, Stutzwerte
® Def: / pi1(xr1) -+ or(r) \

M = My(zg) [€ R¥**

Me(z) = ¢1(@) - wwl@) | 4
; ‘ Annahme: det M # 0

\901(.3%) SOk(.fk))

det M . . ]
® Def: /() := et My() e span ® ={ yo(z;) = dis X 1st also eine Lagrange

det M Funktion fur die Interpolation

® Def: L%(x) = fixi(x) + ... + fuxe(z)

Dieser Interplant lost das Interpolationsproblem L (z;) = f; i=1,....,k
eindeutig. k
det My (Z,
Bemerkung: (Zjse)(y) = ) ot Milt,y) (Zr)(Gi,)
—1 det Ak

also entspricht in unserem Satz A < M und M (£, y) < My(z).




Fehleranalyse

Vorgehensweise:

Wir wollen den Interpolationstehler des Interpolanten
ZjSk von £k anden Stellen (;,, ..., (;,

untersuchen.
Um dies zu tun, setzen wir den Interpolationsfehler

LTk auf dem Raum span{.Z; k, ..., L Kk}

zum Fehler des Interpolanten in einem anderen Funktionenraum

span ¥V mit U :={yYq,...,Yn}

in Beziehung.



Lemma 3.6: Fehlerabschatzung der Koll’matrix-Komponenten

\Vor: i1,...,% durch den Algorithmus erzeugt

Beh: Die Funktionen -Z ;T erfullen

det Akj(f j)
det Ak

(ZLjr)(y) = Eny [Z55] — Z Eny [Z5,k] (y) Yy € RA\X,

(=1

Bemerkung:
Wenn wir fur ¥ die Kollokationspunkte y; € X; = supp; einsetzen, erhalten

wir eine Fehlerabschiatzung fur die Matrixeintrage der Kollokationsmatrix

= (Z5r) (i) = (L sk + 1)) (i) = (ZGsi) (i) + (L) (i)



k
(L)) = E% (26— S & - fz BY, (2.6 () Yy € RAX,,
/=1

Beweis-Ubersicht

® Wir zeigen im Wesentlichen die Beziehung

k
(Zre) = B [23] (9) = > B [23,8) () (A (L) ()
/=1

® Mit der Cramerschen Regel konnen wir (ﬁé (Z %)([C]k)) jbestimmen

Az = (Z)([(],) € RE =z = SEAET)

) det A, (A (@), = oL
A = (Z0)((())) € RS = 2 = A1 (L) (((],)

Die Behauptung 1st dann offensichtlich bewiesen.

Wir zeigen im Folgenden also den ersten Punkt.




Schritt 1: Notation

Sei Xi die i-te Lagrange-Funktion bzgl. System V¥ := {¢q,...

Stutzstellen {¢1,---,¢,}, d.h.

Xi(Ce) = die

® Def: X1 (y)

® Der Interpolant

Lo [Z56) (y) 7= > (Z5R)(Gir) Xe(y)
=1

hat in Vektorschreibsweise also die Form

Ly [ (0) = (£m)(S))” x(0)

, U } und

Beweis




Schritt 2: Summenaufspaltung bzgl. Indizes {1, - .

Die im Algorithmus erzeugten Auswahlindizes {71, - -

in unregelmassigen Abstanden verteilt sein:

- =»wiederhole fiir j7=1,...,n
k—1

()5 = (Z5#) (Gir) = DI

/=1

sonst beginne

Tet1 = U + 1;
beende
solange bis iy > m/

)iy, (V)

falls v, verschwindet, dann 7 := i + 1;

. 7ik}'

Beweis

.,ix} konnen auf NN [1,m/]

1 77 19 13 14
rot: Auswahlindizes
blau: Zwischenbereiche




Schritt 2: Summenaufspaltung bzgl. Indizes {i1, ..., ik} Beweis

Die im Algorithmus erzeugten Auswahlindizes {71, -, ik} konnen auf NN [1,m/]
in unregelmassigen Abstanden verteilt sein:

Wir spalten die Summe des Interpolanten

/
m

Ly [Zi] (y) = ) (Zr)(Giy) xe(v)

/=1

nun bzgl. dieser Auswahlindizes auf und erhalten

Ly [Z55] (y) = i(«%‘%)(@)xi(yHZ (Z5R) (G xa () + Y (Z58)(C)xa ()
1=1 /=1 L 1—=1p+1 _

-1 1 +— |

1 77 19 13 14 15 1h—o  Thp_1 1k m m' +m
rot: Auswahlindizes
blau: Zwischenbereiche

Bemerkung: Der Beweis orientiert sich im Wesentlichen an dieser Aufspaltung!



Schritt 3: Beweis

F'ur.alle teN der Lemma 3.5: Kern-Zerlegungssatz

Zwischenbereiche , ) se(z,y) + re(z,y) = K, y)

e <1 <tgqpq gilt: daher folgt mit )y R Ay

a) (Zjre)(¢i) =0 i) sk(z,y) = (L], 5)(y)" AL w(z, [C])
a) :)




Schritt 4:

Beweis

® Wir schreiben diesen Ausdruck |[(Zx)(¢G) = (£],5)(&)T AN (L) (C],)
nun 1in Summenschreibweise aus und erhalten

14

(ZR)(G) =Y (L1 mC)TATY) (Zm)(G,)

r=1

® Die Zwischenbereichs-Terme nach dem Index i

11—1

ioy1—1

Ly, [Zk] (y) = > (Z5R)(G)xily +Z (Z55) Gixa (W) + > (Z5r)(G)xiy)
i=1 i—ip+1
konnen wir nun schreiben als
’I,g_|_1—1 'L£—|—1 L ¢ R
> (@R = D 3 (6 A (Zr)(G)xw)
1—=1p+1 1—=ip+1v=1 Y
/¢ t4+1—1 R ¢
=Y @m) Y gfz)(ci)TAzl)y ) = D (Zm)(G,)ad)
v=1 1=1p+1 v=1
. =:al ><y>
® Kazit:

Geqy1—1

1—=1p+1

wobei o)== > ([ 4") x(w)

14
> (R (Gxaly) = Y (LR (G, (v)

1o4+1—1

1=1p+1




Schritt 5: Beweis

® Im ersten Zwischenbereich 1 < i < i; gilt: |(Zx)(¢) =0 | a)

Daher verschwindet der erste Summenterm wie folgt:

Lo [Z55] (y) = Z(g k) (Gi)xi(y +Z (LR (Gxie (W) + Y (ZR)(G)xay)
i=1 i=ig+1

\ 4

a =0
) 1p41—1 /

® Wegen Formel von Schritt 4 | Y (Zr)(C)xi(y) = > (Zx)(G,)al (y)

i=ip+1 v=1

kT p _
ngz’ LK) (y) = Z (Zjr)(Ciy)xio () + Z (Zik)(Gi,) (6) (y)
Rechnen mit L o _
Ssgrgggzrgilchen ;(gm (Gie )Xo (Y S:S:: (Zik)(G,,) (6) (¥)
f k k
der Summe bzgl. = D (%#)(G:) <xw +Za<”) ) = (LR G)alw)
(RG,) = A =
—qe(y)
q1(y)
Ly [Z56] (y) = (Z5r)([¢],) " aly) wobei q(y) == . € R"
qr(y)




Schritt 6: Finale Beweis

Fur den Schluss des Beweises benotigen wir nun im Wesentlichen

Lemma 3.5: Kern-Zerlegungssatz
i) su(z,y) + 1wz, y) = £(2,9) Ly, [Z6] () = (Z55)([¢) " a(v)

i) si(z,y) = (£, 0) @) T A" Kz, [C],)

(L)) L (L)) — (Lsi) ) 2 (Zm) () — (L), 1)) A (2R ()

= ((Z5r)(Y) — Loy [Z58] () +Lo [Z58] () — (2], 0) ()T A (Z5R) ()

\

-~

:E;I;, [c%j K}]

= En 23] (v) E(RIE) "a) — (121, ) (v)" A (Z50)(1C),)

= Er 126 (y) — (1), £) )T AL (Z56)(C),) R aly) ™ Ax Ay ' (Zx)((¢))

Transpo- =1

nierenvon = EY, [ k] (y) — (([z]km)( ) — ﬁ%q(y))Tﬁzl(%%)([dk)

Matrizen

— B, (2] ZE‘P o) ) (A (Zm)(10)

14

Dies war gemass Bewelsubersmht Zu zeigen.



Wahl der Pivotelemente

Mit Hilfe von
Lemma 3.6: Fehlerabschatzung der Koll’matrix-Komponenten
k 7 .
Beh: (£ = Bl (%6 - Y. 20D Bl 12,6) v e BT,
¢=1 =

lasst sich nun der Approximationsfehler kontrollieren, indem wir
die Koeffizienten abschatzen.

Im Allgemeinen erzeugt die Wahl von Jx im Algorithmus keine Untermatrix
mit maximaler Determinante 1m Betrag. Dennoch konnen wir sehen, dass
die Strategie, immer das maximale Element zu wahlen, die beste Wahl 1st
bezuglich maximaler Determinanten, wenn wir alle zuvor gewahlten
Indizes ji, ... Jjk—1 festhalten.

Dies zu zeigen, 1st Gegenstand des folgenden Lemmas.




Lemma 3.7: Abschatzung der Koeffizienten

ANN: In jedem Schritt des Algorithmus wahlen wir Jx so, dass

(LG re—1)| 2 [(ZGre-1)(G)| VI<j<n

Beh: Dann gilt furalle 1 <¢<k und ;_

[det Ay (4, )| < 2% det Ay

Mit diesem Lemma und

Lemma 3.6: Fehlerabschatzung der KollI’matrix-Komponenten

o v mdet A0 ) g o, -
Beh: (Zm) ) = EL %) - L EY 12 k] (y) Yy € RAX,
/—1 detAk

erhalten wir die gesuchte Abschiatzung des Approximationsfehlers:







