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Das Grundprinzip
Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Integrale mit stark oszillierenden Integranden

Gesucht ist eine Methode fiir die numerische Auswertung von
Integralen der Form:

b
| = / f(x)ea0) dx (1)

Dabei stellt w > 0 den Frequenzparameter dar, und f und g sind
reelle schwach oszillierende Funktionen.
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Das Grundprinzip

Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Ein stark oszillierender Integrand

Zum Beispiel Integranden wie cos(x) - e300 im Intervall [0,1]:

cos(x)*exp(i*300%7)
T T T

Re( cos(x)*exp(i*300x%) )
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Das Grundprinzip
Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Die Idee der Levin-Type Methode

b
= / F(x)e™90) d

Angenommen f wére von folgender Form:
F(x) = p(x) + iwgd (Ip(x),  (a<x<b)

dann ist p(x)e™9() eine Stammfunktion von f(x)e™9() und somit
ergibt sich:

Berechnung von /

b . :
— p(b)elwq(b) _ p(a)elwq(a)

a

/= (o)
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Das Grundprinzip
Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Differentialgleichung fiir p

f(x) = p(x) +iwg()p(x),  (a<x<b)  (2)

Gleichung (2) kann als DGL in p aufgefasst werden. lhre
allgemeine Losung ist:

p(x) = / f(t)e9Wdt + C | em ™)

p(X) — pO + C - e_’."‘)q(x)
NG N—_——
part.Lsg homog.Lsg.

dann ergibt sich:
| = p(b)eiwq(b) _ p(a)eiwq(a) — po(b)eiwq(b) _ po(a)ei“’q(a)
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Das Grundprinzip

Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Existenz einer schwach oszillierenden Losung der DGL

Sind f und g schwach oszillierend, q][%b] invertierbar und
lwg'(x)| > 1, dann:
besitzt die DGL (3) eine schwachoszillierende partikuldre Lésung po.
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Das Grundprinzip
Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Numerische Losung der DGL

f(x) = p'(x) + iwq' (x)p(x), (a<x<b)
Um die obige DGL zu |6sen wird eine “n-point collocation
approximation” wie folgt definiert:

pn(x) = Zakuk(x)
k=1

wobei {uy}}_; schwach oszillierende, linear unabhingige
Basisfunktionen sind. Die Koeffizienten {ax};_; sind bestimmt
durch:

o) + iwd ()pa(x) = F(x),  (1=1,2,..,n)

wobei {x;}7_; paarweise verschiedene Stiitzstellen (collocation
points) in {a, b] sind.
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Das Grundprinzip

Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

e Waihle Basisfunktionen {u(x)}]_;
o Lose folgendes lineare Gleichungssystem nach {ax};_,

Zak”k xj) + iwq'( Zakuk xj)="f(x;)), (=12,.,n)

k=1
—_——— _,_/
pr(xj) pn(x;)

e Berechne /, = p,(b)e™) — p,(a)e’a(2)
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Das Grundprinzip

Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

Beweis Lemma 1

Lemma 1

Sind f und g schwach oszillierend, q][a b invertierbar und
lwg'(x)| > 1, dann:
besitzt die DGL eine schwach oszillierende partikuldre Lésung po.

DGL fiir p

A

mit allgemeiner Lésung:

p) = | [ F)eaOaer € | et

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods




Das Grundprinzip
Problemstellung
Collocation (Levin-Type) - Methode
Vorgehensweise

po in einem konkreten Beispiel

Sei:
b

b
/:/f(x)eiwq(w)dx = /1 - el X dx
a

a

Gemdass Lemma 1 gibt es ein C € C so dass:
p(x) = / f(t)e™aOdt 4 C | et
a

schwach oszillierend ist. (siehe Matlab)
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Eindimensionale Integrale

Wir betrachten nun eindimensionale Integrale der Form:

b

| = / F(x)e™90) dx

a

welche den Voraussetzungen von Lemma 1 geniigend, d.h. f und g
schwach oszillierend, q|, ;) invertierbar und |wq'(x)[ >> 1.
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Beispiel 1

Sei: f(x)=sin(x), g(x)=x+x% a=0, b=1 also:

Beispiel 1

1
I = [ sin(x)e0Hx*) dx
0
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 2

Der Integrand fiir w = 10

Integrand for W = 10 in q(x) = W*(x+>3)
T T T

1 T T

Re( f(x)*exp(*q(x)) )

Abbildung:
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Eindimensionale Integrale Beispiel 1

Beispiel 2

Der Integrand fiir w = 100

Integrand for W = 100 in q(x) = W*(x+>2)
T T T T T

Re( f(x)*exp(*q(x)) )
o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung: Integrand Bsp.1 mit w = 100
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Der Integrand fiir w = 500

Re( f(x)*exp(*q(x)) )

Integrand for W = 500 in q(x) = W*(x+>2)
T T T T T

Abbildung: Integrand Bsp.1 mit w = 500
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Eindimensionale Integrale Beispiel 1

Beispiel 2

Wah! der Basisfunktionen

po wird hier mit einem Polynom approximiert. Als Basisfunktionen
{uk}s—, werden Monome gewihlt:

ug(x) == xk=1 k=1,2,...n

Die Stiitzstellen {xj-}J'.':1 werden dquidistant zwischen 0 = x; und
1 = x, verteilt.
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Eindimensionale Integrale Beispiel 1
Beispiel 2

Lose lineares Gleichungssystem

ph(x;) pn(x;))
n n
ZakuL(XJ) + iWq/(XJ')'ZO‘kUk(XJ'): f(XJ)v =12.,n)
k=1 k=1
—

UL(XJ) + iwq/(Xj) ’ uk(xj) C O = f(XJ)7 (./ =12, n)

ajk

x
Il
-

—

A-o =b"  wobei A= (aj)o<j<n
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 2

Losung der DGL

p,, low osc solution to 0.d.e.
T T

Re(p,)

Abbildung: R(pn):

collocation solution
Marco L&ubli
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Eindimensionale Integrale

Berechne /,

/n = Z akuk(b) 'eiwq(b)
k=1

—_—

pn(b)
Fir w = 500 ist:
1
1=
0

Beispiel 1
Beispiel 2

— Zakuk(a) .elwa(a)
k=1

—_—
Pn(a))

sin(x)e"5000x%) g

und somit zum Beispiel mit 5 Stiitzstellen ausgewertet:

R(ls) = 4.60098... - 1074

R(/) = 4.59859... - 10*

Marco Laubli
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Fehleranalyse: n-Konvergenz

~ n Konvergenz | In— 1|
10 T T T T T

1an-n /1]

8 L L L L

2 4 6 8 10 12 14 16
n = # of collocation points




Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Fehleranalyse: w-Konvergenz

. W Konvergenz | In -1

1an =1

Abbildung: relativer Fehler, O (1) (w — o0)




Eindimensionale Integrale Beispiel 1
Beispiel 2

Fehleranalyse: w-Konvergenz

W Konvergenz | In -1

[In=1]

Abbildung: absoluter Fehler, O (&) (w — o)

Levin-Type methods
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Beispiel 2: Ein uneigentliches Integral

Das zu berechnende Integral sei:

1= [ (@)
0

Durch die Substitution: y = % wird (4) zu:

Beispiel 2
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Der Integrand des uneigentlichen Integrals

exp(iX)/(x+1)?
12 T T T
s 4
S osp q
7
3
< o6 B
¥
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g
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>=0

Abbildung: Urspriinglicher Integrand
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Der Integrand nach der Transformation

Re( exp(i*x/(1-x))) )

Im( exp(i*x/(1-x))) )

exp(i*x/(1-x))
T T
I I I I I I I I {Vﬂ
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
I I I I I I I I I wl
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung: Integrand nach Transformation
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Wah! der Basisfuntionen

Wie in Beispiel 1 werden Monome als Basisfunktionen {ux}y_,
gewahlt:
ug(x) = xk—1 k=1,2,...n

Die Stiitzstellen (collocation points) {XJ-}J’.7:1 werden dquidistant
zwischen 0 = x; und 1 = x, gesetzt.
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Lose lineares Gleichungssystem

Das zu I6sende lineare Gleichungssystem mit
Pn(X) = > k1 k() lautet:

Po(x) + id'(x;) - pa(x;) = f(x)) i=12..,n
<
1
/ . o - ) — -
Pa(x) + i 1= x)? pa(x) =1 i=12..n (5

Um numerische Probleme bei x,, = 1 zu verhindern, wird Gleichung
(5) wie folgt umgeschrieben:

(1 =) pn(x) + i - palg) = (L = x)° j=12,.,n
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Losung der DGL

p,, low osc solution to o0.d.e.
0.05 T T T T T T T T T

-0.05

-0.15

rewy

-0.25

-0.35

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung: R(pp): collocation solution
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Eindimensionale Integrale Tefidl 1l

Beispiel 2

Berechne /,

<
o= lim (pn(x) - €'5) = po(0) -
<~
/n =0 — p,,(O)

Ergebnis:
Is = 0.3809 + 0.3442

| ~ 0.3786 + 0.3434i
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Eindimensionale Integrale

Beispiel 1
Beispiel 2

Fehleranalyse: n-Konvergenz

n Konvergenz | In - 1|
10 T T T 7 7 7 7 r

e I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n = # of collocation points

Abbildung: relativer Fehler
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Eindimensionale Integrale in verallgemeinerter Form

Wir betrachten nun Integrale der verallgemeinerten Form:

b
/ :/ (f, w) (x)dx (6)

wobei: f = (f1,..., )T ein m-Vektor schwach oszillierender
Funktionen und w = (wy, ..., w;,) T ein m-Vektor stark
oszillierender, linear unabhangiger Funktionen.
Ferner sollen {wy};" ; ein System von Differentialgleichungen
erfiillen:

w=A w (7)

wobei A = (hjj)1<i j<m eine m x m Matrix schwach oszillierender
Funktionen hj; ist.
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

DGL-System fiir p

Gesucht ist ein Vektor p mit m Funktionen p = (p1, ..., pm)" so
dass gilt:

(f,w) = (p,w)’ (8)
denn gilt Gleichung (8), so ist das Integral leicht auszuwerten:

b b
= / (F, w) (x)dx = / (oY (x)x = {p, w) (x)]
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

DGL-System fiir p

Gesucht ist ein Vektor p mit m Funktionen p = (p1, ..., pm)" so
dass gilt:

(Fw) = (p, w)’ (8)
denn gilt Gleichung (8), so ist das Integral leicht auszuwerten:
b b
1= [ (F.w) (= [ (p.w) (e = () ()

Unter welchen Bedingungen an p gilt Gleichung (8) 7
Durch Umformen und unter Ausnutzung von w’ = Aw erhéalt man:

DGL-System fiir p

pl+ATp:f
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Numerische Losung des DGL-Systems

Fiir die Lésung p des DGL-Systems wird eine “n-point collocation
approximation” definiert als:

n n T
Pl (x) = (p§ ), ---,pﬁn)>
wobei:

Zak uk ), i=1..m

Fiir festes i € {1...m} sind:
Ny N
{u,((')}k . linear unabhiangige, schwach oszillierende

Basisfunktionen auf [a, b].
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Numerische Losung des DGL-Systems

Die Koeffizienten (a(l) ...,ozgl), ..... ,ag’"),...,aﬁ,’”)) sind durch die

folgende Bedingung bestimmt:

P L AT pln) — f

—
P pi" f
Lo HAT s ] =
) ) fim

Erinnerung:
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Berechung von [,

Das zu berechnende Integral lautet:

b

= / (F, w) (x)dx

a

Die Approximation /, zu | errechnet sich wie folgt:

In = (pn,w) (b) — (pn,w) (a)
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Besselfunktionen 1. Grades

Die Besselfunktion J, erfiillt die folgenden rekursiven Relationen:

, v—1

100 = () — () 9)

J6) = Jm1(x) = ZJ(x) (10)
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Besselfunktionen Jy, J; und J,

Besselfunctions of first kind

1 T T T T T T T T
)
3,
3,
0.5 -
£
g
° /
o5 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung: Besselfunktionen
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen

Beispiel 3

Beispiel 3: Integral mit Besselfunktion

Beispiel 3:

2

1

| = / 21 - Jo(wx)dx
1

Das Integral ldsst sich auch wie folgt schreiben:

2
/z/(f, w) (x)dx
1
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Die Zusatzbedingung an w

w = < JO(Z;() ) erfiillt die geforderte Bedingung:

w=A w
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Der Integrand fiir w = 10

1I(1+x‘)*JU(Wx) with W =10

0.1 T T T
0.05 .
g 0
%
2
Y
X
2
= -0.05| .
-0.1F .
~015 I I I I I I I I I
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Abbildung: Integrand fir w = 10




Die verallgemeinerte Form

Der Integrand fiir w = 100

(LX) I (W)

o

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04,
1

Vorgehensweise
Besselfunktionen
Beispiel 3

1/(1+x‘)*JO(Wx) with W = 100

T

TS

Abbildung: Integ

Marco Laubli

rand fir w = 100
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Wah! der Basisfunktionen

Als Basisfunktionen werden Polynome folgender Form verwendet:

. k-1
ul((')(x):<x—a—;b> k=1,..n, i=12

Die Stiiztstellen xq, ..., x, werden dquidistant in [a, b] verteilt mit
x1=aund x,=b
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Lose lineares Gleichungssystem

Das nach (agl),...,agl),oz?)? ...,ag,2)) zu lésende lineare

Gleichungssystem lautet:

<
n n 1
P () 0w p0g) \ _ [ e g
1(n) Tl oo -1 () =7 » J=Len
Py (%)) Xj Py (X)) 0
wobei .
pl(")(x) Za&(')ul((')(x), i=1,2
k=1
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Losung der ersten DGL

P low osc solution to o.d.e.
T

Re(p,)

11 L

L
15 16 18

Abbildung: ER(pgn)): collocation solution

Marco Laubli Prosemin
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Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Losung der zweiten DGL

3 p;” low osc solution to o.d.e.
5 T T T T T T T T T

a5+ 4

Re(p

25F 1

1 11 12 13 1.4 15 16 17 18 19 2

Abbildung: ER(pgn)): collocation solution

Marco Laubli i Type methods



Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Berechnung von |,

Das zu berechnende Integral war:

1/2fw (x)dx  mit - f(x):<x2;+1>, WW:(%Q)

Die Approximation /,, zu | errechnet sich wie folgt:

In = (pn,w) (2) = (pn,w) (1)

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods



Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Fehleranalyse: n-Konvergenz

. n Konvergenz
107 ¢ : r . . T

T
—+— W =50
W =100
—e—W=500
W = 1000

[an-1/1]
5

12 I I I I 1 I
2 4 6 8 10 12 14 16
n = # of collocation points




Vorgehensweise
Die verallgemeinerte Form Besselfunktionen
Beispiel 3

Fehleranalyse: w-Konvergenz

W Konvergenz

Abbildung: relativer Fehler, O (1) (w — o)

1
w
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Vorgehensweise
Besselfunktionen
Beispiel 3

Die verallgemeinerte Form

Fehleranalyse: w-Konvergenz

W Konvergenz

[(n=-1]

20 ;
10 * 10
w

10

Abbildung: absoluter Fehler, O (&) (w — o)

Type methods
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Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Erweiterung auf mehrdimensionalen Fall

Betrachten wir die Erweiterung auf den zweidimensionalen Fall, also
Integrale der Form:

/_//fxy 90Y) dxcly

Die Methode lasst sich danach analog auf k-dimensionale Integrale
erweitern. (k > 3)
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Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

DGL fiir p im zweidimensionalen Fall

//f(x y) *¥) dxcly

Ware f von der Form:

f = pxy + iGxPy + iqypx + (iGxy — Gxqy)pP

dann ist:
p(x, y)e @) eine Stammfunktion von f(x, y)e¥) und die
Berechnung von | ergibt sich zu:

= (p(d, D) @0) — p(d, )e () (p(c, b)) — p(c, a)ei®(c))
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Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Numerische Losung der DGL

Auf dem Gebiet [a, b] x [c, d] wird wird ein n x m Gitter mit
Stiitzstellen definiert:

{(Xl7yj)} 0<i<n
0<j<m

Die Lésung p der DGL wird durch p,, approximiert:
pnm X y Zakuk X y

wobei {ui}; " schwach oszillierende Basisfunktionen sind.
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Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Lose lineares Gleichungssystem

Definiere:

L@p = py, + iqupy + iqypx + (iGxy — GxGy )P

dann lautet die zu efiillende DGL: L()p = f.
Die Koeffizienten {a};"} sind bestimmt durch:

L(2) [Z akuk] (Xf)yj) e f(Xi,)’j) I: 1...n, J: 1..m
k=1

Pnm
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Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Berechnung von |,

//f X,¥) 9(3.Y) dxly

Berechne /,,, als Approximation fiir / :

Iom = (Pam(d, B)e ™) — piyn(d. 2)e9))

~ (Pam(c, b)) — pon(c, a)e(e)
mit:

pnme Zakukx}/)
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Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Beispiel 4: Ein zweidimensionales Integral

Sei: f(x,y) =cos(x+y), qlx,y)=w[(x+y+(Z+y?)],
a=c=0, b=d=1 also:

Beispiel 4

11 : Do
| = ffcos(x+y)e""[x+y+(X )] dxdy
00
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Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Der Integrand fir w =5

h(xy) = cos(x+y)*exp(i*a(x,y)) , W =5

Re(h(y) )




Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Der Integrand fiir w = 20

h(x,y) := cos(x+y)*exp(i*a(x.y)) , W = 20

Re(h(x.y))




Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Wah! der Basisfunktionen

Auf dem Gebiet [0, 1] x [0, 1] wird wird ein quadratisches Gitter mit
n? Stiitzstellen gelegt:

i—1 j—1 .
)= [ —— < <
{(x,,yJ) <n—1’n—1)'1_l’1_n}

Die Lésung p der DGL wird durch p,» approximiert:

Pr2(X,y) Zakuk X,y)

wobei als Basisfunktionen wieder Monome verwendet werden:

{udiey = {(y) = x| 0<ij<n—1}

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods



Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Lose lineares Gleichungssystem

L@ p = py, + igepy + iqypx + (iGxy — Gxqy)P

. . 2
Lése folgendes lineares Gleichungssystem nach {a}y_; :

k=1

Pnm

Gleichungssystem (11) ist von Ordnung n?.

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods



Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Losung der DGL

p,2 low osc solution to 0.d.e.

-1369.6- .-

-1369.65.. -

-1369.7+

-1369.75.. -

yin[e,d]

xin [a,b]

Abbildung: R(p,z): collocation solution

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods



Beispiel 4
Mehrdimensionale Integrale

Berechnung von |,

Berechne /.2 als Approximation fiir / :
e = (Pua(d, B)e @) — pa(d, a)e )
_ <pn2(C7 b)ed(©h) _ p (e, a)eiq(c,a)>
mit:
Pn X y) Zakuk X y
mit 3 Stiitzellen pro Gitterseite erglbt:

2 = lg = —8.572-107° — 3.305-107°/  (w = 100)

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods



Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Fehleranalyse: n-Konvergenz

, n Konvergenz

T

—+— W =100
W = 1000

—&— W = 10000

lan-1/1]

4 5 6
n = # of collocation points per side

Abbildung: relativer Fehler

Marco Laubli Prosemin

methods



Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Fehleranalyse: w-Konvergenz

" W Konvergenz

lan-1/1]

Abbildung: relativer Fehler, O (1) (w — o0)

Marco Laubli Prosemin

Levin-Type methods



Beispiel 4

Mehrdimensionale Integrale

Fehleranalyse: w-Konvergenz

W Konvergenz

[(n-n]

Abbildung: absoluter Fehler, O (&) (w — o0)

Marco Laubli Prosemin, Levin-Type methods



Zusammenfassung

Abschliessende Gedanken

Die Levin-Type Methode ist eine effiziente Methode zur
numerischen Auswerung von Integralen der Form:

b
o [ f(x)ea)dx

b
o [(f,w)dx

Sie l3sst sich sehr leicht erweitern auf mehrdimensionale Integrale

der Form:
by by ,
o [...f f(xl,...,x,,)e""q(xl""’x")dxl...dx,,
an a1

Marco Laubli Proseminar: Levin-Type methods
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