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Einleitung und Grundideeen

Integrale mit stark oszillierenden Integranden

Betrachtung von drei Quadraturmethoden fiir stark osziliernede
Integralen der Form:

b
1] = / F(x)e™“80) dy

o Asymtotische Methode
@ Verallgemeinerte Filon Methode
o Adaptive Filon Methode
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Einschrankung an g

Als erstes werden Integrale mit Funktionen g ohne stationare
Punkte betrachtet, d.h.

g'(x)#0, x € [a, b].
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Asymptotische Entwicklung des Integrals

Seien f und g glatte Funktion, g’(x) # 0 fiir x € [a, b] und sei
oo[f](x) = f(x),
_d a[fl(x) _
oxr1[fl(x) = & g =0,1,...

dann gilt fiir w — oo,

© 1 ciwe(b) eiwe(a)

fl~— om-1lf - om-1[f

2 iy ( g(®) "m0 = gy ol Ka))
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. H . Die Asymptotische Methode
Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode

Aus Lemma 1 folgt:

Definition: Asymptotische Methode

g iwg(b) iwg(a)
QA =~ =i (eg,(gb) omalFI(b) - egaml[f](a))

g'(a)

m=1

Vorausgesetzt wurde g’(x) # 0 fiir x € [a, b].
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Fehleranalyse der asymptotischen Methode

Fiir jede glatte Funktion f und g gilt

Q;q[f] —I[f] ~ O(wfsfl), w — 0.
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Weniger starke Forderung and f und g

Falls f und g keine glatten Funktionen sind kann das Lemma 1
auch fiir f, g € C*([a, b]) bewiesen werden.

Dann gilt:

aolf](x) = f(x),

oraaf](x) = iw,k =0,1,...,s
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Die Filon Methode (1928)

Die Idee der Filon Methode: N
Interpolation von f an den Punkten ¢, ..., ¢, mit dem Polynom f.

Gemiss Lagrange-Interpolation gilt f(x) = Y e () (ck).

Daraus ergiebt sich die Filon Methode:

1
Qf[f]:/?(x g (x dx—Zbk )f(ck)
0

Dabei ist by (w f li(x)e“8(*) dx mit den Lagrange-polynomen
Ig.
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Das Hermite-Interpolationspolynom

|dee: Hermite-Interpolation anstelle der Lagrage-Interpolation.
Seien

a=ag<o<--<cg_1<c =b, v>2
Stiitzstellen in [a, b] mit den Vielfachheiten 61,6,,...,0, € N.

Das Hermite Interpolationspolynom fzu fist eindeutig und vom
Grad n— 1, wobei n=73%"}_, 0.

f erfiillt die Interpolationsbedingungen

k=1,2,...,v

FO) () = FO)
() (@ 01,01
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Das Hermite-Interpolationspolynom

Hermite-Interpolationspolynom
v 0—1

Z Z akd f(J)(Ck)

k=1 j=0

ayj ist ein Polynom vom Grad n — 1, welches die Bedingung

a()(c)— 1 falsk=mundj=1i
kg imm 0 sonst

erfillt.
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Konstruktion der verallgemeinerten Filon Methode

b b v 0,—1
/)"c(x)elwg x) dx = / ( Z Olk,j(X)f(j)(Ck) eiwg(x) dx
0

2 k=1 j=0
v 0—1 [ b
= /akJ(x)e’wg( )dx | £U (ck)
k=1 j=0 2
v 01

I
S
—~
~
\'\
S
—~
Q)]
>~
~
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Verallgemeinerte Filon Methode

Setze s = min{f1,0,} und sei g’(x) # 0 fir x € [a, b].

Definition: Verallgemeinerte Filon Methode

b v 0,—1
QF[f] = / F(x)e 209 de = 3 3 by () F9)(ck)
) k=1 j=0

Dabei ist by j(w) = [2 e j(x)e™&0) dx.
Bemerkung: Die Momente

b

pi(w) = /xkeiwg(x) dx

a

miissen fiir die verallgemeinerte Filon Methode berechnet werden.
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Fehleranalyse der verallgemeinerten Filon Methode

Sei s = min{61,0,}. Fiir jede glatte Funktion f und g gilt

Q- 1[f]~Ow™), w— oo

Zum Vergleich die Filon Methode: (lserles, 2003a)

QI [f] - I[f] ~ O(w™?) falls c; =0, ¢, =1, W — 00
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. H . Die Asymptotische Methode
Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode Verallgemeinerte Filon Methade

Beispiel

Beispiel 1

Sei f(x) = cos(x), g(x) =xund a=0, b=1.

1

I[f] = /cos(x)ei“’x dx

0

Fiir die verallgemeinerte Filon Methode wahlen wir:
V:2,C1:O,C2:1,01:92:2

Wiahle s = min{01,62} = 2, dann wird ein O(w™3) erwartet.

= Wir bestimmen Q5'[f] und Qf[f].

Timon Stucki Proseminar: Asymptotische und Filon Type Methode




Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Beispiel 1: Quadraturformeln

e f(1) — F(0) e “f(1) — £/(0)

A
fl=
Q1] iw + w?
1 1+ e 1— e
F
fl=—-—— — 12 f
Q2 [f] < iw 0 w3 + wh > (0)
eiw 14 eiw 1— eiw
— —12 f(1
- (iw 0 w3 w? (1)
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Beispiel 1: Absoluter Fehler |Q[f] — /[f]]

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

|Q[F1—1[f]] ~ O(w™?)
| Q[F]—1[f]] ~ O(w™?)
|Q [F1-1[f]] ~ O(w™?)

abs. Error
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Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode

Beispiel

Beispiel 1: Relativer Fehler |(Q[f] — /[f])/![f]|

rel. Error

‘ Qf [f]—-I[f] ‘ ~ O(w™)

7]
QQIF-IIf -

[I[]f] [f] ~ O(w 2)
QY [f]-I[f -
=i ~ o)
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Die Asymptotische Methode
Verallgemeinerte Filon Methode
Beispiel

Beispiel 1: Skalierter Fehler |Q[f] — /[f]|w?

Asymptotische Methode und verallgemeinerte Filon Methode

— e - 11
Qf I - 11fllw*

| Q1= 1[f]] ~ O(w™?)
|Q [F1-1[f]] ~ O(w™)

Error scaled
o o e e
> ® N N u,
T T T
L I
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Funktion g mit stationdren Punkten

Die besprochenen Methoden kdnnen auf Funktionen g mit
stationaren Punkten erweitert werden.

Zum Beispiel

1\° 1
g(x) = <x — ) mit stationdrem Punkt x = 5"
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Stationdre Punkte

Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode

Beispiel

Funktion g mit stationdren Punkten

Seien f und g glatte Funktionen und sei £ € (a, b) so dass

g'(€)=0,g"€)#0

und

g'(x)#0 Vxe(ab)\{¢}

o Bei mehreren stationdren Punkten wird das
Integrationsintervall aufgeteilt.

@ Die Methoden sind erweiterbar fiir stationdre Punkte hoherer
Ordnung.
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Stationdre Punkte

Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode

Beispiel

Asymptotische Entwicklung mit stationdrem Punkt £ von g
Sei g'(§) =0, g"(¢) #0.

Es gilt:
b b
/[f] :/f(x)eiwg(x) dx = /(f(x)_f(g) 4 f(f)) eiwg(x) dx
a b ab
=f(¢) / g0 dx + / (F(x) — F(€))e™&™) dx
b
= (&) / e 80 dx + — / w :X e/ 08(%) gy

= F(IL] +1[f = £(£)]
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Entwicklung mit stationdrem Punkt £ von g

Mit dem Satz von de I'Hospital und g’(§) =0, g (&) # 0 folgt

FO) —f(€) _ . f'(x)

lim S iy :
x—¢  g'(x) x—¢ g"(x)

d.h. die Singularitdt von /[f — f(x)] ist hebbar und

1] = F(EIL] + I[f — f(§)] < oo.
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode mit stationdrem Punkt £ von g

Seien f und g glatte Funktion, g’(¢) =0, g”(&) # 0 und sei

polf](x) = £(x),

prralfl(x) = CZ( pilf] (X‘;szﬁk[f](é) 7

k=0,1,...
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode mit stationdrem Punkt £ von g

Fortsetzung Lemma 2

dann gilt fiir w — oo,

eiwg(b)

/[f]~—2(_,w ( ) (e lf1(8) o a1F1(E)

elwe(a)

g'(a)
+ pio(w, £) Z oyl

(pm-1lf](a) = pm—l[f](f))>
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Asymptotische Methode mit stationdrem Punkt £ von g

Definition: Asymptotische Methode

s elwg(b)
U=~ ( ) (om 1 1F1(0) — onalF1E))
m=1
eiwe(a)
20 (pm—l[f](a)—pm—llf](f))>

+uow£)2 pm[ 1)

Vorausgesetzt wurde ein stationdrer Punkt &:

g'(§) =0, g"(§) #0und g'(x) #0 Vx € (a b)\{&}
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode

Beispiel

Fehleranalyse

Fiir jede glatte Funktion f und £ ein stiondrer Punkt
g'(§) =0, g"(&) #0, dann gilt

QA — [l ~ O(w™"%), w— oo
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Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode

Fehleranalyse

Stationdre Punkte

Erweiterung der Asymptotische Methode

Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Beweis

Es gilt:
pi(w,€) = O UH2), j>0, w— oo
Damit folgt:
1
I[f] = QIf]+ EmE Ipslfl]
———

O(w—s)

1
iw

Hps[f]] = polw, E)ps[F1(E) +
O(w*l/z)

/” pslf10) = psl1(E) d gy
g'(x) @

a

Timon Stucki
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Verallgemeinerte Filon Methode mit stationdrem Punkt

@ Die stationdren Punkte spielen eine dhnliche Rolle wie die
Endpunkte des Integrals. (Iserles 2003b)

@ Die stationaren Punkte werden als Stutzstellen verwendet.

Seien
a=a<o<---<cg_1<¢ =b, v>3

Stiitzstellen in [a, b] mit den Vielfachheiten 61,6,,...,0, € N.

Zusitzlich wir nun gefordert, dass fiir den stationdren Punkt ¢ gilt

dge{2,3,...,v =1} : ¢g=¢.
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Verallgemeinerte Filon Methode mit stationdren Punkten

Das Hermite Interpolationspolynom f zu f ist eindeutig und vom
Grad n—1, wobei n ="} _, 0,.

f erfiillt die Interpolationsbedingungen

FO(cx) = F9(ch),

Definition: Verallgemeinerte Filon Methode

b v 0,—1
QFIf]l = /?(X)e"wg(x) dx = Z Z by j( w)fY(cy)
2 k=1 j=0
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode
Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Fehleranalyse

Theorem 4
Sei s = min{601,6,} und 64 > 2s — 1, dann gilt

QFIl - I[fl ~ O(w™"%), w— co.
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Stationédre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode
Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode
Beispiel

Beispiel 2

Sei g(x) = (x — 3)?, d.h. es gibt einen stationdren Punkt £ = 1.

Sei f(x)=¢€*,und a=0, b=1.

1
If] = /exe,="“’(x_é)2 dx
0

Fiir die verallgemeinerte Filon Methode wahlen wir:
V:3,C1 IO,CQI %,C3I 1,01 :0322,9223

Wihle s = 2, dann wird ein O(w=2"1/2) erwartet.
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Beispiel 2: Absoluter Fehler |@Q[f] — /[f]|

abs. Error
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Beispiel 2: skalierter Fehler von \QzA[f] — /[f]‘w*2*1/2

0.1241 . : o

0.1 -

Error scaled

0.09

0.07r- . . -

Q1A — 1111
0.06 I | 1 I 1 1 I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
(&)
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Stationdre Punkte
Erweiterung der Asymptotische Methode

Erweiterung der Asymptotischen und Filon Methode Die Erweiterung der verallgemeinerten Filon Methode
Beispiel

Beispiel 2: skalierter Fehler von \Qéc[f] = /[f”w*2*1/2

55F 4

45r o

Error scaled
w
@
T

15 . . 4

1QE LA - 1171
1 i

I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
®
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Problem

@ In den betrachteten Methoden miissen Ableitungen and den
Endpunkten und Stiitzstellen berechnet werden.

@ Die betrachteten Methoden sind ungeeignet, falls Ableitungen
nicht vorhanden oder nur schwer zu berechnen sind.

@ Das Ziel ist eine Methode ohne die Verwendugn von
Ableitungen zu entwickeln.

Beobachtung

In den betrachteten Methoden spielen die Endpunkte und
Stationadren Punkte eine wichtige Rolle.

Stiitzstellen nahe an diesen Punkten verbesssern die
verallgemeinerete Filon Methode.
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Adaptive Filon Methode
Beispiel

Adaptive Filon Methode

Entwicklung der adaptiven Filon Methode

Ausgehend von den Stiitzstellen
a=aq<o<--<cg_1<c¢ =hb, v>3

mit den Vielfachheiten 61,60, ...,6, € N werden zusatzliche neue
Stiitzstellen konstruiert.

Lasse diese neuen Stiitzstellen von w abhangen.
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Entwicklung der adaptiven Filon Methode

Die Stiitzstellenwahl:

caq=a: a—i—lk, k=0,1,...,0; — 1

w

0% 0 —1 0;
CJG(avb) C:I+;ka k:_sz JaaLEJ
¢, =b: b— Tk k=0,1,...,0,—1

w

v > 0 muss geniigend klein sein, so dass alle Stiitzstellen in [a, b]
liegen.
Fiir grosses w geniigt v = 1.
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Adaptive Filon Methode
Beispiel

Adaptive Filon Methode

Die adaptive Filon Methode

Mit diesen Stiitzstellen ergibt sich das Polynom £, vom Grad
n = Zjl-lzl Hj — 1.

Definition: Adaptive Filon Methode

b
QsaF[f] = /Fwei“g(x) dx, s = min{61,0,}
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Fehleranalyse

Es gilt: £9(¢j) — F( () = O(w=%+k) mit k =0,1,...,6;

Insbesondere:

— O(wfmin{el,ey}) — O(wfsfl)
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Beispiel 3

Sei f(x) = 2+x'g( x)=xund a=0, b=1.

1

1[f] :/Hei“’xdx

2+ x
0

Wahle fiir die verallgemeinerte Filon Methode:
v=14,c=0, 1055 155 1] und 6 = [1,1,1,1]

Wibhle fiir die adaptive Filon Methode:
v=2,c=[0,1,0 =[2,2]und y =1
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Adaptive Filon Methode
Beispiel

Adaptive Filon Methode

Beispiel 3: Absoluter Fehler

10° T T

abs. Error

—— Q511 - 1l
— Q3" - 1Al

10 2 2.1 2.2
10 10 10 10
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Beispiel 3: skalierter Fehler

0.2

0.18

0.16

0.14

— 151 - 1l
0.12f . . Iy

— 1M - 11’

Error scaled

0.08 o

0.06 -

.02 I I I I I I I
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
®
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Beispiel 3: skalierter Fehler

14

: :
— 151 - 1l
—— 157N - 1Ml

12

| (0AARRMRAR

TR i
j L “wwwwwwwww.mww U w:w»».w;w.u:wwh«"“"*»w;ww ‘"‘*’”‘
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Adaptive Filon Methode
Beispiel
Adaptive Filon Methode

Zusammenfassung

o Adaptive Filon Methode ist gleich , gut” wie die
verallgemeinerte Filon Methode

@ Es miissen keine Ableitungen berechnet werden.
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