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0. Randelemtproblem

Verfahren, zur Losung von Integralgleichungen
zu l6sen ist die DGL.:
AP = f
P = gp
Die Funktion

N@) = [ Gla—y)f)dy

mit Kern G = log |z —y| 16st die DGL, erfiillt aber im Allgemeinen nicht
die Randbedingungen.

Losungen der DGL sind in der Form: & = N+, (inhomogen+homogen)
b, erfullt:

A‘Do
P,

0 ,in Q1
F (=gp—N|r) ,auf I (F:neue Randbedingungen)

Ansatz fur z € Q:
Po() = [ Gla—pU@ALy, VU = Po@)p = F
Die Funktion U : I' — C, U € C°(I") ist unbestimmt.

1. Modellproblem

Wir betrachten die Integralgleichung:

/ “log |z — ylU(y)dy = F(z) e [0,1] )

Fir ein F:[0,1] — R und suchen die L6sung U : [0,1] - R

Der Kern g(z,y) = log|z — y| hat in [0,1]? eine Singularitdt in der
Diagonalen (z = vy).

Galerkin's Methode:

Losen der Integralgleichung auf dem Raum Vi, := span{®o,...,¥n_1},
wobei die Basisfunktionen wie folgt definiert sind:

pi(z) = {

1 if<gp<itl
. n — - n
0 . sonst

/1 /1 i(z) log |z — y|U(x)d dm=/1 () F(x)dx 0<i<n
o Jo 12 Yy Y o ®s <

Wir suchen diskrete Losung U, = Z?;Cl) ujpj, SO dass u die LOsung des
linearen Systems

1,1 1
Gu=1, Gy= [ [ e@)ogle—yle;@dyde, fii= [ pila)F(@)de

ist.




Grundidee:

Problem: Matrix G ist dicht besetzt
Ziel: durch Platz sparende Matrix G ersetzen
Idee: den Kern g(z,y) = log |z — y| durch degenerierten Kern

k-1
gz, y) = Y g(@hu(y)
v=0

ersetzen (Grund: Integration bez. x ist separiert von jener bez. y).

Der Kern g(z,y) = log |z — y| kann nicht auf ganz [0, 1] x [0, 1] durch
degenerierten Kern g ersetzt werden (Singularitat).
= Approximation von g durch g dort, wo g glatt ist

2. Taylorentwicklung des Kerns

Sei 7 :=[a,b], 0 :=[c,d], T x o C [0, 1] x [0, 1] eine Unterteilung mit der
Eigenschaft b < ¢, so dass TNo = (. Kern auf 7 No = @ nicht singular.

Lemma 1: Ableitungen von g(z,y) = log|z — y| fir x # y und v € N
lauten:

g(z,y) = (-1)" v -1z —y)™

og(z,y) = (v -1z —y)™"

Lemma 2: Taylorentwicklung von g(z,y) = log |z — y|
Sei zo := (a + b)/2. Fiir jedes k € N approximiert die Funktion

k—1

- 1

g(z,y) == ) ;8;3’9(:30,3,)(1 — Zo)"
v=0""

den Kern g(z,y) = log|z — y| mit dem Fehler

—k
lg(z,y) — g(z,y)| < (1 + |x0—a|> (1 + ||c—b| )

lc — b ZTo — al

Problem:
Wenn ¢ — b, dann geht die Schatzung des Fehlers gegen unendlich.
= Bedingung ¢ < b ersetzen durch eine strengere Bedingung:

dist

diam(r) < dist(r,0) o— — 11

diam

Dann kann der approximierte Fehler geschrieben werden als:

g 1 2 —k41
lg(z,y) — G(z,y)| < <1 + 5) (1 + I) <3
(da 2|zo —a| < |c—b|)

= gleichformige Schranke flir den approximierten Fehler, unabhangig
vom Intervall, solange die zuldssige Bedingung erflllt ist.
Fehler nimmt exponential ab mit der Ordnung von k.

3. Niedrigrang-Approximation von Matrixblocken

Sei 7 := Ujes SUPPY; und o := ;s SUPPy; die zugehdrigen Bereiche zu
tund sausZ:={0,...,n—1}.

Wenn 7 x o zuldssig ist gemass diam(r) < dist(r,0), dann approximiere
den Kern g in diesem Bereich durch Taylorentwicklung g:

Gij = /01 /01 wi(x)g(z,y)p;(y)dyde

Gy = /01 /O1 (@), v)e; (y)dyde

k=1
wobei g = > gu(x)hu(y), der durch die Taylorapproximation konstru-
v=0

ierte degenerierte Kern ist und (i,j5) €t x s




Zwei Vorteile:

e Doppelintegral kann man aufsplitten:

B 1 /1 k—1
Gy = [, Jy ) T ov@hueilu)duda

k—1

=S ( I %(m)gu(w)dm> ( I my)hu(y)dy)

v=0

e Untermatrix G|¢xs kann faktorisiert werden:

G|t><8 — ABT, Ac ]-:{t><{O,...,k—l}7 Be RSX{O,...,k—l}

wobei

A= [ e@ad, By = [ ey

=

Definition: Zuldssige Blocks
Ein Block t x s C Z x Z von Indizes heisst zulassig, falls der zugehorige
Bereich 7 x v zuldssig ist gemass diam(r) < dist(r, o).

Lemma 3: elementenweise Matrix Approximationsfehler
Die Matrixelemente sind in den zulassigen Blocks t xs beschrankt durch:

Gij — Gijl <n237F+1

Lemma 4: Matrix Approximationsfehler

Der Approximationsfehler ||G — G||p fir die Matrix G' mit dem degene-
rierten Kern g in den zuldssigen Blocks t, X s, und g in den unzuldssigen
Blocks ist beschrankt durch:

|G —G|p <n~237k+1 wobei  ||M||% := ZMf] (Frobenius-Norm)

Frage: Wie wollen wir G unterteilen?

4. Cluster Baum 71

Die Kandidaten fir t,s C Z flur die Konstruktion der Partition werden
in einem Cluster Baum gespeichert. (n = 2P)

Wurzel des Baumes: I&O) = {0,..

Nachfahre von Igo): Igl) = {0,
Nachfahre von I&l): 152) = {0,

Nachfahre von Zgl): I§2) ={5,.

Usw.
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5. Block Cluster Baum T, 71

Anzahl der moglichen Blocks ¢t x s vom Baum ist
(#T7)? = (2n—1)2 = 0(n?)
= dauert zu lange, um alle zu testen.

Eine Methode: Block Cluster Baum Algorithmus

1. (Start) root(Try7) ' =I XTI

2. (Iterate) Fir jedes unzuldssige Blatt t x s definiere Nachfahre von
txsals Stxs):={xs | teSk) und s € S(s)}

3. (Stop) alle Blatter sind zuldssig oder S(t) = 0 oder S(s) =0

b)

t'xs




. Die Wurzel ist nicht zulassig, da
: der zugehorige Bereich zum In-
; dex {0,...,7} das Intervall [0,1]
f ist und

3

diam([0, 1]) = 1 £ 0 = dist([0, 1], [0, 1])

{0,1,2,3} x {0,1,2,3}),  {0,1,2,3} x {4,5,6,7},
{4,5,6,7} x {0,1,2,3},  {4,5,6,7} x {4,5,6,7}.

0,1} x {0,1}, {0,1} x {2,3}, {0,1} x {4,5}, {0,1} x {6,7},
{2,3} x {0,1}, {23} x{2.3}, {2.3} x {4,5}, {2,3}x {67},
{4,5} x {0,1}, {4,5} x {2,3}, {4,5} x {4,5}, {4,5} x {6,7},
6,71 x {0,1}, {6,7} x {2,3}, {6,7} x {4,5}, {6,7} x {6,7}.

{0,1} x {4,5} ist zuldssig, da fiir den zugehdrigen Bereich [O’Z] X [

o (o2]) = 2 = (03] [1.2)

vV L 2 35 4 > o0

N
NIV
b

gilt:

6. Speicherung von unzuldssigen Blattern

unzuldssige (aber kleine) Blocks t x s C Z x Z, G werden ersetzt durch:
/(i+1)/n /(j+1)/n

o [P | dud
= [ [ ei@) logla—yle;(v)dyde = i/n Jifn

log |x—y|dydx

Definition: fullmatrix Darstellung

Eine n x m Matrix M wird in einer fullmatrix dargestellt, wenn die
Eintrage M;; vom Typ double sind und in einem Array

M1, s Mp1, M12,..., Mpo, ... My, ..., Mnm (spaltenweise)
der Lange nm gespeichert werden.

Implementierung: fullmatrix

typedef struct _fullmatrix fullmatrix;
typedef fullmatrix *pfullmatrix;

struct _fullmatrix {
int rows;
int cols;
double* e;

};

7. Speicherung von zulassigen Blattern

zuldssige Blocks t x s C Z x T mit zugehorigen Bereichen [a,b] X [c, d]
und z, := (a +b)/2, Untermatrix wird faktorisiert als:

é|t><s = ABTa
(i+1)/n
Ay = / / (z — zo)Vdx,
1/n
(1L D, gy vay o w0
Bj” f(j+1)/nl | |d . =0
b oglzo — yldy D ov=

Definition: rkmatrix Darstellung

Eine n x m Matrix M mit Rang mind. k£ wird in rkmatrix gespeichert,
falls M = ABT, wobei A € R"** und B € R™** als Array gespeichert
werden (spaltenweise).




Implementierung: rkmatrix

typedef struct _rkmatrix rkmatrix;
typedef rkmatrix *prkmatrix;

struct _rkmatrix {
int k;
int rows;
int cols;
doublex a;
double* b;

8. Hierarchische Matrix Darstellung

Definition: H-Matrix
Sei Tr«7 ein Block cluster Baum fiir die Indexmenge Z. Dann definieren
wir die H-Matrizen als

H(Try1, k) = {M € RPF|rank(M|ixs) < kV zul. Blatter ¢t x s von Ty, 7}

Definition: H-Matrix Darstellung

Sei T7y7 ein Block cluster Baum fir die Indexmenge Z. Eine Matrix
M € H(Trx7) ist in einer H-Matrix Darstellung gespeichert, falls die
Untermatrizen der unzuldssigen Blatter in fullmatrix gespeichert und
die Untermatrizen der zulassigen Blatter in rkmatrix gespeichert wer-
den.

Jeder Block t x s im Baum Tz.7 kann sein:

e cin Blatt - dann ist der zugehdrige Matrixblock dargestellt als

fullmatrix oder rkmatrix.

e kein Blatt - dann wird der Block t x s in seine Sdhne t' x s’ mit
t' € S(t) und s’ € S(s) aufgeteilt. D.h. dass der Matrixblock eine
Supermatrix ist.

'xs

Implementierung: supermatrix

typedef struct _supermatrix supermatrix;
typedef supermatrix *psupermatrix;

struct _supermatrix {
int rows;
int cols;
int block_rows;
int block_cols;
prkmatrix r;
pfullmatrix f;
psupermatrix* s;

E &

Eine Supermatrix besteht aus block_rows X block_cols Untermatrizen.
Die GroBe der Matrix ist rows x cols, d.h. M € Rrowsxcols,




Die Matrix M kann sein:

e eine rkmatrix - dann r #0 x 0, f =0x 0 und s =0 x 0: r ist die
rkmatrix-Darstellung von M.

e eine fullmatrix - dann f #0x 0, r=0x0 und s =0 x 0: f ist die
fullmatrix-Darstellung von M.

e eine supermatrix - dann s #0x 0, f =0x 0 und r = 0 x O: der
Array s enthdlt Pointer auf die Untermatrizen M;; von

Ml,l T Ml,blockcols
M= : :
Mblockrows,l T Mblockrows,blockcols
In der Reihenfolge:
Ml,la sy Mblockrows,lv M1,27 [ Mblockrows,Qa

) Ml,blockcolsv BERR Mblockrows,blockcols




