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Ruckblende



Definition: Baum T (tree)

Das tupel T := (r,V, E,m, L) heisst (bezeichneter) Baum

wobel

r  Wurzel (root)
V' Menge der Eckpunkte/Knoten (vertices)

E  Menge der Kanten (edges)

(Menge hochstens zweielementiger Teilmengen von V)

L Bezeichnermenge (labels)

e DY
° \ /

o (V, E) ist verbundener, azyklischer Graph
o r:=root(T) eV
e m:V — L isteine Abbildung

m(v) € L heisst Bezeichnung von v

Notation:

1
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Zu jedem Knoten v € V(T') gibt es genau einen Pfad (vi)f:() C V¥ mit

vg =root(1T) und Ve =
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Zu jedem Knoten v € V(T') gibt es genau einen Pfad (vi)f:() C V¥ mit

vg =root(1T) und Ve =

Daher folgende Bezeichnungen:

® (Uz')f:o heisst Ahnenfolge von U (sequence of ancestors)
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Zu jedem Knoten v € V(T') gibt es genau einen Pfad (v;)5_q C V* mit

vo =root(T) und ve =7

Daher folgende Bezeichnungen:

® (Uz')f:o heisst Ahnenfolge von U (sequence of ancestors)

® /€ Ny heisst Ebene von ¥ ; Notation: £ = level(v)

Ebene (

o depth(T) := max{level(v)|v € V(T)}
heisst Tiefe des Baums 1

2 4 Ebene 1
3 5 Ebene 2
PN

6 7 | Ebene 3

depth(T)=3



Zu jedem Knoten v € V(T') gibt es genau einen Pfad (vi)f:() C V* mit

vo =root(T) und V¢ =

Daher folgende Bezeichnungen:

® (Uz')f:o heisst Ahnenfolge von U (sequence of ancestors)

® /€ Ny heisst Ebene von v ; Notation: £ = level(v)

o depth(T) := max{level(v)|v € V(T)}
heisst Tiefe des Baums 1
2 4
e v’ € V(t) heisst Vater von v; Notation: v' = father(v)
<= 3 8
>0 und v’ =wvp_4 PN
6 7

® sons(v) := {v’ e V(T)\{root(T)}| father(v’) = U}

heisst Menge der Sohne von v



Zu jedem Knoten v € V(T') gibt es genau einen Pfad (vi)f:() C V* mit

vo =root(T) und V¢ =

Daher folgende Bezeichnungen:

® (Uz')f:o heisst Ahnenfolge von U (sequence of ancestors)

® /€ Ny heisst Ebene von v ; Notation: £ = level(v)

o depth(T) := max{level(v)|v € V(T)}
heisst Tiefe des Baums 1
2 4
e v’ € V(t) heisst Vater von v; Notation: v' = father(v)
<= 3 5
>0 und v’ =wvp_4 N
6 7

® sons(v) := {v’ e V(T)\{root(T)}| father(v’) = U}

heisst Menge der Sohne von v

e v < V(T) heisst Blatt :<> sons(v) = 0)



Definition: Clusterbaum 17 (cluster tree)

Ein endlicher Baum (d.h. #V(T') < o) heisst Clusterbaum fur
eine Indexmenge Z

L ——

® “Wurzel-Bedingung”

root(T) =7

B | | (0,...,7} = root(T)

® “Disjunktheits-Bedingung” PN

S1,82 € sons(t),s1 # so = 8§ NSy =100 {071{\{2,3} {4,5}/\{6,7}

und

sons(t) £ ) =t = U S

sesons(t)

Definition: Clusters
Die Knoten t € V(T) eines Clusterbaumes Tr :=T heissen Clusters.

Notation: | t € Tr anstatt t € V(17)




Hauptteil



Definition: Block-Clusterbaum Tty 7

Seien 77 und Tz Clusterbaume zu den Indexmengen Z,J
Ein endlicher Baum T := Tz« 7 heisst Block-Clusterbaum fur 77 und T~

) y 4 N\

- 7

o I‘OOt(TIXj) =71 xJ

® Jeder Knoten b€ V(I7x ) ist von der Form b = (¢, s)
fur clusters t € Tz, s € T7.

(Betonung des Zusammenhangs zwischen
Indexmengen und den Clusters)

® [uralle Knoten ¢ x s € V(T7r«7) gelten folgende
Bildungsregeln fur die Menge der Sohne:

Notation: |b=1 X s

(t) = () und sons(s) = () = sons(t x

sons(t) 7 () und sons(s txs)={t' xs|t €sons(t)}
(t) =0 ( txs)={txs'|s €sons(s)}
( ( X

s) = {t' xs"| t' € sons(t),s" € sons(s)}

) =
und sons(s) # () = sons
)

t) # () und sons(s

® Die Bezeichnung eines Knotens t X s € V(I7xs) ist gegeben durch




Beispiel eines Block-Clusterbaums

{0/,1@:2 T {92’\3}:‘7
T ooy 23
e

TIXJ

10,1,2} x {0,1,2,3Y =T x J
|
0,1} x (0,1} {0,1} x {2,3} {2} x {0,1} {2} x {2,3}
/\ /\
(0.1} x {2} {01} x {3} (2} % {2} {2) % {3}




Regel:

sons(t) # () und sons(s) # ) = sons(t x s) = {t' x s’ | t' € sons(t), s’ € sons(s)}

{0/,1@:2 T {92’\3}:‘7
1T 07 o) T 01 2.3
/\
{2y {3}
TIxj

10,1,2} x {0,1,2,3) =T x J
|
0,1} x (0,1} {0,1} x {2,3} {2} x {0,1} {2} x {2,3)
/\ /\
(0.1} x (2} {0,1) x {3} 2} % (2} {2} % (3}




Regel:

{0,1,2} =7 T {wzj
I 0f ERCSTRTR Y

S

2 &
TIXJ
{0,1,2} x {0,1,2,3} =T x J
I
{0,1} y {0,1} {0,1} ¥ (2,3} {2} % {0,1} {2} v {2,3}
N

{0,1} x {2} {0,1} x {3}

P
2F < 2F {2} < {3}




Regel:

{0,1,2} =7 T {wzj
I 0f ERCSTRTR Y
TIXJ
{0,1,2} x {0,1,2,3} =T x J
I
{0,1} y {0,1} {0,1} . (2,3} {2} . {0,1} {2} . (2,3}
N

{0,1} x {2} {0,1} x {3}

T
{2} x {2} {2} x/{3}




Bemerkung:

Die Ebenen in den zum Block-Clusterbaum zugehorigen
Clusterbiumen miissen nicht “homogen” sein.

(0,1,2) =T {0,1,2,3} =J
TI P Tj /\2 ;

01y {2) Ebene 1 0.1y {/i

{2} 13}
TIxj
{0,1,2} x {0,1,2,3} = I x J
| | I | \
{2} x {2,3} Ebene 1
S

12 X {2) 12) X8y Ebene 2




Definition: homogener Block-Clusterbaum

Ein Block-Clusterbaum 1747 zu 17 und 17
heisst homogen

Fur alle Knoten t X s € I7x 7 gilt:

level(t x s) = level(t) = level(s)




Haupteigenschaft homogener Block-Clusterbiume

Sel T7x 7 ein homogener Block-Clusterbaum.

Fur alle Knoten t X s € Tr« 7 gelten die Bildungsregeln:

sons(t) = () und sons(s) = ) = sons(t X s) = ()
sons(t) # () und sons(s) = ) = sons(t X s) = ()
sons(t) = () und sons(s) # ) = sons(t x s) = ()
sons(t) # () und sons(s) # ) = sons(t x s) = {t' x s’ | ' € sons(t), s’ € sons(s)}




Zulissigkeit

Erinnerung: /-dim. Beispiel vom ersten Vortrag

dist(7, o)
Zuliissigkeitsbedingung (ZB) 'L '
0 —— 2
diam(7) < dist(7, o) .
diam(7)

um zu entscheiden, ob wir eine Matrix durch Blocke einer
Niedrigrang-Matrix annahern konnen.

Fur den mehrdimensionalen Fall mussen wir diese
Zulassigkeitsbedingung verallgemeinern!



Moégliche Verallgemeinerung der ZB

® Problem: Im mehrdimensionalen Fall entsprechen die Indizes
in L nicht mehr den Intervallen.

e Abhilfe: Es gibt cinen Zusammenhang zwischen Indizes und
Definitionsbereichen, denn ...

Jeder Index ¢ € 7 gehort zu einer Basisfunktion i und die Trager

(); := supp p;
sind im d-dimensionalen Fall immer noch Teil-Definitionsbereiche
des R%,

Wir setzen nun fur ein Cluster ¢t € Tt

Q, ::UQZ-

ict

In Worten: Der zu ¢ € 17 gehorende Trager st die minimale Teilmenge
des R?, welche die Trager aller Basisfunktionen ¢; mit i € ¢ enthalt.



2D

Beispiel

(); := supp y;

AV



2D

Beispiel

Q2 :=suppp; = 4,
= {A17A47A57A8}

t=1{1,4,5,8}




Beispiel

2D
Q2 :=suppp; = 4,
z 0 L= {A17A47A57A8}
t

ANAE 6 t =1{1,4,5,8}

10 7
O\2/ ; £ also

t

Qt :UQZ: U Az

i€t i€{1,4,5,8}



Moégliche Verallgemeinerung der ZB

® Problem: Im mehrdimensionalen Fall entsprechen die Indizes
in L nicht mehr den Intervallen.

e Abhilfe: Es gibt cinen Zusammenhang zwischen Indizes und
Definitionsbereichen, denn ...

Jeder Index ¢ € 7 gehort zu einer Basisfunktion i und die Trager

(); := supp ¢;
sind im d-dimensionalen Fall immer noch Teil-Definitionsbereiche
des R%,

Wir setzen nun fur ein Cluster ¢t € Tt

Q, ::UQZ-

ict

In Worten: Der zu ¢ € 17 gehorende Trager st die minimale Teilmenge
des R?, welche die Trager aller Basisfunktionen ¢; mit i € ¢ enthalt.



Fazit

Eine mogliche Verallgemeinerung der ZB 1st :

min{diam(€2;), diamQs} < 7 - dist(€2, Q)] mit n >0

wobel
diam(€2) = sup{||lz — y|| | =,y € Q4}
dist(Q, Qs) = inf{||lz —y|| | x € Q¢,y € Oy}

mit dem euklidischen Abstand | - I|.

Zulassige Knoten eines Block-Clusterbums konnen nun folgendermassen
definiert werden:

t X s € I7x 7 heisst zulassig
<=

(2; und € sind zulassig.




Definition: zuldssiger Block-Clusterbaum

Ein Block-Clusterbaum 717x 7 fur Z und J
heisst zuldssig beziiglich einer Zuldssigketsbedingung

—

Fur alle Bldtter t x s € L(T7x7) gilt eine der Bedingungen:

e { X s istzulassig
e sons(t) =0
)

e sons(s)



Konstruktionsprinzip fiir einen
zuldssigen Block-Clusterbaum

gegeben: o zwei Clusterbiume 17,17

® cinc Zulassigkeitsbedingung

Clusters
tels s& Tj

Ist ¢t X s zuldssig? J/ \\Iein

Eingabe

Ende Wiederhole Algorithmus fur alle
Kombinationen von So6hnen von ¢
und von s.




Bounding Boxes

® Problem: Das Uberprifen der Zulassigkeitsbedingung

min{diam(£2;), diam€2s} < 7 - dist (2, Q)

ist rechnerisch sehr aufwandig.

e Abhilfe: Einfachere, strengere Bedingung, d.h. eine
Bedingung, welche * impliziert.

definieren, bieten die so genannten “bounding
boxes”.

> Eine Moglichkeit, eine solche Bedingung zu



Definition: achsenparallele Box
Seien a1 < b1,...,a4 < bq.

Q = |a1,b1] X -+ X |aq,bq] heisst achsenparallele Box.

Definition: Bounding Box des Clusters t

Sei1 t € 17 ein Cluster.

Eine achsenparallele Box Q; C R? heisst Bounding
Box.

) y 4 N\

- 7

(2 C Q¢

zur Erinnerung:

(), = U (); wobel (), = supp p;

ict



Fazit: Bounding-Box-Bedingung (BBB)

Die mit Hilfe der bounding boxes formulierte, einfachere Bedingung lautet
nun:

min{diam(Q);),diam(Qs)} < n - dist(Qs, Q¢) BBB




Fazit: Bounding-Box-Bedingung (BBB)

Die mit Hilfe der bounding boxes formulierte, einfachere Bedingung lautet
nun:

min{diam(Q);),diam(Qs)} < n - dist(Qs, Q¢) BBB

Wegen )y C Q,{)s C s impliziert dies unsere verallg. ZB
min{diam(£2;), diam(Qs)} < n - dist(€2, Q)

d.h. BBB ist also eine einfachere und strengere ZB.



Wie tiberpriifen wir die BBB konkret?

gegeben: Q¢ := |a1,b1] X -+ X |ag, bqg.
Qs = |c1,d1] X -+ X [cq,dyg]
Operationen:
d d
diam(Q;) := | Y (e —ap)?  diam(Qs) := | Y (d¢ — cr)?
\= \=

/=1

diSt(Qt, QS) — \ Zdist([ag, bg] , [Cg, dg])2

Bemerkung: Diese Operationen generieren einen

rechnerischen Aufwand der Ordnung 1,
sind also relativ billig zu haben.



Implementierung

Zur Implementierung von bounding boxes
missen wir die 1m letzten Vortrag angelegten
Datenstrukturen

cluster und clusterfactory

erweitern.



cluster: alte Version

typedef struct cluster cluster;
typedef cluster* pcluster;

struct cluster {
int start;
int size;

int sons;
pcluster* son;

b



cluster: alte Version

typedef struct cluster cluster;
typedef cluster* pcluster;

struct cluster {

int start;

, , beschreiben t:
int size;

start enthilt den ersten Index von t
size enthalt die Anzahl Indizes

int sons;

pcluster* son;

b



cluster: alte Version

typedef struct cluster cluster;
typedef cluster* pcluster;

struct cluster {

int start;

int size; sons enthilt die Anzahl Sohne

int sons;

pcluster* son;

b



cluster: alte Version

typedef struct cluster cluster;
typedef cluster* pcluster;

struct cluster {

int start;

int size; Das array son ist gefullt mit den Zeigern

auf die Sohne.

int sons;

pcluster* son;

b



cluster: erweiterte Version

typedef struct cluster cluster;
typedef cluster* pcluster;

Str.UCt _Cluster { Die Felder bmin und bmax sind
J.-nt si:.ar t; d-dimensionale arrays vom typ double.
int size;
Sie enthalten die Minimal- und die

int sons: Maximalkoordinaten, d.h.
pcluster* son; falls

Q¢ = |a1,b1] X -+ X |ag, by]
double* bmin; dann
double* bmax; bmin == (ay,...,aq)
int d; bmax == (b1,...,bq)

b




Optimale Bounding Boxes (BB)

Die Struktur des Cluster-Baums hilft uns dabei, optimale Bounding Boxes zu
konstruieren, d.h BB von minimalem Durchmesser.

Idee: Nach Def. gilt: = |J #. Daher folgende

t’ €sons(t)

Zerlegung 2= | J Qv

t’ € sons(t)
Die optimale BB zum Cluster ¢ muss also die optimalen BB der
Sohne t’ enthalten.

Fazit: Die optimale BB kann konstruiert werden, indem wir die Maxima
und Minima der entsprechenden Koordinatenvektoren

bestimmen. __




clusterfactory: alte Version

typedef struct clusterfactory clustervactory;
typedef clusterfactory *pclusterfactory;

struct clusterfactory {
double **x;

int nmax;
int nn;
int d;

double *vmin;
double *vmax;

double *blocks;



clusterfactory: alte Version

typedef struct clusterfactory clustervactory;
typedef clusterfactory *pclusterfactory;

struct clusterfactory {
double **x;

int nmax;
int nn;
int d;

double *vmin;
double *vmax;

double *blocks;

nmax enthalt die Maximalzahl der Freiheitsgrade
nn enthalt die Maximalzahl der Punkte
d raumliche Dimension




clusterfactory: alte Version

typedef struct clusterfactory clustervactory;
typedef clusterfactory *pclusterfactory;

struct clusterfactory {

double **x;

int nmax;
int nn;
int d;

double *vmin;
double *vmax;

double *blocks;

array x speichert die Koordinaten der Punkte x;
fur jeden Index ¢ € {1,...,nn —1}

Der Eintrag x[ 1] ist ein d-dimensionales array,
welches die Kandidaten des Punktes x; enthalt.




clusterfactory: alte Version

typedef struct clusterfactory clustervactory;
typedef clusterfactory *pclusterfactory;

struct clusterfactory {
double **x;

int nmax;

int nn;

int d;

double *vmin; vmin und vmax werden gebraucht, um die

double *vmax; Minimal- / Maximalwerte zu jeder Koordinate zu
speichern.

double *blocks;



clusterfactory: erweitert Version

typedef struct clusterfactory clustervactory;
typedef clusterfactory *pclusterfactory;

struct clusterfactory {

double **x;

int nmax;

int nn;
int d;

double
double

double

double
double

*vmin;
*vmax;

*blocks;

**smin;
**smax;

Die arrays smin und smax haben nn Eintrage;
fur jeden Index einen.

Die Eintrage smin[ 1] und smax[1i]
beschreiben die achsenparallele box, welche den
Trager ), der entsprechenden Basisfunktion ¢;
enthilt in der gleichen Weise, wie dies bmin und
bmax fur das cluster tun.




abschliessendes Beispiel

Erinnerung: Gij :://goi(x)g(x,y)gpj(y) dxdy
mit Funktionenbasis V, := {vo,...,on_1}

Bemerkungen: e TFir den x-Bereich und den y-Bereich haben wir dieselben Basisfunktionen,
d.h. die Trager partitionieren den x-Bereich und den y-Bereich in gleicher

Weise.
e Ziel ist es, moglichst grosse Cluster zu konstruieren in denen wir G;; mit
Hilfe eines degenerierten Kerns §(z,y) Z gv(@ ) annahern konnen.
gegeb en: x-Bereich y-Bereich
e | ] crz ] CR2

o Zulassigkeitsbedingung:
Zwei Cluster sind zulédssig genau dann, wenn sie sich in hochstens
einem Punkt uberschneiden.
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bR X R
I
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I — 1 /

| |

RO LU RU LO

I < [ < [ < [

LO LU RO RU

Matrix
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LO LO LO " RO RO " LO RO RO
LU LU LU RU RU LU RU RU

j , T /T

[
| |
RO RO RO RU RU RO RU RU
I - I - I - I -

LO LU RO RU

Matrix




THE END

to be continued ...



