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1. Überblick

• Methode der finiten Elementen und ein eindimensionales Problem

• Die Steifigkeitsmatrix als H-Matrix (1-d Fall)

• Die Inverse der Steifigkeitsmatrix als H-Matrix (1-d Fall)

• Mehrdimensionales Modellproblem



2 Problemstellung

Suche U(x) ∈ H1
0([0,1]) mit

−U ′′(x) = F (x) x ∈ [0,1] (1)

und Dirichlet Randbedingungen

U(0) = U(1) = 0

für ein F ∈ L2([0,1]).



Schwache Formulierung

Finde U(x) ∈ H1
0([0,1]), so dass

∫ 1

0
U ′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0
F (x)ϕ(x)dx ∀ϕ ∈ H1

0([0,1]) (2)



Galerkin-Diskretisierung, finite Elemente

Idee:

• Teile [0,1] auf in Teilintervalle [xi, xi+1], i = 0, . . . , n; xi = i
n+1

• Definiere

X1
h := {v ∈ C0([0,1])| v|[xi,xi+1]

∈ P1([xi, xi+1])}

den Raum der stetigen und stückweise linearen Funktionen.

• Ersetze H1
0([0,1]) als Lösungsraum durch Vn := H1

0([0,1]) ∩X1
h .



• Definiere Basis {ϕ1, . . . , ϕn} von Vn durch

ϕi(x) =


x−xi−1
xi−xi−1

x ∈ [xi−1, xi]

xi+1−x
xi+1−xi

x ∈ [xi, xi+1]



• Nun gilt

Un(x) =
n∑

i=1

U(xi)ϕi(x) ∈ Vn

• Wähle als Testfunktion ϕ(x) = ϕj(x)



• Man erhält

Ax = b

mit

Aij =
∫ 1

0
ϕi(x)

′ϕj(x)
′dx, bi =

∫ 1

0
F (x)ϕj(x)dx

und

xi = U(xi).

• Hier ist die Steifigkeitsmatrix A tridiagonal, denn es gilt

supp(ϕi) ∩ supp(ϕj) = ∅ falls |i− j| > 1

und

(A)i,i = 2(n + 1), (A)i,i+1 = (A)i+1,i = −(n + 1) ∀i



3. Die Steifigkeitsmatrix im H-Format

Annahme: n = 2p

A = (n + 1)×
[

A′ K

KT A′

]

mit A′ tridiagonal und rang(K) = 1.



Cluster Baum TI

Wurzel des Baumes: I(0)
1 := {0, . . . , n− 1}

Nachfahre von I(0)
1 : I(1)

1 := {0, . . . , n
2 − 1} und I(1)

2 := {n
2, . . . , n− 1}

Nachfahre von I(1)
1 : I(2)

1 := {0, . . . , n
4 − 1} und I(2)

2 := {n
4, . . . , n

2 − 1}

Nachfahre von I(1)
2 : I(2)

3 := {n
2, . . . , 3n

4 −1} und I(2)
4 := {3n

4 , . . . , n−1}

usw.



Der Blockclusterbaum TI×I ist folgendermassen definiert:

root(T I×I) := I × I

sons(r × s) :=

 {r′ × s′| r′ ∈ sons(r), s′ ∈ sons(s)} falls r = s

∅ sonst

Die Steifigkeitsmatrix A ist eine H-Matrix basierend auf dem Block-

clusterbaum TI×I mit Rang 1 je Block:

A ∈ H(TI×I,1)



4. Inverse der Steifigkeitsmatrix als H-Matrix

Inversion einer (2× 2)-Block-Matrix:

Sei

M =

[
M11 M12
M21 M22

]
mit M, M11 regulär.

Dann gilt

M−1 =

[
M−1

11 + M−1
11 M12S−1M21M−1

11 −M−1
11 M12S−1

−S−1M21M−1
11 S−1

]
(3)

wobei S := M22 −M21M−1
11 M12.



Lemma:

Sei n = 2p und M ∈ Rn×n eine tridiagonale Matrix. Zusätzlich seien M

und M11 regulär. Dann gilt

M−1 ∈ H(TI×I,1)

für obigen Blockclusterbaum TI×I.

Rekursive Anwendung der Formel (3) ergibt die exakte Inverse M−1.



Beweis: (Induktion)

• Klar für p=0, also n=1

• Sei nun M =

[
M11 M12
M21 M22

]
.

Der eine nicht-diagonale Block von M−1 ist nach (3)

(M−1)12 = −M−1
11 M12S−1.

Da Rang(M12) = 1, gilt Rang((M−1)12) ≤ 1.

Die analoge Überlegung gilt für (M−1)21.



Der Block S = M22 − M21M−1
11 M12 ist wiederum tridiagonal, da

M22 es ist und da gilt

(M21M−1
11 M12)ij =

{
(M−1

11 )n
2,n2

falls (i, j) = (n
2, n

2)

0 sonst

Also gilt nach Induktion, dass (M−1)22 = S−1 ∈ H(TI′×I′,1),

wobei I′ := {n
2, . . . , n−1} und TI′×I′ der Subbaum von TI×I ist mit

Wurzel I′ × I′.

Analog erhält man (M−1)11 ∈ H(TI′′×I′′,1) für den Subbaum TI′′×I′′
zur Indexmenge I′′ := {0, . . . , n

2 − 1}.
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5. Mehrdimensionales Beispiel (Poisson-Gleichung)

Suche U(x) ∈ H1
0(Ω) mit

−∆U(x) := −
d∑

i=1

∂2
i U(x) = F (x) x ∈ Ω ⊂ Rd , d = 2,3 (4)

und Dirichlet Randbedingungen

U(x) = 0 für x ∈ Γ := ∂Ω

für ein F ∈ L2(Ω).



6. Schwache Formulierung:

∫
Ω
〈∇U,∇ϕ〉 dΩ =

∫
Ω

F (x)ϕ(x)dΩ ∀ϕ ∈ H1
0 (5)

– Ersetze Lösungsraum H1
0 durch endlichdimensionalen Unterraum

Vn ⊂ H1
0

– Setze diskretisierte Lösung als Linearkombination der Basisfunk-

tionen {ϕ1, . . . , ϕn} von Vn an

– Wähle eine dieser Basisfunktionen ϕ(x) = ϕj(x) als Testfunkti-

on.



– Dies führt uns wiederum auf ein lineares Gleichungssystem

Ax = b (6)

mit

Aij =
∫
Ω

〈
∇ϕi(x),∇ϕj(x)

〉
dx, bi =

∫
Ω

ϕi(x)F (x)dx

und dem gesuchten Vektor der Funktionswerte xi = U(xi).

– A wieder schwach besetzt.



Singularitätsfunktion

s:Ω×Ω → R s(x, y) :=


− 1

2π log ‖x− y‖ d = 2

1
4π ‖x− y‖−1 d = 3

Darstellung der Lösung:

U(x) =
∫
Ω

s(x, y)F (y)dy −
∫
Γ

s(x, y)
∂

∂n
U(y)dΓy

oder

U(x) =
∫
Ω

g(x, y)F (y)dy

falls eine Green’sche Funktion g(x, y) = s(x, y) + Φ(x, y) existiert,

mit g|Γ = 0 und Φ ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), Φ ∈ C2(Ω), ∆Φ = 0.



Die Funktion g(x, y) verhält sich wie die Singularitätsfunktion s(x, y),

welche dem Kern h(x, y) der Integralgleichung

∫
Ω

v(x)
∫
Ω

h(x, y)u(y)dydx + λ 〈u, v〉 = f(v) ∀v ∈ H

gleicht. Daher ist es angebracht, dieselbe Struktur für die inverse

Matrix A−1 zu benützen wie für diesen Kern.



Lemma:

Die Steifigkeitsmatrix A erfüllt

A ∈ H(TI×I,0)

Beweis: Sei t× s zulässig. Dann gilt:

min{diam(Ωt), diam(Ωs)} ≤ η dist(Ωt,Ωs)

für ein η > 0. (Zulässigkeitsbedingung)

Da diam(Ωt) > 0, folgt, dass dist(Ωt,Ωs) > 0. Also sind die Träger

der Basisfunktionen i ∈ t̂ und j ∈ ŝ disjunkt. Wegen

Aij =
∫
Ω

〈
∇ϕi(x),∇ϕj(x)

〉
dx

erhalten wir Aij = 0, also rang(A|t̂×ŝ) = 0.
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Ziel:

Approximation Ã−1 von A−1 in H(TI×I, k) mit kleinem Rang k und

guter Näherung.

Diskretisierungsfehler durch Galerkin-Methode:

εn(U) := ‖U − PnU‖L2(Ω)

wobei PnU die Projektion von U in den Raum Vn bezeichnet.

Die Konvergenz der Methode der finiten Elemente wird beschrieben

durch

εn(U) ≤ εn ‖F‖L2(Ω) εn(U) = O(h2).



Theorem (Ohne Beweis)

Sei p die Tiefe von TI×I.

Dann gibt es eine Matrix Ã−1 ∈ H(TI×I, k) für welche gilt

∥∥∥A−1 − Ã−1
∥∥∥
2

= O(εn)

für einen Rang der Blöcke

k = O(p2 log

(
p

εn

)
)




