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1. Uberblick

e Methode der finiten Elementen und ein eindimensionales Problem

e Die Steifigkeitsmatrix als H-Matrix (1-d Fall)

e Die Inverse der Steifigkeitsmatrix als H-Matrix (1-d Fall)

e Mehrdimensionales Modellproblem



2 Problemstellung

Suche U(x) € H}([0,1]) mit

—U"(z) = F(z) z € [0, 1] (1)

und Dirichlet Randbedingungen
U0)=U(1)=0
fiir ein F € L2([0, 1]).



Schwache Formulierung

Finde U(x) € HA([0,1]), so dass

/1 U(z)' (x)dx = /1 F(x)p(x)dx Vo € HA ([0, 1]) (2)
0 ¥ 0 ¥ 2 @) ’



Galerkin-Diskretisierung, finite Elemente

Idee:
e Teile [0,1] auf in Teilintervalle [z;,z;41], i = 0,...,n; @; = ;i
e Definiere

Xjy i= {v € G%([0, 1D vly, 4, ;1 € P ([zi, 23311}

den Raum der stetigen und stuckweise linearen Funktionen.

e Ersetze H}([0,1]) als Lésungsraum durch V, := HJ([0,1]) N X}.



e Definiere Basis {p1,...,pn} von V, durch

( T—X;_
m r € [Ti_1, 7]
pi(T) = 4
ZCZ'_|_1—CE ' ‘



e Nun gilt

Un(z) = Y U(z)pi(z) € Va
i=1

e Wahle als Testfunktion ¢(z) = ¢;(x)



e Man erhalt
Ax = b
mit
1 / / 1
A= [ ei@)pi@)de, b= [ F()p;(a)da

und

e Hier ist die Steifigkeitsmatrix A tridiagonal, denn es gilt

supp(w;) N supp(p;) =0  falls|i —j| > 1

und

(A)ii=2(+1), (A)jit1=(A)ixr1;,=—-(n+1) Vi



3. Die Steifigkeitsmatrix im H-Format

Annahme: n = 2P

A K

mit A’ tridiagonal und rang(K) = 1.




Cluster Baum 7’1

Wourzel des Baumes: I(O) = {0,...

Nachfahre von Igo): I(l) = {0,

Nachfahre von I%l): Iiz) = {0,

Nachfahre von Iél): I§2) ={5,...

USW.

,n—1}
...,2—1} und Iél) = {g
oo, — 1%} und I(Q) = {Z,.

31y und 7% .= {32

-b‘w

,n—1}
7%_1}
,n—1}



Der Blockclusterbaum 77, 7 ist folgendermassen definiert:

root(Trwr) :=Z XTI
{r' x §'| ' € sons(r),s’ € sons(s)} fallsr =s

0 sonst

sons(r X s) := {

Die Steifigkeitsmatrix A ist eine 'H-Matrix basierend auf dem Block-
clusterbaum 77,7 mit Rang 1 je Block:

A€ H(TIXI7 1)



4. Inverse der Steifigkeitsmatrix als H-Matrix
Inversion einer (2 x 2)-Block-Matrix:

Sei

Mi1 My
M =
[le Moo

mit M, Mq1 regular.
Dann gilt

-l — 3
—S= 1My M 51 (3)

wobei § := Moo — M21M1_11M12.



Lemma:

Sei n = 2P und M € R"*" eine tridiagonale Matrix. Zusatzlich seien M
und Miyq1 regular. Dann gilt

Mt e H(Try7,1)

fur obigen Blockclusterbaum 17 7.

Rekursive Anwendung der Formel (3) ergibt die exakte Inverse M~ 1.



Beweis: (Induktion)

e Klar fur p=0, also n=1
: My Mio
e Sei nun M = .
[le Moo
Der eine nicht-diagonale Block von M~1 ist nach (3)

(M™Y)10 = M7 MypS™ 1

Da Rang(Mio) = 1, gilt Rang((M~1)15) < 1.
Die analoge Uberlegung gilt fiir (M—1)57.



Der Block S = Moy — M21M1_11M12 ist wiederum tridiagonal, da
Moo es ist und da gilt

(M]__]_l)g,% fCLllS (17.7) — (%7%

Moy M My5),: =
(Mo1 M1 M12);; { 5 o

Also gilt nach Induktion, dass (M~1)os = 51 € H(Tpry 71, 1),
wobei Z’ := {5,...,n— 1} und Ty der Subbaum von T, 7 ist mit
Wurzel 7" x T'.

Analog erhalt man (M~1)11 € H(Tyny 7n, 1) fiir den Subbaum Tyny v
zur Indexmenge 7" := {0,...,5 — 1}.



5. Mehrdimensionales Beispiel (Poisson-Gleichung)

Suche U(x) € H3(£2) mit

d
~AU(z) == - Y 92U(z) = F(x) r €eQCRY d=2,3 (4)
i=1
und Dirichlet Randbedingungen
U(x) =0 furxz el ;= 00

fiir ein F € L2().



6. Schwache Formulierung:

/Q (VU, V) dQ = /Q F(z)p(z)dQ Ve e H (5)

— Ersetze LOsungsraum H(% durch endlichdimensionalen Unterraum
Vo C H}

— Setze diskretisierte Losung als Linearkombination der Basisfunk-
tionen {p1,...,pn} von V, an

— Wadhle eine dieser Basisfunktionen ¢(x) = ¢;(x) als Testfunkti-
on.



— Dies fuhrt uns wiederum auf ein lineares Gleichungssystem

Az =b (6)
mit
Ay = | (Vei@), Vi (@) de, b= |_pi(@)F(2)de

und dem gesuchten Vektor der Funktionswerte x; = U(x;).

— A wieder schwach besetzt.



Singularitatsfunktion

—5-log ||z —yl| d=2
ssSQxQ—R s(z,y) .= 4

1 ~1
iz lz =yl d=3

\

Darstellung der LOsung:

0
U@) = [ s(@y)Fu)dy — | s@,y)--Uly)dry

oder

U@) = | g(e,y)F(y)dy

falls eine Green'sche Funktion g(z,y) = s(xz,y) + ®(x,y) existiert,
mit g/r =0 und ® € C2(Q)NCOQ), ® € C?(Q), Ad = 0.



Die Funktion g(x,y) verhalt sich wie die Singularitatsfunktion s(x, vy),
welche dem Kern h(x,vy) der Integralgleichung

/qu(:r;) /Q h(xz,y)u(y)dyder + X\ {u,v) = f(v) Vv e H

gleicht. Daher ist es angebracht, dieselbe Struktur fur die inverse
Matrix A—1 zu beniitzen wie fiir diesen Kern.



Lemma:
Die Steifigkeitsmatrix A erfullt

A € H(T7x71,0)

Beweis: Sei t X s zulassig. Dann gilt:
min{diam(£2;), diam(s)} < ndist($2, Q2s)

fir ein n > 0. (Zulassigkeitsbedingung)
Da diam(€2;) > 0, folgt, dass dist($24, Q25) > 0. Also sind die Trager
der Basisfunktionen 7 € £ und j € 5 disjunkt. Wegen

A = /Q <V907;(~’B)> V@j($)> dx

erhalten wir A;; = 0, also rang(Alz,;) = O.



Ziel:
Approximation A-1von A=1in H(Trw7,k) mit kleinem Rang k und

guter Naherung.

Diskretisierungsfehler durch Galerkin-Methode:

en(U) = ||U — PnU”LQ(Q)

wobei P,U die Projektion von U in den Raum V,, bezeichnet.

Die Konvergenz der Methode der finiten Elemente wird beschrieben
durch

en(U) <en|Fllpoqy  en(U) = O(h?).



Theorem (Ohne Beweis)

Sei p die Tiefe von Try7.

Dann gibt es eine Matrix A-1 ¢ H(T7y7,k) fur welche gilt
a1 - 471, = 0Cen)
fur einen Rang der Blocke

k = O(p? log (3))

En






