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Q" = F" U C" eine disjunkte Zerlegung in grobe und feine Indizes. Effiziente
Konstruktion dieser Zerlegung?

Ay = (II@)TA;L I ist der spd Galerkinoperator, wobei I% der Interpolati-
onsoperator ist.

Damit @ = u + e, wobei Age = (I%)" (fn — Apul).
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Effiziente Konstruktion von %7
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Satz: Falls die C'/F-Zerlegung und die Interpolation I? so gewihlt sind, dass
fir alle e gilt

le* — Ie™ 15, < Tlle"l1%,,
wobei 7 unabhangig von e ist, dann ist (x) erfillt.

Der Parameter 7 hangt von A ab!

Von Interesse ist aber hier die gleichmaBige Konvergenz fiir eine ganze Klasse
von Matrizen.

Thomas Schmelzer, Ziirich im Dezember 2003



Ein Beispiel

Sei A. der diskrete Helmholtz-Operator mit Differenzenstern:

—
—1 4—c -1
— |



Ein Beispiel

Sei A. der diskrete Helmholtz-Operator mit Differenzenstern:

—
—1 4—c -1
— |

Ag ist gerade der diskrete Laplace-Operator, dessen kleinster Eigenwert sei \g
mit zugehoriger Eigenfunktion e, fiir die gelten soll He”’||1240 = Ao.



Ein Beispiel

Sei A. der diskrete Helmholtz-Operator mit Differenzenstern:

—1
—1 4—c -1
—1

Ag ist gerade der diskrete Laplace-Operator, dessen kleinster Eigenwert sei \g
mit zugehoriger Eigenfunktion e, fiir die gelten soll He”’||1240 = Ao.

Dann gilt fiir positives ¢ < Xg, dass |[e"||% = X —c.



Ein Beispiel

Sei A. der diskrete Helmholtz-Operator mit Differenzenstern:
—1

—1 4—c -1
—1

Ag ist gerade der diskrete Laplace-Operator, dessen kleinster Eigenwert sei \g
mit zugehoriger Eigenfunktion e, fiir die gelten soll He”’||1240 = Ao.

Dann gilt fiir positives ¢ < Xg, dass |[e"||% = X —c.
Also sollte unabhangig von c gelten, dass

le" — Ie™|D, < 7 (X — o).



Ein Beispiel

Sei A. der diskrete Helmholtz-Operator mit Differenzenstern:

—1
—1 4—c -1
—1

Ag ist gerade der diskrete Laplace-Operator, dessen kleinster Eigenwert sei \g
mit zugehoriger Eigenfunktion e, fiir die gelten soll He”’||1240 = Ao.

Dann gilt fiir positives ¢ < Xg, dass |[e"||% = X —c.
Also sollte unabhangig von c gelten, dass

le" — Ie™|D, < 7 (X — o).

Thomas Schmelzer, Ziirich im Dezember 2003



Interpretation algebraisch glatter Fehler

Gauss-Seidel-Glattung an einem Punkt ¢ ergibt fiir den Fehler e:



Interpretation algebraisch glatter Fehler

Gauss-Seidel-Glattung an einem Punkt ¢ ergibt fiir den Fehler e:

Falls Se =~ e, folgt | r; |[< a; | e; |-



Interpretation algebraisch glatter Fehler

Gauss-Seidel-Glattung an einem Punkt ¢ ergibt fiir den Fehler e:

_ T
e, — € — —.
Ajq

Falls Se ~ e, folgt | r; |[<< a;; | €; |.

Auch wenn der Fehler e global noch sehr groB ist, kann man ¢; lokal durch seine
Nachbarwerte approximieren durch

— D _jen; %%
€, ~ .

A4



Interpretation algebraisch glatter Fehler

Gauss-Seidel-Glattung an einem Punkt ¢ ergibt fiir den Fehler e:

_ T
e, — € — —.
Ajq

Falls Se ~ e, folgt | r; |[<< a;; | €; |.
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Erinnerung: Ein Fehler heiBt glatt, falls er auf einem groberen Gitter approximiert
werden muss, um die Konvergenz des Verfahrens zu beschleunigen.
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Starke und schwache Kopplungen

Sei P; C N;, dann ist die Approximation

ZkeP Z 2,

e ZJEN Yj jen,
um so besser, je mehr starke Kopplungen beziiglich 7 in P; enthalten sind.

Eine Kopplung zwischen zwei Indizes ¢ und j ist stark, falls
| aij|/ aii

relativ groB ist.

. .y . > icN; Aij
Wihle also w;r = —a;ak/a;;, wobei hier a; = Zjl - =
€
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Konstruiere die disjunkte Zerlegung von Q" = F U C, so dass fiir jedes i € F
eine Menge P; C C' N N; existiert mit

> law| > % > lagl.

ke P JEN;

2. jeN; %ij
2. 1eP; il

Diese Interpolation mit Gewichten «; = erfiillt ||e® — IﬁeHH%h <

Tlle™|%,
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Variationsprinzip: || Ky, ge"||a, = min u ||e" — ITe']|| 4, .
Mit Vorglittung: || Kp, g Se™||a, = min,u ||Se — ITe'| 4, .

Gilt ||Se" — I e || a, < nlle™|la, folgt | Kpn me™||a, <n. S muss kein Glittungs-
operator im Sinne von ||Se||% < |le||4 — ollell3- sein.

Durch ein geschickte Wahl von S und I kénnen wir 7 beliebig reduzieren.
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Umordnung

Die Matrix Ay, kann geschickt in Blockform notiert werden:
Arr Arc up JF
A = = =
ht (ACF Acc)(%) (fc /

T
IICL[: ( IFC ICC ) und eF:IFCeC-

Wir konnen bei geeigneter Wahl der feinen und groben Indizes App stark
diagonal dominat wahlen, d.h.

Qi — Z aij| = dag;

JEF, j#i

bei fixiertem & > 0. Dies ist erfiillt mit § = 1/7.
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Approximation einer Projektion

A

Sy (er,ec) — (é,ec) fir v — oo und fiir alle (er,ec). Dabei gilt Apré +
AF(j@C = 0.

Die Wirkung von S}'v auf er kann also als Approximation fiir einen Projektions-
operator in den Raum R(A7; Arc) verstanden werden. Insbesondere gilt auch
Spe = e fiir alle e = (ep, ec), falls er € R(Anp Apc).

In der Praxis kaum n > 2, da die entsprechenden Galerkinoperatoren sonst
aufgefiillt wiirden.
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