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Reporting errors

Fehler in den Vorlesungsunterlagen bitte per Wiki melden!

http://elbanet.ethz.ch/wikifarm/rhiptmair/index.php ?n=Main.NCSECours€g

Bitte folgende Angaben in den Wiki eintragen:

e Abschnitt, in dem der Fehler gefunden wurde.
e Genauer Ort des Fehlers (z.B. ,hach Gleichung (4)")

e Kurzbeschreibung des Fehlers

MATLAB

Beispielrechnungen und Ubungen zur Vorlesung stiitzen sich auf die fiir numerische Berechnungen
konzipierte Hochsprache MATLAB (,Matrix Laboratory”) von der Firma MATHWORKS.

Matlab ist eine Interpretersprache und verfiigt tiber folgende Moglichkeiten:
o Machtige Funktionen fir Vektor- und Matrixarithmetik und -manipulationen

e Kontrollstrukturen, wie if ... else ...end, for/while .end
e Modularisierung durch Unterprogramme
o Bibliotheken fir komplexe numerische Aufgaben

e Umfangreiche Visualisierungsfunktionen

Einarbeitung in MATLAB: Am besten durch ,Learning by doing” unter Zuhilfenahme der
ausfuhrlichen Online-Hilfsmends.
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MATLAB-LINKS:

Matlab Online Documentation from the Mathworks
MATLAB guide
MATLAB Primer

e plot object

ORIAP, HOLD, SHADING and VIEW set figure,
es which affect the display of the surfac

a surface object instead of a surface plot
Tity with NATLAB 6.5 and earlier.

0.1 Danksagung

Wertvolle Beitrage zur Entstehung und Verbesserung der vorliegenden Prasentationsfolien haben
geleistet:
e Herr Martin Knoller Stocker (Student RW): Erstellung des Index und der Verzeichnisse im SS05

e Herr Christian Heitzmann (Student RW): Umfangreiche Fehlerlisten im WS 04/05

e Frau Gisela Widmer (Doktorandin RW): Korrekturlesen als Assistentin der Vorlesung im WS
04/05, WS 05/06, WS 06/07

e Herr Henning Avenhaus und Herr Christoph Scherrer (Stundenten RW): Aufarbeitung der vorle-
sungsbegleitenden MATLAB-Skripten
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Computerarithmetik und

:hjir—compulerarithmetik—und—konsequenzen.tex, SVN: chapter-computerarithmetik-und-konsequenzen.tex 1035 2006-10-09 11:41:18Z kalai [

Konsequenzen

. - . . . . GO05 | HABO2a
Viele Beispiele aus diesem Kapitel sind den ersten Kapiteln von und }[m]_[en nommen. Zum

weiterfllhrenden Studium sind Kapitel 2 von

1.1 Beispiele

9
und das Buch %ﬁmpfohlen.

[File: section-beispiele.tex, SVN: chapter-computerarithmetik-und-konsequenzen.tex 1035 2006-10-09 11:41:18Z kalai]

Rechner rechnen falsch !

T

\/ Numerik # Analysis

Beispiel 1 (Berechnung der Eulerschen Zahl).

Bekannt aus Analysis :

1 n
e= lim <1 + —)
n—oo n

MATLAB-CODE: Naherung f ur e

Approximation of e
for i=1:15
n = 10%; r = (1+1/n)'n;
fprintf('10°%2d %20.15f ...
%20.15f\n", i,r,r-exp(1));
end

n Naherung e,

Fehlere, — e

101 2.593742460100002
102 2.704813829421529
103 2.716923932235520
104 2.718145926824356
10° 2.718268237197528
106 2.718280469156428

107 2.718281693980372
108 2.718281786395798

109 2.718282030814509
1010 2.718282053234788
101! 2.718282053357110
‘1012 2.718523496037238

1013 2.716110034086901
10 2.716110034087023
101 3.035035206549262

-0.124539368359044
-0.013467999037517
-0.001357896223525
-0.000135901634689
-0.000013591261517
-0.000001359302618
-0.000000134478673
-0.000000042063248
0.000000202355464
0.000000224775742
0.000000224898065
0.000241667578192
-0.002171794372145
-0.002171794372023
0.316753378090216
&

Beispiel 2 (,Quadratur des Kreises”).

lompuT Approximation durch reguléres n-Eck, n € N:
Flache des n-Ecks:

s
z [n A A-pi s];
while (s > 1le-10)

= sqrt((1-sqrt(1-s
=2*n; A = n/2 xs;
= [z; n A A-pi s];

s *s))/2); % Recursion
n
z

1.1 d

p. 13 | for i=l:length(z)

fprintf('%10d %20.15f %20.15f %20.15f\n", ...
2(i,1),2(i,2),2(i,3),z(i,4));
end

MATLAB-CODE: Instabile Rekursion f
sqrt(3)/2; A=3 *S: N = 6; % initialization

% matrix for storing results
% terminate when s is small

% store results

ur Pi
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An

A, —7

sin vy,

98304
196608
393216
786432

1572864
3145728
6291456
12582912
25165824
50331648
100663296
201326592
402653184
805306368
1610612736

2.598076211353316
3.000000000000000
3.105828541230250
3.132628613281237
3.139350203046872
3.141031950890530
3.141452472285344
3.141557607911622
3.141583892148936
3.141590463236762
3.141592106043048
3.141592516588155
3.141592618640789
3.141592645321216
3.141592645321216
3.141592645321216
3.141592645321216
3.141593669849427
3.141592303811738
3.141608696224804
3.141586839655041
3.141674265021758
3.141674265021758
3.143072740170040
3.159806164941135
3.181980515339464
3.354101966249685
4.242640687119286
6.000000000000000

-0.543516442236477
-0.141592653589794
-0.035764112359543
-0.008964040308556
-0.002242450542921
-0.000560702699263
-0.000140181304449
-0.000035045678171
-0.000008761440857
-0.000002190353031
-0.000000547546745
-0.000000137001638
-0.000000034949004
-0.000000008268577
-0.000000008268577
-0.000000008268577
-0.000000008268577
0.000001016259634
-0.000000349778055
0.000016042635011
-0.000005813934752
0.000081611431964
0.000081611431964
0.001480086580246
0.018213511351342
0.040387861749671
0.212509312659892
1.101048033529493
2.858407346410207

0.866025403784439
0.500000000000000
0.258819045102521
0.130526192220052
0.065403129230143
0.032719082821776
0.016361731626486
0.008181139603937
0.004090604026236
0.002045306291170
0.001022653680353
0.000511326906997
0.000255663461803
0.000127831731987
0.000063915865994
0.000031957932997
0.000015978966498
0.000007989485855
0.000003994741190
0.000001997381017
0.000000998683561
0.000000499355676
0.000000249677838
0.000000124894489
0.000000062779708
0.000000031610136
0.000000016660005
0.000000010536712
0.000000007450581

Beispiel 3 (Auswertung der Exponentialfunktion).

Global konvergente Exponentialreihe :

exp(z) = Z o
k=0 "
2 3 .4

1+ +ﬂ?‘+1’ +.T+
= T —_ — —
26 T

MATLAB: Summation Exp.-Reihe

function y = expeval(x,tol)
% Evaluation of exponential series
s=1; term=1; k=1; % Initialization
while (abs(term)>tol * abs(s))
term = term =*x/k;
s = s + term;
k k+1;
end
y =

0

Numerisches Experiment:  Untersuchung des relativen Fehlers im Ergebnis fur tol = 10-8

nung, f(z) € C = Néaherung. Falls f(z) # 0 O
ben durch

€ =

il Definition 1.1.1 (Relativer Fehler). f(z) € C = (thppretisch) exaktes Resultat einer Berech-

relativer Fehler (engl.: relative error) gege-

|f (@) - F@)]
/()]

Warum betrachten wir den relative Fehler?

1.1
p. 17

1.1
p. 18

Relativer Fehler eines Resultats « Anzahl der giiltigen Stellen

x  Approximation exp(z)

exp(z)

| exp(x)—exp(z)|
exp(z)

-20 5.6218844674e-09
-18 1.5385415977e-08
-16 1.1254180496e-07
-14 8.3152907681e-07
-12 6.1442133148e-06
-10 4.5399929556€e-05
-8 3.3546262817e-04
-6 2.4787521758e-03
-4 1.8315638879e-02
-2 1.3533528320e-01
0  1.0000000000e+00
2 7.3890560954e+00
4 5.4598149928e+01
6  4.0342879295e+02
8  2.9809579808e+03

2.0611536224e-09
1.5229979745e-08
1.1253517472e-07
8.3152871910e-07
6.1442123533e-06
4.5399929762e-05
3.3546262790e-04
2.4787521767e-03
1.8315638889¢e-02
1.3533528324e-01
1.0000000000e+00
7.3890560989e+00
5.4598150033e+01
4.0342879349e+02
2.9809579870e+03

1.727542676201181
0.010205938187564
0.000058917020257
0.000000430176956
0.000000156480737
0.000000004544414
0.000000000788902
0.000000000333306
0.000000000530694
0.000000000273603
0.000000000000000
0.000000000479969
0.000000001923058
0.000000001344248
0.000000002102584

10 2.2026465748e+04 2.2026465795e+04 0.000000002143800

12 1.6275479114e+05
14 1.2026042798e+06
16  8.8861105010e+06
18  6.5659968911e+07
20  4.8516519307e+08

1.6275479142e+05
1.2026042842e+06
8.8861105205e+06
6.5659969137e+07
4.8516519541e+08

0.000000001723845
0.000000003634135
0.000000002197990
0.000000003450972
0.000000004828738

1.1
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Beispiel 4 (Summation der Harmonischen Reihe).

MATLAB-CODE: Summation vorw arts

100000
— 1

s= 3 T
k=1

MATLAB-CODE: Summation r uckwarts

s = 0; s = 0;
for i = 1:1e6 ) for i = 1le6:-1:1

end

0 s = 14.39272672286498889
[ .Exakte” Auswertung durch MAPLE-Code:

Beispiel 5 (Probleme bei Polynomauswertung).

p: Polynom, Grad 19

18

pz) =2 +ae®+ - oz + g

mit Nullstellen 0,1,2,...,18

O Symmetrie p(9 — z) = p(9 + z)

x10*

PO)

-15 -1 05 0 05 1
x x10°

Erwartet

s = s+lfi; ‘ .

| L+ assoziativ 1?

p = poly(0:18);

- s = s+1/i
end

0 s = 14.39272672286577226
O s = 14.39272672286572363138112749 . . . ]

MATLAB-CODE: FOlynomausweruung

X = -1E-5:1E-7:1E-5;
y = polyval(p,x);
pIOt(Xryv’rJ);

y = polyval(p,x+18);
plot(x+18,y,’m-’);

\

P

\ \}\Mn‘l“‘ \
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“Numerisches Rauschen”

1.1
p. 21

1.2

2 Definition 1.2.1 (Maschinenzahlen). Die Mengewschinenzahlen (we num-

1.2 Zahldarstellung

[File: section-zahldarstellung.tex, SVN: section-zahldarstellung.tex 1371 2007-04-04 10:42:11Z hiptmair|

[ZAHLDARSTELLUNG

( Computer = endlicher Automat jl] [ rechnet mit endlich vielen Zahlen ]

Bemerkung 6 (Zahldarstellung durch Exponent und Mantisse: “wissenschaftliche Notation”).

lMa.n[lls.SEJ /Ex ponent

Basis Be N\ {l}fest VoeR 3B '<d<1,3EcZ z=d BY.

A
MSTELLDEZZAHL
Beispiel 7 (m-stellige Dezimalzahlen).
3-stellige Dezimalzahlen B =10,0.1 <d < 1:
Giltig  : 0.145-10°, —0.100-107, 0.450-1020
Ungiiltig : 1.345-102, 0.001 - 10* o
ad Computer speichern Mantissen und Exponenten nur mit endlich vielen Stellen:
MASCHNR

bers) zur Basis B € N\ {1} mit m-stelliger Mantisse d, m € N, und Exponentenbereich
{6111111: sy elnax}: €min, €émax € Z, ist gegeben durch

M={d Bf:d=i.B™i=B""' ... B"-1,E

S {emin: S emax}}
\
Niemb\ HD o Dﬂ

AN
Maschinenzahl e M: = =+[0].T [ [ [ [ ]...[ ][] B Ewonenenstelen

m Mantissenstellen

B> Betragsgrosste Maschinenzahl : zyax = (1 — B™"") . Bfmax
Betragskleinste Maschinenzahl : z, = B~1. Bémin

Bemerkung 8. Endlichkeitvon Ml [0 (Unvermeidliche) Eingabefehler (z.B. fur x = )

o IEEESTANDARD ) mw* ) ) 01
Beispiel 9 (IEEE Standard 754 fiir Gleitkommazahlen™). (engl. floating point numbers) — %P

P- 22 Natirlich: B = 2 (Binarsystem)

12

p. 23



Ei'r{fe{éhé'E;eﬁéh'i%i(e'iizs'ipgle precision) :m = 24% E € {~125,...,128} O 4Byte

Doppelte Genauigkeit (double precision) : m = 53* E € {—1021,..., 1024} O 8 Byte >> format hex; realmax, format long; realmax
PP gkeit (double p Jim =9 {1021, ... 1024} D 8 By ans = Tlefffffif
*: Konsequent wird in dieser Vorlesung ein Dezimalpunkt verwendet. ans = 1.797693134862316e+308

*: Ein Vorzeichenbit ist inbegriffen.

O
&
. . L Pz07 .

Konsequenzen der Gleitpunktarithmetik sind aktuelles Forschungsthema: FS],_si‘ehe auch die Mono-
Bemerkung 10 (Interne Binardarstellung einer Gleitkommazahl doppelter Genauigkeit (MATLAB)). graphie [29
>> format hex
>> 6.5
ans = 401a000000000000

1.3 Gleitpunktarithmetik und Rundungsfehler
> §® 100 0000 0001 1010 0000 0000 . . . 0000 0000 0000 [File: section-gleitpunktarithmetik-und-rundungsfehler.tex, SVN: section-zahldarstellung.tex 1371 2007-04-04 10:42:11Z hiptmair|

Vorzeichenbit Exponentenbits Mantissenbits
1 1 1 :
— ()0 (242 1y 5 9l026-1028 _
z=(=1)"-( 5T 6) 5
Al 12 : ] ) 13
b 25 1. Beobachtung: [Maschinenzahlenmengdg (— Def.% ist endlich ! p. 27

Bemerkung 11 (Sonderfélle im IEEE Standard). Beispiel 13. [Abbruchkriteriurm von Iterationen unter Ausnutzung von Gleitpunktarithmetik:

WURZELITERATION MATLAB_—CODE:Wur i ion

: Eo, . function y=squareroot(a
>> x = exp(1000), y = 3/x, z = X «sin(pi), w = x  *log(1) Waurzeliteration fir a > 0 : y=sq (@)

xo = 0.5 *(1+a);

X = Inf 2R+ — [l(;r(k) + Lk) —/a fork — co.|xn = (xo+a/xo)/2;

- A . while

z = Inf Monotonie: , ee==XG7EXn; xn = (x0+a/x0)/2;
w = NaN 20 > /an va < 2® < 2D v e 3= Tong

....
-

MASCHUNABGABKRIT
NAN NOTANUMBER Maschinenunabhéingiges‘Abbruchkriterium
E = emax, M # 0 = jighl = Not a number — Ausnahme (engl. exceptio
E = emax, M = 0 = pkmtioiviganrgReriauf (— Abschnitt%

y = (Xo+xn)/2;

Q—)unterlauf o

:ueber-und-unterlauf
E=0 = Unnormalisierte Zahlen — Unterlauf (— Abschnitt&aﬁ)
E=0,M=0 = Gleitkommazahl 0 MZ
A 2. Beobachtung: Maschinenzahlenmenge M (— Def. %icht abgeschlossen unter den elemen-

_— . . . . ) L taren arithmetischen Operationen  +, —, -, /.

Beispiel 12. Charakteristische Grossen der IEEE Gleitpunktarithmetik (doppelte Genauigkeit) P ’ ./
RUNDFEHLBR
[ Unvermeidlich: Rundungsfehler
O Relevant fur Rechnungen mit MATLAB
Parameter der Gleitkommaarithmetik in MATLAB Rundung;

rd(z) = arg min |v — T
| | () = axg min |z — 7
>> format hex; realmin, format long; realmin (grossere Gleitkommazahl bei Nichteindeutigkeit, “Aufrunden”)

ans = 0010000000000000 1.2 13

ans = 2.225073858507201e-308 . .26 Beispiel 14 (Eingabefehler und Rundungsfehler). b %8




MATLAB-CODE: Demonstration von Rundungsfehlern

>> format long;
>> a =4/3; b = a1, ¢c =3
e = 2.220446049250313e-16

xp; e = 1-c

Notation: Realisierung von « € {+, —, -, /} in Gleitpunktarithmetik — *

DEFEPS
) Definition 1.3.1 (Maschinengenauigkeit). Die Maschinengenauigkeit (engl. machine precision)

eines Maschinenzahlensystems nach Def. ist gegeben durch

eps = %B—erl )

RELRUNDFEHLER

d(x) — ¢
= Relativer Rundungsfehler |rd(z) — 2|

]

Tin < @ < Trmax < eps.

Beispiel 15 (Abfrage der Maschinengenauigkeit in MATLAB).  (Prozessor Intel Pentium)

Abfrage der Maschinengenauigkeit in
>> format hex; eps, format long; eps

ans = 3ch0000000000000

ans = 2.220446049250313e-16

MATLAB

<

IAXTOM
LJAxiom ™ der Gleitpunktarithmetik

ELENMARITHOF N
. Fur die elementaren arithmetischen Operationen x € |

{+,—,-,/} und elementare Funktionen f € {exp, sin, cos, log, . ..} gilt
exy=(exy)(1+0) , flz)=f(x)(1+6) VryeM,
mit |§| < eps, eps = Maschinengenauigkeit (— Def. %ﬁs_

P Relative Rundungsfehler elementarer Rechenschritte beschrankt durch Maschinengenauigkeit
Bemerkung 16 (Realisierung von JNr, :,7., 7).
* € {+7_7'7/}:

zxy =rd(z*y) (1.3.1)

A

1.3
.29

1.3
.30

:beispiel

Warum sollen uns diese winzigen Rundungsfehler kimmern ?
I Sie sollten (— siehe Abschnitt %ﬁ)—%&r Q) umulation von Rundungsfehlern
||

e Verstarkung von Rundungsfehlern

~ < :hal
Bemerkung 17. Rundung [ Operationen +,- : M x M +— M nicht assoziativ! (— Beispiel%A

Beispiel 18 (Nichtassoziativitat der Maschinenaddition). 3-stellig Dezimalarithmetik, ¥ gemass (%
0 0.100 - 10*F1 = rd(0.1001 - 10*) = 0.100 - 10* 1

[ 1000+ 1+---+1 =1000 <« 14---+1+1000 = 2000 .
1000x 1000
<&
Bemerkung 19 (Numerische Nullabfrage).
Eine Konsequenz von Rundungsfehlern:
Abfragen wie if (x == 0)  oft sinnlos/gefahrlich, falls x Rechenergebnis
[ Besser: Abfrage if (abs(x) < eps *S) ..,
s = positive Zahl, relativ zu der x ,klein” sein soll.

A

Ubung 1.4. Gauge the relative error in the function evaluation x* log(x)
with ezplot(@(x) x. *log(x),[0,5]) )

(can be plotted in MATLAB

1.5 Uber- und Unterlauf

[File: section-ueber-und-unterlauf.tex, SVN: section-gleitpunktarithmetik-und-rundungsfehler.tex 1081 2006-10-27 14:13:07Z hiptmair|

UEBERLAUF
Uberlauf (engl. overflow)

UNTERLAUF
Unterlauf (engl. underflow)

= |Resultat einer elementaren Operation| > max{M}

= |[EEE Standard = Inf

= 0 < |Resultat einer elementaren Operation| < min{|M \ {0}|}
= |[EEE Standard = unnormalisierte Zahlen (!)

Bemerkung 20. Axiom der Gleitpunktarithmetik gilt nicht bei Unterlauf: MATLAB Beispiel

MATLAB-CODE: Unterlauf

>> format long; res=pi *realmin/123456789101112

res = 5.681754927174335e-322
>> res=res *123456789101112/realmin
res = 3.15248510554597

1.4
p. 31



Vermeide Uber- und Unterlauf wann immer méglich !

Beispiel 21 (Vermeidung von Uberlauf).

a1 . |z]\/14+ (:f//;z:)i2 wenn |z| > |y| ,
v lVTF @2 wenn [y] > o]

Naive Auswertung: Uberlauf fiir z >> 1, 1 .
g v>Ly> [0 Uberlauf vermieden

1.6 Kondition

[File: section-kondition.tex, SVN: section-kondition.tex 1037 2006-10-09 13:23:05Z kalai]

Die Kondition ist eine intrinsische Eigenschaft eines Problems
. Mthematisch wohldefinierte Vorschrift, wie aus Eingabeda-
Hier: Problem = . .
ten (Input) ein Ergebnis (Output) erhalten werden kann.

X : Datenmenge

Y :Ergebnismenge

F . Problemfunktion” X — Y

dy : Metrik auf X

dy : Metrik auf Y’

Die Metriken (Abstandsmasse) auf X

und Y sind ,sinnvoll” zu wahlen.

oy

[Ergebnismenge |
Ergebnismenge

Eingabedaten

Definition 1.6.1 (Gut konditioniertes Problem). Ein Problem F' : X + Y heisst gut konditio-
niert zum Input z € X (engl. well conditioned), wenn ,kleine Stérungen in den Eingabedaten
ebenso kleine Stérungen im Ergebnis hervorrufen”, das heisst

dY<F(5E>7 F(‘/)) < ’{ahstCL‘vy)

fur eine,Hmgshiypgd/ () von z in X.

Kahs = absolute Konditionszahl, misst Verstarkung von Fehlern in den Eingabedaten.

=Y

Yy € Uz)

El”abs ~ L

1.6
p. 33

1.6
p. 34

Beispiel 22. Schnitt von Geraden (mit Abstandsmetrik)

“Schleifender” Schnitt: schlecht konditioniert

DIFFKONDANAL
Differentielle Konditionsanalyse: betrachte Spezialfall: X,Y C R, Betragsmetrik

Falls f differenzierbar: Sy = flz+ 6x) — f(x) = f1(&)dx, mit & €|,z + oz

Falls f stetig differenzierbar: oy = f'(x)dx + O(6z?)
Falls x # 0,y := f(z) # 0, f stetig differenzierbar

Y 0 ()%
PaEACT (f( >f(x>) .

[RECCONDNR
= relative Konditionszahl, misst Verstarkung relativer Fehler

[

1\ _ T
P @)1t
Beispiel 23 (Kondition von Nullstellen).

f: I C R+ R 2-fach stetig differenzierbar mit Nullstelle (engl. zero) s € I:  f(s) = 0.

Additive Stérung: f:: f+e O

Implizites Differenzieren von  f(s(e)) = —¢
s %) = — ds L
f (‘5(6)) dE(G) - 1 dE‘E:O - f/(§> .

Schlecht konditioniert Gut konditioniert

Je “flacher” die Funktion desto schlechter die Kon-
dition der Nullstelle bzgl. additiver Stérungen

(betrifft nicht Funktionsauswertung !)

Kondition elementarer Operationen:

1.6

p. 35

1.6



e Multiplikation f(x)=a-z,a € R P Subtraktion im letzten Schritt [  grosse Verstarkung der (relativen) Rundungsfehler aus den
ersten beiden Schritten
, x
Fnel = | (@) | = 1! (1.6.1) fondmul A . : . N .
flx) LAusldéschungsverdachtige” Subtraktionen moglichst zu Beginn eines Algorithmus !
(Allgemein: Schlecht konditionierte Elementarschritte moglichst friih !)
[0 Keine Verstarkung relativer Fehler durch Multiplikation
Formale Analyse fir a,b, € R: f = a2 — b2
e Subtraktion f(z) = = — a, a € R. Relative Konditionszahl fur = ¢ {0, a}
" . Mit d1, 02, 03 € R, |§;| < eps (— [Axiom der Gleitpunktarithmetik)
el = f'(T)m = O [ Kl > 1, falls z = a (1.6.2) fondsubi + Vernachlassigung von Termen héherer Ordnung in eps (= Linearisierung)
Algorithmus A :
z=d*(1+0),y="b"(1+0)
.. s 2 2 2 2 232 2
1.7 Ausl 6schung f=1(a"(1461) = 0°(1+ 62))(1 + 03) = f + a”01 + b"02 + (a” — b7)d3 + O(eps”)
[File: section-ausloeschung.tex, SVN: section-ausloeschung.tex 1073 2006-10-24 19:22:33Z hiptmair] —_—
|f = f] a2+ b + |a® — V| { .
AUSLOESCHUNG |f| < eps |a2 — b2| + O(epsz) =eps |1+ p O(epsz) . (1.7.1) BLGA
Vernachlassigbar klein
1.7
. .
p- 37 Notation (,Landau-0"):  f(h) = O(h®) < 3C > 0,hy > 0: | f(z)| < C|h|“ fur alle |h| < hy. p. 39
[— _— Algorithmus B :
] ————Fehleranteile
- : v=(a+b)(1+8),y=(a—b)1l+d)
Ausioschung (engl. cancellation) F=(a+b)(a—b)1+6)(1+06)(1+3) = [+ (a® = b2)(8) + 62+ 53) + O(eps?)
B Subtraktion zweier ungefahr gleich grosser Zahlen birdet -
.
(O extreme Verstarkung relativer Fehler, — u) €
L L E |f‘;‘f‘ < |01 4 62 + 03] + O(eps®) < 3eps + O(eps?) . (1.7.2) Lc
‘ Subtraktionen mit Ausléschung geschehen selbst rundungsfehlerfrei ! B> Relativer Ergebnisfehler immer ~ eps !
. / &
Beispiel 24 (Ausléschung). Rechnung mit 2-stelliger Dezimalarithmetik: ex
3 b= 19 Beispiel 25 (Fortsetzung von ,Berechnung der Exponentialfunktion”, Beispiel S—L
a=13 , b=12
a’> =% = (a+b)(a—b)
[ALGA
Algorithmus A Algorithmus B
z = a~a = 1.7 (gerundet) x = a+b = 2.5 (exakt)
y = b~b = 1.4 (gerundet) y = a—b = 0.1 (exakt)
- 1.7 1.7
x—1y = 0.30 (exakt) x *y = 0.25 (exakt) b 38 p. 40




Farz > 0: ‘ ‘ ‘ ‘
oo Tk
k P
exp(—2) = > (-1 55 .
k=0 £
2 3 4 2
T T T =
=1—x+ _ 4 €
26 4 :
5
Alternierende Reihe =
0 Standige Ausloschung bei Summation
Partialsummen fir v = 20 — -25; : " : : =

. . L :circarea
Beispiel 26 (Fortsetzung ,Quadratur des Kreises”, BEISpIe|‘%<7.

. . Liaica
Rekursionsformel aus Beispiel 7 —

e 1 —cosap
sin — = =
2 2

Umformung in ausléschungsfreie Formel:

bt 20
Index der Partialsumme

Fira, < 1: 1 — sin2 ap ~ 1
1—/1—sin®ay)”
> S O Ausloschung !

ap 1—+/1—sin? an

1-— \/1 — sin? a1+ \/1 — sin? ap,

sin— = =
2

2 2

1 — (1 —sin®ay) B sin oy,

. o) ,
2(1+ \/1 — sin” ap) \/2<1 + /1 —sin oy, )

MATLAB Code:

MaTLAB-CODE: Stabile Rekursion f ur Pi

14+ 4/1 — sin? ap

(mit maschinenunabhangigem Abbruchkriterium)

s = sgrt(3)/2; Ao = 0; An=3 *S; n = 6 % initialization

z = [n A An-pi s]; % matrix for storing results

while (An < Ao) % terminate when machine accuracy is reached
s = s/sqrt(2  *(1+sqrt((1+s)
n=2*n; Ao = An; An = n/2 =*s;

*(1-s)))); % Stabilized recursion

1.7
.41

1.7
.42

z = [z; n An An-pi s];

end

% store results

n

6

12

24

48

96

192

384

768

1536

3072

6144
12288
24576
49152
98304
196608
393216
786432
1572864
3145728
6291456
12582912
25165824
50331648
100663296
201326592
402653184
805306368
1610612736

An
2.598076211353316
3.000000000000000
3.105828541230249
3.132628613281238
3.139350203046867
3.141031950890509
3.141452472285462
3.141557607911857
3.141583892148318
3.141590463228050
3.141592105999271
3.141592516692156
3.141592619365383
3.141592645033690
3.141592651450766
3.141592653055036
3.141592653456104
3.141592653556371
3.141592653581438
3.141592653587705
3.141592653589271
3.141592653589663
3.141592653589761
3.141592653589786
3.141592653589791
3.141592653589794
3.141592653589794
3.141592653589794
3.141592653589794

A, -7
-0.543516442236477
-0.141592653589793
-0.035764112359544
-0.008964040308555
-0.002242450542926
-0.000560702699284
-0.000140181304332
-0.000035045677936
-0.000008761441475
-0.000002190361744
-0.000000547590522
-0.000000136897637
-0.000000034224410
-0.000000008556103
-0.000000002139027
-0.000000000534757
-0.000000000133690
-0.000000000033422
-0.000000000008355
-0.000000000002089
-0.000000000000522
-0.000000000000130
-0.000000000000032
-0.000000000000008
-0.000000000000002

0.000000000000000
0.000000000000001
0.000000000000001
0.000000000000001

sin ay,
0.866025403784439
0.500000000000000
0.258819045102521
0.130526192220052
0.065403129230143
0.032719082821776
0.016361731626487
0.008181139603937
0.004090604026235
0.002045306291164
0.001022653680338
0.000511326907014
0.000255663461862
0.000127831731976
0.000063915866118
0.000031957933076
0.000015978966540
0.000007989483270
0.000003994741635
0.000001997370818
0.000000998685409
0.000000499342704
0.000000249671352
0.000000124835676
0.000000062417838
0.000000031208919
0.000000015604460
0.000000007802230
0.000000003901115




o 1.8 Stabilit at
[File: section-stabilitaet.tex, SVN: section-stabilitaet.tex 1073 2006-10-24 19:22:33Z hiptmair]
[NUMDIFH
Beispiel 27 (Numerische Differentiation).
DIFFQUOT flz+h)— f(z)
Approximation der Ableitung durch Differenzenquotienten: f/(.l,) ~ S S—
Je Kleiner 1 desto besser. oder 2 Stabilitat ist eine Eigenschaft eines Algorithmus flr ein Problem
) ) ) o ) [NUMALGO
“{'{‘”_AB'SO][_},E' '\)'(“mi”s%’eOD,'"' von exp() 1“?’1“(}_”2 o?)g?;l(\)l;gg:;;s Numerischer ~ Spezifizierte Folge elementarer Operationen
for i : 1 16 - -2 0.00501670841679 Algorithmus - (— C(++)- oder FORTRAN-Programm)
' i -3 0.00050016670838
df = (exp(x+h)-exp(x)) ; -4 0.00005000166714
fprintf('%d 9%16.14f\n’i,df-1); -5 0.00000500000696 Im folgenden: X, Y = normierte Vektorraume, z.B. X = R", Y = R
h = h+0.1: -6 0.00000049996218
o -7 0.00000004943368
end -8 -0.00000000607747
Of‘fensichtliche/AusIt')schun "9 0.00000008274037 =
g -10  0.00000008274037 g Definitilgﬁz&'éﬁB(Stabiler Algorithmus). Ein Algorithmus F' zu einem Problem F' : X +— Y
-11  0.00000008274037 ) ’ . ; .
112 0.00008890058234 heisst numerisch stabil (engl. stable), wenn sich fur alle x € X sein (durch Rundungsfeh-
f’(x) _ M =0 . -13 -0.00079927783736 lereinfluss gestortes Ergebnis) F'(z) als exaktes Ergebnis zu leicht gestérten Eingabedaten
h firh — 0. -14 -0.00079927783736 ) i lisst. d.h
Rundungsfehlereinfluss — oo 15 0.11022302462516 interpretieren lasst, d.h.
-16 -1.00000000000000 _ _ ~ _
L AC~1: VeeX: dFreX: |z—Z||<Ceps|z|]| A Flz)=F(2). 8
Analyse fur f(z) = exp(x): p. 45 —— p. 47
Je besser die Kondition eines Problems, desto kritischer die Stabilitat von Algorithmen !
l l K ktln‘kt berlcksichti Rund fehl
- / orrekturfaktoren berticksichtigen Rundungsfehle- tabal [RUECKWANALYSE
et [(1 + (51)] - e”[(l + 52)] reinfluss: Bemerkung: Def. %@fﬁm Stabilitat im Sinne der Ruckwartsfehleranalyse (engl. backward
af = i : » G i %)mm
h (— ,Axiom der Gleitpunktarithmetik”, siehe error analysis)
h _ h _ s,
= o7 (e ; ! + Lhdz) |01], |02] < eps, eps= Maschinengenauigkeit
)
< o (o Laeh 1+0(h)  O(h™") firh —0 B Theorem 1.8.2 (Stabilitat elementarer Operationen).
= |af| < (6 M Unter dem [,Axiom der Gleitpunktarithmetik’ sind die elementaren Operationen :L, :,7, / nume-
risch stabil.
_ —af )
B>  Relativer Fehler: f ~h+ }— — min furh = +/2eps .
¢ ! 7 Beweis. (fiir +) r+y = (x+y)(1+0) = T(l + 6) + y(149) . O
IEEE-Arithmetik doppelter Genauigkeit: +/2eps = 2.107342425544702 - 1078 =7
cancel
Beispiel 28. Stabilitat von [ i aus Bsp. Eﬁi
& ~ 2 2 . a= a1+ (5() o
=a’(14+0)(1+0d3) —b7(14+69)(1+3d3) mit ~ — , [dal, |0p] < 3eps .
/ ( 1)( 3) ( 2)( 3) b:bm |dal, |5| p
=2 =2
18 P (Schlechter) Algorithmus ist trotzdem numerisch stabil ! Warum ? 18
p. 46 p. 48




Betrachte (relative) Kondition von (a,b) — f = a2 — V2, z.B.
2]al?

Oaf(a,b
9afta. D) _ s——5 > 1 falls
[f(a,b)]  |a® = 17|

P Algorithmus A, (‘%: grosser Rundungsfehlereinfluss nur im Fall schlechter Kondition

a~b.

[NULLSTELLEN
Beispiel 29 (Reelle Nullstellen eines quadratischen Polynoms).

px)=a2"+pr+q, pgeR = Nullstellen z4 = —g +/(p2)° —q fallsp® > 4q .

Fall: g
) =2 —2.012z+1.01 HILFE! Ausldschung unter der Wurzel
’ | Don’t paRie;
=X ] Nullstellenbestimmung schlecht konditioniert ()
|1 ——
Formel auch mit Ausléschung stabil
1
(%) Absolute Konditionszahl bzgl. ¢: ks =
s o os 1 15 2 25 5 35 p2 — _Lq

Fall: p{2 > 4q
[x+ gut konditioniert [0  Ausléschung gefahrlich]

B~ Vg

——

N=22—-312+03

r_ ,fallsp <0, |

Ausloschung bei - - Talls g fererrenFoR

Benutze x_x+ = ¢: numerisch stabile Nullstellenformel

r_=-b- 2)? — ¢ ry=-L fallsp>0,
zp=-5+ #2)?—q, x_:% fallsp < 0.

18
.49

MaTLAB-CoDE: Nullstellen einer quadr. Fkt.

a Relativer Fehler in x_
0.0000000000009995
1075 0.0000000000267561
10~7 0.0000000000287549
10~8  0.0000000005263567
1079 0.0000000272292189
10710 0.0000000827403699
10~ 0.0000000827403699
10712 0.0000333894311084
10713 0.0003109451872646
10714 0.0007992778373605
10715 0.0007992778373608
10710 0.1102230246251547
1017 1.0000000000000000

function [xm,xp] = quadzero(p,q)

D = 0.25 *p"2-q;

if (D < 0), error(No zeros’); end;

if (p>0), xm = -0.5 *p-sqrt(D); xp = q/xm;
else xp = -0.5 *p+sqrt(D); xm = qg/xp;

end

Stabile MaTLAB-IMplementierung

Resultate: Instabile Imlementierung | firp = —1, ¢ = a(l —a) P

MaTLAB-CoDE: Nullstellen einer quadr. Fkt.

function [xm,xp] = gzfool(p,q)

D = 0.25 *p"2-q;

if (D < 0), error(No zeros’); end;
xp = -0.5 xp+sqrt(D);
xm = -0.5 *p-sqrt(D);
Instabile

MaTLAB-Implementierung

+ + quadzero|
-2 | + gzfool /|

<1 Relativer Fehler der Nullstellenbestimmung

-l . ] von

% 10°} 1 plr) = -z + a(l —a)

Elo’“ N :(x—a)(;L‘—lJra)

5 ol . mittels gzfool(-1.a  *(1-a));
- ] quadzero(-l.a  *(1-a));

(Relative Fehler < eps ersetzt durch eps !)

18

p. 51
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Nichtlineare Gleichungen

2

Gegeben: Funktion ' : D C R" — R",

)

Wir verflgen tber eine Prozedur function y=F(x)

neN

Kann bedeuten: zur Auswertung von F'

INICHTLINGLEICHUNG
Gesucht: Ldsung der nichtlinearen Gleichung F(x)=0

Beachte: “Gleiche Anzahl von Gleichungen (engl. equations) und Unbekannten (engl. unknowns)”

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ist fiir konkretes I jeweils zu klaren !

2.1 Iterationsverfahren

[File: section-iterationsverfahren.tex, SVN: chapter-nichtlineare-gleichungen.tex 1054 2006-10-18 11:43:04Z kalai|

ITMETH
Iterationsverfahren zur (approximativen) 1
Algorithmus, der eine Folge (x( ))keNU

Loésung der nichtlinearen Gleichung
von Naherungslosungen erzeugt.

F(x)=0
ITs] .
o Iterierte x(¥) abhangig von F' und (von einigen) x(™ pn <k, z.B.
xF) = 5k F, x(k_l), L .x(k_m)) (2.1.1) |
liviisimal
Iterationsvorschrift fur 1m-Punkt-Verfahren
[NITGUESS)
e x\"/ = Startwert (engl. initial guess)

- . . . %:c%@crit
Wir kennen bereits Iterationsverfahren: — Beispiele A

il Definition 2.1.1 (Konvergenz vo hren).

[ferationsverfahre konvergent :& xF) = x* und F(x*) = 0.

il Definition 2.1.2 (Konsi Iterationsverfahren).

[ferationsverfahrer konsistent mit F(x) =0 = {x*) - x* = F(x*) =0}

ITERRI
Terminologie: Fehler der lterierten x(F):  e(F) .= x(F) — x*

i Definition 2.1.3 (Lokalwale Konvergenz).

Ein [ferationsverfahrer konvergiert lokal (engl. converges locally) gegen x* € R”, falls eine
Umgebung U C D von x* existiert, so dass

lim x(k) =x*
k—o0

xW et = x* wohldefiniert A

fr die erzeugten Iterationsfolgen (x&%mlgilt.
Falls U = D, so heisst die Iteration global konvergent.

Ziel: Finde Iterationsverfahren, die (lokal) gegen (eine) Losung von F(x) = 0 konvergieren.

“Konvergenzgeschwindigkeit” ?

p. 53
B Notig: Norm || - || auf R”  (— Grundvorlesungen)
(Aligemeiner: Metrik auf R™)
Fest gewéahlte Norm auf R” wird im Folgenden vorausgesetzt.

1 Definition 2.1.4 (Norm). NORM
X =K-Vektorraum, K = C, R. Eine Abbildung || - || : X + R ist eine Norm auf X, falls
() VxeX: x#0 < |x|[>0 (Definitheit),
(i) |Ax|| = |Alx]] ¥xe€ X,AeK (Homogenitat),

N TRITNEQ
eqitmetr | (iii)  [[x +y|| < ||x|| 4+ |lyll Vx,y € X (Dreiecksungleichung).

(fur Vektor x = (x1, 9, . .. ,;I:n)T c K
Definition

Beispiele:

Bezeichnung MATLAB-Funktion

[EUKNORM :

Egdigizche Norm: [xlly = /|12 + -+ + |eal? norm(x)
ArARKBRM bl = e 4 | norm(x,1)
Maximumnorm : ||x||, = max{|z1|,...,|zs|} norm(x,inf)

Wahl der Norm “nicht so wichtig” im Endlichdimensionalen:




v Theorem 2.1.5 (Norméaquivalenz im Endlichdi i
Beliebige zwei Normen ||-|| , ||-|| auf K" sind aquivalent

n). thimjormeq

30 >0 x| < Ixllp < Cllz| Yxe K™,

g Definition 2.1.6 (Lineare Konvergenz)., “¢vglin]

Eine Folge xk) | = 0,1,2,...,in R" konvergiert linear gegen z* € K", falls

JL < 1: Hx(kﬂ) —x* Vk e Nj.

<L Hx(k) —x*

CVGRATI

Terminologie: Kleinste obere Schranke fir ,. — Konvergenzrate (engl. rate of convergence)

Erinnerung an zentralen Satz der Analysis:

S Theorem 2.1.7 (Banachscher Fixpunktsatz).
Falls D C K" abgeschlossen und fiir ® : D — D gilt

AL <1:: |ox)—dy)| <L|x—y| VxyeD,

dann existiert genau ein Fixpunkt x* € D mit &(x*) = x*, gegen den die Folge x(k+1) .=
A& wlEN fiir haliahinae +(0) & N Lamarniart

Proof. Beweis verwendet [[-Punk-lteratior] x®) = ¢x(k-1), xO) ¢ D:
waw _ X(A»H < kgfl Hx<j+1> ) H < kgfl I me () H

i=k j=

= 1L_kL me _X(U)H

koo

<X<k))keNU Cauchy-Folge O konvergent x(%)

Stetigkeitvon ® 0  &(x*) = x*. Eindeutigkeit des Fixpun.ktes ist klar m]

k—oo %
LEECD .

Beispiel 30 (Linear Konvergente Iteration).

Iteration (n = 1): y o=
coszF) +1 for i =
sing®) X
y

end

err =y - x

rate = err(2:15)./err(1:14); 2.1

I

1:15
X + (cos(x)+1)/sin(x);
ly.x];

B — 4(R) 4

219 als Ersatz fir z* bei der Berechnung der Konvergenzrate:

k 20 =04 20 =06 20 =1
(k) _,(15) 2R ;(15) . () 2 (15)
(k) | e =Wy | e = k) | e =2t
x =D ()] x =D ()] x (=D (0]
23.3887 0.1128 3.4727 0.4791 2.9873 0.4959
3| 3.2645 0.4974 3.3056 0.4953 3.0646 0.4989
4 3.2030 0.4992 3.2234 0.4988 3.1031 0.4996
5(3.1723 0.4996 3.1825 0.4995 3.1224 0.4997
6 | 3.1569 0.4995 3.1620 0.4994 3.1320 0.4995
713.1493 0.4990 3.1518 0.4990 3.1368 0.4990
8 3.1454 0.4980 3.1467 0.4980 3.1392 0.4980
= Konvergenzrate =~ (.5
— pet. BEEM—
¢
Fehlerkurven = Geraden im lin-log Plot B
' : ’ Nr. ;er Ilen;nen ° ° *
<&
Abkirzung fur Fehlernorm im k-ten Schritt ¢, = Hx<k) — x*||. Im Falle linearer Konvergenz (—
Def. it manan (0 < L < 1)

€1~ Le, = logep | =~ log L +logeeg, =

O log L < 0 gibt die Steigung der Geraden im lin-log-Plot.

log €41 =~ klog L +loge .

2.1
p. 59

2.1
p. 60



Im Fall von Konvergenz von p-ter Ordnung (p > 1) (— Def.

gord

k
€hr] R Ceﬁ = logepy =logC +ploge, = logep | = logCZpk +pk+llog6(]
=0

log C'
= logepy = (1%1 + log eo) pkJrl .

00 Kurve ist negative Exponentialkurve im lin-log-Plot.

[

] Definition 2.1.8 (Konvergenzordnung).

Eine Folge xk), | = 0,1,2,...,in R™ konvergiert in p-ter Ordnung gegen x* €
K", falls p > 1 und

) . P
3C > 0: HX(AH) -x*|<C Hx(k) —x* Vk e Ny .
107 - ) * o
107 | \
% whr ' 1 <0 Qualitative Fehlerkurven fiir Konvergenz der
g 00} 1 Ordnung p
£ 1l ] (lin-log-Plot)
107
—+—p=11
——p=12
10 ——p=14 \
——p=17 \
| L P2

Beispiel 31 (Quadratische Konvergenz einer Iteration).

‘termcrit
Wurzeliteration fur @ > 0, — Bsp. %’M_t_‘ onotonie & Beschranktheit = Konvergenz

k1) — 1(1,(@ +2) = 2% — g = ! _|z®) — al? .
27(k) Vv

AGM: z(F) > Vafirk>1 Konvergenzordnung 2 (Quadratische Konvergenz)
(AGM = Ungleichung zwischen arithmethischem und geometrischem Mittel: v/ab < %(a +b))

2.1
. 61

Kirze ab: ¢} := Hx<

k) _ yx

6A;+1%C€Z = logepy

Iterierte fur a = 2:

~logC +ploge, =

logeg 1 —logey
log e, — loger_1 -

g b wWDNPFP Ol

k k) . plk P Y]

]7() e(>7r(>_\/§ logmlOgm
2.00000000000000000 | 0.58578643762690485
1.50000000000000000 | 0.08578643762690485

1.41666666666666652
1.41421568627450966
1.41421356237468987
1.41421356237309492

0.00245310429357137
0.00000212390141452
0.00000000000159472
0.00000000000000022

1.850
1.984
2.000

0.630

Verdopplung der Anzahl der gliltigen Stellen in jeder Iteration !

Relativer Fehler:

zk) = *(1+46;) O 2R g = o™

[Rundungsfehlereinfluss!]

o 0p11| = [25H) — 27| < C1a®) — ¥ = Cla*gy?

[

[0k1] < Cla(5,

TERMKRIT
Abbruchkriterium (engl. termination criterion) ?

Einfach:

Abbruch konvergenter Iteration {X<k>}keNU falls

s
Rt

<7

[ron
= vorgegebene Toleranz > 0 .

= Résiduenbasiertes Abbruchkriterium

2.1
p. 63
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Schwieriger: Abbruch konvergenter Iteration {X(k)}kGNo mit Grenzwert x* falls
L
Hx( ) x* < 7 =vorgegebene Toleranz > 0 .
@ x* leider unbekannt !
Strategien:

0 Maschinenunabhéngiges Abbruchkriterium x(k+1) = x(k) jn M1 (— overkill ?)

O A priori Abbruchkriterium: fixiere Anzahl der Iterationen im Voraus (— problemspezifisch !)
[APOSTTERMCRIT ;

O A posteriori Abbruchkriterium: STOP, falls Hx(k) — x<k—1)H <7 (— zuverlassig ?)

O Ersatzlésung: [Residuenbasierfes Abbruchkriterium:
STOP, falls ‘TF(X(k)> ‘ < 7" (= zuverlassig ?)

A [posteriori Abbruchkriteriurm fiir linear konvergente Iterationen mit [Konvergenzratd 0 < L < 1:

-

H A'g‘g'- HX(M) ) H N Hx(k:Jrl) -

o I

- Hx(kH) —x* (2.1.2) |

g

Beispiel 32 (Fehlerschatzung fiir linear konvergente Iteration). — Bsp. <10 pu—

, v cosz®) 41 i
R — (k) cosr + 1 =2" — 7 fir () nahe bei r .

sin (k)

Beobachtete [Konvergenzrate: L = 1/2

[Fehlet und geschatzter Fehler fir 20 = 0.4

ol

o)~

%Wk) — (k=1

Schatzfehler

© 0O ~NO U~ WNPR

N
g~ WNREO

2.191562221997101
0.247139097781070
0.122936737876834
0.061390835206217
0.030685773472263
0.015341682696235
0.007670690889185
0.003835326638666
0.001917660968637
0.000958830190489
0.000479415058549
0.000239707524646
0.000119853761949
0.000059926881308
0.000029963440745

4.933154875586894
1.944423124216031
0.124202359904236
0.061545902670618
0.030705061733954
0.015344090776028
0.007670991807050
0.003835364250520
0.001917665670029
0.000958830778147
0.000479415131941
0.000239707533903
0.000119853762696
0.000059926880641
0.000029963440563

2.741592653589793
1.697284026434961
0.001265622027401
0.000155067464401
0.000019288261691
0.000002408079792
0.000000300917864
0.000000037611854
0.000000004701392
0.000000000587658
0.000000000073392
0.000000000009257
0.000000000000747
0.000000000000667
0.000000000000181

0 A posteriori Schatzung sehr genau !

p.

-+ Bemerkung. L nicht genau bekannt O L > L fur Fehlerschatzung garantiert Genauigkeit
p. 65

6
2.2 Fixpunktiteration

[File: section-fixpunktiteration.tex, SVN: section-fixpunktiteration.tex 1103 2006-11-07 05:33:57Z hiptmair|

[EIXPIT] [FITEN]
Eine Fixpunktiteration ist definiert durch eine Iterationsfunktion ® : dom(®) C R" +— R".

Iterationsfunktion @ : dom(®) C R” - R”

i (k) o x(B+D) g (x(R)
Startwert x0 & dom(®) = lterationsfolge (x'"/);.c,: X = d(xM)y .

Iterationsfolge nicht unbedingt wohldefiniert: x(®) ¢ dom(®) moglich !

o) st

ef.consi .
) RefipilionsddixSpezialisierung von Def. x(k+1)

konsistent (engl. consistent) mit '(x) = 0, falls

=31

Flx)=0 A zedom(®)ND & &x)=x.

[EIXPKT]
x* ist Fixpunkt (engl. fixed

point) der [ferationsfunkior.

Fixpunktiteration (lokal) konvergent
21 Beachte: o stetig & P (lokal g

66 gegen Nullstelle x*

2.2
p. 67



Konstruktion von [Eixpunktiteratior fir F(x) =

F(x)=0

Beispiel 33 (Fixpunktiteration).

F(z) = ze” —

Verschiedene Fixpunktformen:

Dq(x)
Do(x)
d3(z)

A+1

& dx)=x P = a(x*). (2.2.1)
0 Transformation in Fixpunktform (nicht eindeutig):
1, z€l0,1].

=7, g osf 1
14z

I+er’
=z+1—axe" M |

. —
~_ E

Funktion &

Funktion ®9

Funktion ®3

zk+1) .= (I)l(il'(k>)

26+1) . gy (R

2 W) = og(aV))

©CO~NOOUOANWNERL O T

=
o

0.500000000000000
0.606530659712633
0.545239211892605
0.579703094878068
0.560064627938902
0.571172148977215
0.564862946980323
0.568438047570066
0.566409452746921
0.567559634262242
0.566907212935471

0.500000000000000
0.566311003197218
0.567143165034862
0.567143290409781
0.567143290409784
0.567143290409784
0.567143290409784
0.567143290409784
0.567143290409784
0.567143290409784
0.567143290409784

0.500000000000000
0.675639364649936
0.347812678511202
0.855321409174107
-0.156505955383169
0.977326422747719
-0.619764251895580
0.713713087416146
0.256626649129847
0.924920676910549
-0.407422405542253

foit

(k+1)

|z} — x|

;L'UHU

2 — |

(k+1)

lzg =7

© 0O ~NO AN WNR O &

=
o

0.067143290409784
0.039387369302849
0.021904078517179
0.012559804468284
0.007078662470882
0.004028858567431
0.002280343429460
0.001294757160282
0.000733837662863
0.000416343852458
0.000236077474313

0.067143290409784
0.000832287212566
0.000000125374922
0.000000000000003
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000

0.067143290409784
0.108496074240152
0.219330611898582
0.288178118764323
0.723649245792953
0.410183132337935
1.186907542305364
0.146569797006362
0.310516641279937
0.357777386500765
0.974565695952037

Beobachtung: Lineare Konvergenz von rgk) guadratische Konvergenz von Ig/f)’

Keine Konvergenz (chaotisches Verhalten) von xém), IE(J) =0.5. o
[KONVANALYSEFIXP
Konvergenzanalyse, Falln = 1 (P : dom(®) C R — R)
2.2
p. 69
[TAYLORFORMEL
i Theorem 2.2.2 (Taylorformel). Falls ¢ : dom(®) C R +— R (m + 1)-mal stetig differenzierbar,
z € dom(®)
1
Oy Zkl (y—2)F+0(y — 2™ vy eU(z).
—
Anwendung auf Fixpunktiteration mit Iterationsfunktion ®:
Falls ®(z*) = 2*, @ : dom(®) C R +— R “hinreichend glatt”
m
' 3 1
) o = o) — o) = 37 mel@) @ =) 1o — ") L 222)
I=1"
vg Lemma2.2.3. Falls @ : dom(®) C R +— R (m + 1)-mal stetig differenzierbar, (z*) = 2* fir

ein z* im Innern von dom(®), und ®)(z*) = 0 fur l = 1,.

,m, m > 1, dann konvergiert die
Fixpunktiteration (%) lokal mit Ordnung m + 1 (— Def.

gegen z*

2.2
p. 71




Beweis. Fiir Umgebung U/ von z*

.EPT ,
G- = 30> 0. |By) — B < Cly — ™ Wyeu.
"C <12: |20 —2* < = |2 —2*|<27%5 O Ilokale Konvergenz. O

fix
Fortsetzung Bsp. Eﬁ—L:

Ph(z) = oot 0 wenn ze”—1=0 P Quadratische Konvergenz
2T ez T - genz -

d Lemma 2.2.4 (Taylorformel im Mehrdimensionalen). Falls ¢ : dom(®) C R™ +— R" 2-fach

stetig differenzierbar

By) — D(x) = D(x)(y = x) + Ol|ly — x|*) ¥y € U(x).

Terminologie: D®(x) € R"™" = Jacobimatrix von ¢ an der Stelle x

Q Lemma 2.2.5. Falls ¢ : dom(®) C R"™ — R" 2-fach stetig differenzierbar, ®(x*) = x*,

ID®(x*)|| < 1, dann konvergiert die Fixpunktiteration (%) lokal linear.
M
. Matrixnorm !

1 Definition 2.2.6. Der Norm ||-|| auf R™ zugeordnete Matrixnorm

M
MeR™" |M|:= su M|
ceR\ {0} Iz
Notation: [xll = [IMllo, [1x[l; = M1, %/l = M5

Beispiel 34 (Matrixnorm zur Maximumnorm und 1-Norm).

2B.firM € K*% | Mx||,

max{|mi1z1 + mioxa|, |mo1x1 + mooxa|}
max{|my| + [mial, [mor| + [maal} [zl
|mi1x1 + myoxe| + |majzy + magas|

< max{[m1| + [ma1], [maa] + [mao| H|z1| + [z2]) -

IN

(M4

2.2

4

Lpl

[ROWSUMNQORM n
O Matrixnormzu |||, = Zeilensummennorm  ||[M]||,, = max Z Imil,  (22.3)
i=1,..,n =
[COLSUMNORM n
O Matrixnormzu ||-||; = Spaltensummennorm  ||M||; := j:l?axmz Imil . (2.2.4)
N
<
X fpcvand -
Beweis von Lemmaf%_?—_U. ur Umgebung U (x*):
2
A0 >0 [[Bly) — Dx) — DEX)(y — x)]| < Cly — x> ¥y € UK.
Wahle § > 0sodass L :=06C + [|[DO(x")|| < 1, {y € R™ |y — x*|| <} C U(x")
e x-x<d = o) - x| < (1D + C llx = x7) x— x| . O
<L
Bemerkung 35. , ESYMPKONVRATE
Falls || D (x*)|| < 1, x(*) ~ x* O Asymptotische Konvergenzrate L = || D®(z*)||
A
-fi ot
Fortsetzung Bsp. %_pD_: Mg atet —1=0
Pj(r)= - = dj(2*)=—2"~ 056 P Lokallineare Konvergenz .
Ph(z) =1—ze’ —e* = Dh(a*) = e —1.79 P Keine Konvergenz .
| Definitiop-2.24.-Fir stetig differenzierbares & : dom(®) CERpAEy heisst ein Fixpunkt e
dom(®) anziehend (engl. attractive), falls |®'(2*)| < 1 und abstossend, falls |®'(z*)| > 1
d(x) o(g)
i
T x
—1 < ®'(2*) <0 O Konvergenz d'(2*) < —1 O Divergenz

eg:ae rov

g£q:aerco




0 < ®'(z*) <1 O Konvergenz 1 < ®'(z*) O Divergenz

Beispiel 36 (Mehrdimensionale Fixpunktiteration).

Gleichungssystem
x1 — c(cosx) —sinxg) = 0
(21 — @) +csinay = 0 c(cosry — 2sinxg) = x9

T oS T — sin e T sinaxy] cos T
[ o) =¢ ) 1 o 2 DO (*1) = —¢ (711 ) 2
9 cosx] — 2sinxy 9 sinx] 2cosxy

i i .inftymatrixnorm
Wahl einer geeigneten Vektornorm:  ||-|| = Maximumnorm ||-|| o, (— Bsp. %

Fixpunktform
clcosxy —sinmwg) = xp

1
Wenn ¢ < 3 = |Dd(x)||,, <1 VYx R’ p Lineare Konvergenz der Fixpunktiteration

2.2

O | T

IAbbruchkriteriet fiir kontrahierende Iterationen mit Kontraktionsrate 0 < L < 1:
A-Ungl.k+m_1 ‘ } k+m—1
HXUHW) ) < Z HX(JH) _ X(J)H < Z ik Hx(k‘ﬂ) )
Jj=k J=k
m m
_ 1= LP) e _X<1«>H < iLHHx(lH) _X<Z>H ,
1-L 1-L
B firm — oo, mitx* := lim x(%):
k—o0
Lk*l
‘ 52 — x<k)H <7 Hx(l+1> = xU)H . (2.2.5) kqlinevg
Setzel:linW Setzel:kinw
T T
|2 priori Abbruchkriteriurm A posteriori Abbruchkriteriurm
Lk k L k k—1
R N e e
(2.2.7) feq:fitapost
2.3
p. 78

2.3 Nullstellenbestimmung von Funktionen

[File: section-nullstellenbestimmung-von-funktionen.tex, SVN: section-nullstellenbestimmung-von-funktionen.tex 1183 2006-11-29 10:46:03Z hiptmai

Spezialfalln = 1: F I C R~ R stetig, I Intervall

Gesucht: el F(*)=0

2.3.1 Bisektionsverfahren

Idee: Nutze Anordnung der reellen Zahlen aus (Intervallschachtelung) & Zwischenwertsatz

Input: a,b € I mit F(a)F(b) < 0 (unterschiedliche Vorzeichen)

0 Jz* €] min{a, b}, max{a, b} F(z*) =0

MATLAB-Implementierung:

MATLAB-CODE: Bisektionsverfahren
function x = bisect(  (F).a.b,tol)
% Searching zero by bisection
if (a>b), t=b; a=b; b=t; end;
fa = F(a); fb = F(b);
if (fa *fb>0)
error('f(a), f(b) same sign’); end;
fa > 0), v=-1; else v = 1; end

Handle auf MATLAB-Funktion, die F" im-
plementiert.

X = 0.5 *(b+a); Vermeide Endlosschleife, falls tol <
while((b-a > tol) & ((a<x) & (x<b)) ) ) Abstand von Maschinenzahlen bei Null-
if (v *F(x)>0), b=x; else a=x; end; stelle z*.
x = 0.5 x(ath)
end
e  narrensicher”

e Nur Auswertungen von I erforderlich

|b—a

tol

Nur lineare Konvergenz: |2 — 2% < 27F|b —a| > logy ( ) Schritte

Bemerkung 37. Bisektion implementiert in MATLAB-Funktion fzero

24

2.3
p. 79
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. 80



2.3.2 Modellfunktionsverfahren

MODELLFRTVERF

[ferationsverfahretl zur Nullstellenbestimmung von F:

Gegeben approximative Nullstellen ;L*(’")7 al

[MODELENTT _
O ersetze I durch Modellfunktion £

k—1)

Idee: R

(verwende Funktionswerte/Ableitungen in 2k, 9:“3*1), e

O 2+ .= Nullstelle von F

(muss “einfach” «— analytisch zu bestimmen sein)

Unterscheidung:

B0 — (D ) e N (2.8, Fixpunkiiteration — Abschn. B85~
R+ = gkt >(T<k ,T< > .. ,.,(k m)). keN,m=23,...

2.3.2.1 Newton-Verfahren in 1D

[NEWTONONED

Annahme: F . I — R stetig differenzierbar.

Modelffunkfiori= Tangente an ¥ in z(*):

F(z) = F(@™) + F'(a™)(z — «®)
O 2+ ais Nullstelle der Tangente
Tangente

NEWTONI
P Newton-lteration

k) _ Fa®)
F’(z(l")) ’

)y #0.

(A+1)

.L(

(231)

erforderlich  F'(z(¥

fi
(— Beispiel %)gp_

Beispiel 38 (Newton-Verfahren in 1D).

(k—m)

’ I(szm,))

L)z (k)2 _ o—a®
T foN T (k1) (k) Te _(I ) €
Flz)=ze"—1= Fl(z)=€e"(l1+2) = =z =z (k)(1+1( ))7 T
k () .
Fla)=z—e" = Fla)=1+e" = oM =3® o j-) 1+l(;
ord 1+ et 1+ ex®

fi
Beispiel %_%_IX quadratische Konvergenz! (— Def.

Newton-teration 5. [Eixpunkiiteratiori (— Abschnitt 22 it fierationstankaart

Newton-Verfahren konvergiert Iokal quadratisch (— Def. %Q%L%—F (z*)#0

2.3.2.2 Spezielle Einpunktverfahren

Konstruktionsidee (fur weitere Einpunktverfahren):  Nichtlineare lokale Approximation

Linktitere
Voraussetzung: Glattheitvon F: F' € C™(I) fureinm > 1

Beispiel 39 (Halleysche Iteration).

k+l

Gegeben z(F) € 7T, mh =0 wobei
h(z) = + ¢ (Rationale Funktion) , F(j>(:r(k)) = h(j)(x(k)) L j=01,2.
23 r+b
p. 81
—_—
a _ kN a _ oty (k) 2a _ ity (k)
k) 4+ Te=FE") (z%) 4 )2 @ (z(F) 4 b)3 (@)
e

1 1
) = i o

Halleysche lteration fur

k 2 )

0.19865959351191
0.69096314049024
1.02335017694603
1.04604398836483
1.04620248685303

F®) 20— G (E=T) O
10.90706835180178 -0.19865959351191 -0.84754290138257
0.94813655914799 -0.49230354697833 -0.35523935440424
0.03670912956750 -0.33238703645579 -0.02285231794846
0.00024757037430 -0.02269381141880 -0.00015850652965
0.00000001255745 -0.00015849848821 -0.00000000804145

a b wN e

:Newton1D
23 Vergleich: Newton-Verfahren (E%‘fm‘éa?gleiche Problem
p. 82

"
Oz) =x — % (z) = % = O@*) =0, wenn F(z*) =0, F'(z*) #£0.
Lemma% Vermutung (bestatlgtdurch Theorie, }[?izﬂ‘h 4.10], ﬁﬂ’Sect 2.1)):
[CORQUADKONV

2.3
p. 83
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B

N

F(zk)y

2B) — 2(h=1)

LK)

0.23476467495811
0.39254785728080
0.60067545233191
0.82714994286833
0.99028203077844
1.04242438221432
1.04618505691071
1.04620249452271

© 0o ~NOO O~ WDNPR

=
o

0.04995004995005 44.38117504792020
0.12455117953073 19.62288236082625

8.57909346342925
3.63763326452917
1.42717892023773
0.46286007749125
0.09369191826377
0.00592723560279
0.00002723158211
0.00000000058056

-0.04995004995005
-0.07460112958068
-0.11021349542738
-0.15778318232269
-0.20812759505112
-0.22647449053641
-0.16313208791011
-0.05214235143588
-0.00376067469639
-0.00001743761199

-0.99625244494443
-0.92165131536375
-0.81143781993637
-0.65365463761368
-0.44552704256257
-0.21905255202615
-0.05592046411604
-0.00377811268016
-0.00001743798377
-0.00000000037178

B> Uberlegenheit der Halley-lteration, da [ rationale Funktion.

| - -effizienz
. Newton-Verfahren langsamer, aber auch billiger (— Abschn. ‘ﬁ)—

Beispiel 40 (Massgeschneidertes Newton-Verfahren).

1

1

:Hall
WieinBsp.%—y*:ae F(z) = 7+ s—1, 2>0:
(x+1)2 (x+0.1)%
Beobachtung:
Flz)+1~2c 2 furz > 1

1

fast linear fur z > 1

! ! :Newton1D
B Anstelevon F(z)=0 lose g(z)=1 mitNewton-Verfahren (%7. on

Sk _ (k) _ g(w(k))f L_ ! | 2EE) - i
g'(xk) Fa®) 11 F(xk)
o 2AFEW)) 1)1 = /() +1)
=2 4 A

F’(:c(k))

Konvergenzhistorie fur 20 =0

<

k 2(F) F(z®) 2F) — p(k=1)

k) — g

1 0.91312431341979 0.24747993091128 0.91312431341979
2 1.04517022155323 0.00161402574513 0.13204590813344
3 1.04620244004116 0.00000008565847 0.00103221848793
4 1.04620249489448 0.00000000000000 0.00000005485332

-0.13307818147469
-0.00103227334125
-0.00000005485332
-0.00000000000000

Konsistente Modifikation der Newton-Iterationsvorschrift:
———H(x
F(2) (x)

IDCV
Ziel: Bestimme H so, dass Verfahren p-ter Ordnung entsteht, Werkzeug: Lemmaf%._g_

Weitere Idee:

B  Fixpunktiteration : ®(z) =z mit ,geeignetem” H : [ — R .

Annahme: F' ,gentigend” glatt, 3z* € I: F(z*) = 0, F/(z*) # 0.

db=g—uH , ®=1—-uvH—uH , "=—t"H-

/I FF" 1"

F//
U = =

= T

mit v = (F’)Q s

2.3
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F
F

g

p = 2 (quadratische Konvergenz): H(z*) =1,

[KUBKONV N 0
p = 3 (kubische Konvergenz): H(z*)=1 A H'(z")

H(z) = G(1 - ()

B~  Fixpunktiteration (A1) = z(F)

F<F//)2

(F)

w'H —uH" |
FF///

(F)2

B lF”(I*)
T2F/(z¥)

F(.Z’(k))F”<T<k))
G ( (F/(I(L:)))Q ’

(2.3.2)

(2.3.3) |

wi Lemma 2.3.1. Falls ' € C%(I), F(z*) = 0, F'(z*) # 0, G € C%(U) in ein\str Umgebung U

von 0, G(0) = 1, G'(0) = 1, dann konvergiert die Fixpunktiteration

ea ubisch gegen

2.3
p. 87

MN:1)

eg:m06§

2.3

p. 88



Beweis: Lemma% und Sekantenverfahren ;unctic;n Xl(I: %(;C&nt(xO,Xl,F,tol)
o = feval(F,x0);
F'(x*) (MATLAB-Implementierung) for i=L:MAXIT
H(T*) — G(O) , H/<T*> _ _Glm)u//(x*) = G”(()) F'(T*) . fn = feval(F,x1);
’ o Nur eine Funkii ¢ s = fn *(x1-x0)/(fn-fo);
ur eine Funktionsauswertung von x0 = x1: x1 = xl-s;
Beispiel 41 (Beispiele fiir modifizierte Newton-Verfahren). F pro Schritt ! if (abs(s) < tol), x = x1; return; end
fo = fn;
o ‘Halle o Ableitungsfrei ! end
o G(t) = L 0 Halleysche Methode (— Belspnel%)—L MaTLAB-CoDE Sekantenverfahren
—2
«G(t) = 2 0 Eulersche Methode Beispiel 42 (Sekantenverfahren). F(x)=a2e* -1, 20 = 0, W =5,
1+I-2t VI1—2t
eGt)=1+1t O uadratische inverse Interpolation (3 1k
t) 2 Q P i (k) Flatk) k) — (k) _ e o le® D] log]e]
log \6(1‘)|7l()g |e(1"1)|
k\ k) .— (k) _ o= 2 0.00673794699909 -0.99321649977589 -0.56040534341070
Halley Euler Quad. Inv. 3 0.01342122983571 -0.98639742654892 -0.55372206057408 24.43308649757745
Numerisches Experiment: 1 2.81548211105635 3.57571385244736 2.03843730027891 4 0.98017620833821 1.61209684919288 0.41303291792843 2.70802321457994
2 1.37597082614957 2.76924150041340 1.02137913293045 5 0.38040476787948 -0.44351476841567 -0.18673852253030 1.48753625853887
F(z)=xze" -1, 3 0.34002908011728 1.95675490333756 0.28835890388161 6 0.50981028847430 -0.15117846201565 -0.05733300193548 1.51452723840131
1‘(0> —5 4 0.00951600547085 1.25252187565405 0.01497518178983 7 0.57673091089295 0.02670169957932 0.00958762048317 1.70075240166256
5 0.00000024995484 0.51609312477451 0.00000315361454 8 0.56668541543431 -0.00126473620459 -0.00045787497547 1.59458505614449
6 0.14709716035310 9 0.56713970649585 -0.00000990312376 -0.00000358391394 1.62641838319117
7 0.00109463314926 23 10 0.56714329175406 0.00000000371452 0.00000000134427 23
8 0.00000000107549 b 89 11 0.56714329040978 -0.00000000000001 -0.00000000000000 b 01
Konvergenzanalyse: Fehler ek) = k) _ g
2.3.2.3 Mehrpunktverfahren W) — p(a* + e 2 4 R0y p* mit D(z,y) =1 — 5<I)><T ;“(w (2.3.6) pqsecm
x)— F(1
Taylorentwicklung mit MAPLE:
Idee: Ersetze F' durch Interpolationspolynom .
| lati ah > Phi = (xy) -> X-F(x) * (X-YI(F(X)-F(Y));
[N nterpolationsverfahren > F(s) =
> e2 = normal(mtaylor(Phi(s+el,s+e0)-s,[e0,e1],4));
[SECMET]
Einfachster Vertreter: Sekantenverfahren 2) ( )
. - - [ (k+1< (kl ()(kl)
2(5+1) Nullstelle der Sekante [N (Linearisierte) Fehlerrekursion: e 3 F’( ) e =Ce
(R _ o (k=1) i ! ) .
s(x) = F<l'(k>) + Fle (kz F(S;L 0 )(:1' — x(l")) i (k=1) (bt k) Heuristik zur Bestimmung der Konvergenzordnung: elbtl) = K~(c“"*1))p ,elk) = K(CU‘*U)P
) — ph= / T z T vgl. Def. S8
(2.3.4) pgsecantme | | (vgl. Det.
2 c
(k1) ) F(z®)(zk) — z(k=1) \j - (e(k—l))p gl > P2 p_1=0 = p= %(1 +5) .
’ =\ — . . :
> F(;L»(k‘)) _ F(x(kfl)) 93 Da B S 0furk — oo O Konvergenzrate p = % 1+V5) ~1.62 (siehe Bsp.%‘sr)ec_ 93
(2.3.5) p. 90 p. 92




Beispiel 43 (Lokale Konvergenz, Sekantenverfahren)

F(x) = arctan(z)
- . Konvergenz des Sekantenverfahrens
firr ein Paar (z("), 2(1)) von Startwerten.

E%f%(git
=[okale Konvergenz — Def.

) [INVINTERPI )
Variante von Mehrpunktverfahren: Inverse Interpolation

Annahme: F: I C R~ R umkehrbar

Flz*)=0 = FY0)=2z".

» Interpoliere F~1durch Polynom p vom Grad d festgelegt durch

- p(F(m(k*'"’))) =2 =0, d.
» Neue Naherung zF+1) .= p(0)
Fallm =1 [ Sekantenverfahren
Fallm = 2: Quadratische inverse Interpolation
MAPLE-Code: p = x> a *X2+b *x+c;
solve(  {p(f0)=x0,p(f1)=x1,p(f2)=x2 } {abc });

assign(%); p(0);
F§(Fizg — Poxy) + FY(Fowg — Fows) + F3(Foxy — Fiap)
F&(Fl — B)+ FYFy — Ry)) + F3(Fy — Fy)
F(.’L‘(k_l)), = F(x(k)),wo = x(k_2>,x1 — pk=1) T9 = ) )

k+1)

S

(Fy=F@* ), F =

2.3
p. 93

Beispiel 44 (Quadratische inverse Interpolation). F(z) = ze¥ — 1, 20 = 0, =25 7x<2> =

F(z)

elk) .= g(k) _ g

log \c(k“)\—log |c<k>\
log | —log |e* 1]

© 00N U~ W T

[
o

0.08520390058175
0.16009252622586
0.79879381816390
0.63094636752843
0.56107750991028
0.56706941033107
0.56714331707092
0.56714329040980

-0.90721814294134
-0.81211229637354
0.77560534067946
0.18579323999999
-0.01667806436181
-0.00020413476766
0.00000007367067
0.00000000000003

-0.48193938982803
-0.40705076418392
0.23165052775411
0.06380307711864
-0.00606578049951
-0.00007388007872
0.00000002666114
0.00000000000001

3.33791154378839
2.28740488912208
1.82494667289715
1.87323264214217
1.79832936980454
1.84841261527097

2.4 Effizienz

[File: section-effizienz.tex, SVN: section-effizienz.tex 1054 2006-10-18 11:43:04Z kalai|

EFEIZIENZT
Effizienz eines lterationsverfahrens

(zur Losung von F'(x) = 0)

RECHAUHRW

Rechenaufwand um eine vorgegebene

Anzahl gultiger Stellen zu erreichen.

Abstrakt:

Quantitative Analyse fiir lterationsverfahren der Konvergenzordnung p, p > 1 (— Def. ,

W = Rechenaufwand pro Schritt

#{Auswertungen von F'} N #{Auswertungen von F'}
n -

(etwa W =

Schritt

Schritt

3050 | oI ezt

ord

2.4

p. 95

2.4



3 p—1
Anzahl Schritte k fur He(”H <p Hem)H, p > 0 vorgegeben ?:  (Annahme C' He<())H <1
. X log
p=1 HeU‘)H < ck ‘ e<“>H = k> 8P 2.4.1)
log C'
k k
, -l V1P log
p> 1 He(k)‘ <1 )e(o)H = pF>1+ esp
log C/p—1+ log(He(“)H)
log p 1/p— 0
= k>log(l+——)/logp, L = Yt e()H .
> log( logLo)/ gp. Lo
(2.4.2)
Beachte: |logp| <« Anzahl giltiger Stellen in (k)
—~—
[EEFICIENCY]
Effizienzmass  (asymptotisch furp — 0 O |logp| — oo):
log C'
—Of’v fallsp =1,
Effizienz = log p| log p| (2.4.3)
—— L fallsp>1.
W log | log pl
Beispiel 45 (Effizienz von Iterationsverfahren).
10
or 5 + + + +
8 of
S o 8
é o g 3 + +
é Al 2 2 *
é/ 2r 1
1
[ ]
01 1‘.5 é 1 2 3 4 7 8 9 10

5 6
25
~log, ,(P)

P
Auswertung (‘%ﬁﬂr He(”)H =01p= 10-8 Newton < Sekantenverfahren, C' = 1,

Anfangsfehler ’6(0>H =0.1

M/Yl\'c\\'ton = ZM/S(‘kant 3 k)g PNewton | IOg PSekant — 071
PNewton = 25 PSekant = 1.62 Wiewton Wsekant
Sekantenverfahren effizienter als Newton-Verfahren

O

Ea:1sg

Ea:1S]

Eq:efficie

2.4
p. 97

2.5
p. 98

2.5 Newton-Verfahren fur Gleichungssysteme

[File: section-newton-verfahren.tex, SVN: section-newton-verfahren.tex 1234 2006-12-19 12:04:51Z hiptmair|

Nichtlineares Gleichungssystem: zu F': D C R" — R" finde x* € D: F(x*) =0

Annahme: F: D C R"— R" stetig differenzierbar

2.5.1 Die Newton-lteration

. on-verfahren-1d
Idee, siehe Abschn. E%%:n—l__okale Linearisierung:
Gegeben 2(F) € D bestimme 251 als Nullstelle der affin linearen [Modelfunkfior

F(x(k)) + DF(x<k))(x - x(k>) ,

n,n H 5 8F] "
DF(x) € R™" = Jacobi-Matrix, DF(x) = (9_ask<x)

k=1
B Nevonlemict  (— G5 Tor B-Fal)

x(B+1) .= (k) DF(X(k))’lF(X@))

. [falls DF(x'")) reqular] (2.5.1)

. [NEWTONKORR
Terminologie: — D F(x#))~1 F(x(*)) = Newton-Korrektur

Veranschaulichung in 2D: >

x(k+1) als Schnitt von Geraden (= Nullstellen
mengen der Komponenten der Modellfunktion)

03
Beispiel 46 (Newton-Verfahren in 2D, %}’)—

P - (7).

= (””) €eR? O F(1>
9 1
O Fi(x) OpyFy () 221 —4T§
O o) OpyFo(z) 1 *31'%
:Newton

B DFx)= (

P> Realisierung der Newton-lteration

Eq:Newtc
2.5
p. 99

25
p. 100




2w —da @ — ok
1. mitxF) = (21, 29)" 16se das Gleichungssystem ( Il ;Zﬁ) §=— ( /1‘1 T§> .
—oT)

2. Setze x(FT1) = x(F) 4 5

k x(k) [x* — %Pl
0 0.7, 0.7)T 4.24e-01
1 (0.87850000000000, 1.064285714285714)7 | 1.37e-01
2| (1.01815943274188, 1.00914882463936)7 |  2.03e-02
3| (1.00023355916300, 1.00015913936075)7 | 2.83e-04
4| (1.00000000583852, 1.00000002726552)7 | 2.79e-08
5 (0.999999999999998, 1.000000000000000) | 2.11e-15
6 (1, nT

. on-verfahren-1d
Neuer Aspekt fir n > 1 (im Vergleich zu n = 1,Abschn. E%%t

: t
Berechnung der [Newfon-Korrektat (evtl.) aufwandig, cf. W

A\

MATLAB-CODE: Newtonverfahren

function x = newton(x, F, DFtol)
MATLAB-Shell fir Newton-Verfahren: % MATLAB template for Newton method
for i=1:MAXIT
Lése lineares Gleichungssystem: s = DAX @F(x);

A\b =Aflb HAbschn.%ﬁ:numer-losur)w(q-ﬂnex_

F, DE Funktionshandles

S,
if (norm(s) < tol), return; end,;
end

AEEININV]

EU04
Bemerkung 47. Wichtige Eigenschaft des Newton-Verfahrens:  Affin-Invarianz V[-')_FO?Sect .1.2.2)

Gx)=AF(x) mtAceR"regular O F(x")=0 = Gx")=0.
Die Newton-Iteration fir GG ist unabhéngig von A !

SIMPLNEW]
Bemerkung 48. Vereinfachtes Newton-Verfahren:  Verwende DF(X(L")) fr mehrere Schritte

(— nur lokal lineare Konvergenz)
Bemerkung 49. Falls D F'(x) nicht verfigbar (z.B. wenn F'(x) nur als Prozedur gegeben):
OF, . Fix+hé)) — Fi(x)

a—(x) ~ .

z h

. iff
Achtung: Ausléschung (— Beispiel%—%d—ﬁnu I 7~ /EPS.

Numerisches Differenzieren:

2.5
p. 101

2.5
p. 102

Ubung 2.6. Given a matrix A implement a numerical method for computing one eigenva-
lue/eigenvector of A by applying Newton’s method to

P(3) = (e )

2.6.1 Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens

Newt i ktiterati
Newton-Iteration (E%% Fixpunktiteration (— Abschnitt )'r?\‘?%‘” rereton
P(x) =x — DF(x)"'F(x) .
—~——
[Produktregel” : D®(x) =1 — D(DF(x)" Y F(x) — DF(x)"'DF(x) ]
—~——

F(x*)=0 = D¢x")=0.
. EHO% EU04
Lemma%ﬂ%_ Vermutung ( bestétigt durch Theorie, B‘Z m. 4.10], V(?_FO,—S’ect. 2.1)):

Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch, falls D F'(x*) regular

Beispiel fur theoretische Aussage Uber Newton-Verfahren:

EHO02
n Theorem 2.6.1 (Thm. 4.10in ’B.‘ZB._Sei D C R" offen und konvex und ' : D — R" stetig
differenzierbar mit invertierbarer Jacobi-Matrix DF(z) Yz € D.

Jw > 0:

‘DF(:L«)”(DF(J; +ov) — DF(:JU))UH <owlv]* VYo el0,1],z € D,veR",

3e*,29 e D: Fa*)=0 A p::)

. Newton
Dann erfilllt die Newton-Folge aus (ﬁ%ﬁi

1.2 € By(a*) = {y € R", |ly — =*| < p} furalle k € N,
k)

x*—x<O)H<% AN By(x*)C D.

2. lim M) = ¥,

k—o0
2
3. Hx(ml) _ 2B) _ g

<

2

Problem: Normalerweise sind weder w noch z* bekannt !

:newton
> A priori Abschatzungen (wie in Thm. %Weringem praktischen Nutzen

2.6
p. 103

26
p. 104



ABBRUCHKRITNEWTON
Abbruchkriterien fiir Newton-Verfahren:

Asymptotisch wegen quadratischer Konvergenz:

Hx(lﬁ—l) _x*

~ HX<A-+1> _ x®)

<[ -

= Hx(k) —x*
B> Beende Iteration, wenn Hx(kH) — x(k')H = HDF(x(k))_lF(x(k))H <T Hx(k)H, 7 = Toleranz

— Uberflussiger (letzter) Schritt !

Beachte: fur n > 1 kann jeder Newtonschritt mit grossem Rechenaufwand verbunden sein.

Alternativ: DF(x*~1)) ~ DF(x¥)) 0  Beende Iteration, wenn HDF(X(]C_D)_IF(XUC))H <7

VEREINENEWKORR
Terminologie:

DF(xk=1)=1px(k) he_islst vereinfachte Newton-Korrektur
.dle-ir-ze, n
(Billig verfugbar, falls LU-Zerlegung (— Abschn. von X ereits berechnet)

Beispiel 50 (Lokale Konvergenz des Newton-Verfahren: |
Was heisst lokale Konvergenz ? Beispiel: . /
: T zet —1 /1
Fla)=ze"—1 = F'(-1)=0 . / '
V<10 2% - —0 y
ZL’(O) >-10 1,(/{?) s 1,* -05 //
S

Beispiel 51 (Konvergenzbereich des Newton-Ver-
fahrens).

F(x) = arctan(az) , a >0,z € R

O z2*=0.

2.6
p. 106

Divergenz des Newtonverfahrens, f(x) = arctan x

1.5 — asp =
- 1 -
1t =
ot =
0.5r =
« 25 =
0 2 -
=
-05 s
=y /
s 10 = o s f
U X
BT 2 o 2 4 s : 0) (k)
roter Bereich = {z'") € R, 2%} — 0}
T

Zusammenfassung: Das Newton-Verfahren

@ konvergiert asymptotisch sehr schnell: Verdopplung Zahl giltiger Stellen in jedem Schritt

@ hat

u.U. nur sehr kleinen (lokalen) Konvergenzbereich

2.6.2 Gedampftes Newton-Verfahren

Wahl des Dampfungsfaktors:

mit

Heuristik:

s .= DF(x"))~1p(xk)
§(/\(k)) = DF(x(k))’lF(xU“) + )\U")s) — versuchsweise lvereinfachte Newfon-Korrekiar .

- ;arctanNewt | . .
Beispiel H: roblem ist ,Uberschiessen” der Newton-Korrektur

DAEMPEUNG

N Idee: Dampfung der Korrektur:

Mit AR > 0. x(BFD .— (k) _ \(F) DF(X(]{')>71F(X(]€)) .

Terminologie: AE) = Dampfungsfaktor

[MONOTTEST
Affininvarianter natirlicher Monotonietest

Bo7%h. 3

Hg(/\(m)H <(1- #) [Isl

— aktuelle Newion-Korreki ,

grosstmogliches” AR S 0

(2.6.1)

(2.6.2) |

Konvergenx < Abnahmeder,,Lénge"derlem

MATLAB-CODE

Ged ampftes Newton-Verfahren

function [x,cvg] = dampnewton(x,F,DF,q,tol)

A =

Xn =

DF(x); s = A\F(X);
X-S;

lambda = 1; cvg = O;
while (norm(s) > tol)

2.6
p. 107

eqg:dam

Eq:mn{

2.6

p. 108



f = F(xn); st = Af;

while (norm(st) > (1-lambda/2) *norm(s))
lambda = g *lambda;
if (lambda < LMIN), cvg = -1; return; end

xn = x-lambda *s;
f = F(xn); st = AYf;
end
X = Xn,

A = DF(x); s = AYf;

lambda = min(lambda/q,1);
xn = x-lambda =s;

end

X = Xn;

Strategie: Reduziere Dampfungsparameter um Faktor ¢ €0, 1[ (ublich ¢ = %) solange bis affininva-
rianter nattrrlicher Monotonietest (E%’erﬂ]llt

Lo . L. ;arctanNewt
Beispiel 52 (Gedampftes Newton-Verfahren). (— Beispiel &‘)7

F(z) = arctan(x) , ko AP z(#) F(a)
o 1 0.03125 0.94199967624205 0.75554074974604
o 2(0) =920 2 0.06250 0.85287592931991 0.70616132170387
eg—1 3 0.12500 0.70039827977515 0.61099321623952
2 4 0.25000 0.47271811131169 0.44158487422833
e LMIN = 0.001 5 0.50000 0.20258686348037 0.19988168667351
Beobachtung: asymptotische 6 1.00000 -0.00549825489514 -0.00549819949059
_ 7 1.00000 0.00000011081045 0.00000011081045
quadratische Konvergenz 8 1.00000 -0.00000000000001 -0.00000000000001 o
Beispiel 53 (Versagen des gedampften Newton-Verfahrens).
» Wie in  Bsp. :IOCCV e — Ak 2 (F) F(z®)
F(z) = ze® — 1, 1 0.25000 -4.4908445351690 -1.0503476286303
2 0.06250 -6.1682249558799 -1.0129221310944
) 3 3 0.01562 -7.6300006580712 -1.0037055902301
» Startwert fir gedamopﬂes 4 0.00390 -8.8476436930246 -1.0012715832278
Newton-Verfahren 0/ = 5 0.00195 -10.5815494437311 -1.0002685596314
—1.5 Abbruch wegen lambda < LMIN !
Beobachtung: Newton-Korrektur hat falsche Richtung” [ Keine Konvergenz o

2.6
p. 109

26
p. 110

2.6.3 Quasi-Newton-Verfahren
[QUASINEWTON :numdiff
Was tun, wenn D F'(x) nicht verfugbar und numerisches Differenzieren (— Bem. E§S ZU autwandig?

o X X :secantmeth N rpu
in einer Dimension (n = 1, — Sekantenverfahren , Abschn.

F(zW) = F(zk=1)

Idee:

1o (K)Y ~ ; "
F'(2\") ~ T z(m\\,wzenquotlent (2.6.3) |
Schon berechnet! —  hillig
@ Verallgemeinerung firn > 1 ?
- 1 )
(%e% Sekantenbedingung fur Approximation J;. ~ Z)F(X(M), x®) 2 jterierte:
T (x®) — x(b=1y = prxF)) — p(xk=1)y | (2.6.4) |

.seccond
Viele J;. erfiillen (W

ktverfa

£g-gnase

eg:secca

Klar:
O Notig: Weitere Bedingungen an J;. € R™"
2.6
p. 111
Idee: J . durch Modifikation von Jj,_ ¢
Nebenbedingung (Broyden): Jiz=J;_ 1z Vz:z- (x(k> — x(k‘fl)) =0.
(2.6.5) [eg:broyc
(k) (x (k) _x(k=IHT
| Jp= gy B ) (2.6.6) [egbrodt
o<
2
brod D rang-1-modif
= ang-1-Modifikation, Abschn. %gmo—l
BRPYQN
Broydens Quasi-Newton-Verfahren zur Ldsung von F'(x) = 0:
‘ ) R ‘ i F(xEHD)y AxENT
B = x(B) o Ax(F) Ax(R) fJ];lF(x(k)) N PRRIEE P L(XZ)
]
2
(2.6.7) Eeqbroydenqr
Startwert J) =2 — Verwende etwa exakte Jacobimatrix D F(x())
p. 112




Bemerkung 54 (Minimalitat von Broydens Rang-1-Modifikation).

J S RTL n erflllt sgecond 1 (kJrl) (k) -1 (kJrl)
35 x® aus :broydengn 0O (I-J, 0 —x\W) = -J, " F(x )

T

- _Jj1F< (k+1)) Ax (k) 1 AxB(Aax ()T
o [ERE] frspg
<[5, o -

upd
= (%—ﬂ“@ minimale relative Korrektur von J;._{, die Sekantenbedingung (Eﬁ)—krespe tlertA

[EXQUASINEWON
Beispiel 55 (Broydens Quasi-Newton-Verfahren: Konvergenz).

i :newton-multi-¢  2° |
o Nullstellenbestimmung aus Bsp. %a_%_ n =

(0.7.0.7)7T
e Jy = DF(x)

Langsamer als Newton-Verfahren
sﬂ'%wton

Besser als

o x(0) =

Normen

. - Broyden: [[F6M)||
10 °F —+— Broyden: Fehlernorm|
lyeLeLnIthLes_NﬂMQnALeLtanLeﬂ (— - Newton: [IFGd|
:simpINewt " —+— Newton: Fehlermorm
Bem 0 Newton (vereinfacht) |

5 6 8 9 10 11
Iterationsschritt

2.6
p. 113

26
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Konvergenzmonitor

Grosse, die Probleme mit der Konvergenz einer
Iteration anzeigt

Fehlernorm

Hier:

Konvergenzmonitor

il

o=

=]

1 2 3 a 5 6 7 8 9 10 1
Iterationsschritt

Heuristik: ¢ >1 0O keine Konvergenz

<&
ed

ft-

" al new
Bemerkung 56. Option: Gedampftes Broyden-Verfahen (wie bei Newton-Verfahren, Abschn. %A_m_p_

. dengn
Implementierung von :

J_IF(X<k+1>)<AX(k>)T .
I- 5 Jk =1+
[ axbI] + ax®) - 3 pelb)

AXUH—U(AX(M)T o
sl )

-1
']k+1 -

(2.6.8)
Lvereinfachte Quasi-Newton-Korrektur”

Sinnvoll, falls HJ,;lF(xU““))HZ < HAX(MHQ

:broyden
MATLAB-CODE: Broyden-Verfahren

function x = broyden(F,x,J,tol)

k =1,
[L,U] = lu@); Einmalige LU-Zerlegung !

= U\(L\F(x)); sn = dot(s,s); 2
dx = [s]; dxn = P Spelcherunag der Ax (¥ HAX H
X =x -s; f=F®X); (—

Lose gestaffelte LGS

while (sqrt(sn) > tol), k=k+
w = U\(L); —

for 1=2:k-1
w = w+dx(:,|)- * (dx(:,l-1) *W)... | Aufbau von-w = _JfldF(x<k>)
§ fdxn(l-1); (— Rekursion &% gf)
en
if (norm(w)>=sn) onver enzmomt
warning('Dubious step %d! k); H
end <l?
‘Axk 1
z =8 xw; s = (1+z/(sn-z2)) *W;SM
= [dx,s]; dxn = [dxn,sn]; | _ 7 lr(y(k)
X=x-5f= FX): Korrektur s = J. F(x\"))
end

:SMW
herman-Morrison-Woodbury Update-Formel, Lemma %1—

2.6
g Jupg

§%§'§]an—des—nem
Abbruch, vgl. Abschn.

26
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Rechenaufwand : » O(N? - n) Operationen Vektorarithmetik, (Fever)

i E%E'g'e—lr—ze
N Schritte » 1 LU-Zerlegung von J, N x Losung gestaffeltes LGS — Abschn.
s N F-Ausfwertungen !
Speicheraufwand : s LU-Faktoren von J + Hilfsvektoren € R"
N Schritte

» N Vektoren x%) ¢ R?

Beispiel 57 (Broyden-Verfahren fur grosses nichtlineares Gleichungssystem).

. n = 1000, tol = 2.000000e-02

Rfl, — Rn

{ x +— diag(x)Ax — b,
b=(1,2,...,n) e R",
A=TI+aal eR",

1

F(x)

10° F

3 Umgebung U(x*): DF(x) hatvollen Rangn Vx € U(x¥) .
a=—FF(b—-1).
v1-b— '})ro dencv IR S S (bedeutet: Spalten der Jacobimatrix D F'(x) sind linear unabhangig.)
Auswertung wie in Bsp. 5~ e — > el — Eroyden; Felenorm | -
- Newton: [|F()
h = 2/n; x0 = (2h:4-h)’; e e
o1z s 4 5 s 7 8 o | 26
Herationsschit e 1. Mdglichkeit: (gedampftes) Newton-Verfahren
Vergleich der Effizienzen: Broyden—Vserfahren «—— Newton-Verfahren: <b(x*) —min = grad®(x) =0, gradd(x):= (dd%(x% o %(X))T c R
(Problemgréssen 0 Toleranz tol = 2n - 1072, h = 2/n; x0 = (2:h:4-h)’; ) . o
» ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Idee: Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von grad @ : D — R”
o Broyden-Verfahren
= v |  wf r r
W i Kettenregel P grad ®(x) = DF(x)" F(x), -
251 #F
L i 2
) z ) R Produktregel B H®(x) = D(grad ®)(x) = DF(x)' DF(x) + »_ F;(x)D*Fj(x) .
E L z **,*** 1 7=1
B g Y J
5 F 15t fj}* 1 (H®(x) = Hesse-Matrix)
E 8r *:yf*
L
6pm 101 + B
ak P> Lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Newton-Korrektur s € R zu x(F):
* Newton-Verfahren m
% 500 ; T000 1500 % 500 1000 1500 DF")Tprxh) + Z Fj(x(k>)D2E7'(x<k)) s = —DF(x"T p(x*)y |
j=1
0  Broyden-Verfahren konkurrenzfahig fiir n > 1 und geringe Genauigkeitsanforderungen Newton-Verfahren = Minimierung einer lokalen quadratischen Approximation von &:
. . 1
d(x) = Q(s) = d(xF) + grad d(xF) s + §STH‘I)(X(k))S .
: . NCNLLS
gradQ(s) =0 <« H@(x“))s + grad <I>(x<l‘>) =0 & (5[2\5) .
2.7
p. 118

2.7 Nichtlineare Ausgleichsrechnung

Gegeben: F:DCR"—R"™ mmneNm>n
O Erweiterte Aufgabenstellung: Nichtlineares Ausgleichsproblem

Suche x* € D: x* =argmingep ®(x), ®(x):= % ||F(X)H% .

(Existenz/Eindeutigkeit von x* jeweils fiir jeden Fall konkret nachzupriifen !)

Terminologie: D = Parameterbereich, =1, ..., x, = Parameter

|_egu_ [File: section-nichtlineare-ausgleichsrechnung.tex, SVN: section-nichtlineare-ausgleichsrechnung.tex 1240 2006-12-30 13:32:59Z hiptmair]

(2.7.1)

/

- Wir verlangen ,Abhangigkeit von allen Parametern”

(27.2) |

flisq

2.7
p. 119

eq:NCNL

2.7

p. 120



Bemerkung 58 (Differenzieren). — Wiederholung: Analysis Grundvorlesung

Seien V, W endlichdimensionale Vektorraume, F' : D C V ~— W hinreichend glatt. Ableitung
DF(x)von Finx € V

DF(x):V — Wiinear , |F(x+h)— F(x)— DF(h)h|| =o(|h]]) Vh, ||h] <6.

e .V — W linear, d.h. F(x) = Ax, AMatrix 0O DF(x)=A.
KETTREGEL
e Kettenregel: F': V — W, G : W — U hinreichend glatt

D(Go F)(x)h = DG(F(x))(DF(x))h, heV,xeD.

[PRODREGEL
e Produktregel: F': D C V +— W, G : D C V — U hinreichend glatt, b : W x U — Z bilinear

DT (x)h =b(DF(x)h, G(x)) + b(F(x), DG(x)h) ,
heV,xeD.

Fiur F : D C V — R sind der Gradient grad F' : D +— R"™, n := dim V/, und die Hessematrix
HF(x) : D — R™"™ definiert durch

grad F(x)'h .= DF(x)h , h] HF(x)hy = D(DF(x)(h}))(hy), h h;,hyeV .

[GAUSSNEWTON
2. Moglichkeit: Gauss-Newton-Verfahren
Idee: Lokale Linearisierung von F' (anstatt lokal quadratischer Approximation von ®)

Korrektur s zur aktuellen Iterierten x(*) so dass

:numer-line-g
(Lineares Ausgleichsproblem — Abschnitt E&)% .

HF(x(k)) + DF(X(k>>SH2 — min

2.7
p. 121

2.7
p. 122

F(x
usg > ()

/ \\ MATLAB-Template fir Gauss-Newton-Verfahren
Der Operator \: die Wunderwaffe in MATLAB: function x = gn(x,f,J,tol)
Fur A € R™" s = J() \f(x);

X = X-S;
X = Alb while (norm(s) > tol)
1 s = JxX) \f(x);
x Minimierer von ||Ax — b, X = XS
mit minimaler 2-Norm, end
/

Vorteil des Gauss-Newton-Verfahrens : Keine zweiten Ableitungen von £ erforderlich
Nachteil des Gauss-Newton-Verfahrens : Keine lokal quadratische Konvergenz

TRUSTREGIO]

3. Mdglichkeit: Trust-Region-Verfahren (Levenberg-Marquardt-Verfahren)

Idee: Dampfung der Gauss-Newton-Korrektur aus (&%&) durch Strafterm (engl. penalty term)

I

\ 2
Statt HF<x<k>>+DF(x<k>)s minimiere HF(x<k))+DF(x<’~“>>sH ISYHER

A > (0 = Strafparameter (wie zu wahlen ? —  Heuristik)

10 falls “F(X(k))“Q > 10,
alls 1 < HF(X(k))HQ <10,
0.01 ,falls HF(X(k>)H2 <1.

/\:'yHF(x(k))H , vi=41

2

> Modifizierte (regularisierte) Gleichung fur Korrektur s:

(DF(XW)TDF(X“’)) + AI) s = —DF(x*)p(xk)y . 2.7.4)

[NICHTLINREGR
Beispiel 59 (Nichtlineare Regression, parametrische Statistik).

Parametrische Statistik: Fitten von Messwerten (¢;,v;), ¢ = 1,...,m durch nichtlinear parameter-
abhangige Funktion f : R — R, speziell f(t) = x1 + x9 exp(—x3t).
x1 + zpexp(—z3t1) — Y1 , —a3ty
: ‘RY—R™, DF(x) =

T+ T2 eXp(_«T/Stm> —Ym

1 e %3l —x9tie

1 67])3tm —Jfgtr,neil‘gtm

Numerisches Experiment:
rand('seed’,0);

Konvergenz des Newton-Verfahrens, t = (1:0.3:7);
gedampften ] dNe\l\]{tton—\/terfa}fhrens y = X(1) + x(2) *exp(-x(3) *t);
(—Abschnitt S5 F A CAGeS Newton= | ¥ = y+0.1 * (rand(length(y),1)-0.5);

Verfahrens fiir verschiedene Startwerte

2.7
p. 123

LMs|
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10 18 10
A a—
16 \ 10° 16 7\ ) 10°
— — / —~ g
1 o N T o [5\] N AN 5
™ W% — \/\ / . ’U%
— — \
< \ T = Y e
o 104 -t =)
\ x
\ = R \\ Jiorg
ey \ 10° @ ey N ]
\ o N o
\ \ 10 1)
e \ Jiov OO e \
\ ot \ Huot &
Q \ <) e \ <]
=5 \ oS 2 \ 0>
s \ c = \ 10 £
§ . 107 § As \ =
‘ 2 ‘ . 2
2 * . * % o ok x Kooxox ox & g0 2 e o ox e
*
- * . . -
o 1 6 8 10 12 14 16 ( 14 16
Schritt des gedaempften Newton-Verfahrens

2 4 6 8 1
Schritt des ungedaempften Newton-Verfahrens

<&
Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens:
Anfangswert (1.8, 1.8, 0.1)T (rote Kurve) O Newton-Verfahren gefangen in lokalem Minimum
Anfangswert (1.5, 1.5, ().1)T (cyan) Kurve) [ Schnelle (lokal quadratische) Konvergenz
o™ C\i o
Gauss-Newton-Verfahren 7 2
Anfangswert (1.8, 1.8,0.1)T (rote Kurve) %‘57 'é
Anfangswert (1.5, 1.5, 0.1)T (cyan) Kurve) — s
S gl
5
Konvergenz in beiden Féallen o3t 1S
E 2O
Beobachtung: Lineare Konvergenz = z
x 1 2 ¢ 2 ¢ x4 g = g3 2 x % Yo

4 6 8 10 12
Schritt des gedaempften Newton-Verfahrens

=1

p. 126

[File: chapter-numerische-lineare-algebra.tex, SVN: chapter-numerische-lineare-algebra.tex 1055 2006-10-18 15:44:34Z kalai|

Numerische lineare Algebra

3

0 Klasse von Problemen, beschreibbar durch elementare Operationen mit Matrizen und/oder Vek-
toren im R" oder C", z.B.

e Lineare Gleichungssysteme (engl. linear systems of equations )
e Lineare Ausgleichsprobleme (engl. linear least squares)

e Eigenwertprobleme (engl. eigenproblems)

Algorithmen/Konzepte der numerischen linearen Algebra sind Teil/Grundlage
fast aller numerischer Methoden

3.1 Grundbegriffe und -operationen

[File: section-grundbegriffe-und-operationen.tex, SVN: section-grundbegriffe-und-operationen.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair|

Konventionen:

» Alle Vektoren sind Spaltenvektoren (engl. column vectors)
MATLAB Initialisierung: x = [1;2];
Notation: fette Kleinbuchstaben
Komponenten ,xn)T e K" K=R,C, bzw. x;

[Zeilenvektor = xT],
, fur Zeilenvektor xt = [1,2];

x = (z1,...

(x)ji=1,...,n.

» Fette Grossbuchstaben fur Matrizen, z.B. A, Matrixeintrage Kleinbuchstaben mit subscript Indi-
zes, z.B. a;;j oder (A);; (i — Zeilenindex, j — Spaltenindex)

» FirVektorx € R"x € C",n e N:

T H

H . = (33

1
r Tn) , X =

X = H = =

(.7:1 .. ~ = komplexe Konjugation.

In

3.1
p. 127

3.1
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» Fir Matrix A € K" — Transponierie Matrix (engl. transposed matrix)

. ai .- aim am .- anl i - Qnl ,
At = ; : ; GKT"JL7 A — c Kmn

anpl ... Gpm Alm -+ Amn - Gmn

» Spalten (engl. columns) einer Matrix A € K" | Zeilen (engl. rows/lines) einer Matrix A € K"""

T
aly

A= [a l"'ann]

A = :
al,
MATLAB: A(1,:)) ...A(m,)

MATLAB: A(,1) ...A(,n)

3.1.1 Operationen

Komplexitat «» Aufwand fur Algorithmus in Abhangigkeit von Problemgréssenparameter n

Notation (,Landau-O"): =

f(n)=0(g(n)) < 3C >0,N > 0:|f(n)] < Cg(n) furalen > N.

» (Euklidisches) Skalarprodukt: x -y =x7y e K, x,y € K, K =R, C.

-

E 00 MATLAB operator dot(x,y) , Rechenaufwand =n — 1 Additionen, n Multiplikationen.
m

- O Komplexitat O(n) (minimal)

T s SAXPY: z=oax+y,x,y €K aek,

g 0 MATLAB z=alpha *Xx+y, Rechenaufwand = n Additionen, Multiplikationen.
m

= O Komplexitat O(n) (minimal)

i » VektorxMatrix-Produkty = Ax, A € K"

g 0 MATLAB y=A+X, Rechenaufwand = m Skalarprodukte.

4 g Komplexitat O(mn) (minimal)

f » Matrixx Matrix-Produkt C = AB, A € K" B ¢ K"

'-'>J 0 MATLAB C=A B, Rechenaufwand = k-mal Matrix A x Vektor.

u O Komplexitat O(kmn) (nicht minimal !)

Bem%g 60. Effiziente maschinennahe Implementierung der Grundoperationen:
BLAS-Bibliothek (www.netlib.org/blas/ ) — Vorlesung ,Programmiertechniken”

3.1
p. 129

31
p. 130

8

Bemerkung 61. Blockweise Matrixmultiplikation: A € KW Ag € KW Agp € K™ Ay €
KWL"L‘ ]311 c Kn,n, ]312 c Kﬂ,nl, ]321 c Km,ny B22 c KWI,"LY m./ n e N:

A Ap) (By Bp A11B1y +A19Bor A11Bio+ AaBoy
Ay Ay ) \ By By A9Bi1 +A»Bo; AyBig+ ApBoy ) -

(3.1.1)

A

3.1.2 Matrix-Speicherformate

MATSPEORMAT
Zwei Hauptklassen von Matrizen:

VOLLBESMA

Vollbesetze (engl. dense) Matrizen e Dlinnbesetzte (engl. sparse) Matrizen

DUENNBESMAT
 Definition 3.1.1 (Diinnbesetzte Matrix). A € K>, m,n € N, heisst diinnbesetzt, falls

nnz(A) = 8{(i,5) € {1,...,m} x {1,...,n} a;; # 0} < mn .

e Speicherung vollbesetzter Matrizen (,Standard”):

A ¢ K™ p Lineares Array (Grésse mn) + Indexarithmetik

(Beachte fiihrende Dimension (engl. row major, column major))

e Speicherung dinnbesetzter Matrizen, Beispiel Compressed-Row-Storage (CRS)-Format:

Matrixinformation fiir A € K" wird in drei Arrays gespeichert:

real val Grosse nnz(A) = £{(i,j) € {1,...,n}? a;; # 0}
int col _ind Grosse nnz(A)
int row _ptr Gréssen + 1 & row _ptr [N + 1] = nnz(A) +1

Zugriff auf Matrixeintrag a;; # 0, 1 < 1,5 < n:

col ind[] 4
row ptrli| 1<k<nmnzA).

o — .. :j ’
vallk] = a;; < { <k < rowptr[i+1],

pq:Block

3.1
p. 131

3.1
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www.netlib.org/blas/

Beispiel 62 (CRS-Matrixspeicherformat).

10000 -2 0
39000 3 val  [10/2[3[9[3[7]8]7[3...9]13/4[2]1
A - ggi;?g col ind |1/5/1262/3/41..5 6256
o)
0800 9 13 row ptr [1]3]6[9]13]17]20]
0400 2 —1
Variante: Diagonales CRS-Format (Matrixdiagonale wird separat gespeichert)

Dunnbesetzte Matrizen in MATLAB WL
Initialisierungsfunktionen: A = sparse(m,n); A = spalloc(m,n,nnz)
A = sparse(i,j,s,m,n);
A = spdiags(B,d,m,n); A = speye(n); A = spones(S);

Beispiel 63 (Effiziente Initialisierung von Sparse-Matrizen).

0: Initialisierung d unnbesetzter Matrizen |
Al = sparse(n,n);
for i=1:n
for j=1:n

if (abs(i-)) == 1), Al(i,j) = Al(ij) + 1; end;
if (abs(i-j) == round(n/3)), A1(i,j) = A1(i,j) -1; end;

end; end
Direkte Initialisierung
O: Initialisierung d unnbesetzter Matrizen |l
dat = [];
for i=1:n
for j=1:n

if (abs(i-j) == 1), dat = [dat; i,j,1.0]; end;
if (abs(i-j) == round(n/3)), dat = [dat; i,j,-1.0];
end; end; end;

A2 = sparse(dat(:,1),dat(:,2),dat(:,3),n,n);

Akkumulation in dynamischem Vektor

O: Initialisierung d unnbesetzter Matrizen 111
dat = zeros(6 *n,3); k = 0O;
for i=1:n
for j=1:n
if (abs(i-) == 1), k=k+1; dat(k,)) = [i,j,1.0];
end;

if (abs(i-j) == round(n/3))
k=k+1; dat(k,:) = [i,j,-1.0];
end;
end; end;
A3 = sparse(dat(1:k,1),dat(1:k,2),dat(1:k,3),n,n);

Akkumulation in statischem Vektor

Intel Pentium 4 Mobile CPU 1.80GHz, MATLAB V7

—+— Direkte Initialisierung (zeilenweise)

—+— Direkte Initialisierung (spaltenweise)

10° L| —+— Akkumulation in dynamischen Vektoren
—— in statischen Vektoren

o
Zeitmessung: 3

(MATLAB tic,toc  -Funktionen)
(Mobile Intel Pentium 4 - M CPU 2.40GHz, 0’
Linux MATLAB V6.5) 107 4
3.1 . '
p. 133 ' 0 o
Beachte: Vollbesetzt x dinnbesetzt [ vollbesetzt
dinnbesetzt +, —, x dinnbesetzt [J  dunnbesetzt
S = [AB;C,D] dunnbesetzt, wenn ein Block diinnbesetzt
Beispiel 64 (Effiziente MATLAB-Implementierungen mit sparse -Matrizen).
o —+—Dense
Initialisierung: 526
A = rand(n,n); v = rand(n,1); 107 [ —Stigung 17
%10'2—
O Aufgabe: Skalierung einer Matrix: g
» Dense-Matrixarithmetik: ;10'3'
S = A-diag(v)+eye(n) =
» Sparse-Matrixarithmetik: w0’
S = Asspdiags(v,0,n,n)+speye(n)
10—;] 1;?2 10
3.1
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3.1.3 Erinnerung: Normen

. . :kondition :stabilitat . n
Begriffe Kondition (— Abschn. i é), Stabilitat{(— Abschn. %ﬁ) Fenter erfordern Metrik auf K

Grundvorlesungen: Norm || - || auf K" = Metrik auf K"

Definition. — Def. ‘%WL

X =K-Vektorraum, K = C, R. Eine Abbildung || - || : X — R ist eine Norm auf X, falls
(i) VeeX: 240 &
@iy Azl = Al
i) Al +yll < [l + llyll

|lz|| > 0 (Definitheit),
Vr € X, A € K (Homogenitat),

Va,y € X (Dreiecksungleichung).

Beispiele:  (fur Vektor x = (z1, 29, . .. ,xn)T e K

Bezeichnung Definition MATLAB-Funktion

FuKidische Norm : |||y == /|12 + -+ + |22 norm(x)
[-Norm Ixll; = |a1|+ -+ |za]  norm(x,1)
Maximumnorm ~: [|x||, := max{|z1],...,|zs]} norm(x,inf)
. .mnorm
Definition.  — Def.
Der Norm ||-|| auf R zugeordnete Matrixnorm
M,,
MeR™™ |M|:= sup M|
zerm\ {0} 2]
k
[ == Submultiplikativitat: A K" BeK™ |AB| <|A]|B]
Notation: [xllo = Ml il = Ml il = (Mo

Beispiel 65 (Matrixnorm zur Maximumnorm und 1-Norm).

zB. fur M € K>% [|Mx|| o, = max{|miz1 + mioxal, |majz) + mooxs|}
< max{[m| + [mial, [ma1] + [maol} 2]l
[Mx||; = [my121 +moza| + [mo121 + mogas)|

< max{|m1| + [ma1], [maa] + [mao| H|z1| + [z2]) -

n
O Matrixnorm zu ||- = elensummennorm  [|M], :=  ma miil , 3.1.2
o Ml = o, 3ol 22 |
.TL
O Matrixnormzu ||-||; = [Epaltensummennorm{ |[|M]||; ;== max Z\m,/\ (3.1.3) |
J=L,...m :

=1

3.1
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3.2 Numerische L 6sung linearer Gleichungssysteme

[File: section-numerische-loesung-linearer-gleichungssysteme.tex, SVN: section-numerische-loesung-linearer-gleichungssysteme.tex 1137 2006-1|

NOEjEREnNGmitrix A € K", Vektorb € K", n € K
Gesucht : Losungsvektor x € K™
KNOTENNANALYSE

Beispiel 66 (Knotenanalyse eines linearen elektrischen Netzwerks).

«— Lineares Gleichungssystem (LGS)

Numeriere Knoten 1,...,n
]“ Strom Knoten k& — Knoten j, I;.; = —I;

Kirchhoffsche Regel: Zweigstromsumme = 0

U
Vke{l,... n} Z;_":l Ij=0. (32.1) KH
Unbekannte: Knotenpotentiale uz, k = 1,...,n.
(davon einige fixiert: Erdung, Quellen)

Bauelementgleichungen

(im Frequenzbereich mit Winkelfrequenz w > 0):
OHMWID ]

e Ohmscher Widerstand: / = R~U/, [R] = 1VA™!
[KONDENSATOR

e Kondensator: | = iwCU, Kapazitat [C] = 1AsV ™!
SPULE

e Spule: [ = —iw™ 'L 71U, Induktivitat L] = 1VsA~!

Bauelementgleichungen + ﬁﬂ) B> Lineares Gleichungssystem

R~ (uy, — uj)
iwC(ug, — v ),

0 I, =
—iw 'Ly, — u;j) -

O: iwC(ug —up)+ Rfl(w —uz) — iwilLfl(UQ — uy) + R'zil('“? —us) =0,
0 Ry ! (ug — ug) + iwChluz — u5) = 0,
—1 R _ —1
0. o RN ) =i L g )+ Ry = ws) = 0,
0: Ry (us — ug) + iwCh(us — uz) + Ry (us — ug) + R3(us —ug) = 0,
u=U |, ug=0.
v
. 1 i 1 1 i 1
ZW01+R_1_E+R_2 TR Wl R u wCU
— 7 +iwCy 0 —iwCh ug 0
; (! 1 | A
or O wmourtm o w b 1Y
,RLQ —iwCy 7%4 }% + iwCy + HL U5 0

3.2.1 Theorie und Kondition

Bekannt aus der linearen Algebra:

[L-13 09:27

32
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¥ Definition 3.2.1. Der Rang einer Matrix M € K" (engl. rank) ist die maximale Anzahl linear

unabhangiger Spalten/Zeilen von M.

REGULAER
d Theorem 3.2.2 (Invertierbarkeit von Matrizen). Eine Matrix A € R"" heisst regular oder inver-
tierbar, falls eine der folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1.3B € R™"™ BA = AB =1, wobei I die n x n-Einheitsmatrix ist.

2. x — Ax definiert einen Isomorphismus des R" (Ax = b hat genau eine Losung Vb)
[SPALTENRANG

3. Die Spalten von A sind linear unabhéngig (voller Spaltenrang).

4. Die Zeilen von A sind linear unabhéngig (voller Zeilenrang).

5. det A # 0.

.npormen .mnorm
Abschn. B3 Fixiere Norm I]| auf R™ O induziert Matrixnorm (— Def. %WHR”‘V"

Voruberlegung:

Relafive Kondffionszafi von x +— Ax, A regular

(bzgl. Stérungen in x):

. 1) ox
Ax+0x)=y+0y = Mg [|A] HA’lH lox| . (3.2.2)
Iyl [l
Herleitung der Abschétzung durch
-1
—1
oyl < |Allllox] and Iyl = llax] > A= 1] -
Bei LGS: Wie wirken sich (kleine) Storungen in Eingabedaten A, b auf x aus ?
(A+AA)(x+Ax)=b+Ab , Ax=7
[STOERLEMNMA
eri Lemma 3.2.3 (Storungslemma).
" 1
BeR"" |B||<1 = I+Bregular A H(I—&-B)%H < T8l
Beweis. Dreiecksungleichung O [|(I+ B)x|| > (1 — |B]]) |Ix|, ¥Yx € R" O B regular.
I+B)"x 1
S8 H(I + B)71H = sup 7}“ ) ” = sup Iy <
x€R"\ {0} 1] yern\{o} [T+ B)y[| = 1—||B]|

pert _ AL Jlgscond
Lemma (25 - |a+aa)| s ——r & GGt
( =S T aTizA]
Al ATY[IAL /18] A
= el < el (lal + aaxy < AL (L Al Il
TeRi=io) 1-[|A-1AA L—[|A=t 1Al A= Al
p. 141
| Definition 3.2.5 (Kondition).  Kondition einer Matrix A € R™": cond(A) := HAAH [|A]l
[«
Beachte: cond(A) abhangig von ||| !
/ Merkregel:
Wenn cond(A) ~ 10° und relative Storungen [|[AA]| : [|A]l,|Ab] : |[b]| ~ 107% &k > s,
dann konnen von der Losung des LGS Ax = b nur & — s korrekte Dezimalstellen erwartet
werden.
Beispiel 67 (,Schlecht” konditioniertes lineares Gleichungssystem).
. 4.1 2.8 4.1 1
At A= (12 e (1) e (1)
def
Normen: EENE [Ill; O Maxtrixnorm =[Spaltensummennorm ronsumnom
Stérung: Ab = (O'(?1> . |Ab|l; =0.01 p Ax= (:88?) . [[Ax]}; = 1.63 (,gross”)
3.2
p. 142

B> Wegen [Submultiplikativitai der Matrixnorm:  |AB|| < [|A[ || B]|:

-1
Areguliar (A +AA) = AT+ A7'AA) regulir, falls [|AA| < HA”H

Ax=b < (A+AA)x+Ax)=Db+Ab P

T

(A+AA)Ax = Ab — AAx . (3.2.3) |

d Theorem 3.2.4 (Kondition der Losung linearer Gleichungssysteme).
Falls A regular, |AA| < HA*1||71 und

, dann
[ Ax|] [A| 1Al

BN - AL A TAA] /1A
Relativer Fehler

HAb||+IIAAII)
LN

Relative Stérungen

eq:lgscot

3.2
p. 143
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Al= (;(;6 ?ﬁ) = condl(A):||AH1.HA”HI:13.8~163:2249.4.
(3

[Ax]| lAb] _ . o 46 = 2249..
= 1.63 : 0.0007246 = 2249.4 .

[l [l Ax]]

Kondition bzgl. [Fuklidischer Norrmi:

max [|Ax||
_ Ixf=t

min ||Ax||
[Ix]l=1

cond(A)

Fur [|-]| = [|*]|5, » = 2: Verhaltnis von maximalem
zu minimalem Abstand des Bildes des Einheits-

-

kreises zum Ursprung.

MATLAB-Funktionen zur Konditionsberechnung/-abschatzung:

e cond(A)
e cond(A,1)
e condest(A)

— condo(A)
und cond(A,inf) — cond(A) und condsg(A)

schétzt cond | (A), geeignet fir grosse Matrizen

3.2.2 Die Gausselimination

Ifi'ﬁﬂfcf'ilﬂ:ﬂgﬂAusnahmestellung linearer Gleichungssysteme (LGS):
00 ,exakt” ldsbar mit endlich vielen arithmetischen Grundoperationen

Standardtechnik: Gausselimination (— Sekundarstufe, Kurs ,Lineare Algebra”)

Idee: Transformation auf ,einfachere” dquivalente Gleichungssysteme durch sukzes-
sive Zeilenumformungen (evtl. auch Spaltenumformungen)

32
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Beispiel 68 (Gausselimination).

11 0 1 4 T+ X9 =
2 1 -1 To | = 1 — 2x] + 9 — w3 = 1.
3 -1 -1 T3 -3 3:E1 — X9 — I3 = -3
1 1 1 0 4 1 4
1 2 1 -1 1 O 21 0—-1-1 -7
1 3 -1 -1 -3 01 3 -1 -1 -3
1 110 4 1 1 1 0 4
21 0 —1 —1 -7l o0 |21 o [ -7
301 0 —4 -1 —15 341 0 0 3 13
——— ———/
=L =U
PIVOTELEN
- = Pivotzeile, Pivotelement fett.
[OBDREIECKSEORM
= Transformation auf obere Dreiecksform
[RUECKSUBST
Anschliessend: Losung durch Rucksubstitution:
T + @9 = 4 T3 = %
~ o - _7 o o 7138
9 T3 = T = 7 3T =3
*
(VES 0
« UE
— — —
0 bi)

™

: OF

%) %) 0

D...

* = Pivotelement (notwendig # 0 ), - = Pivotzeile

Im k. Schritt (A € K'*", 1 < k < n, Pivotzeile a{,): Ax=b O A’x=Dbmit

il . ..
a;; — Eaps furk <i,j <n, ) )
, i ay ki =T , b; — —?“k’ b, furk <i<n,
a;; =40 firk<i<n,j=k, b= ik
" =1 T b; sonst
aij sonst, ‘ '

32
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Block-Perspektive (erster Eliminationsschritt mit Pivotelement o # 0):

« CT « CT
A= Al = T 3.25
d C - 0] ¢.=C-— de” ( ) |
«
Demonstrations - MaTLAB-CODE: Rekursive Gausselimination .
function A = blockgs(A)
Sukzessive Durchfiihrung: | % Recursive Gaussian elimination, no pivoting
n = size(A1);
if (n "= size(A,2))
error('Size mismatch!); end
if (n>1)
C = blockgs(A(2:end,2:end)-...
A(2:end,1) *A(1,2:end)/A(1,1));
] A = [A(1,:) ; zeros(n-1,1), C ];
Rechte Seite b ~ A(:,end)00| onq
Rechenaufwand (Anzahl elementarer Operationen) fur die Gauss-Elimination:
n—1 . . ‘ |4 l 9
Elimination : o n—i—1)m—i+1) =i —2n4+=n’+1,
2 ) L (3.2.6)

Ruicksubstitution : Zn (n—itl)= n(n+1).
i

Rechenaufwand fir Gauss-Elimination (ohne Pivotsuche)

= 1.3 O 2
fiir generisches LGS Ax = b, A € R™" 3n° +0(n?)

Programmiere niemals eine Gausselimination selbst !

Benutze Programmbibliotheken oder MATLAB ~ (MATLAB operator: \) !

3.2.3 Die LU-Zerlegung

MATEAKTOR ‘GE
Interpretation der Gausselimination als Matrixfaktorisierung — Bsp. %_:

Ju:block

3.2
p. 149

eq:GEco

0 Definition 3.2.6 (Matrizentypen). Matrix A = (a;;) € R™" ist
D VA h

(Zeilenumformung = Multiplikation mit Eliminationsmatrix)

1 Q0 eer +or 0 a1 a1
—%1'. 0 a9 0
a#0 —%11 ) a3 | =10
—n g 1) \a, 0

ay

:GE
= Nach n — 1 Schritten der Gausselimination: [ Matrixfaktorisierung (— Bsp. %)_

B .. Eliminationsmatrizen L;, e =1,...,n — 1,

A=Lp--- LpU - mit oberer Dreiecksmatrix U € R™" .

10- 0\ /1 0 - -0 10 <o o2 0

Iy 1. of o1 0 I 1 0
I3 0 hy 1, =13 hy 1,

I, 0 1) \oh, 0 1 In hn O 1

[ L;----- Ly sind normalisierte untere Dreiecksmatrizen
(Eintrage = Faktoren f(%i aus — Bsp.

o Diagonalmatrix, wenn a;; = 0 fur i # j,
TRIUI ’

e obere Dreiecksmatrix (engl. upper triangular matrix), falls a;; = 0 fur ¢ > 7,
[TRIC ’
e untere Dreiecksmatrix (engl. lower triangular matrix), falls a;; = 0 furi < j.

Eine Dreiecksmatrix heisst normalisiert, wenn a;; = 1,7 = 1, ..., min{m, n}.

ie Vorwartsrechnung in der Gausselimination fir Ax = b, A € R™"" ist algebraisch und nu- k
merisch (d.h. mit Beriicksichtigung von Rundungsfehlern) aquivalent zur LU-Zerlegung (engl.
LU decomposition) A = LU in eine normalisierte untere Dreiecksmatrix L. und eine obere

p

~ Dreiecksmatrix U.
Eindeutigkeit der LU-Zerlegung:

Regulare obere Dreiecksmatrizen/normalisierte untere Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe bzgl.
Matrixmultiplikation. Der Schnitt beider Matrixmengen enthalt nur die Einheitsmatrix.

LU =LyUs = Ly'L;=UyU;l=1.

3.2
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Direkte Herleitung der LU-Zerlegung

min{i,k} S ljugp + 1 g L fallsi <k
j=1"Yg%jk ik =N
LU=A = Al = Z lijujk = k1 .
— Zj:l l,;ju]-k. + ll-kuk,k Jfallsi > k.
1
2
[0 e Zeilenweise Berechnung von U 3

e Spaltenweise Berechnung von L

Eintrage von A konnen Uberschrieben werden.

(Bezeichnung: Rechnung in situ)
(Algorithmus von Crout)

MATLAB-CODE: ReKursive LU-Zeriegung

i s 69.
In situ LU-Zerlegung von A € R"™™:
(ohne Pivotsuche)

function A = lurec(A)
% Recursive LU factorization
if (size(A,1) > 1)

fac = A(2:end,1)/A(1,1);

A wird mit L,U tberschrieben: C = lurec(A(2:end,2:end)-...

B = lurec(A); fac » A(1,2:end));
L = tril(B,-1)+eye(size(A)); eng = [Al) 5 fac , C ],
U = triu(B);

RECHAUEFWI.U

‘ Rechenaufwand fur LU-Zerlegung von A € R™" = én“% +0(n?)

\ (3.2.7) |

Losen eines linearen Gleichungssystems via LU-Zerlegung:

0 LU-Zerlegung A = LU, Rechenaufwand %n(n —1)(n+1)
JRWARDSUBS ‘

O Vorwartssubstitution, l16se Lz = b, Rechenaufwand %n(n -1)
BACKWARDSUBS

0 Rucksubstitution, 16se Ux = z, Rechenaufwand %n(n + 1)

B> Aguivalent zur Gausselimination

=)

ot

lab:lucos

B> Aufwand zur Lésungvon Ax; =bg, by e R, k=1,...,m,meN:

1x LU-Zerlegung + mx Vorwdrts- & Riickwartssubstitution = %n(n —1)(n+1) +mn?

0O Farm > 1 wesentlich ,billiger” als m-fache Gausselimination !
[BESETZMUSTER
Beispiel 70 (Besetzungsmuster der LU-Faktoren).

A = [diag(1:10),0nes(10,1);0nes(1,10),2];

Patter of A

[L,U] = Iu(A); spy(A); spy(L); spy(U); spy(inv(A));

s

Berechung A~ = U~!L~! kann extrem undkonomisch sein !

JAN

Bemerkung 71. ,Teil-LU-Zerlegungen” in linken oberen Blocken:

:Blockmul
Bemerkung 72. Blockweise Matrixmultiplikation WBIOCK—LU—ZerIegung:

Mit A1 € K™ regular, Ao € K™ Agp € K", Agg € K™
[SCHURKOMP

Schur-Komplement

S:=Axn— AyAj'Ap

I 0
AQIAﬁl I

A Ayp
Ay Ay

A Ap
0 S

(3.2.8) |

3.2
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3.2.4 Pivotsuche

PIVOTSUCH]

o)) -()

Zusammenbruch der Gauss-Elimination
Pivotelement = 0

10 x1\ _ (b2

01 z9)  \Ihy

g
Gauss-Elimination funktioniert

Idee: Vermeide sehr kleine Pivotelemente durch Zeilenvertauschungen

Terminologie: Pivotsuche/Pivotstrategie (engl.pivoting) = Wahl eines gunstigen Pivotelements

Beispiel 73 (Pivotstrategie und Rundungsfehler).

el 1 0
A—(1 1) 0<e<eps, b—(1> = x—(1>

Einfache LU-Zerlegung:

1 0 € 1 ~ e 1
= = —U:= i |
> L (671 1) s U (0 1— 671) U: (0 —671> in M ! (329)
P> Ldsungvon LUx=b: x= (1 I E) (unbrauchbares Ergebnis !)
LU-Zerlegung nach Zeilenvertauschung:
11 10 1 1 ~ 11
A () = () o () o) e

P LOsung von LUx=b: x= (1 i F) (brauchbares Ergebnis !)

Ohne Zeilenvertauschung, — (%) LU=A+E mit E= (8 [1)> P Instabil !

Nach Zeilenvertauschung, — (%G) LU=A+E mit E= (8 2) = Stabil!

Geeignete Pivotstrategie entscheidend fir numerische Stabilitat der Gausselimination

Heuristik: ,Explosion”von Eintragen L, U [0  Ausloschung bei Vorwarts- & Riickwartssubstitution.

o
—
t
=

Demonstrations- MATLAB-CODE: Rekursive Gausselimination mit Spaltenpivotsuche

Algorithmus 74. functio_n A = gsrecpiv(A)
Rekursive in si - von n = size(Al);
A € R™"™ mit Spaltenpivotsuche O if (n > 1)
[p.jl=max(abs(A(:,1))./sum(abs(A)’)’);
Wahl des Pivotindex j: if (p < eps *norm(A(;,1:n),1))
j € {i,...,n} so, dass error(Nearly Singular matrix’); end
| AL = A,

% s max (3.2.11) P gsrecpiv(A(2:end,2:end)-...

>l lag) A(2:end,1) *A(1,2:end)/A(L,1));
furk=j,ke{i...,n} A = [A1,) ; zeros(n-1,1), C |;

end

(relativ grosstes Pivotelement)

. .. . . . . . %'givot
Warum relativ grosstes Pivotelement in (%)? Skalieren des Gleichungssystems aus Bsp. [/3: B

() () @) -G E)- ()

Keine Zeilenvertauschung, falls absolut grosstes Pivotelement genommen wird.

(3)=G) 6% =() 6 5) e

Konstruktiv bewiesen durch Algorithmus vz

p Lemma 32 £ (Ll Zerlegung mit Pivotsuche). Zu jeder reguldren Matrix A € R™" existieren
eine Zeilenpermutation P, eine normalisierte untere Dreiecksmatrix L € R™" und eine obere
Dreiecksmatrix U € R™" (— Def. So dass

PA=LU.

MATLAB-Funktion: [L,U,P] = Iu(A) (P = Permutationsmatrix)
P Gauss-Elimination mit Spaltenpivotsuche gemass (&%ﬁ) ist ,meistens” numerisch stabil.

Beispiel 75 (Wilkinsons Gegenbeispiel).

3.
p. 159
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10 0 0 0 0 0 0 01
-11 0 0 0 0 0 0 01
=10:
n=10 111 000 00 0°1
1 Mallsi=jVij=n, -1-1-11 0 0 0 0 01
. -1-1-1-11 0 0 0 01
ajj=q—1 fallsi>j, ) A=l i 0121211 00 01
0 sonst 1 -1-1-1-1-11 0 01
-1-1-1-1-1-1-11 01
-1 -1-1-1-1-1-1-111
-1 -1-1-1-1-1-1-1-11
Spaltenpivotsuche fiihrt zu keinen Zeilenvertauschungen !
1 Jallsi =7, 1 Jallsi =7,
B A=LU, [;j=<-1 ,fallsi>j, u;=42"1 falsj=n,
0 sonst 0 sonst
res = [];
for n=10:10:300
Bsp. Stabilitat der LU-Zerlegung ? A = [tril(-ones(n,n-1))+2 *[eye(n-1);...
. zeros(1,n-1)],ones(n,1)];
Ist A — LU eine kleine relative Stérung [LUP] = Iu(A);
> E = LxU-PxA;
von A res = [res; n,cond(A),norm(E)/norm(A)];
end
L MaTLAB-CODE Stabilit  at der LU-Zerlegung

10" T T T T T T T
T Viade il el -1 15 Gz, Matabver 70.124701]
- o B—
(o] “\
100 < o |
~ |
2 80 C\}wm W
< _o ]
o S
5 < I
o o |
o ‘ o 1
w0 2wl I
— st
2 100 b sl
L P N
s o @0 w0 a0 w0 eo 70 @ w0 10

Bemerkung 76. Totalpivotsuche verwendet Zeilen- und Spaltenvertauschungen: verwende ag; mit
lagj| = lapmpl,i < m,k < n als Pivotelement im . Schritt (bei in situ Rechnung !).

3.2
p. 161
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[ Gauss-Elimination mit Totalpivotsuche numerisch stabil (aber meist zu teuer!)
[PEEILMAT
Beispiel 77 (,Pfeilmatrix”).
oz‘ b’
aeR,
A= , bceR™,
c D

.sparse
= A ist Beispiel fur dinnbesetzte Matrix (— Def. E%?daﬁ

#{(i,5) € {1,...,n}* ajj # 0} < n’.

MATLAB-CODE LU-Zerlegung von Pfeilmatrix
A = [ 1, ones(1,10); ...
ones(10,1), eye(10,10)];
[LUP] = lu(A);
spy(L); spy(U);

ig:LUQ
Anwendung von Algorithmus [Z4~

FaEtormatrizen mit O(nQ) Eintragen.
Rechenaufwand O(n3)

D e R" L7~ reguldre Diagonalmatrix, — Def. B%L

(3.2.12)

Auffillen der LU-Faktoren L ] U
(engl. Fill-in) — Def. Ce e e e .

Rotiere Zeilen/Spalten:

e 1. Zeile/Spalte — n. Zeile/Spalte,

o i. Zeile/Spalte — i — 1. Zeile/Spalte, A= D ¢
1=2,...,n
(LU

0 Alg. %‘ko—sfet O(n) Rechenoperationen: b7 o

(3.2.13) |

A"arrow

3.2
p. 163

Ju:Amod

32
p. 164




Fir permutiertes A aus G243 Tvgl. G238 —

b D1 1

0 Kein Auffullen bei Berechnung der LU-Zerleg

Losen des LGS Ax =y mit A aus%\:’V_Zwei

“Naive” Implementierung mittels ,\":

MATLAB-CODE : LGS mit Pfeilmatrix , Implementierung |

0 ‘ o
ung, Rechenaufwand O(n)

MATLAB-Implementierungen

LStrukturbewusste” Implementierung:

MATLAB-CODE : LGS mit Pfeilmatrix, Implementierung Il

oc=a—-b'D .

function x = sal(alpha,b,c,d,y)
A = [alpha, b’; c, diag(d)];

function x = sa2(alpha,b,c,d,y)

z = b.Jd;

xi = (y(1) - dot(z,y(2:end)))...
/(alpha-dot(z,c));

X = [xi; (y(2:end)-xi *C)./d];

(X = Aly;

Laufzeitmessung:

t=1

for i=3:12
n = 2°n; alpha = 2;
b = ones(n,1); ¢ = (1:n);
d = -ones(n,1); y = (-1)."(1:(n+1));
tic; x1 = sal(alpha,b,c,d,y); t1 = toc;
tic; x2 = sa2(alpha,b,c,d)y); t2 = toc;
t=1[t ntl t2];

end

loglog(t(:,1),t(;,2), ...
b R ),8(G,3),-4);

S+ Implementierung |
—+ Implementierung I

time[seconds]

Resultat (Mobile Intel Pentium 4 - M CPU 2.40GHz, Linux
MATLAB V6.5) O

MATLAB kann es besser !

10"

32
p. 166

[¢

d Definition 3.2.8 (Symmetrisch positiv definite Matrizen). M € K", n € N, ist symmetrisch

—— Imp:emenuerung ]
- - . —+— Implementierung Il
Mit dunnbesetzte{\ Mat_rlﬁen: 1ot | | Sparse Solver
. .matr-speic
(Abschnitt
MATLAB-CODE : Sparse Léser fiir Pfeilmatrix b
function x = sa3(alpha,b,c,d,y) z
n = length(d); §
A = [alpha, b’;... )
c¢,spdiags(d,0,n,n)]; *
x = Aly; )
107
10" L
10 10 10° 10 10
n

Nutze Struktur eines linearen Gleichungssystems aus!

Stabilitat der Implementierung

A Vorsicht:

3.2.5 Symmetrisch positiv definite Matrizen

(Hermitesch) positiv definit (Abkirzung s.p.d.), falls
M=MT A xHIMx>0 & x#0.

I
Falls x** Mx > 0 fiir alle x € K", so nennt man M positiv semidefinit.

Bemerkung 78. (Lokale) Minimierung =* von C2-Funktion f : R” — R [ Hessematrix D2f(x*)
s.p.d.

Wie stelle ich fest, ob eine Matrix positiv definit ist ?

Notwendige Bedingungen:

3.2
p. 167
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d Lemma 3.2.9 (Notwendige Bedingungen fur s.p.d. Matrix). Fir eine symmetrisch positiv defini-
te Matrix M = M7 e K" gilt:
1.my; >0,i=1,...,n,
2. mymy; — |m¢j|2 >0 Vi,j=1,...,n,

3. alle Eigenwerte von M sind positiv. (< auch hinreichend fur symmetrisches M)

gé'elnet
Beispiel 79 (Eigenschaften von Leitwertmatrizen). Siehe Bsp.

A € R™™ Matrix, entstanden aus der Knotenanalyse eines linearen elektrischen Netzwerks mit
ausschliesslich Ohmschen Widerstanden

o A=AT | 4y >0, ay<O0furk £k,
n

. Zak’j>0 k=1,....n
=1

1 Definition 3.2.10 (Diagonaldominanz). A € K'" heisst diagonaldominant, falls

vk e{l,...,n}: Zj#k lag;] < ag. -

d Lemma 3.2.11. Eine diagonaldominante Hermitesche Matrix ist positiv semidefinit.

Beweis. A = AT diagonaldominant, mit AGM-Ungleichung

n

n
) ) ‘
xHAx = auleil® = aizim; > Y aglail* = lagjllwil|z;]

i=1 i#] i=1 i£]
n
2 2 2
> aglwil — 5 laggl(j@l* + |a51?)
i=1 i#]
n n
1 2 2 1 2 2
> §(D faalnil® = 3 laisllei®t) +3(D aula® = D lagjllo; )
i=1 j#i j=1 i#j
n )
>Y \ﬂ?i\z(an‘ -> \%‘I) >0.
i=1 g

d Theorem 3.2.12 (Gauss-Elimination fur s.p.d. Matrizen).
Zu jeder symmetrisch positiv definite Matrix (— Def. %@(isﬁert eine LU-Zerlegung.

3.2
p. 169

3.2

p. 170 Rechenaufwand fiir Cholesky-Zerlegung:

Beweisskizze. Gauss-Elimination ohne Pivotsuche durchfiihrbar.
betrachte ersten Eliminationsschritt:
T
A— all bl 1. Schritt ail b .
b A Gauss-Elimination 0 A_bb |-

ail
~ i
A _ bb”
ail

Induktionsbeweis:

O Zu zeigen: s.p.d. (— Induktionsschluss)

= 7
» Klar ist Symmetrie von A — Rb— ¢ Rr—Ln—1

ajy
» Da A s.pd. (— Def. B5%%0r jedes y e R"1\ {0}

T
bly T bly ~  bbl
0< (11) (”ﬁl '%) <11 =y'(A-—)y
y y 11
X _ bb!
> A- ayl

positiv definit.

. . .pjvots-und-rund
keine Pivotsuche (— Sect. erforderiic

wahlt immer aktuelle Zeile)

Beachte:

3 Lemma 3.2.13 (Cholesky-Zerlegung fiir s.p.d. Matrizen). Zu jedem s.p.d. A € R™" n € N,
existiert einelﬁ%utige obere Dreiecksmatrix R € R™" mitr;; > 0,7 = 1,...,n, so dass
A =RIR (Cholesky-Zerlegung).

: die-Ir-zerl
Thm BBEF A _ LU (LU-Zerlegung von A, Sect, BEggeizerteauns
D

A=LDU , &

Wegen Eindeutigkeit der LU-Zerlegung

Diagonale von U !
normalisierte obere Dreiecksmatrix — Def. %L

[1> 1l

A=AT = U=DL' = A=LDLT|,
mit eindeutigen L, D (Diagonalmatrix).

xI'Ax >0 Vx40 = yTDy>O Yy #0.
O D hat positive Diagonaleintrage O R = vDLT.

MATLAB-Kommando: R = chol(A)

[RECHAUEWCHOL . . LU
%n‘s +0(n? O Halb so teuer wie Alg. ﬁ—

=]
—
-1
—

p. 172



p

Losen eines LGS mit s.p.d. Koeffizientenmatrix via Cholesky-Zerlegung, Vorwarts- und
Riickwartssubstitution ist numerisch stabil.

Bemerkung 80 (LU-Zerlegung diagonaldominanter Matrizen).

A LU-zerlegbar
A regulér, diagonaldominant < II
Gauss-Elimination ohne Pivotsuche durchfuhrbar

. :block . Lo .
Beweis. (%jlnduktlon nach n: Nach 1. Eliminationsschritt:

1) a1 . (1)
@ :aij—a—na,lj, j=2,...,n = a; >0.
L a
1l
\a“ |- ZWU | = |aii — _alz - Z ajj — a—nau)

.7# j#i

n
311121 a;1
> o= O] 5 1S
j=2

J#Z J#i
n
aj1llay; al
> aj; — | la|1‘1 - Z\a il = lail |% > aji— Y lag| > 0.
j=1
J#/ J#i

A v b R i

Bemerkung 81 (Ubermitteln von Matrixeigenschaften an MATLAB).

MATLAB-\ kann einer allgemeinen (vollbesetzten) Matrix spezielle Eigenschaften (symmetrisch, s.p.d.,

Dreiecksmatrix) nicht ,ansehen”.

3.2
p. 173

32
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opts € { LT
uT

SYM
POSDEF

>
R
UHESS <«
>
Rnd

Benutze y

A untere Dreiecksmatrix
A obere Dreiecksmatrix

A Hermitesche Matrix
A positiv definite Matrix

3.2.6 Dunnbesetzte Gleichungssysteme

[DUENNBESGLSYS

= linsolve(A,b,

A obere Hessenbergmatrix

}

opts )

. . .. . . atr-s|
= LGS Ax = b mit diinnbesetzter Koeffizientenmatrix A, — Abschnitt ef.

Beispiel 82 (Dlinnbesetzte Gleichungssysteme in der Schaltkreissimulation).

Moderne Schaltkreise (Chips):
10° — 107 Elemente

e Jedes Element mit nur wenigen Knoten
verbunden

e Jeder Knoten mit nur wenigen Elementen
verbunden

j2v5}

[Im Fall eines linearen Netzwerks]

{9 chngd vv]

_
Knotenanalyse [0 dinnbesetzte
Schaltkreismatrix

| G

Lo

- [CUFAKTOUENNMAT | ) %'arrowmatrix
Beispiel 83 (LU-Faktorisierung dinnbesetzter Matrizen). — Bsp.

3 —1
-1 -

—1 | e R™ n € 2N

|
-1 -1 3

MATLAB lu -Funktion ergibt (fir n = 10):

arse

w
49 N
B

=]
—_



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 -1.0 0 0 -1 0 0 0 0
—-0.33 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0267-1 0 0 —033 —1 0 0 0
0 -038 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 263-1 0 —-013-0.38 -1 0 0
0 0 -038 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2.62 =1 —0.05-0.14 -0.38 —1 0
A= 0 0 0 038 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 262-0.02-0.05-0.15-0.38 —1
— | —0.33-0.13-0.05-0.02-0.01 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 262 —-1.15-0.06-0.02-0.01
0 —0.38-0.14-0.05-0.02 —-0.44 1 0 0 0 00 0 0 0 0 206 —1.19-0.07-0.02
0 0 —0.38-0.15-0.06 —0.02 —0.58 1 0 0 0O 0 0 0 O 0 0 1.87 —1.21-0.07
0 0 0 -0.38-0.15 -0.01 -0.03-0.65 1 0 0o 0 0 0 O 0 0 0 1.78 —1.19
0 0 0 0 —0.38-0.003 —0.01 —0.04 —0.67 1 00 0 0 0 0 0 0 0 1.82

L U

<

-arrowmatrix
A dunnbesetzt # LU-Faktoren diinnbesetzt  (siehe Bsp. %7

[EILLINTG
i Definition 3.2.14 (Fill-in). Sei A = LU eine LU-Faktorisj von A € K™". Wenn [;; # 0
oder u;; # 0 obwohl a;; = 0, dann handelt es sich um Fill-in an Piosition (i, j).

[BANDBREITE ,
# Definition 3.2.15 (Bandbreite). Fir A = (a;;), . € K™ heisst

1,j
m(A) = min{k € N: j —i > k = a;; = 0} Obere Bandbreite (engl. upper bandwidth) ,
m(A) :=min{k € N: i — j > k = a;; = 0} Untere Bandbreite (engl. lower bandwidth) .

m(A) :=m(A) +m(A)+ 1 = Bandbreite von A.

em(A)=0 > A Diagonalmatrix, — Def. 25—
IRIDIAG]

em(A)=m(A)=1 1 A Tridiagonalmatrix

MATLAB-Funktion zum Erzeugen von Bandmatrizen:
Vollbesetzte Matrizen X=diag(v);
Diunnbesetzte Matrizen :  X=spdiags(B,d,m,n);

Tridiagonalmatrizen X=gallery(’tridiag’,c,d,e); (— sparse)

71 Definition 3.2. rsymmetrie).
A € K" ist struktursymmetrisch (engl. structurally symmetric), falls

Vi,je{l,...,n} aij7é0 4 (L]',;%U.

;IL Definition 3.2.17 (Hiille einer Matrix). Fiir struktursymmetrisches, regulares A € K" definie-

EEILENBANDBR
Efifgnbandreite m(A) = max{0,j —i:a;; #0,1 < j<n}ie{l, .. n}
Hulle (engl. envelope) env(A) :={(¢,7), (j,4) : i —m;(A) < j <i;1 <i<n}

32
p. 178

Beispiel 84 (Hille einer Matrix).

«0x000 0\ my(A)=0
0«00«00 0| mo(Ad)=0
#0 %000 x| mg(A)=2 env(A) = rote Eintrage
A= 8 2 (O) i I 2 :; z:gig ig % = nichtverschwindender Eintrag a;; # 0
0000 =*=x 0] mglAd=1
0000 x/) me(A)=4

o Theorem 3.2.18 (Hiille & Fill-in). Falls A € K'™" regular, struktursymmetrisch mit LU-
Zerlegung A = LU, dann beschrénkt sich der Fill-in auf env(A).

Beweis. (induktiv) Im ersten Schritt der Gausselimination (ohne Pivotsuche):

A (b _ (1 0\ fen BT
c A —ag 1 0 A—%
—— 11

L U

CZ:bYZO 7

Wenn (i,7) € env(A),i > j = { 8 = aj; =0 = ljj=0&1;=0.

Insbesondere (i — 1,5 — 1) & env(U) furd,j > 1

B> Speichere nur a;;, (7, j) € env(A) bei in situ Berechnung der LU-Zerlegung von A € K"
U PRRithepsdstey >t m;(A) Gleitpunktzahlen
O hullenorientierte Speichertechnik

Beispiel 85 (Hullenorientierte Speicherung).

Lineare hillenorientierte Speicherung von s.p.d. A = AT € R

32
p. 180



Zwei Arrays: Beispiel 87 (Bandbreitenreduktion durch Indexpermutation).
) Regel:
real val (1:P),
. i -Pdef
integer dptr (0:n) b (*) i 8 Q 8 8 dptr[j] = k Spiegelung an Nebendiagonalen [0 Reduktion vonPaus(%ﬁ
)% 00 *
n A= 6 %) 0 * * 8 * 1]:
0 0 * % = x % x (0 0 *
. ) 0% 0% %% Q 0
Pimnt 3 mid). R vallk] = aj; EEEEE I
2w e W B - 008520
2. g:Pdef| * k* ok %k *
( ) eqPdef * 0 0 % % = * % x 0 0 %
0f1[2[3[4]5]6[7[8]9]10]11]12]13]14]15]16]17 teN+l—d
val | |ajy|agn|agy|agy|ags|aqq|as2|as3|ass|ass | acs | a6 | a73| a74| a7s| a76| a77 P =30 p=22
dptr(0| 1 |2 |5 |6 |10]12]17
<&
Bemerkung 86. Hillenorientierte Cholesky-Zerlegung von s.p.d. A € R™" {berspringt (7,7) ¢
env(A)
. MATRIXGRAPH
O Rechenaufwand: O(P - maxj<;<y m;(A)) elementare Operationen ! Allgemeine Techniken benutzen Matrixgraph: (— Graphentheorie)
A
3.2 3.2
p. 181 p. 183
Algorithmus:  Hiillenorientierte Cholesky-Zerlegung Rechenaufwand: H Definition 3.2.19 (Matrixgraph). Matrix-Graph G(A) = (VG(A), EG(A)) zu A € R™"™:
KNOTENMENGE
for j=17<N;7++){ O(P-max)<j<y m;(A)) ele- e Knotenmenge VG(A) von G(A) = {1,..,n}
: : : E
for (rj; = ajj, k=35 —my(A)k < jik ++) TEEE CEREione e Kantenmenge EG(A) von G(A): EG(A) = {(i,j) € {1,...n}% a;; # 0}
Fhg = Thj = Fans n
93 =95 = gk P—ni ZTW(A) A struktursymmetrisch = G(A) ungerichtet.
"3 = Vi . e
for i=j+1;1< N:i+-4){ i=1 1€ VG(A): Grad degt = t{mr € EG(A) : 3x € VG(A), 7 = (1, k) }
if ((4,7) € env(A)) {‘ ‘ A € R™" s.p.d. Bandmatrix o _ ~ PLANARMATIGRAPH _ -elnet
for (ri; = a;j, k=j—mi(A)k<j;k++) B> Rechenaufwand fiir Beispiel 88 (Matrixgraph). Matrix mit planarem Matrixgraphen (,Schaltkreis, Bsp. %ﬁ)
T’Z‘j— =7“ik>k7‘]-k; Cholesky-ZerIegung: * %« 0xx 00000000000
T"*T“/T“' *x%xx 000000000000 5
ig = Tigltgg O(m(A 0%++00%+000000000 1 12
1 (m(A) - n) %k xxxxx 000000000
$00%%x%000%0%0000 4 10
000%%*x+00%x000000 2 13
00 %% 0% *%x*%x0x%xx00=x00
A_|000000%%%0%x00000
T10000000%x%0%x0000x | 3 14
emceme ST oy
Bandbreitenreduktion: 0000%0000%0%%000 15
000000000 % 0% %00 A
‘ 000000 =*%x003=%=0=x%x=x=x%x0 16
Ziel: Reduziere m;(A),A = (a;;) € RNV durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen. 000000000000 %=
3.2 00000000%0=%000 %% 3.2
p. 182 p. 184




. s s I DVVAY L . . o
Umordnungsalgorithmus von Cuthill & McKee »[ZtIT(fur struktursymmetrische Matrix A € R™"™):

O Startknoten minimalen Grades ¢y € VG(A) : deg(tg) = min{deg(v) : v € VG(A)}
O Partitionierung von VG(A):

Li={v e VGA): dist(v) =i}, 1eN.
O Sortierung VG(A) = {eo} UL ULoU--- U Ly,
interne Sortierung der L; nach aufsteigendem Grad.
5 7

Beispiel 89 (Algorithmus von Cuthill &
McKee).

Matrix aus Bsp. [ Partitionierung

und Numerierung erzeugt durch CMK- \Startknoten
Algorithmus @® L;-Knoten

® Lo-Knoten

@® L;Knoten 1

16

Erweiterung: Reverse Cuthill-McKee-Algorithmus
. . :bwred
(CMK-Alg. nach Spiegelung an Nebendiagonalen — Bsp. &7
[0 MATLAB-Funktion:
Bemerkung 90. Alternative Umsortierungsstralpgis-2ptinierarder Anordnungg%nter Berlicksichtigung
der Fill-in"-Historie der Cholesky-Zerlegung, minimum degree reordering [2]-

symrcm(M)

O MATLAB-Funktion: symamd(M)

Beispiel 91 (Fill-in-Minimierung durch Umordnung).

M: 114x114 s.p.d. Matrix aus FE-Diskretisierung
einer PDE.

spy(M);

[R,P] = chol(M); spy(R);

r = symrcm(M);

[R,P] = chol(M(r.1)); spy(R);
m = symamd(M);

[R,p] = chol(M(m,m)); spy(R);

BESETZMUSTER
Besetzungsmuster von M ad

°
..
8

40

. N mr;?ﬁ osits-udefi *
Untersuche Besetzungmuster von Cholesky-Faktoren (— Abschnitt %—%U—crinac moranung:

1.
-

e
-,

T

o 20 0 60 80 100 o 20 20 w0 50 00 o 20 a0 60 80 100
nz = 2560 nz=1299 nz =891

keine Umordnung Reverse Cuthill-McKee Approximate Minimum Degree

Warnung: Immer Bibliotheksroutinen zur Losung von allgemeinen LGS mit diinnbesetzten Koeffi-
zientenmatrizen verwenden !

— SuperLU (http:://iwww.cs.berkeley.edu/ demmel/SuperLU.html )
— UMFPACK (http:://www.cise.vil.edu/research/sparse/umtpack.ht ml)

— Pardiso (http:://www.computational.unibas.ch/cs/scicomp/soft ware/pardiso

Matlab-\-Loser: verwendet Sparse-Techniken fiir sparse -Matrizen

3.2.7 Die QR-Zerlegung

G ‘pivots- -rund i i N
LU-Probleme (Abschn. O a. tsuche notwendig (I Strukturzerstorung)

@

Mogliche Instabilitat (bei Spaltenpivotsuche)

Definition 3.2.20.

e Q € K'"" n € N, heisst unitar, falls %El = QH.

e Q € R™", n € N, heisst orthogonal, falls Q' = Q.

h Theorem 3.2.21 (Kriterium fur Unitaritat).

QeC™" unitr & ||Qx[ly=x|l; VxeK".

relcmv

Qunitar = cond(Q)=1 O  Unitare Transformationen ,stabilitatsférdernd”

[
3.2
p- 186 Falls Q € K"™" unitar, dann

3.2
p. 187

32
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http:://www.cs.berkeley.edu/~demmel/SuperLU.html
http:://www.cise.vfl.edu/research/sparse/umfpack.html
http:://www.computational.unibas.ch/cs/scicomp/software/pardiso

# haben alle Spalten- und Zeilenvektoren paarweise Euklidische Norm = 1,

# sind alle Spalten- und Zeilenvektoren paarweise orthogonal (bzgl. Euklidischem Skalarprodukt),

» ist|det Q| = 1, alle Eigenwerte haben Betrag = 1.

Ziel: Finde orthogonale/unitére Zeilenumformungen zum Anullieren von Matrixkomponenten.
In 2D: Zwei orthogonale Transformationen anullieren zweite Komponente von a € R2:

9 12

z]

Spiegelung an Winkelhalbierenden Rotation auf | -Achse

Es gibt jeweils zwei mogliche Reflektionen/Rotationen

InnD: Zu a € K" suche unitare Matrix Q € K" mit Qa = ||a||, e;, ] = 1. Einheitsvektor.

[HOUSEREHL
1. Moglichkeit: Householder-Reflektionen
X . :ausloschun
Zur Vermeidung von Ausléschung (— Abschn. %}WﬁﬁleJ_
. La+|alye)) | falls Rea; >0,
%(a —|lallper) ,falls Rea; <0.
[GIVENS
2. Moglichkeit: Sukzessive Givens-Rotationen  (— 2D Fall)
F oG 0 a e
: .. : : : 1 - Y
. : : : = =
Gla,ap)A =0 -+ 4 - 0 a | = 0 , wenn _ lal‘a:‘akl .
: Pt : : |ay [+ a2
0 0.1 an an

. . . .ueper-una-unteriaur
Zur Vermeidung von Uberlauf (in R) — Abschn. &%):

=2 o= vy=or ,falls|a;

Ji2 > laq] ,

T:a-, Y = /71+7_27 0 =T

[G,x] = planerot(a);

 falls |ag| < aq| .
MATLAB-Funktion:

MATLAB-CODE Givens-Rotation

function [G,x] = planerot(a)

%PLANEROT Givens plane rotation.

if (a(2) "= 0), r = norm(a); G = [a’; -a(2) a@))r; x = [r; 0];
else, G = eye(2); end

Transformation auf obere Dreiecksgestalt durch sukzessive unitare Transformationen:

*

[ 7_‘*

0

O
S
O
o
O

3.2
p. 189 B3 JZielspalte a” (bestimmt unitare Transformation), == = Zu modifizierender Restblock.

anlanQ """ QIA =R ;

[QRDE[ — 0OH H e ;
N =Q - tare Matrix
R-Zerlegungvon A € C""™": A = QR Q:=Q Q) uni ’
Q gung QR R obere Dreiecksmatrix .
Verallgemeinerung auf A € K"""
eq:HH
A Q Q c Km.n ,
m > n: = A=QR ,
s Q R ¢ K" ,
wobei QHQ = I (orthonormierte Spalten), R obere Dreiecksmatrix.
m<n: A = Q R ,
3.2
p. 190 A — QR , Q c KTHA,WL , R c Km.n ,

3.2
p. 191

3.2

p. 192



wobei Q unitar, R obere Dreiecksmatrix.
Wann nimmt man welche Transformation ?

B> Householder-Reflektionen vorzuziehen, wenn Zielspalten vollbesetzt

P> Givens-Rotationen effizienter (weil selektiver), wenn Zielspalte nur wenige Nicht-Null-
Komponenten besitzt.
MATLAB-Funktionen: [O.R] qr(A) Q € K™ R € K™ fur A € K™
[Q,R] qr(A,0) Qe K™ ReK"firAe K™ m>n

(jede Funktion verfiigbar fur voll- und diinnbesetzte Matrizen)

Bemerkung 92 (QR-Orthogonalisierung).

A Q c KTIL,TI R c KII,,TL .

- )

O {d.1,...,9.,n} ist Orthonormalbasis von Im(A) mit

Span{q.7l, .. .‘qA"k} = Span {a."l‘, . ,a._k} A1<k<n.

Bemerkung 93 (Akkumulation von unitaren Transformationen).

..... G i (anby) . .
Wie speichert man irgi (k> Br) ?

0  Fir Householder-Reflektionen
----- Speichere vi,..., v}
Fiir in situ QR-Zerlegung von A € K" . Speichere ,Householder-Vektoren” v, (abnehmen-

de Langen!) im unteren Dreieck von A

3.2
p. 193

3.2
p. 194

. R
R .
TRallm <n
1= Householder-Vektoren.
Fallm >n —
0  Konvention fur Givens-Rotationen (K = R)
o 1 Jfallsy =0,
G = (_L z> = Speichere p:= ¢ Isign(y)o falls |o| < |y,
2sign(o) /vy, falls|o| > |y] .
p=1 = =0, o=1
= pl<1 = o=2p, y=V1-0d’
ol >1 = y=2/p, o=y1-9%.

Speichere Gj(a, b) als Tripel (i, j, p)

Speicherung von Orthogonaltransformationen als Matrizen meist ineffizient !

[COESENLGSQR
Losen eines linearen Gleichungssystems via QR-Zerlegung:
[RECHAUFWQR 5
0 QR-Zerlegung A = QR, Rechenaufwand %713 + O(n*) (ca. doppelt so auf-
wendig wie LU-Zerlegung ohne Pivotsuche)

Ax=Db 0 Orthogonaltransformation z = QHb, Rechenaufwand 4n? + O(n) bei kom-

pakter Abspeicherung der Reflektionen/Rotationen

O Rucksubstitution, 16se Rx = z, Rechenaufwand %n(n +1)

3.2
p. 195
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" ODie Berechnung der (verallgemeinerten) QR-Zerlegung A = QR mittels Householder-

Reflektionen bzw. Givens-Rotationen ist fir beliebiges A € C""" stabil.
O Fur beliebige reguléare Koeffizientenmatrizen lasst sich ein LGS mittels

QR-Zerlegung+ Orthogonaltransformation + Riicksubstitution

stabil I6sen.

Fill-in bei QR-Zerlegung ?

A € C"" mit QR-Zerlegung A = QR = m(R) < m(A) (— Def. %

Beispiel 94 (QR-basiertes Losen eines tridiagonalen Gleichungssystems).

Elimination der Subdiagonalen durch n — 1 sukzessive Givens-Rotationen:

k x 000000 *xx 00000
£k k00000 Ok x00000
0xxx0000 Ok xx0000
00*x%x%x000 &) 00x%x%x000 &) Gy1n
000*x*x%x00 000x*xx%x00
0000=%=x%x=x0 0000 =%=x%=x%x0
00000 % * x 00000 % * x
000000 % % 000000 % %

MATLAB-Code (c, d, ¢, b = Spaltenvektoren der Lange n, n € N, e(n),c(n)
MATLAB-CODE : Lésen eines tridiagonalen LGS mit QR-Zerlegung
function y = tridiagqr(c,d,e,b)
n = length(d); t = norm(d)+norm(e)+norm(c);
for k=1:n-1
[R,z] = planerot([d(k);e(k)]);
if (abs(z(1))/t < eps), error(Matrix singular’); end,;
dk) = z(1); bkk+l) = R * b(k:k+1);
Z = Rx[c(k), 0;d(k+1), c(k+1)];
c(k) = Z(1,1); d(k+1) = Z(2,1);
e(k) = Z(1,2); c(k+l) = Z(2,2);
end
A = spdiags([d,[0;c(1:end-1)],[0;0;e(1:end-2)],[0 1 2]
y = Alb;

o O O ¥

o

0
0
0

nicht benutzt):

o *
O O D * Kk ¥

,n,n);

== Rechenaufwand O(n)

Bemerkung 95 (Aufsplren fast singulérer Matrizen).

(Relativ) sehr kleine ;; bei Berechnung der QR-Zerlegung < A fast singular”

o O oo
o OO

D ¥ % ¥

* % x O

3.2
p. 197
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3.2.8 Madifikationstechniken

.

Problem: Effizientes Aktualisieren von Faktorisierungen bei ,geringfligiger” Anderung der Matrix,
, Abschnitt 12.6], , Abschnitt 4.9].

3.2.8.1 Rang-1-Modifikationen

RANGIMOD

AcK'™ — A=A , u,veK". (3.2.16)

Allgemeine Rang-1-Matrix
Bemerkung 96 (Losen eines Rang-1-modifizierten LGS).

[SHERMORRWOOD
& Lemma 3.2.22 (Sherman-Morrison-Woodbury-Formel). Fir regulares A € K" und U,V €

K™k n, ke N, k < n, gilt

(A+uvihl— A=l A~ lua+ via-Tu)y-via—T,

wenn I + VZA~1U invertierbar.

Aufgabe: Zulpsen: Ax = b, wobei LU-Zerlegung A = LU bekannt
MATLAB-CODE : Losen eines Rang-1-modifizierten LGS
function x = smw(L,U,u,v,b)

. t = L\b; z = U\
W ; ;
Anwendung von Lemma %r k=1 t = Lu w = Ut

A-luv? alpha = 1+dot(v,w);
x=(I- ﬁ) A7l if (abs(alpha) < eps *norm(U,1))
L+ viA™ error(Nearly singular matrix’);
Effiziente Implementierung ! O end;

X = z - w *dot(v,z)/alpha;

-die-gr-ze| ng ~ ;
Aufgabe: Effiziente Berechnung der[QR-Zerlegung (— Abschn.& 5 H_é: ft Vom A aus (%

wenn eine QR-Zerlegung A = QR bekannt.

O Mitw = QTu: A +uvf = QR+ wv!)
O Rechenaufwand O(n2) (abhangig von Abspeicherung von Q)

nod:1)

3.2
p. 199
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O Ziel:w — ||w|le; O durchn — 1 Givens-Rotationen

* * * *

* * * 0

; Gn—l,n Gn—Z,n—l : Gn—fﬂ,n—? Glg ;

w=|*x]| ——— | % * —= 10

* * * 0

* * 0 0

* 0 0 0

Beachte: Auswirkung auf R !

0 = * ok 0 = * ok ok ok

‘ G P Ghon

R=|0-v 0 ssss | 00 0 %% %% | —220l
0 -- 0 0 % % % 0 -- 0 0 % % %
0 0 00 % % 0 - 0 00 % %
0 0 000 % 0+ 0 00 % %

* % * * ok * ok *

0 = * ok % % * * % ok ok

; : G, G :

— 1 0 - 0 * % * * b L2 0 -+ % *x%x%xx [ =Ry

0 0 0% xx 0 - 0 * % x %

0-- 0 0 % % % 0--+ 0 0% xx

0 0 00 * % 0-- 0 00 % %

Obere Hessenbergmatrix: Eintrag (¢, j) = 0, falls i > j + 1.
B A+uvl= QQ{]( R+ HWHQelvH ) mit unitarem Qq := Go - - - G,_1n
—_———

obere Hessenbergmatrix

O Rechenaufwand O(n?)

| Sukzessive Givens-Rotationen: Ry + [|[w||, e;v!! - obere Dreiecksgestalt
ko okeee ok ok ok X% 0 % -+ % % % %
G G:
R1+||W||261VH: 0 - = ok ok | —2 [0 w ke xox | 22
0 - 0 %% % % 0 -+ 0 % % % %
0 0 0 % * % 0 - 0 0= %
0 0 00 * % 0+ 0 00 % %

32
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* * ko * *
0 = ® ok ok ok 0 * * ok % ok
anQ,nfl Gn,fl,n =
——— | 0 0 *xxxx | —— 0 **x*xx | =R. (3.2.17) |
0 0 0% % x 0 0 0 % % x
0+ 0 00 % x 0 0 00 % %
0+ 0 00 % x 0 0 000 %
0 Rechenaufwand O(n?)
—~—
A+u =QR mitQ = QQlHGr}LLn ..... Gl
MATLAB-Funktion: [Q1,R1] = grupdate(Q,R,u,v);
Symmetrische und positivitdtserhaltende Rang-1-Modifikation:
A=A cK"™ — A=At+awl veK' a>0. (3.2.18) |

~ ~ o~ -chol ~
Aufgabe: Effiziente Berechnung der A = RPR (= Lemma %n A

aus , wenn eine solche A = R R firr A bekannt.

O Mitw = R~ 7v: A +avv? = R¥(I+ aww!)R.
[0 Rechenaufwand O(n?) (Ruicksubstitution !)

~ ck

O Idee: Formale Gauss-Elimination: mit w = (wo, . .. ,wn)T —

1+ ozw% awwll 1+ cyw% oawwh

H
I+ aww™ = ~ —
aww | T4 aww!! 0 | 1+aVww
(3.2.19) |
2,,2
L), a~wy )
wobei o'/ =1 — 5 Analoge Struktur [0 Rekursion
1+ avy

nod:OHI

mod:2
3.2

p. 203

nod:red
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MATLAB-CODE CNoOlesKy-Zeriegung

B> Berechnung der Cholesky- function [d,s] = roid(alpha,w)
Zerlegung n = length(w);
d=10s=1
I+ CVWWH = R{{Rl . for i=1:n
t = alpha *w(i);
= [d: 1+ *W(NT:
Moti\(ieg durch ,Rekursion” 2 _ [[g 335[)(] t WL

% R=[R;zeros(1,i-1),d(i), ...

00  Rechenaufwand O(n?) % s(i) *w(i+1:end)T];
(O(n) wenn nur Abspeiclhe— englpha = alpha - s(i)°2;
: I
rungvond,s — L bei Rang-1-Modifikation
O Spezielle Struktur von Ry:
0 wy wg --- wy,
dq s1 00 wyg--- wp,
Ry = . + . ; 0 wy—1 wp (3.2.20)
dp, Sn 0--- T 0wy
0 --- .0
0 1 1 oo vn- 1
d1 S1 0 0 1o e 1 w1
Ri = N y : 0 11
dy, Sn 0 --- o001 W
0--- < 0
H MATLAB-CODE : roudchol
B> Ges‘_:thkt? function Rt = roudchol(R,alpha,v)
Multiplikation W = R\
R — R R [d,s] = roid(alpha,w);
.| T = zeros(1,n);
0 Rechenaufwand O(n?) | for j=n-1:-1:1
T = [w(+l) *R@+1,)+T(1,:)T;
0 o=ne end
A +avv’ =R"R Rt = spdiags(d,0,n,n) * R+spdiags(s,0,n,n) *T;

MATLAB-Funktion: R = cholupdate(R,v);

eg:modr:

3.2

p. 206

3.2.8.2 Hinzufligen einer Spalte

AcK™ s A= [a.l, Ces A Ve, ,a.",,,] , veK™. (3.2.21)

Gegeben: QR-Zerlegung A = QR, Q € K""" unitar, R € K"™" obere Dreiecksmatrix.

~ ~~ ~ -col  ~

Aufgabe: Effiziente Berechnung der QR-Zerlegung A = QR von A aus (%F Q e Kmm
unitar, R € K™ obere Dreiecksmatrix.

Idee: Aufgabe einfach, falls kK =n + 1 (Anflugen einer Spalte von rechts)

B> I Teilzyklische Spaltenpermutation N Y Y Y Y

k—n+1l,i—i—1,i=k+1,....,n+1

~ Permutationsmatrix

10 0
0
10 e
P- 01 € Rrlntl Q
z
Q.
1 7
0 10 ~ 7

A — A1::&P:[a.l,...,a.n,v]:Q[R QHV]:Q

Spalte QH v
Fallm >n+1

O Fallsm >n+ 1:

J orthogonale Transformation Q; € K™ " (Householder-Reflekfior) mit

* *
f 0 =* *
' n+l H : n+1
*
ko
QQTv = | « B QQ7A - i
0 (' (
: m—mn—1 0 .- - 0
0 ; ; m—n—1
0 - o0

O Rechenaufwand O(m — n) (Eine Reflektion)

mod:col

32
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Inverse Permutation:

~  Multiplikation mit PH von rechts

QIQ7A =Q,Q"APH =

0

LN NN NN

Spalte k&

*

Gt

* - * *
0 x* * ;
: : G
QlQHAl _ I * i n,n+1

; * 0

0 - 0 ;

0--- 0 -0

—

0

- — — . = Zielzeilen der Givens-Rotationen, M = neue Eintrage #0

O Rechenaufwand O ((n — k)?)

32
p. 209

32
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3.2.8.3 Hinzufligen einer Zeile

a13.

ak,l_’.
A c K'mm, — A= VT
ay.

. veK". (3.2.22)

L Am,: _

Gegeben:  QR-Zerlegung A = QR, Q € K™ L+ ynitar, R € K™ obere Dreiecksmatrix.

SO - oW ~
Aufgabe: Effiziente Berechnung der QR-Zerlegung A = QR von A aus (%_,Q e Kmthm+l
unitar, R € K™ +17 ! opere Dreiecksmatrix.

O dTeilzyklische Zeilenpermutationm + 1 «— k, i «— i+ 1,1 =Fk,...,m:
— unitare Permutationsmatrix P € {0, 1}m+Lm+1

e (3) m (@ Yene() - [N

T
Vv
Fallm =n
O Obere Dreiecksgestalt durch sukzessive Givens-Rotationen:
0 =* : 0 = H
0 e Gl,m i 0 e GQJH,
e —
0 0 0 * = 0 0 0 * =
ko oeee e * % % 0 =% © ok ok sk
* B3 P *
0 = : 0 = :
Gm,f m H Tl Gmf m H tel ~
R = I S NCEPON
0 0 0 * = 0 0 0 * =
0 0 *x =x 0 0
OMitQr=Gp1m - Gip

A=pPT (% (1)) Q{]ﬁ _ Qﬁ mit unitarem Q c KmHlm+l

O Ahnliche Update-Algorithmen fiir Streichen von Zeilen/Spalten

nod:row

3.2
p. 211

nod:row
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3.3 Numerische Berechnung von Eigenwerten

und Eigenvektoren

[File: section-numerische-berechnung-von-eigenwerten-und-eigenvektoren.tex, SVN: section-numerische-berechnung-von-eigenwerten-und-eigenfektoren.te

[NUMBERECHEIG
Beispiel 97 (Resonanzen elektrischer Netzwerke).

Gegeben: Grosses elektrisches Netzwerk mit linearen Bauelementen
Gesucht: Resonanzfrequenzen

gé'elnet
Bsp. 6o Kirschhoffsche Knotenregel + Bauelementgleichungen [  Netzwerkmatrix

W.C.S € R"" spd. (— Def. A58

Resonanzfrequenzen = w € {w € R: A(w) singular}.

A(w) =W +iwC —iw™ 'S

Wie kdnnen diese w numerisch berechnet werden (— quadratisches Eigenwertproblem).

3.3.1 Theorie und Kondition

(3.3.1) q:NWM

Definition 3.3.1 (Eigenwerte und Eigenvektoren).
[EIGWERT

e )\ € C Eigenwert (engl. eigenvalue) von A € K" = det(A\I— A) =0
(SRR —
SPEKTRU

o Spektrum von A € K™ ¢(A) := {\ € C: X Eigenwertvon A}

ex € Eigpa(\) = xist Eigenvektor
e Geometrische Vielfachheit (engl. multiplicity) eines Eigenwerts A € o(A):

m(A) == dim Eigp (A)

Charakteristisches Polynom ()

e Eigenraum (engl. eigenspace) zum Eigenwert A € o(A):  Eiga (A) := Ker(AI — A)

g Lemma 3.3.2. Das Spektrum einer Matrix ist invariant unter Ahnlichkeitstransformationen:

VA € K" o(ST'AS)=0(A) VreguldrenS e K" .

[SCHURLEMMA
1 Theorem 3.3.3 (Schursches Lemma).

YA € K™ 33U € C"" unitarr UPAU =T mit T € C™" obere Dreiecksmatrix .

g Korollar 3.3.4 (Unitére Diagonalisierbarkeit normaler Matrizen).

AcK" AAT = AFA: 3U e C" unitar: UTAU = diag(Ai,..., \n), A eC.

Beachte: — \q,..., A\, = Eigenwerte von A
— Spalten von U = Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A

ORMALVAT
Matrizen A € K™" mit AAT = AT A heissen normal.

HERMMAT i
* BRimig§che Matrizen: A=A

O oA)CR
Normal sind z.B. . #eRT A — A1 O |o(A)=1
e Schiefhermitesche Matrizen: A = —Af 0O ¢(A) C iR
3.3
p. 213
Eigenwertprobleme: e Gegeben A € K™ finde o(A).
- e Gegeben A € K™" finde o(A) und alle Eigenvektoren.

e Gegeben A € K™ finde einige Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren.

d Theorem 3.3.5 (Stérungssatz fir Eigenwerte). Zu A € K" gebe es S € C™" regular, so
dass S~!AS = D, D diagonal. Dann

VE c K" A€ o(A+E): 3N co(A): |A—N|<condy(S)|E|,
Spalten von S = Eigenvektoren von A

B> Falls Eigenvektoren fast” linear abhéngig (= conds(S) gross), kann Eigenwertproblem sehr
schlecht konditioniert sein

[ Falls A normal O EWP gut (absolut) konditioniert \

3.3

p. 214

3.3
p. 215
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Verfeinerte Analyse »[\ﬁ,%:éct. 7.2.2], A € K™

» ) € C einfache Nullstelle von A — det(AI — A) (einfacher Eigenwert)

» x € C", ||x]|5 = 1 zugehoriger Eigenvektor (— Def. Bﬁ%ﬁv_

sy € C", |ly|l, = 1, Linkseigenvektor zu A, d.h. yHA = )\yH PN AHy =y.

B absolute Konditionszahl von A bzgl. Euklidischer Matrixnorm & Stérungen von A =
Kabs(A) 1= |yHX|7l . (3.3.2) |
Beispiel 98 (Stérungsanfalligkeit von Eigenwerten).
1.0000 0.5547 0.5547
. E.v. von A: 0 0.8321 0.8321
12 3
0 0 0.0002
A=|04 5 [
00 4.001 0.8285 0 0
Ev.von AT: —0.5523 0.0002 0
0.0920 —1.0000 1.0000
ad Kabs(A1) = 1.2069722 k1,6 (A2) = 6009.25224 | £,41,4(A3) = 6009.19059
0 00
E= 0 ) 00 = o(A+E)={1.000111,4.0581822, 3.9427066} .
10730 0
<&

Bemerkung 99. Die (absolute) Kondition eines Eigenvektors einer diagonalisierbaren Matrix A €
K" mit n verschiedenen Eigenwerten ist schlecht, wenn

o die Kondition des zugehorigen Eigenwertes \* schlecht ist,

e order wenn \* ,schlecht separiert’” min{|\* — A\|, A € o(A) \ {\*}} < |\

3.3.2 Transformationsmethoden

[TRANSFOMETH

£q:Ka|

33
p. 217

33
p. 218

S

Bemerkung 100. Alle Verfahren

[ferationsverfahretd

zgégqygpﬁ{éﬁgog{gaﬁ%ﬁchnung von Eigenwerten/Eigenvektoren sind
— Abschn. [Z1]

A
Idee: Iteration via sukzessive unit are Ahnlichkeitstransformationen
iagonalmatrix  falls A = AT
A=A Al 5 25 Obere Dreiecksrg\atrix , sonst.
.Schu
(— Thm

S ) . " . ) .ewc

(Stabilitatsprobleme bei allgemeinen Ahnlichkeitstransformationen, Thm. %_

L89
[ QR-Algorithmus (mit Shift): kubische Konvergenzordnung %,’Sect. 7.5,8.2]

Beispiel 101 (Unitare Ahnlichkeitstransformation auf Tridiagonalgestalt).

d1 bl «Q
by dy ™~
~ ~ \\
\\\ \\‘ \\\
~ ~ ~
\\ \\ \\
RN n n—1
A= , deR" beR" " aeR.
N
\\\s \\\\ \\\\
A RSN
\\ ~ \\
N
\\dnfl bnfl
« b1 dn

1. Schritt: Anulliere Matrixeintrage an Positionen (n,1) und (1,n) durch [Givens-Rotafioneri von
rechts und links

> MATLAB-Animation

0
* 0 00
* * ok X k%
* * ok
ro_
GQ-,T?AGQJL - - -
* * % *
0 =% % * ok 0 = * *
00 * = *
0 Rechenaufwand, Speicheraufwand = O(ng) ! (da Dunnbesetzheit zerstort)
<

3.3
p. 219

33
p. 220



Allgemeines Vorgehen: Sukzessive [HouseholdetAhnlichkeitstranstransformationen

(Ul = betroffene Zeilen/Spalten, (S Zielvektor)

\AAAREEEE \RAREER)

D o

j
j

Endlich viele unit &re [HouseholdeWGivers- [Bhnlichkeitstransformationen  konnen jede Her-

mitesche Matrix auf Tridiagonalform bringen (Rechenaufwand O(n:;))
O startwert A0 fir iteratives Verfahren

MATLAB-Funktionen: e Eigenwerte/normalisierte Eigenvektoren mit [V,D] = eig(A);
e Schur-Zerlegung mit [U,T] = schur(A);

RECHAUFWEIG

Rechenaufwand (elementare Operationen) fir eig()

Eigenwerte und Eigenvektoren von A € K"

Nur Eigenwerte von A € K"

Nur Eigenwerte von A = A ¢ K"

Nur Eigenwerte von tridiagonalem A = A7 ¢ K"~ 30n% + O(n)
Beachte: Keine MATLAB-Implementierung von eig fir diinnbesetzte Matrizen !

Ausnahme:

d=eig(A) fur Hermitesche diinnbesetzte Matrizen |

10

10

Beispiel 102. (Komplexitat von MATLAB-

Eigenldsern) 10

Experiment beschreiben und Verwei
auf MATLAB-Code einfuegen. Leger
denbeschriftung kirzen und Erklarun
im Text.

Zeit [s]
5

10

<> 10

100

(Ergebnis auf Maschinengenauigkeit):

~ 2503 + O(n?)
~ 10n3 + O(n?)
Eigenwerte und Eigenvektoren von A = A € K"~ 95 + O(n?)
~ %ns +0(n?

— [V.DJ=eig(A)

o
[e]

[e]

eig(A)

[V.DJ=eig(B), B'=8

eig(B) B"=8

eig(C) c’=c tridiag, spars¢

c*25n°
c*10n®
c*on’

c*43n®
c*30n?

L
100

.
150
Matrixgroesse n

L
200

L
250

300

33
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VERALLGEWP
Verallgemeinertes Eigenwertproblem (VEWP) (engl. generalized eigenvalue problem):

Gegeben: A,B e K"

Gesucht:  Verallgemeinerte Eigenwerte A € C . Ax = )\Bx
Verallgemeinerte Eigenvektorenx € K"\ {0}

MATLAB-Funktion: ed = eig(A,B); (— nur Eigenwerte)
o [V,D] = eig(A,B);

o . _ GOL89
Insiderinformation: MATLAB benutzt QZ-Algorithmus hIg ect. 7.7] (fur vollbesetzte A, B)

(— Eigenwerte + -vektoren)

Falls B regular O VEWP formal dquivalent zu EWP fir B"1A
(kein Rezept zur effizienten numerischen Implementierung !)

Bemerkung 103. Falls B = B s.p.d. mit Cholesky-Zerlegung B = RAR
Ax=)ABx < Ay=)\y mitA =R AR y =Rx.

O Algorithmisch relevant, da billiger als QZ.

A
Beispiel 104 (Quadratisches Eigenwertproblem). (Fortsetzung von Bsp. ﬁﬁwL
Finde x # 0, w # 0, so dass
A(w)x = (W +iwC —iw 1S)x = 0. (3.3.3) |
N . 1. Mmo1 )
Substitution: 'y = —iw™ "x [44; Sect. 3.4]:
Lpetworkewp/ W S (x\ . [C 0) (x
10)\y)” "™“lo1)\y
O Verallgemeinertes Eigenwertproblem o

Ubung 3.4. (i) Welche Bedingung muss der Vektor a € R"~! erfiillen, damit die Matrix
M — 1 aT e R
) a Il

(i) Schreibe eine effiziente MATLAB-Routine zur Berechnung der Eigenwerte fiir das verallgemeiner-
te Eigenwertproblem

positiv definit ist.

AeER x = (zg,... ,,Tn)T eR"\{0}: z1e; = \Mx,
wobei e; := (1,0,...,0)T € R™,

3.3
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eq.netwc
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[

3.4.1 Potenzmethoden

POTMET]
Spezielle Eigenwertprobleme fur A € K™™:

e Finde den betragsgrossten Eigenwert (+ Eigenvektor) von A.
e Finde den betragskleinsten Eigenwert (+ Eigenvektor) von A.

e Zua € Cfinde A € o(A) mit | — | = min{|a — pf, 1 € o(A)}.
Idee fiir diagonalisierbares A € K™ S™'AS = diag(A1, ..., An)

n
2= (s
J=1

n
k k
= A Z:ZC]AJS] .

J=1
Falls [\] < [Ao| <+ < [Aal, |lsjll,=Li=1L....n Gu#0
Alg ) y
[ m — &s., = Eigenvektorzu \;, firk — oo . (3.4.1) |
z

P Motiviert direkte Potenzmethode (engl. power method): Iterationsverfahren (— Abschn.W

Startwert: z(o) Joeliebig” |

. w
lterationsvorschrift: w = Az~ , 2 = W s k=1,2,....
Wil2

Rechenaufwand: 1x Matrixx Vektor pro Schritt [ | Billig fUr diinnbesetzte Matrizen

Wie bekommt man den Eigenwert ?

) Az
O Asymptotisch aus (%ﬁm 0 Azb ~ )\nZW O [\~ HH z-)‘
z
’ " (k) H A (k)
O Idee (fir A = AH). )\, ~ argmin AzF) GZ(“H O A= (2)722 :
bR 2 Hz<k>H

[RAYLETGHQUQT
j Definition 3.4.1. Fur A € K™", u € K" ist der Rayleigh-Quotient gegeben durch

B u’Au

u) = .
ﬂA( ) ulu

FWp:pm

34
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3.4

p. 226

auurisve

Beispiel 105 (Direkte Potenzmethode).

10'
n = length(d);
e S = triu(diag(n:-1:1,0)+...
ones(n,n));
- A = Stdiag(d,0) *inv(S);

o : Fehler |\, — pA(z(k>)|

* : Fehlernorm ‘ zF) — S.n

Ja=*=2)]
2

=1,

<

+: A=

K z\0) = Zutallsvektor

Experimente:
O d:(lZlO)’; g ‘)\7171| : ‘)\n| =09

Od = [ones(9,1); 2]; O [ A—t1l:[A] =05
Od = = 1-2°(-(1:0.5:5)); O [Au_t] @ |An] = 0.9866

0 0 0O
E E E E

/’<E\)\' p(E\)f /’(E\>\' /’<E\)f
0.9007 | 0.5000 0.5000 | 0.9900
0.9004 | 0.5000 0.5000 |0.9900
0.9001 | 0.5000 0.5000 |0.9901
0.9000 | 0.5000 0.5000 | 0.9901
0.8998 | 0.5000 0.5000 |0.9901
0.8997 | 0.5000 0.5000 | 0.9901
0.8997 | 0.5000 0.5000 |0.9901
0.8996 | 0.5000 0.5000 | 0.9901
0.8996 | 0.5000 0.5000 | 0.9901

(— Det. LG —

k

k| oy
220.9102
23|0.9092

' 24|0.9083
25|0.9075
26|0.9068
27/0.9061
28|0.9055
29|0.9049
30|0.9045

k

P(E\>\'
0.9781
0.9791
0.9800
0.9809
0.9817
0.9825
0.9832
0.9839
0.9844

Vermutung: Lineare Konvergenz

1 Theorem 3.4.2 (Konvergenz der direkten Potenzmethode). A € K™" habe einen betrags-
grossten Eigenwert A\, > 0 mit algebraischer Vielfachheit 1. Seien v,y Rechts- bzw. Links-
eigenvektoren von A zu Ay, mit ||y||s = ||v||, = 1. Dann konvergieren

|/\n71|
[An|

wobei z(¥) die Iterierten der direkten Potenzmethode sind und sz(O) # ( vorausgesetzt wird.

e

, Ao, 2% . +v linear mit Rate

3.4
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Bemerkung 106. Rundungsfehler [ szw) # 0 ,numerisch” immer erfullt

ABBRUCHKRITPOTI]
Bemerkung 107. Eﬁmmr Potenziteration ? (— Abschn.

Egjj iterationsverfahren

7k — z(k_l)H < tol,

< <1/L;% vol. GEH*—

Relative Anderung” < tol: HAZ(A-)H HAZ(A'—l)H

== =]

Geschatzte [Konvergenzratg
A

Wie findet man den betragskleinsten Eigenwert (+ Eigenvektor) von A ?

Falls A € K™" regular:

-1
Betragskleinster EW von A (Betragsgrbsster EW von A~ 1)

INVIT]
[ Direkte Potenzmethode fir A~} Inverse Iteration

Meiafggmpginerung auf ,Zu o € Cfinde A € o(A) mit o — Al = min{[a — |, pp € o(A)}™:
Inverse lteration mit Shift:

w

2h)

2\ beliebig, w = (A —aI) 'zF1

L k=1,2...

— (3.4.2)
[wll

Dabei: (A — oI) 1zF~1) = Lgse (A — al)w =z 1) basierend auf Gausselimination:
einmalige LU-Zerlegung von A — a1 !

Und was passiert, wenn ,versehentlich” « € o(A) (— A — oI singular) ?

.Magie der Gausselimination”:

Die Gauss-Elimination mit Spaltenpivotsuche (bzw. LU-Zerlegung/Cholesky-Zerlegung +

Vorwartsrechnung + Ruicksubstitution ) angewandt auf das LGS Ax = b berechnet (fast immer
:Wilkinson . ~

— Bsp. [/9) ein x furdas das Residuumr := b — AX klein”ist: ||r|| = eps!

Sei A = A ¢ K" mit SHAS = diag(\y, ..., \y), Sunitar, 0 < [\] < [Nj],j=2,...,n

P = 22:1 ﬁjS.ﬁj 5
X = 2/11 fjs.j

Eigenvektorentwicklung n

B r=b-AX=) (3 -\gs,

34
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Ewp:invit:

34
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3 .
f[zT‘;7 ]:2'/
&1 ,9ross”.

[[r

o Klein” {

O Fur A = AH € K" Rundungsfehler bei der Gauss-Elimination kénnen nur grosse Fehler in

Richtung des Eigenvektors zum betragskleinsten Eigenwert zur Folge haben.

Bemerkung 108. Falls tatsachlich einmal Pivotelement =0 [ ersetze es durch eps!

A
Thm. %QED Fir inverse Iteration (mit Shift):
Asymptotisch lineare Konvergenz, Rayleigh-Quotient — )\j mit Rate
A — o it A €o(A), la—\|<|a—A VAeo(A)
: mi i € , =X <o — S .
min{|\; — a|,i # j} =7 J 7

B> Sehrschnell fur a ~ A; !

Idee: A posteriori Anpassung des Shifts

Benutze a := pa (zF 1) im k. Schritt
—~—
MATLAB-CODE : Rayleigh-Quotienten-Iteration
function [z,Imin] = rqui(A,tol,maxit)
Rayleigh- alpha = 0; n = size(A1);
Quotienten- z = rand(size(A,1),1); z = z/norm(z);
lteration for i=1:maxit

- z = (A-alpha *speye(n))\z;

(fir normale A € K™ z = 7); Imin=dot(A *2,2); (3:43)
I - if (abs(alpha-Imin) < tol), break; end,;

erhalt Dunnbesetzthelt{r_s eichalpha = Imin;
siehe Abschnitt end

Jinvitshift
Nachteil: Kein Recycling von LU-Zerlegungen moglich (im Vergleich zu (ﬁ £ ﬂ;) -

Beispiel 109 (Rayleigh-Quotienten-Iteration).

3.4
p. 231
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d = (1:10);
n = length(d);
Z = diag(sqgrt(1:n),0)+ones(n,n);
[Q.R] = ar(2);
A = Q-diag(d,0) =*Q’;
o |/\111in - pA<Z(k>)‘
\p * 1 HZ“) - X-‘,ij Amin = >‘]
e
k k
[Amin —PA(Z( >>| HZ< )_X-,jH Theorem3.43.Fir A = A konver-
1 0.09381702342056 0.20748822490698 giert pa(z®)) fir die Iterierten z(*) aus
2 0.00029035607981 0.01530829569530 der Rayleigh-Quotienten-Iteration lo-

3 0.00000000001783 0.00000411928759
4 0.00000000000000 0.00000000000000
5 0.00000000000000 0.00000000000000

kal kubisch gegen den betragskleinsten Ei-
genwert.

Was tun, wenn man mehrere Eigenwerte A, 7, A\ 11, - - -

toren von A € K™ bengtigt ?

, An, k < n, und zugehorige Eigenvek-

B> Direkte Potenziteration im Unterraum (fiir Hermitesche Matrizen A € K™")

MATLAB-CODE : Potenzmethode im Unterraum

function [V,ev] = spowit(A,k,m)
n = size(A1); V = rand(n,m); d = zeros(k,1);
for i=1:maxit
V=A+V,
[[QR] = qr(V,0); |
T:Q * Ax Q;
[S,D] = eig(T); rm] = sort(-abs(diag(D))); (3.4.4)
= @ S(:,perm);
it (norm(d+I(1:k)) < fol), break; end;
= -I(1:k);
end
V = V(;,1:k); ev # diag(D(perm(1:k),perm(1:K)));

RITZPRQJ

Ritz-Projekior]

Verallgemeinerung der Normierung auf ||z, = 1

0 Analog: Unterraumvarianten der inversen Iteration/Rayleigh-Quotienten-Iteration

p. 233

p. 234

Beispiel 110 (Direkte Potenziteration im Unterraum).

o N R 1 S.p.d. Testmatrix:  a;; == nnn{
o | N N -] n=200; A = gallery(lehmer n)
o N N LAnfangsmatrix”:
N\ ] .
V = eye(n,m);

Fehler im Eigenwert
5

e Beobachtung:
Lineare Konvergenz der Eigenwerte

. e Wahl m > k beschleunigt Konvergenz
;/; - der Eigenwerte

iteration

3.4.2 Vorkonditionierte inverse lteration

VORKONDINVTI

Aufgabe: Fir symmetrisch positiv definites A € K™ (— Def. %de betragskleinsten Eigen-
wert (+ zugehdrigen Eigenvektor).

B> Optionen: [nverse [feratior, Rayleigh-Quotienten-Iteration(%)

:bandmatrize .die-l
Problem:  Trotz sparse-Eliminationstechniken (— %Dir—e{ﬂe—EUfZerlegung (— Abschn. %
oft unméglich fur n > 1.
. « . . tshift
Beachte: Inverse lteration [0 Naherungslésung des LGS in (%—Wausrelc end !

Idee:

(fur ) [[nverse Tteratior ohne Shift

Statt Losung von Aw = zZ0=D: W = B~ 1z(k=1) mit “billiger” s.p.d.
approximativer Inversen Blx~Al

Kann man in der inversen lteration A ! einfach durch B~ ! ersetzen ?

NEIN, denn kleinster Eigenwert von B interessiert nicht!

Ersetzung At =B lhur moglich bei Anwendung auf ein Residuum

Re5|duum Grosse, die — 0, wenn Konvergenz gegen gesuchte Lésung

34
p. 235

-zerlegt
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Kandidat: Residuum fur Eigenwertproblem Ax = \x:

r:=Az—pa(z)z pA(z) = Rayleigh-Quotient — Def. %
) 1 . ) invitshift
Beachte: Nur Richtung von A ™"z relevant in inverser Iteration

(A7'2) || (z— A"Y(Az — pa(2)z)) = definiert gleiche néchste Iterierte !

T
[Vorkonditionierte inverse Iteration fur s.p.d. A]

W = Z(]\',‘f ) _ B*l(AZ(/{fU

24—

wlly

. . -peinvit
Theorie: s Lineare Konvergenz von (E hﬁ)—

» Konvergenzgeschwindigkeit gross, wenn )\maX(B_lA) : Amm(B_lA) klein

—pala )
z\") beliebig, w k=1,2,....

Beispiel: (A aus Bsp. %p— e

gallery('poisson’,100) (skaliert)
= pa(z*D)
N =max{p € o(A), n < A}

. ) Y99¢,NEY99
Plot zeigt theoretische Schranke %‘%}'ﬁ_ (]

_ lpa(z®) — x|

O\, p) =
(A, p) PEST
pi= HI - B_IA‘ . (3.4.6)
7 i 6 e @
Notation: Die von einer s.p.d. Matrix A € K"™" induzierte Energienorm ist
Ixlla = (x"A%)"?, xeK".
Mx
Beachte: Matrix-Energienorm: M|l 4 = sup I [ = HAV?MA*WH.
xekn\{0} x4 2

.pC
Aus Lemma &&Tﬁlgt:

0<y<l vx'Bx) <xfAx < (x"Bx) vxeK" = HIfB_lAHAglf'y.

(3.4.5) |

3.4

3.4

p. 238

eqg:-pcinvi

[VORKOND
i§ Konzept 3.4.4 (Vorkonditionierer). Eine s.p.d. Matrix B € K" heisst Vorkonditionierer (engl.

preconditioner) fir die s.p.d. Matrix A € K'"", falls

1.30 <y < T Kein: 7 (x"Bx) < xTAx < T (xBx) vx € K" und

2.die Auswertung von B~ x erfordert ungefahr den gleichen Rechenaufwand wie die
Matrix x Vektor-Multiplikation Ax, x € K".

Ein Vorkonditionierer liefert eine ,billige” approximative Inverse von A

[SPEKCOND
d Definition 3.4.5 (Spektrale Kondition). Spektrale Kondition fiir regulares A € K"

) _ max{|c(A)|}
(A min{|o(A)|}

i¢ Lemma 3.4.6. Furs.p.d. A,B € K"»"

) r
0<y<T: vx"Bx) <x#Ax <T(xBx) vxeK" = kB'A)< -

/

i

p- 237 Beispiele fiir Vorkonditionierer (Black-Box-Methoden ):

e Diagonalvorkonditionier (Jacobi-Vorkonditionierer): B = diag(ai, .-, ann)
SYMGSVORK

e Symmetrischer Gauss-Seidel-Vorkonditionierer Idee:  Approximatives Losen von Ax = b in zwei

Stufen

O Approximiere A1 ~ tril(A) (unterer Dreiecksanteil): X = tril(A)_lb

~
~

[0 Approximiere AL triu(A) (oberer Dreiecksanteil) und lose” damit die Fehlergleichung
A(x —X) =r, mit Residuumr := b — AX:

pinvit:rat

x =X+ triu(A) (b — AX) .

MitL 4 := tril(A), Uy := triu(A) findet man

x=(Ll+U'—~u AL b 0 B=L '+ U -U'AL.

Beispiel 111 (Jacobi-Vorkonditionierung).

3.4
p. 239
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Matrix mit ,schwerer” Diagonalen

n
A=AT er™™ 35 €0,1[: da;; > Z lagjl.

(3.4.7)
JFi
B o(A)C[(1—0)min{ay}, (1 +0)max{a;}] .
13 3
irin Lemma 3.4.7 (Gerschgorin-Kreise). Fir A € K™" gilt
n
o(A) C L_Jl{z eC: |z — (ij\} < Z#]’ |(L.]-,,j\} .
J=
:adef
Fur A aus (&ﬁ)_ (Jacobi-Vorkonditionierer = Equilibrierung”)
r(diag(ary, . ., (17171)71A) Clt=20,1+44].
<&
Beispiel 112 (Gauss-Seidel-Vorkonditionierung).
ol e i - Seie] /|
T -I10 - - 0
140 _I T _I H
120F // A = 0 e el e ERTI,QJI,Z
/ : T T I
A // o -+ - 0 -I T
// 4 -1 0 - 0
sof -1 4 -1
e T=|0 . - - eR™M .
200 ,/*//* oot : —1 4 —1
el RIS e 0 oo vorn 0 —1 4
—_e—o0—¢—0—¢ L L L L L
<
[UNVOLLSTCHOL
e Unvollstandige Cholesky-Zerlegung (engl. incomplete Cholesky decomposition)
illll :handmatri
.Cholesky-Zerlegung” mit Unterdriickung von Fill-In (— %}‘Pﬁs‘chn. %?M
MATLAB-Funktion: R=cholinc(A,’0’); (nur sinnvoll fur diinnbesetzte Matrizen !)

:adef

34
p. 241
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p. 242

Beispiel 113 (Konvergenz der vorkonditionierten inversen Iteration).

Konvergenz der Eigenwertnaherung aus der vor-

konditionierten inversen Iteration fir
e A = gallery('poisson’,30); (s.p.d.)
und

eB=A

Fehler der Eigenwertnaeherung

o B — Gauss-Seidel-Vorkonditionierer

e B «— cholinc(A,’0); o

— Inverse lteration
—— Gauss-Seidel-Vorkonditionierer
— IC-Vorkonditionierer

10 20 30 0 50
Schritt der vorkonditionierten inversen Iteration

3.4.3 Krylov-Unterraumverfahren
Gegeben: (Grosse, diagonalisierbare) Matrix A € K™": S™IAS = diag(\(, ..., \n)
(Eigenwerte sortiert: [A1] < |Xo] < -+ < |Ap))

Ei worobl Finde A1,...,\; (und Eigenvektorens. 1,...,s.;) bzw. <
igenwertproblem: . ' " s |l n
g p Finde \,,_j41,-.,An (unds.,_jy1,...,8.p)

di derintievde-it
0 Option: Potenzmethoden (direkt, invers), AbschnitteW
RITZ] it

Idee der Ritz-Projektion, vgl. %

O smeV=ImV)CcK,1<m<nVeK = )\, coVIAV)
1<l<n,{v.1,...,v.;} Orthonormalbasis von V;

O Falls V; ,signifikante Komponenten in\Richtung von s. ;" = 3du € U(VHAV), AR Ay
enthalt

Aus Stabilitatsgrinden !
Wie bekommt man Unterraum mit ,signifikanten Komponenten in Richtungvon s. ,,_;11,...,8.5,"?

it
Tipp: Unterraumversion der direkten Potenzmethode %
k—1)

V" peliebig , VM = A"V k=12,

Wie bekommt man Unterraum mit ,signifikanten Komponenten in Richtung von's. 1,...,s. ;" ?

3.4
p. 243
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Tipp: o([AlloT—A) = [[Al; —o(A)

(A s.p.d.: Betragskleinste Eigenwerte von A = betragsgrésste Eigenwerte von ||A|[, I — A)

yI Definition 3.4.8. Fiur A € K™, z € K", z # 0, ist der [. Krylov-Unterraum

K;(A,z) := Span {Z, Az, ... 7Alilz} .

Aquivalent: Ki(A,z) = {p(A)z: p Polynom vom Grad <[}

ARNOLDI

Sukzessive Konstruktion einer Orthonormalbasis (ONB) von KCj(A,z):  Arnoldi-Prozess

Induktives Vorgehen: {v1,..., vy} ONBvon K0 (A, z) V1 <m <
O Av;eKpq(A,z) (warum ?)
l ~
~ M
B V. =Av,— Z(vav;) Vi, Vg1 = m vig L Ki(Az). (3.4.8)
+1ll2

j=1
[GRAMSCHMIDT :

(vgl. Gram-Schmidt-Orthonormalisierung — lineare Algebra) orthogonal

vAAv; fallsi<j,
AV =V H . HeKM mith; =¥, fallsi=j+1,

0 sonst.

V[: [V17...,Vd :

0 ﬁ, = [obere Hessenbergmatrizer|

V1
VI
VT

Stabile Implementierung
des Arnoldi-Prozesses:

Modifizierter Gram-Schmidt

Im [. Schritt:
1x A XxVektor
[+ 1 Skalarprodukte
[ SAXPYs
n  Divisionen
0 Rechenaufwand fiir [ Schritte,
wenn A maximal & Eintrage #
0 pro Zeile: O(nkl?)

MATLAB-CODE: Arnoldi-Prozess

function [V,Ht] = arnoldi(A,k,v0)
V = [vO/norm(v0)];
Ht = zeros(k+1,k);
for 1=1:k
vt = A =V(,);
for j=1:1
Ht(j,l) = dot(V(.,j),vt);
vt = vt - Ht(,l)
end
Ht(I+1,1) = norm(vt);
Vo= [V, vt/Ht(I+1,D)];
end

*V())

(3.4.9)

H(+11l) = 0 0 Abbruch'!

i Lemma 3.4.9. Fur die Matrizen V; € K", fIZ e KL aus dem 1. Schritt , | < n, des
Arnoldi-Verfahrens gilt

0 Vv, =1,

(i) AV, = VHlﬁl, ﬁ, obere Hessenbergmatrix,
(iii) VIHAVZ =H, e K”, hz']' = ﬁf] fur1 <i,5 </,
(iv) Falls A = Af O H; tridiagonal.

ewp:Grat

Abbruch des Arnoldl—Prpzesses O Span{vy,...,v;} invarianter Teilraum von A.
im [. Schritt
(Praxis: rechne in diesem Fall mit ,beliebigem” vt weiter)

Beachte:

E(iii) < H, ist|Ritz-Projektior] von A auf Kj(A., z). }

Arnoldi-Prozess zur Eigenwertapproximation:

( (D)

Im [. Schritt: A\, = ltll) s An—1 Ry 2

3.4 7)\1%,“1 )

p-210 o) = oy < ) << )

arnoldi

34
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, Konvergenz der kleinsten Eigenwerte , Konvergenz der groessten Eigenwerte
10 10°
MATLAB-CODE Arnoldi-Verfahren - ) S ——
10 0
function [dn,V,Ht] = arnolidev(A,vO0,k,tol) *
n = size(A,1); V = [vO/norm(vO)]; Arnoldi-Verfahren 5 w 5 0°
f}—(|)r=|:zl§rr]os(1,0); dn = zeros(k,1); zur Berechnung der k, k < n gw g .
d = dn; betragsgrossten Eigenwerte von é 10° §
Ht = [Ht, zeros(l,1); zeros(1,))]; n,n B o [N 3 10°
vt = AVED): AcK §1o e g
for j=1:1 ) . \ 10 L peeeey L o
HIG) = dot(V(.j)vi); Pro Schritt nur eine . e -
vt = vt - Hit(,l) *V(,)); Multiplikation mit Matrix A !
end - . . 0 10"
ev = sort(eig(Ht(l:I,l:I))); (Efﬂz'ent fur dannbesetzte ’ * Schriﬁ)edesArﬁ)ldi—Pro;gsses * ® ° * SchriiloedesAr;%ldi—Pro;gsses ® ® o
dn(1:min(l,k)) = ev(end:-1:end-min(l,k)+1); Matrizen)
if (norm(d-dn) < tol *norm(dn)), break; end; ’
\"/‘t(|+1,|) =t/':|?flm§\llt); Monoton wachsender Speicherauf-
= + -
end [V, VUL wand ! " . _
ImFall A = A" € K" p H;=H;" P kurze Rekursionen: Lanczos-Prozess
Beispiel 114 (Arnoldi-Verfahren zur Eigenwertberechnung).
34
p. 249
-arnoldi
n=100: Lemma%—%d—t Schritt, 1 < [ < n des Lanczos-Prozesses erzeugt V; € K" mit orthonor-
M=gaII’ery('tridiag‘,-0.5 xones(n-1,1),2  *ones(n,1),-1.5 *ones(n-1,1)); mierten Spalten, so dass
[Q.R]=gr(M);
«
v=ones(n,1); Vv(2:2:end)=2 *V(2:2:end); 31 g; B
S=diag(v) *Q; A=Sxdiag(l:n) *inv(S); i % an -
P2 ag -
H e e k.k ;g .
VitAV, = =:T; € K™" [Tridiagonalmatrix
Startvektor: ones(100,1): ! ! ! [ g ]
o(A)={1,2,3,4,...,97,98,99,100} o Br_
Br-1 o,
Konvergenz der kleinsten Eigenwerte Konvergenz der groessten Eigenwerte
45 105 T T T T T
)‘1
a0 \ A 100
\ A
35 \ Ay 3
gzo \ g 90
% 25 \ 'ﬁ::; 85
§ 20 \\\ § 80
g \ s
o 15 \ . > 75
[m] [}
10 \ 70
s \\\ _ o
; B - . . . . . 3.4
0 10 20 30 40 50 60 0 20 30 40 50 60
Schritte des Arnoldi-Prozesses Schritte des Arnoldi-Prozesses p. 250




Lanczos-Prozess MATLAB-CODE Lanczos-Prozess

function [V,alpha,beta] = lanczos(A k,w)
V = [w/norm(w)];

alpha = zeros(k,1);

beta = zeros(k,1);

Rechenaufwand pro Schritt:
1x A xVektor
2 Skalarprodukte

for I=1:k
2 SAXPYs vt = A *V(D);
1 Division it (I>1)
. . vt = vt - beta(l) *V(;,I-1);
0 Rechenaufwand fiir [ Schritte, wenn end
A maximal k Eintrage # 0 pro Zeile: alpha(l) = dot(V(:l)vt);
O(nkl vt = vt - alpha(l) *V(,1);
(nkl) beta(l+1) = norm(vt);
beta(l+1) = 0 O Abbruch! Vo= [V, vifbeta(+1)];

end

Speicherbedarf: 2 Vektoren Lange n, beta = beta(2:end-1);

wenn V nicht berechnet wird.

. L . 0
Lanczos-Prozess zur Eigenwertapproximation: (Theorie %’,iﬁ?bschn. 8.5])

Im [. Schritt: A\, ~ #51) s An_] & #;Z e AR ,u(ll) ,

o) = (ot e < < < )

Beispiel 115 (Rundungsfehlereinfluss beim Lanczos-Prozess).

A ¢ R10:10 a;; =min{i, j} . A = gallery('minij’,10);

Berechnet durch [V,alpha,beta] = lanczos(A,n,ones(n,1));

38.500000 14.813845
14.813845 9.642857 2.062955
2.062955 2.720779 0.776284
0.776284 1.336364 0.385013
0.385013 0.826316 0.215431
0.215431 0.582380 0.126781
0.126781 0.446860 0.074650
0.074650 0.363803 0.043121
0.043121 3.820888 11.991094
11.991094 41.254286

J(A) = {0.255680,0.273787,().SU7979‘()‘36(52094().465233‘0.(543104,I.000000,1.873023,5,048917,44,7660(59}

O'(T) = {().263867.[],3(]3()[]1.().365376,()."165199.[].6"1310"1,1.[)()[]()(]0,1,873(]23,5.[]'18917,11.7655)76.'1"1.766(]69}

34
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. . LOQY
= Mysteridser Cluster von Eigenwerten von T (,ghost eigenvalues” @TSect. 9.2.5])

1.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000251  0.258801
0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000106  0.109470
0.000000 —0.000000 1.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000005  0.005373
0.000000  0.000000  0.000000  1.000000 —0.000000 0.000000  0.000000  0.000000  0.000096

VHy — | 0000000 0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000001
0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  1.000000 —0.000000 0.000000  0.000000
0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000
0.000251  0.000106  0.000005  0.000000  0.000000  0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000
0.258801 0.109470  0.005373  0.000096  0.000001  0.000000  0.000000 —0.000000 1.000000
0.883711  0.373799  0.018347  0.000328  0.000003  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

= Orthogonalitatsverlust der Basisvektoren durch Rundungsfehlereinfluss

(Lemma 'Rﬁr \I/on Jtheoretischem Wert”)

! a(Ty)

1 38.500000

2 3.392123  44.750734

3 1117692 4.979881  44.766064

4 0.597664 1.788008 5.048259 44.766069

5 0.415715 0.925441 1.870175 5.048916 44.766069

6 0.336507 0.588906 0.995299 1.872997 5.048917 44.766069

7 0.297303 0.431779 0.638542 0.999922 1.873023 5.048917 44.766069

8 0.276160 0.349724 0.462449 0.643016 1.000000 1.873023 5.048917 44.766069

9 0.276035 0.349451 0.462320 0.643006 1.000000 1.873023 3.821426 5.048917 44.766069

10| 0.263867 0.303001 0.365376 0.465199 0.643104 1.000000 1.873023 5.048917 44.765976 44.766069

B Gute Approximation der betragsgrossten Eigenwerte fir [ < n

Analytisch aquivalent: Arnoldi-Prozess angewandt auf A, versuchen wir es mal:

0.883711
0.373799
0.018347
0.000328
0.000003
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
1.000000
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0.297303

0.276159 0.349722

0.263872  0.303009 0.365379
0.255680 0.273787 0.307979 0.366209

© 00 ~1I D U= W N |~

[
(e}

B Perfekt !!

0.336507
0.431779
0.462449
0.465199
0.465233

0.415715
0.588906
0.638542
0.643016
0.643104
0.643104

0.597664
0.925441
0.995299
0.999922
1.000000
1.000000
1.000000

1.117692
1.788008
1.870175
1.872997
1.873023
1.873023
1.873023
1.873023

Beispiel 116 (Eigenwertberechnung mit Lanczos/Arnoldi-Prozess).

Lanczos-Verfahren:
A = gallery(’minij’,100);
Startvektor: ones(1,100)

MN(Ty), N—i(Ty), - -

Gute Konvergenz

(g

bevor ,ghost eigenvalues” auftreten.

Fehler in der Eigenwertapproximation

3.392123
4.979881
5.048259
5.048916
5.048917
5.048917
5.048917
5.048917
5.048917

38.500000
44.750734
44.766064
44.766069
44.766069
44.766069
44.766069
44.766069
44.766069
44.766069

34
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Arnoldi-Verfahren:

(Matrix/Startvektor wie oben)

N(T), (T, B

g
E
g
g
E“’
H
)
w
g

Lanczos-Prozess rundungsfehleranféllig
Arnoldi-Prozess wesentlich stabiler
(Keine ,ghost eigenvalues”)

Krylov-Unterraum-Verfahren basierend auf Arnoldi-/Lanczos-Prozess sind die Methoden der
Wahl zur Berechnung von wenigen Eigenwerten/Eigenvektoren fiir grosse diinnbesetzte

Matrizen

Bemerkung 117. Erweiterung der Krylov-Unterraum-Verfahren auf verallgemeinertes Eigenwertpro-
blem Ax = ABx, B s.p.d., durch Ersetzung des Euklidischen Skalarprodukts mit ,B-Skalarprodukt”
(x,y) — x'By.

MATLAB-Funktion:

d = eigs(Ak,sigma) . k grosste/kleinste Eigenwerte von A

d = eigs(A,B,k,sigma) . k grosste/kleinste Eigenwerte fiir verallgemeinertes Eigenwert-
problem Ax = ABx,B s.p.d.

d = eigs(Afun,n,k) :Afun = Funktionshandle fir Anwendung von A/A~—YA —

oI/(A — aB)~! auf Vektor. Eigenschaften der durch Afun re-
prasentierten Matrix missen durch Flaggen spezifiziert werden.

3.4.4 Singul arwertzerlegungen

[SINGWERTZERL
= Diagonalisierung durch separate unitare Basistransformationen in Bild- und Urbildbereich

d Theorem 3.4.10. Zu jedem A € K""" gibt es unitare Matrizen U € K" V ¢ K™" und
eine Diagonalmatrix ¥ = diag(oy, ..., 0p) € R™", p := min{m,n}, o1 > 09 > 0, > 0 mit

A =UxVvT,

3.4
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VH

d Definition 3.4.11. Die Zerlegung A = UXV# aus Satz &fﬁgﬁeisst Singularwertzerlegung
(SVD) mit Singularwerten o;.

Singularwertzerlegung = Zerlegung in Rang-1-Komponenten:

- H_N oo vl
A=UxvV —ijlaju.ﬁjv_’j. (3.4.10)

1 Lemma 3.4.12. Die Quadrate 0’? der nichtverschwindenden Singularwerte von A sind Eigen-
Vi Vi 0 Al
werte von A A, AA* und A 0O
bzw. (1), .., ().

V.:l

) zu den Eigenvektoren v. 1,...,V.p, W.1,..., U p,

.ewcond
> Thin, BEE %5, (A) — 0p(A 1+ E)| < |E,
Das Problem der Berechnung der Singularwerte ist immer hervorragend konditioniert
==

Singularwerte von A sind eindeutig bestimmt

34
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MATLAB-Funktionen:

s = svd(A)
[U,S,V] = svd(A)
[U,S,V] = svd(A,0)

: Berechnet Singularwerte der Matrix A .

: Berechnet Singularwertzerlegung geméass Thm. %d_

: Sparsame Singularwertzerlegung fir m > n:: U € K"", ¥ €
]Rn,n’ V e K"

. k grosste Singularwerte (sinnvoll fur dunnbesetztes A)

 Partielle Singularwertzerlegung: U € K™F vV € K% ¥ €
R*-* diagonal, enthalt k grosste Singulérwerte von A.

s = svds(A,Kk)
[U,S,V] = svds(AK)

Sparsame Singularwertzerlegung:

vH

34
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SVD-Algorithmus ist in jedem Fall numerisch stabil
[RECHAUFWSVD
Rechenaufwand: . )
omn? 4+ 203 + O(n?) + O(mn) furs = svd(A) ,
4mPn + 2203 + O(mn) + O(n?) fur [U,S,V] = svd(A)
O(’mn2) + O(ng) far [U,S,V]=svd(A,0) ,m > n.
Bqlqu
[NUMRANGBEST

e Anwendung: Numerische Rangbestimmung

K Lemma 3.4.13 (SVD und Rang einer Matrix). Erfullen die Singularwerte von A

o1 2"'207’>U7‘+1:"'Ul):07
rank(A) =1
Ker(A) = Span {V.A’,.H, e 7v._n} ,
Im(A) = Span {u.)]7 RV ¢ P

[

3.4
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Graphische Darstellung: Spalten = ONB von Im(A) Zeilen = ONB von Ker(A)

Anmerkung: MATLAB-Funktion r=rank(A) benutzt SVD zur Rangberechnung.

e Berechnung von Matrixnormen

1 Lemma 3.4.14 (SVD und Euklidische Matrixnorm).

VA € K™™ ||Ally =01(A), VA € K™" regular: condy(A) =o1/0y, .

Anmerkung: MATLAB-Funktion norm(A) und cond(A) benutzen SVD.
e Anwendung: Bestapproximation durch Niedrigrangmatrizen (engl. low rank approximation)

[FROBNORM ’
i Definition 3.4.15 (Frobeniusnorm). Die Frobeniusnorm von A € K" ist definiert durch
m n
2 . 2
IANE =D lagl -
i=1 j=1

Frobeniusnorm und SVD:

2 P 2
IAlE =327

Beachte: || A|| - invariant bei unitaren Transformationen.

Notation: Ry(m,n) :={A € K"™" rank(A) <k}, m,n, k€N

X Theorem 3.4.16 (Niedrigrang-Bestapproximation). Sei A = ULV die SVD von A € K™,
Setze fir 1 < k < rank(A) Uy = [u,...,uy], Vi = [voi,...,vop], 5 =
ding(or .., o). Dann gitt far |- = ||| pund |- =

HA - Ukzkv,{?H <||A—F| VF € Ry(m,n).

34
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Beispiel 118 (Hauptkomponentenanalyse).
A e R"™™ m > n:

Zeilenvon A — Messung mehrerer Grossen
Spaltenvon A — Messgrossen

Ziel: Identifikation linearer Korrelationen

Im Jahresverlauf werden zwei verschiedene Gréssen an 10 verschiedenen Orten gemessen:

(Die Messungen sind fehlerbehaftet) B ;m‘essung
5 Mesaung
. L4 Messung
n = 10; AR . ]
m = 50; T, e T
- of : Y’ . i P .
= * + + N +
X sm(pl' (l.m)’/m), o R g . |
y = cos(pi *(1:m)/m); I A A PRI
_ . P + + + + + o+
A= []' : oy f* 7 ﬁ; :Jr o K et
for i = 1in opHT# N *
A = [A, x. =rand(m,1),... ﬂi*
y+0.1 *rand(m,1)]; o8] M ]
end e,
e e
o 5 10 15 20 25 30 35 20 25 50
2r . . . .
«— Verteilung der Singularwerte der Messmatrix
w 101
2 Zwei dominante Singularwerte
g
< 8
ES —
9 6 . . . .
Messungen linear korreliert mit zwei
I 1 Hauptkomponenten.
A
© 0 o0 4 B
R N N O TR

6 8
Nummer des Singulaerwerts

Hauptkomponenten =
Beitrage =

u.1,u.o (fuhrende Spalten von U in SVD)
v.1, V.o (fihrende Spalten von V in SVD)

3.4
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© S o3f ° 1
o o
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L i =
02 1“111** o gerttTTTTRELLY oo 5]
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0.15 ¥ o + E
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2 SO0 5 g
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5 12960 e 90 g o2
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= +0° +* + 2 015 1
S o e €
& o Fey =
T ¥ 5]
¥ o
005 +1, B 5 oaf 1
i s
. 3
—01f i B 2
* 3
¥
+ 1. Modellvektor o < gost i
_0asf| * 2 Modellvektor +i* 4
* 1. Hauptkomponente +:: - + . o °
o+ + o
B i S B , , , T iirge * g MR S S S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 (] 2 4 6 8 10 14 16 18 20
Nummer der Messung Messgroesse

BILDDATENKOMP
Beispiel 119 (Bilddatenkompression). m X n-Pixelbild (Graustufen, BMP-Format)

R ajj € {0, o ,255}

< Matrix A €

B> Niedrigrang-Bestapproximation des Bildes: A = UkEkVT, Thm. %%%ation)

original picture 10/729 singular values

20/729 singular values 40/729 singular values

34
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34
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[img_data] = imread(<file>.jpg’);
img_data = double(img_data);
image(img_data);

[U,S,V] = svd(img_data(:,:,1));
s = diag(S);

k=20;

img_data_comp = U(;,1:k)
image(img_data_comp);

* diag(s(1:k)) *V(;,1:K)";

col = [0:1/215:1) *[1,1,1];
colormap(col);
Zugegeben: Es gibt bessere Verfahren (JPEG, Wavelets, etc.) als SVD.

3.5 Numerik linearer Ausgleichsprobleme

[File: section-numerik-linearer-ausgleichsprobleme.tex, SVN: section-numerik-linearer-ausgleichsprobleme.tex 1199 2006-12-05 06:48:09Z hiptma

LsQ

Lineares Ausgleichsproblem, ,Methode der kleinsten Quadrate” (engl. linear least squares):

Gegeben: A € K"™" m,n e N,b e K"
Gesucht: x € K" mit
() [[Ax —bj, = inf{[[Ay — b[[,: y € K"},

(ii) ||x||, minimal unter Bedingung (i)

(3.5.1) |

A

Geometrische Interpretation:
{Ax,x € R"
X = Orthogonalprojektion von b auf Unterraum

Span {a.‘yl, LAy

J Lemma 3.5.1. Existenz & Eindeutigkeit von Lésungen des Linearen Ausgleichsproblems

35
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PSEUDOIN])

problem Ax — b|| — min, ||x|| — min.

v Definition 3.5.2 (Pseudoinverse). Die Pseudoinverse A" € K"/ von A € K" ist die Ma-
trixdarstellung des (linearen) Lésungsoperators R™ — R", b ~ x zum linearen Ausgleichs-

MATLAB: -
= Alb (backslash) Iost GBDTar A € K™, m # n

= pinv(A) berechnet Pseudoinverse

_— . . . . gﬁ‘NLLSQ
Beispiel 120 (Lineares Fitten von Daten, lineare Regression). — Bsp.

Gegeben: Messpunkte” (t;, y;) € K2, i m t,el CcK
Basisfunktionen b; : [ — K, j = 1
Gesucht:  Koeffizienten E K, j=1,...,n,s0 dass

m n

Z |f(t;) — % —min , f(t):= Z jbj(t) .
j=1
B>  Lineares Ausgleichsproblem mit A = (b;(t;)), 1 <i<mn,1<j <m.

Hier:  ||b — Ax]|, misst Qualitat des Fit-Modells.

Spezialfall:  Polynomiales Fitten: bj(f,):tj*l
MATLAB-Funktion: p = polyfit(t,y,n); , n = Polynomgrad

Kondition des linearen Ausgleichsproblems:

op > 0pg1 = ... = 0p = 0, p = min{m, n}, die singularen Werte (— Def.
A € K" Dannist
o
condg(A) := 2
oy

die verallgemeinerte Kondition (bzgl. der 2-Norm) von A.

VERALLGKOND -cond
d Definition 3.5.3 (Verallgemeinerte Kondition einer Matrix, — Def. %ﬁien oy > 09 =

von

35
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d Theorem 3.5.4. Fir m > n, A € K™", rank(A) = n, lose x € K" das lineare Ausgleichs-

problem ||[Ax — b|| — min und X das lineare Ausgleichsproblem ||(A + AA)X — b|| — min.
Dann gilt
1AA],

Al

Ix =%l ( [l
222 < (2condy(A) + cond3(A)
[l ZNAL Tl

mit Residuumr = Ax — b

Falls ||r|lo < 1 O Kondition(Lineares Ausgleichsproblem) ~ conds(A)
Falls ||r||5 ,gross” O Kondition(Lineares Ausgleichsproblem) ~ cond%(A)

3.5.1 Orthogonaltransformationsmethode

Annahme: A € K™ m > n, hatvollen Rang: rank(A)=n

QR-Zerlegung (— Abschnitt G227 == ——

A = QR, Q € K™ unitar, R € K"™" (regulare) obere
Dreiecksmatrix.

|Ax — b, = HQ (Rx — Q'b) H — HRx—bH . b=Qlb.
e
by
|
|[Ax — b, = min < R I — min .
In
0
3777, 2
S —
0
-1 E
bl O
X = K , Residuum r=Q 3
by rL:rl
5’"




Beachte: )y = E%+1+...+Zgn

Implementierung:

Sukzessive Orthogonaltransformation (von links) von A (— R), b (— }3)

O  QR-basierter Algorithmus implementiert im Least-Squares-Loser des MATLAB-Operators \ (fur
vollbesetzte Matrizen)

Ausgleichsrechnung und SVD (fur allgemeines A € K""™, rank(A) = r < min{m, n}):

2 0 vi
A = (U U] ( . ) ( b)
00 v!
1 .
A 1 v
- U ' U S
I H
| Va

MitSVD A = UnVEH:

U, € K", Uy = K™ %, = diag(oy, ...

von Uy, Uy, V1, V5 orthonormiert.

jax—bl, = iuy v (7 0) (Vi

Praxis:

,oy) € RV, € K, Vy € K", Spalten

)= G107 - ()

2 2
—1y1H
> X = (Vlzr Ul )bl .
MATLAB-CODE Lbsung eines linearen
function y = Isgsvd(A,b)
[NUMRANK [U,S,V] = svd(A,0);
Numerischer Rang”: sv = diag(S);
r = max(find(sv/sv(l) > eps));
r = max{i: 0;/01 > tol} y = V(1r)  +(diag(1./sv(1:r) o
e,y *b));
L Ausgleichsproblems mit SVD
:svd _
d Theorem 3.5.5. Hat A € K""" die SVD (&%},—u‘ann git At =V %, IU]H .
Anwendung der SVD: Minimierung auf der Einheitssphare:
Gegeben: A € K™" 'm >n: Suchex € K", ||x[[;=1: [[Ax[]y — min . (3.5.2)

B>  Eukiidischer Abstand dist(g,y) = [c+n’y] .
Ziel:  Zu gegebenen Punktenyq,...,ym, m > d, finde g > c€ Rn € Rd,
m
Zdist(g,yj)2 — min .
35 =1
Ty Yin c
. 1 y9q . .
|[Ax[|; — min < : yzz"l y2:’” " — min  wobei
LYm1 - Ympn nn/ |y
-die-gr-zerlegun
Mit QR-Zerlegung (— Abschnitt&ei_am) d dund
e T e T1,d+1
0 rog --- T
Ly Yin : Z’fl“
Ly Y2,n : '
A=l " 1=QR , R:=[0 Tdt1,d+1
’ ) 0 - 0
1 Ym,1 - Ymn .
0 . 0
i T e T1d+1
0 7y - T2, d+1 ¢
H H ni
[Ax[ly —» min < [[Rx[y =] 0 Faitd+l | |
0 --- . 0
H H ng
35 0 0
§g:l’ﬂi§(

: 9 . ||> _ : H |2
min [|Ax|3= min [[USV7x| = min UN(V&x) ||
[Ixllo=1 lIx[lo=1 2 ||VHx||,=1 2
= min HZyH% = min (J%y% +o a;zzy,%) > ,21 .
llylla=1 llylla=1
Das Minimum wird fir y = e, angenommen 0 x = Ve, = V..
. Minimaler Wert = o,
Beispiel 121 (Fitten von Hyperebenen).
Hessesche Normalform einer Hyperebene im R?: g={x¢€ R% ¢+ n’x = 0}, Imfy=1

n|, = 1, so dass

[nfy=1.

c Rm,d-H

— min .

35
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. . LILUIISL
0 Loése mittels SVD (Problem vom Typ (&ﬁj—:

T2l T2y v e 2.d+1 ™
0 rag e een T 1

a3 3,d+1 —min , [nf,=1.
0 Td+1d+1/ \"d/ [l

d
O Darpp=vd+1#0 p c= —T’l_ll Z T j+175-

Vorsicht: Informationsverlust bei Berechnung

>> A = [1 1;...
von ATA, zB. [

sqrt(eps) O;...
1 2 0 sart(eps)];
i 140 1 '
A\ () = ()
ans = 2
Wennd < ,/eps O 1462 =1inM, dh  >> rank(A® <A)
A A numerisch singular”, obwohl rank(A) =2 ans = 1

S O =

J=1 Vermeidung der Berechnung von A7 A:  Residuumr := Ax — b als neue Unbekannte:
MATLAB-Funktion: AAx— APy o B(T) = (L AY(r)_(P (35.4) |sqiata
. ) ) ) X/ Al bd 0) " " -
Zu A c Km,n suche MATLA?-CODE. Lineares Ausglelchsproblem mit Nebenbedingung
di —di function [c,n] = clsq(A,dim); . T L —alA b 0 T
n € K4® ¢ ¢ K40 1 0] = size(A); Allgemeinere Substitution z := ax, r := « X — b, a > 0 (zur Verbesserung der Kondition):
mit if p < dim+1, error ('not enough unknowns’); end; v ol A v ab
if m < dim, error ('not enough equations’); end; H _AH P (s _ e
. A m = min (m. p) A"Ax=A"b & B, nE AH | ’ 0 (3.5.5) [sq:trafoz
A n —min R = tiu (qr (A);
2 [U,S,V] = svd(R(p-dim+1:m,p-dim+1:p));
mit Nebenbedingung: |n = V(:dim); Beispiel 122 (Kondition des erweiterten Systems).
¢ = -R(1:p-dim,1:p-dim)\R(1:p-dim,p-dim+1:p) *N;
[nfly = 1.
3.5 3.5
p. 281 p. 283
3.5.2 Normalengleichungen
[NORMGLEICH . "
A € K" m > n, mit vollem Rang rank(A) = n. Zu lésen ist (Efﬁ)%}r b e K™ ;
1+el v
x € K" |[Ax —Dbl|y — min . (3.5.3) [sq:prdl A= 1-€1 ' ¢
€ € Wl
Plot verschiedener Konditionszahlen wo'p
f(x) = |Ax — b3 = xT(ATA)x — 2b7 Ax + b'b . in Abhangigkeit von e O «f
(@=]Aly/v2)
10"
B grad f(x) = 2(ATTA)x —2AD . wh
€
Y
&

| -orb Bemerkung 123 (Normalengleichunge vs. Orthogonaltransformationsmethode).
grad f(x) = 0: AfAx = AL = Normalengleichung zu (%7

falsq.trafo2
Beachte: rank(A) =n O AHMA e K" regular -

Vorteil der Normalengleichungen in der Form

Vorsicht:  Gefahr der Instabilitat: Mit SVD A = ULV A sparse (— Def. Bﬁ%_ B/B,, sparse

2
A condQ(AHA) = condQ(VEHUHUZVH) = condQ(ZHZ) = % = condQ(A)2 . 3.5 3.5
In p. 282 A | p. 284




Lineare Nebenbedingung
Idee: Ankopplung der Nebenbedingung durch Lagrange-Multiplikator m € K
1 .
. x = argmin max L(x,m), L(x,m):=—|Ax— b||2 + mH(Cx —d).
3.5.3 Totales Ausgleichsproblem xeKn mek? 2
: lengleich
Notwendige (und hinreichende) Bedingungen firr Lésung (— Abschnittgﬁg’mwm—
TOTAUSGLPROB
oL H H | L |
, —(x,m)=A"(Ax—b)+C"m=0 , —(x,m)=Cx—-d=0;.
Gegeben: A € K", m > n,rank(A) =n,b € K" ox Oom
—~ ~ T
Gesucht: A € K"" b € K™ mit
[A b|- [K B] H —min , belm(A). Ha oH " ERWNORVGE
Ht’c—/ L CIE (ACA C() ) (1)1(1) = (Adb> Erweiterte Normalengleichungen (Sattelpunktproblem)
' —C
(3.5.6) [saifotal Algorithmus (basierend auf Block-LU-Zerlegung):
~ R ~ total . AfA CcHYN RZ 0 R GH R, S € K™" obere Dreiecksmatrizen
belm(A) = rank(C)=n P min  ||C — CH . C 0o )\ g —s# 0 S G e Kpn
rank(C)=n F
: -posit-defi
RIR = AFA - Cholesky-Zerlegung — Sect. Eﬁm%
35 RIGH = ' — 1 Vorwartssubstitutionen — Sect. 23 idefin
p. 28 GGH = SIS —; Cholesky-Zerlegung — Sect. %‘J—
] MATLAB-CODE 101ales Ausgleicnsproniem . -normalengleichungen . .
Thm.%%mée‘rwende svb C = UsV?| function x = Isqtotal(A,b); Vorsicht: Abschn.E%%%’B—ﬁ—qﬂ: erechnung von kann teuer und problematisch sein ! .
N [m,n]=size(A): e (Abhilfe durch Einfiihrung einer neuen Unbekanntenr = Ax — b, vgl.
C=>ou % = Cv,a=0. | [U Sigma V] = svd(fAb]); I A0 r b
= Sf = V(n+1,n+1); . AT g cll||x|=10 (3.5.8) |
s =70, 0 C 0 m d
Wenn Vi i1 41 7 0, dann error(No solution’)
Ax=b mit x=v ! V.l - end
neLin ot x = -V(Lin,n+l)/s;
SVD-basierter Algorithmus:
:orth
0 Berechne Orthonormalbasis von Ker(C) mit SVD (— AbschnittE%%:_
3.5.4 Ausgleichsrechnung mit linearen Nebenbedingungen H
g 9 gung C=U[x 0] [X}]} , UeKPP ¥ e RPP V€ K" Vy e KWP
2
AUSGLPROBLINNB B Ker(C)=Im(Vy).
und partikulare Loésung
xg:=Vs~lufla.
Gegeben: A € K", m > n,rank(A) =n, b € K™, Darstellung fiir Losung x von x =x9+ Voy, yeK'P
C e KP", p <n,rank(C) =p,d € KV 0 Einsetzen der Darstellung O Standard lineares Ausgleichsproblem
Gesucht: x € K" mit |[Ax — b, = min , |Cx=d]|. 35 [A(xg+ Vay) = bl — min & [[AVyy — (b — Axq)|| — min .
(3.5.7) |sging;

3.5
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3.6 Krylov-Verfahren fir lineare Gleichungssysteme

[File: section-krylov-verfahren-fuer-lineare-gleichungssysteme.tex, SVN: section-krylov-verfahren-fuer-lineare-gleichungssysteme.tex 1062 2006-1

. . ;iterationsverfahren .
Klasse von lterationsverfahren (— Abschnitt ZUur approximativen Losung linearer

‘RYLURVERF Gleichungssysteme Ax = b.

e Nur Auswertung A x Vektor erforderlich
e (In vielen Fallen) Aufwand fir einen Schritt ~ Kosten(A x Vektor)

Charakteristika:

Iterationsverfahren zur Lésung linearer Gleichungsysteme !?  Warum ?
Lo A . . lycosts
e Eliminationsverfahren zu aufwandig (z.B. fir A sehr gross, diinnbesetzt), — (%—

e Direktes Losen ,overkill’, da nur geringe Genauigkeit erforderlich
. ) :newtonverfahren
(z.B. im Newton-Verfahren — AbschnlttE ﬁ)

e Gute Naherung als Startwert verfugbar

o Koeffizientenmatrix nur als Prozedur y=evalA(x) < y = Ax gegeben

Beobachtung: Losungen vieler LGS aus Wissenschaft/Technik mit s.p.d. Koeffizientenmatrix weisen
dominierende Anteile von Eigenvektoren zu betragsgrossten/betragskleinsten Eigen-

werten auf.
—~—

. S . . :kryl-unterr
[siehe Motivation fiir Krylovraume, Abschnitt

) ) 0 ) [FEHLERGL
Idee: Gegeben Naherungslésung x( >, suche Losung der Fehlergleichung
Ac=r , Residuumr:=b— AxV)
-Kryl
im Krylovraum /C;(A, z) (— Def. E%E/_z, [ ,geeignet”

(3.6.1) |

Beachte: dim (A, z) <n O %uberbestimmtes Problem

3.6.1 Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG)

.spd
Annahme: A = A ¢ K" n e N, Hermitesch, positiv definit (— Def. %

-21 09:33:

3.6
p. 289

EQZC 1X]

3.6

p. 290

fi

IADNALARE I
O A-Skalarprodukt (x,y)r—>xHAy = ,A-Geometrie”

j Definition 3.6.1 (Energienorm). Die von einer s.p.d. Matrix A € K" induzierte Energienorm

ist
Ix)| 4 = xTA%)"? | xeK".
3.6.1.1 Prinzip des CG-Verfahrens
Idee: . Abbruch fur exakte Losung; —b— Ax(0) (Residuum)

» Fixiere c aus urch Galerkin-Bedingung

r—AclkdA.r) < rew = p — A)(Oml)LICI(A7 r). (3.6.2)
Euklidisch orthogonal

(Abstraktes) Verfahren der konjugierten Gradienten (CG) berechnet Naherungsldsung x() des
LGS Ax = b durch Korrektur der Startndherung x in Ki(A,r),r:=b— Ax(0), festgelegt

eg:ga cC

.galcond
durch now 30
p. 291
O falls {p1,...,p;} =Basis von K;(A,r)
cHow Sl (3.6.3) Eqige2
B> Berechne Koeffizienten der Basisdarstellung ¢ = v1p; + - - - + ;p; aus
p{’Ap, - p{'Ap)\ [m p{’r
H ; i = ; (3.6.4) Haq:gclsg
plAp; - pflAp) \u p/lr
Besonders einfach, wenn {py, ..., p;} A-orthogonale Basis von K;(A,r): pl,qupi =0furi # j.
Bemerkung 124 (CG als direkter Loser).
Falls Alr € K;(A,r), dann x() = A~!b fur die Naherungslésung aus dem abstrakten CG-
Algorithmus.
O CG terminiert nach spatestens n Schritten mit x() = A= 1p.
Sei [ minimal, so dass Alr € K;(A,r). Nach dem Austauschaxiom r € Span {Ar, e Alr} =
AK(A,r),also A(x* —x(0) e AK(Ar) = x*—x) e Kj(A, 1), so dass die Korrektur die -
exakte Losung liefert. ’
p. 202



Bemerkung 125 (CG-Verfahren und quadratische Minimierung).

n Lemma 3.6.2 (S.p.d. Gleichungssysteme und Minimierungsproblem). Fir A € K" s.p.d.,b €
K™ gilt

Ax=b & x=ag m]ilg Jy), Jy) = %yHAy — R,e{bHy} .
ye n

Unterraumkorrektur:  Sei V' C K" Unterraum mit Basis {p1,...,p;}, | < n.

= Approximatives Losen der Fehlergleichung (%%ﬁrch ,Minimierung in Richtung von V"

() c=argmingey J(y), J(y):= %yHAy — Re{(b — Ax(o))Hy} , (3.6.5) [dg1)
(i) Neue Naherung x" .= x(0) ¢ ¢ (3.6.6) [g2
3.6
p. 293
n Lemma 3.6.3. c, x(mew) qus (&%) (%) eindeutig bestimmt durch die Galerkin-Bedingung
A
Bemerkung 126. Firb € R", J(y) := zyHAy — Re{bfy}ist —gradJ(x)=b— Ax
(0 Residuum = Abstiegsrichtung):
P Wahle Residuum als Grundlage des Krylov-Raumes. A
3.6.1.2 Implementierung des CG-Verfahrens
Annahme:  A-orthogonale Basis {p1, . .., pn} von R" verfiigbar, so dass
Span {py,...,pi} = Kj(A,1) |
[ (Effiziente) sukzessive Berechnung der x(0)
3.6

p. 204

Input : Anfangsnaherung x(0) e K"
Output : Bessere Naherungslésung x() e Kn

.= b - AxO);
H.(0)

; ; P, 3.6.7) ALG:
for j=1toldo{ x\ 1:X(J_1)+[]{—p7’; } (3.6.7) ALCGHK
p;/Ap; -
B Firl<j<m<I: Orthogonalitit p; | M .= b — Ax(m)
(m) (0) m k el
p; - (b— Ax!") = pfl(b — ﬁff > 1pHA Apy) =0. (3.6.8) Kylorth
=r

Aufgabe: Konstruktion einer A-orthogonalen Basis (“))

{p ] ..... P[} des Krylov-Raums /C;(A,

(— Def. ; Abschnitt
(&ﬁ)'%_ldee: [Gram-Schmidi-Orthogonalisierund, — (ﬁﬁ)’%ﬁ%dlaren
Residuen /) :=b — AxU):
J ()
. Ar
— 0 5. b — Ax) Prp P _
pr=r",pjy1:=(b—- AxY) — Pr, j=1,...,1—-1
/ VT ; Py Apk
—r(d)
(3.6.9)

3 Lemma 3.6.4. Nichtverschwindende Vektorenp;, 1 < j <[, und rl) .= b—AxW), 0 <j<l,

r .
aus s erfillen

@ {p1,
i ...,

, P} ist A-orthogonale Basis von C;(A

rli=1V ist Orthogonalbasis von ICj(

Beweis. A-Orthogonalitat der p; nach Konstruktion — (%)

et I pHArl)
GEAYERY) B Ar
= Pj+1 = r(C Pk -
Z HAPA Zl i/ Apy,
= p]-HESpan{r( )7p17---7pj~,AP17---7APj} .

3.6
p. 295

GRS

3.6

p. 296



J pHp()
: p,r
p1—I'(U)>p]+1—(b—AX(]))_Z ]§A B, j=1,...,01—1 (‘%}
5 k=1Pr Pk
J pHp)
. P.r rth
plz:r()7p]+l7(b—AX(‘I>)_Z I{}A PL :1:- 7l_1 B
20 k=1Pr Pk
v
&Y emra) € Span {p1,.--.Pj+1} & pj € Span {r(0)7 - -,r(j*l)} :
[ Span {pl, e pj} = Span {r<0), e ,r(-jfl)} =K(A, r(o))
rth () 1 Span {py,...,p;} = Smn{r(o)7 . 7r(j71)} ‘ (3.6.12) fesorth

Bemerkung 127 ([anczos-Prozesd und CG).

{r© . . rlU=D} & Orthonormalbasis von K (A, r) erzeugt im [[anczos-Prozess — Abschn.%—
A
Analog zum l]_an_c—zQs;m: Kurze Rekursion fir Basisvektoren p;:
H A7)
rth ; p; Ar
vereinfachtsichzu piyy =1 — —L— _p. j=1..1.
(%? (%) pj+1 plI_]AI‘(/) p_] J ’
Rekursion fiir Residuen:
_ H_(0)
Krylit J iy Py T
™M pl) =il S Ap; . (3.6.13)
p; Apj
. m—1_(0)
G i r/ - pr
Lemma%ﬁ) R Z JApk -p,-:r(O> “pj-
= Pr APy ‘ '
(3.6.14)
—

Algorithmus: CG-Verfahren zur Lésung von Ax = b, A s.p.d.

I-unterr

p. 207

36
p. 208

Anfangsaherung x = x(0) e R?
Abbruchschranke 7 > 0
Output: Bessere Naherungslosung x = x(0)

Input : Anfangsnaherung x(0) e rn Input:

Output : Bessere Naherungslosung x e R

P = 0 —p— AX(U);

for j = 1to [ do { p=r=r:=b-Ax

(3=1) for j = 110 lpax do {

() .= =D Pt
X=X + P - Apj bj B:=r-r;
| h:= Ap;
o Lp-1 _ 8.

P = -y _PitT Apj O=oR

p; - Apj X =X+ ap;

p £ Ap; - r) P ; ||:r|\r<_f\]\r;<0>H then stop ;
=1l = . < :
a pj-Ap; — 8.

} rr

p:=r+/0p

1 Matrix x Vektor-Produkt, 3 Skalarprodukte, 3 SAXPY-Operationen pro Schritt:
Wenn A diinnbesetzt, nnz(A) ~n O Rechenaufwand O(n) fiir einen Schritt

[

MATLAB-Funktion:

:Lose Ax = b mit maximal maxit CG Schritten:
terminiere wenn r(Z)H : r([)>" < tol.
- Afun = Handle auf Funktion, die Auswertung

A xVektor realisiert.
..) :Diagnostische Informationen tber Verlauf der Ite-

ration

x=pcg(A,b,tol,maxit,[],[],x0)

x=pcg(Afun,b,tol,maxit,[],[],x0)

[x.flag,relr,it,resv] = pcg(

Grundgerust der Implementierung in MATLAB  (type pcg ):

MATLAB-CODE CG-Algorithmus

function x = cg(A,b,tol,maxit)
r=b-A * x rho = 1;
for i = 1 : maxit
rhol = rho; rtho = r * T
if(i=1,p=m
else beta = rho/rhol; p = r + beta * p; end

g = A x p; alpha = rho/(p’ * Q)
X = x + alpha * p;
if (norm(b - A * X) <= tol

r - alpha * Q;

*norm(b)) return; end
r

end

3.6
p. 299

36
p. 300



Bemerkung 128 (Abbruchkriterium fiir nicht-vorkonditioniertes CG-Verfahren).

Mitr!) .= b—Ax(®) gilt fur beliebige Vektornormen und die zugehdrige Matrixkondition (— Def. E%ﬁfn

]
cond(A)

-

<

r(U,)H N HX(ULX
\

Relative Abnahme des m

H < cond(A) —r

Beispiel 129 (Orthogonalitatsverlust der Residuen).

(3.6.15)

Numerisches Experiment: A=hilb(20) i A N ]
x0=0b=(1,.., i . )
_ 4
Hilbert-Matrix: extrem schlecht konditioniert = . )
Residuen wahrend der CG-lIteration: ] ’ A . ]
R = [r(O)i . ,r(m)] : .
10" : . s -

10 15
Schritt | des CG-Verfahrens

cg:ﬁerm

3.6
p. 301

36
p. 302

RIR =

1.000000  —0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.016019 —0.795816 —0.430569 0.348133
—0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.012075 0.600068 —0.520610 0.420903
0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.001582 —0.078664 0.384453 —0.310577
—0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000024 0.001218 —0.024115 0.019394
0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000002 0.000151 —0.000118
—0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000
0.016019 —0.012075 0.001582 —0.000024 0.000000 —0.000000 1.000000 —0.000000 —0.000000 0.000000
—0.795816 0.600068 —0.078664 0.001218 —0.000002 0.000000 —0.000000 1.000000 0.000000  —0.000000
—0.430569 —0.520610 0.384453 —0.024115 0.000151 —0.000000 —0.000000 0.000000 1.000000 0.000000
0.348133 0.420903 —0.310577 0.019394 —0.000118 0.000000 0.000000 —0.000000 0.000000 1.000000

[0 Orthogonalitatsverlust der Residuen als Folge von Rundungsfehlern, vgl. Lanczos-Prozess,
. 0s

Bsp.
<&
3.6.1.3 Konvergenzgeschwindigkeit
JICG
7 CG-Schritte untauglich als ,direkter Loser”.
Hoffnung: Substantielle Fehlerreduktion bereits in wenigen | < n Schritten

Frage (fur grosse n): Wie gut ist die Naherungslésung XU), l<n?

5t Lemma 3.6.5 (,Optimalitat” der CG-Iterierten). Mit der exakten Lésung x € K" von Ax = b
gilt fur die CG-Iterierten x(0)

Hx — X(Z)H W min{|ly —x[[4:y € x4 Ki(Ajr)} , r=b- AxO)

B> Monotone Abnahme der Energienorm des Fehlers wahrend der CG-lteration (,Gedé&chtnis”
des CG-Verfahrens)

Beispiel 130 (Konvergenz des CG-Verfahrens).

p. 303

36
p. 304



2.9 :gspoi
S.p.d. Matrix A € R — Bsp. ‘%‘pis Qrsson

s

A = gallery('poisson’,m);
x0 = (1:n);
b = zeros(n,l);

107 -

Relative Abnahme von

,

I,

—— Fehlernorm, m=10 \
- - Residuumsnorm, m=10
—— Fehlernorm, m=20

- - Residuumsnorm, m=20 \
—— Fehlernorm, m=30 \
-- R 10rm, m=30 \

1‘0 20 30 40
Schritte des CG-Verfahrens

_ N .cgpt
Quantitative Konvergenzabschéatzung aus Lemma%ﬁpﬁ

yexVirAr o y=x"+ApAa)x—x"),

B x-y=qA)x-— X(O)) mit ¢ = Polynomvom Grad <1, ¢(0)=1.
—_—
Hx - X<I)H <| min{ max |g(\)|: ¢ Polynomvom Grad <1, ¢(0)=1} |- Hx - x(O)H
A Aeo(A)

Abzuschétzen fiir A € [Ain(A), Amax(A)] durch Kandidatenpolynome”

.tschbysch-inteHAC94
Mit Tschebyscheff-Polynomen (— Abschnitt Wﬁﬁa& 9.4.2:

v Theorem 3.6.6 (Konvergenz des CG-Verfahrens). Fiir die lterierten des CG-Verfahrens zur

Losungvon Ax = b, A = AH positiv definit, gilt

2 (1 S
K(A)

y

e =)

‘ <
A
( -

2l
1L _
)+ (0

(x(A) = spektrale Kondition (— Def. Eﬂ%

-],

2l
1
K(A))

(A) = condy(A))

60

p =Polynomvom Grad <[ —1.

4

Theoretische Schranken aus Thm. %%’%hlerreduktion (in Energienorm) nach [ CG-Schritten:

36
p. 306

o

90

1 w
os

70+ ]
c Oq
=]
§ 06 : 03;
9 S
‘. < 50 |
: g
| .
I wl . i i
| . o 064

100 Qvﬁ
20 "
gq ol s -
i i
is B
“Ai a

K®" Schritt] ot ° B
Beispiel 131 (Konvergenzraten fir CG-Verfahren).
A = gallery(’poisson’,m); n = size(A,1);
x0 = (1:n)’; b = ones(n,1); maxit = 30; tol =0;
[x,flag,relres,iter,resvec] = pcg(A,b,tol,maxit,[],[] X0);
Messen der Konvergenzrate: rate =
I - // —
07/ //'a,
) E EOA //’ —— Theoretische Konvergenzrate
[} O sk / —— Gemessene Konvergenzrate
02f //
/

Beispiel 132 (CG-Konvergenz und Spektrum).

Testmatrix #1: A=diag(d); d
Testmatrix #2: A=diag(d); d
Testmatrix #3: A=diag(d); d

(2:100);

[1+(0:97)/97 , 50 , 100];

[1+(0:49)

«0.05, 100-(0:49)

«0.05];

Testmatrix #4: Spektrum exponentiell gehauft um 1

x0 = cos((1:n)); b = zeros(n,1);

3.6
p. 307

36
p. 308



e

#3

#2

— Fehlernorm, #1
- — Residuumsnorm, #1
—— Fehlernorm, #2
— — Residuumsnorm, #2
—— Fehlernorm, #3
— — Residuumsnorm, #3
—— Fehlernorm, #4
— — Residuumsnorm, #4

#1

10° L L L L

5 10 15
Schritte des CG-Verfahrens

50 60 70 90 100
Eigenwerte

0 Verteilung der Eigenwerte hat entscheidenden Einfluss auf CG-Konvergenzgeschwindigkeit:

Wichtig:  Schnellere Konvergenz bei gehauften Eigenwerten >

3.6.2 Vorkonditionierung

Thm. G konvergiert (unter Umstanden) sehr langsam fir x(A) > 1.
Idee: Vorkonditionierung (— Abschnitt ﬁj—u'“ B
Wende CG an auf das transformierte Gleichungssystem

A% =b X

mit k(A) =

A =B AB™"? x=B"’x,b:=B %,

“klein”, B = B ¢ K-V positiv definiter Vorkonditionierer — Def. B49F

T . -york-inverse-iter ) .
Black-box"-Vorkonditionierer aus Abschnitt E%?:—Jmmﬁldel-, IC-Vorkonditionierer.

(3.6.16)

Bemerkung 133 (Vorkonditionierung und Kontraktionszahl).

Fir s.p.d. Vorkor]dit_ic_miterer B von s.pt).d.A heisst p := || - B~!A|| , die Kontraktionszahl von B
bzgl. A, siehe r S5

/\mi11<B71/2AB71/2> zl=p,

': _ n-l _ (TI— 71/2 71/2
P =Amax(I—B A) = dpax(I-B 7“AB” /%) <1 = {)\Hm(Bl/QABl/?)Slery

= k(BVABY?) < Ll

—

hs)

Implementierung:  CG-lteration in untransformierten Variablen x (intrinsische Transformation)

Algorithmus: Vorkonditioniertes CG-Verfahren (PCG)

Input:  Anfangsnaherung x € K" = x(0) € K", Abbruchschranke 7 > 0
Output: Bessere Naherung x = x(t)

p=r=b—Ax; p==B 'r;q:=p;7=pr;

for [ =110 lypax do {

g=rq; h:=Ap; a:= prJh;

X =X+ ap;

r:=r — ah; (3.6.17)
q=B7'r; g:= rléq;

if \qu\ <T-7 then stop ;

P =q+0p;

}

= Rechenaufwand pro Schritt: 1 Auswertung A x Vektor, 1 Auswertung B~ !xVektor, 3 Skalarpro-
dukte, 3 SAXPY-Operationen
36 Bemerkung 134 (Konvergenztheorie fiir PCG). Aussagen von Thm. %‘%%%“é—n glltig
p. 309 mit A-Energienorm anstelle A-Energienorm.
Bemerkung 135 (Abbruch des vorkonditionierten CG-Verfahrens).

.C ..
Bem. %&%_ 00 Uberwache transformiertes Residuum
F=b-AX=B "r = |f3=rB'r.
1)

P Abschatzungen fir Energienorm des Fehlers ell) .= x — x(0:

Benutze die [Eehlergleichung %Ae =1

r) . Bt = B-1Ae® . Ae) < Apux(B~1A) HeU)Hi :

He(l)H?4 =Ael). el = 0. A=) = B~Ir . BA~ 1+ < Ay BAH B2 . (D)
—~———
verflgbar in Algorithmus (%Gr
0] — |
Fu(BElA) He(o)Hé g—:;;i ig <w(B7'A) H (O>Hfz4 (3.6.18) |
|« |1,

K(B_lA) Klein” O B_I-Energienorm des Residuums ~ A-Ener ienorm des Fehlers !
(r(” B~ lr) = qu in Algorithmus

3.6

p. 310

3.6
p. 311

-pcgte

36
p. 312



MATLAB-Funktion:  [x,flag,relr,it,rv] = pcg(A,b,tol,maxit,B,[],x0);
(A, B konnen Handles auf Funktionen sein, die Ax bzw. B 1x realisieren)

Interne MATLAB-Implementierung:

MATLAB-CODE : PCG-Algorithmus

function x = pcg(Afun,b,tol,maxit,Binvfun,x0)
X = X0; r = b - feval(Afun,x); rho = 1,

for i = 1 : maxit
y = feval(Binvfun,r) ;
rhol = rho; rho = r * oy,
if (i == 1)
p =y
else
beta = rho / rhol;
p =y + beta * p;
end

g = feval(Afun,p) ;

alpha = rho /(p’ * Q)

X = x + alpha * p;

if |(norm(b - evalf(Afun,x)) <= tolb

r = r - alpha * qQ;
end

+norm(b)) , feturn; end

Zweifelhaftes Abbruchkriterium !

3.6.3 Weitere Krylov-Unterraumverfahren
3.6.3.1 Residuenminimierende Verfahren

Idee: Ersetze Euklidisches Skalarprodukt — A-Skalarprodukt im CG-Algorithmus
=], = fJac =], =[]
A 2 2

SN MINRES-Verfahren (fiir beliebige Hermitesche Matrizen !)

§ Theorem 3.6.7. Fiir A = Al erfillen die Residuen r!) in der MINRES-Iteration

rd _=min{||Ay —bly:y € x4 /CZ(A,I'(U))}
2 l

(1 i)

2 2 2l
* () ()

36 Beachte: Konvergenzrate bestimmt durch x(A), nicht durch \/@Wie bei CG !
p. 313
MATLAB-Funktion: e [x,flg,res,it,resv] = minres(A,b,tol,maxit,B,[],x0);
e [...] = minres(Afun,b,tol,maxit,Binvfun,[],x0);

A

- I

Rechenaufwand : 1 A xVektor, 1 B~ x Vektor pro Schritt, wenige Skalarprodukte & SAXPYs
Speicheraufwand: Wenige Vektoren € K"

Idee: LOse uUberbestimmtes Gleichungssystem

xV e x4 i A r): Axl) =1b

3.6
p. 315

im Sinn der Methode der kleinsten Quadrate, — Abschnitt

x) = argmin{||Ay —blly:y € x4 Ki(A, r(o))} .

O GMRES-Verfahren fiir allgemeine Matrizen A € K"

MATLAB-Funktion: e [x,flag,relr,it,rv] = gmres(A,b,rs,tol,maxit,B,[],x0)
e[ ...] = gmres(Afun,b,rs,tol,maxit,Binvfun,[],x0);

Rechenaufwand : 1 A xVektor, 1 B~ !xVektor pro Schritt,
3.6 : O(l) Skalarprodukte & SAXPYs im [. Schritt
p. 314 Speicheraufwand: O(l) Vektoren € K" im . Schritt

%;numer—line—ausql

36
p. 316




Bemerkunlg 13(%3 (GMRES und Arnoldi-Prozess). GMRES «— [Arnoldi-Prozess, — Abschnitt B3 (vl T
Jan

Bem. Lange Rekursionen > wachsender Speicher- und Rechenaufwand

Bemerkung 137 (Neustart von GMRES). Wenn Speicher- und Rechenaufwand zu gross wird:  Star-
te GMRES-Iteration neu mit bisher erhaltener Néaherung als Startwert — rs -Parameter = Neustart
nach jeweils rs Schritten (Vorsicht: Gefahr der Stagnation !)

3.6.3.2 Verfahren mit kurzen Rekursionen

Idee: Gegeben x(0) € K" pestimme verbesserte Néherung x() aus Petrov-
Galerkin-Bedingung

x e x4 A r): pfb—AxDy=0 vpew,

mit geeignetem Testraum W, dimW; = [, zB. W; = IC](AH,r(0>) (—
bi-conjugate gradients, BICG)

[anczos-Prozesd) fiir allgemeine Matrizen

,Z200" von Verfahren mit kurzen Rekursionen (—
o TEMPLATES94
A € K" siehe 3.

[
MATLAB-Funktion: e [x,flag,r,it,rv] = bicgstab(A,b,tol,maxit,B,[],x0)

o[ ...] = bicgstab(Afun,b,tol,maxit,Binvfun,[],x0);
Rechenaufwand : 2 A x Vektor, 2 B~ !x Vektor, 4 Skalarprodukte, 6 SAXPYs pro Schritt
Speicheraufwand: 8 Vektoren € K"

MATLAB-Funktion: e [x,flag,r,it,rv] = gmr(A,b,tol,maxit,B,[],x0)
e[ ...] = gmr(Afun,b,tol,maxit,Binvfun,[],x0);

Rechenaufwand : 2 A xVektor, 2 B*1><Vektor, 2 Skalarprodukte, 12 SAXPYs pro Schritt
Speicheraufwand: 10 Vektoren € K"

Keine Garantie fur Konvergenz bei diesen Verfahren:
Stagnation & Breakdowns ,an der Tagesordnung”

Beispiel 138 (Versagen von Krylov-Raum basierten iterativen Losern).

B x=e.

xV=0 0 r9=e, O KA r)=S5pan{en ep1,... €]}

1 ,fallsl <n,
0 ,furl=n.

min{||y — x

. iy e k(A )y = {

Was soll der Anwender tun? Ausprobieren (,try and pray”)

Beispiel 139 (Konvergenz von Krylovverfahren fur nichtsymmetrische Matrix).

A

= *ones(n-1,1));
B =

*ones(n-1,1));

*ones(n-1,1),2
*ones(n-1,1),2

+ones(n,1),-1.5
*ones(n,1),1.5

gallery('tridiag’,-0.5
gallery('tridiag’,0.5

5"

)

).

Plots zeigen ‘ r )

3.6
p. 317
100 |
—+— bicgstab | N —+— bicgstab
o ——qgmr N o ——aqmr
£ | £
£ £
E] 3
z Zu
] ¢
['4 o
3 4]
& i —
@ 2107 ——
2 2
g 3
o
T 4 e W 1z 1 16 1 2 1 2 s s e A 5
Iteration Iteration
Tridiagonalmatrix A Tridiagonalmatrix B o
3.7 Spezielle Matrizen
[File: section-specialmat.tex, SVN: section-specialmat.tex 1056 2006-10-18 15:52:41Z kalai]
3.6

[SPEZVA]
(Bsp. — Bandmatrizen)

p. 318 Spezielle Algorithmen fiir n x n-Matrizen mit O(n) Information

3.6
p. 319

37
p. 320



3.7.1 Diskrete Fouriertransformationen

O
n e N fest 0 n. Einheitswurzel wy, := exp(—2mi/n) = cos(2mi/n) — i sin(2mi/n)
B =uftvkez | owt=1, W?=1, (3.7.1) |
n—1 .
ki n ,fallsj=0,
D wn' = {0 falls j # 0 (372) )
k=0 s 7Y
Eine Basistransformation in C"":
Standardbasis des K" Trigonometrische Basis
0 0
1\ /o 0\ /0 w? Wl “n, “n
o] [1 ; ; ; w) “no” “n
, , 2(n—2) 2(n—1)
0 : - n n
H 0 :
1 0 : : H H
0 n—1 — — _1)2
0 0 0 1 wp w;{ wi}n 1)(n—2) w7<zn 1)
Matrix der Basistransformation  Trigonometrische Basis — Standardbasis: Fourier-Matrix
0 .0 0
B S
I Y .
F,=|w) w; w' T | = (wi]) ) € cm . (3.7.3)
: : : ij=
_ (n—1)*
wg wj! Lo w,(l )

18— T T T T T T T
Realteil
Il imaginaerteil

Realteil 4

- Imaginaerteil

o 2 4 6 8
Koeffizientenindex

10 12 6 8
Koeffizientenindex

Vektor in Standardbasis Vektor in trigonometrischer Basis

3.7
p. 321

dft:EM

3.7

p. 322

eg-compi

£g:-compi

T Definition 3.7.1 (Diskrete Fouriertransformation). Die lineare Abbildung 7,
Faly) =

(Cn — Cn
F,y,y € C", nheisst diskrete Fouriertransformation (DFT), d.h. fir ¢ := Fy(y)

n—1

ck:Zijﬁj , k=0,...,n—1. (3.7.4) |

OFT|

3=0

Konvention: Bei Diskussion der DFT: Vektorindizes laufen von 0 bis n — 1.

fi Lemma 3.7.2 (Abbildungseigenschaft der diskreten Fourier-Transformation).

Die skalierte FOLeE-Mal J-F, istunitar: - F;;! = [P/ = 1F,

MATLAB-Funktionen:

c=fft(y) — y=ifft(c);

Beispiel 140 (Frequenzanalyse mit DFT).

EP ircl
Einige Vektoren der Fourierbasis (n = 16): — Fig. ecaree

Fourier-Basisvektor, n=16, j=1 Fourier-Basisvektor, n=16, j=7

Vektorkomponente k ° Vektorkomponente k

Fourier-Basisvektor, n=16, j=15

Vektorkomponente k

Wert

Wert

Jiederfrequent”

as re

Jniederfrequent” Lhochfrequent”

Extraktion charakteristischer Frequenzen aus gestortem, zeitdiskretem und periodischem Signal:

t = 0:63; x
y:

sin(2
x + randn(size(t));

«pi *UBAY+SINT  * 2% pi *U64);

3.7
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! A AR
U‘ [ “ “W
-2F “ “ k} \“
oo '
o " " 1 - . 0 5 10 15 20 25 0
0 © » Aéﬁas(zeitptﬁkt = Koeffizientenindex k <>
Naive” Auswertung von Fy 0  O(n?) Rechenoperationen
Beispiel 141 (Effizienz von fft ).
tic-toc  -Zeitmessung in MATLAB: Vergleich von fft  und direkter Matrixmultiplikation
(MATLAB V6.5, Linux, Mobile Intel Pentium 4 - M CPU 2.40GHz, Minimum ber 100 Runs)
<&

MATLAB-CODE Naive DFT-Implementierung

c = zeros(n,l);

—— Direkte Matrixmultiplikation
—— MATLAB fft()-Funktion

i

omega = exp(-2 =*pi *i/n); '
c(1) = sum(y); s = omega;
for j=2:n ]

c@i) = y(n); 5

for k=n-1:-1:1 3 |

c() = c()  *styKk);

end

S = sxomega; ol ‘
end MM

3.7.1.1 Schnelle Fouriertransformation

FO
,Milleniums-Algorithmus”
http://orion.math.iastate.edu/burkardt/misc/aigorit

Firn = 2m, m € N,

Permutation P,gE(l., e

500 600 700 800 900
Feldgroesse n

200 300 1000

90
Schnelle Fouriertransformation (FFT) (C.F. Gauss, siehe %

hms_dongarra.htmi

37
p. 326

]

¥

-

|
NIRNRNRRRANRRRARERNR
17 7

93 )
Wegen wnj = wﬂn:

FIVI, FHL
: - OE o 0 n/2
Zeilenpermutation P,,"F;, = wp wy!
w, n/o+1
Fn " Fn “n
n/2—1
n/ w;}fl
I I
FTH
0 0
Wn Wn .
w —w
Fyn n . n
2—1 2—1
o il
Beispiel 142 (Zerlegung der [Fourier-Mafri ).
uJU w() w[) UJO u}l] UJO wl] w() u}“ u.)O
W w? Wt Wb Bl Ww? Wt WO W
u)l) w4 WS UJZ w() UJO wil wS wQ w()
W Wl w? W Wl Wb W W Wt
OBp I A I R A R B
5T T T 2P AP S S| v
w[] wLS wﬁ w9 UJ2 w5 w8 wl w4 w?
[~ " |4 |4 14
u]U WP wU WP wU WP WU WP WU WP
u)[] W’ wil wl WS w5 WZ w9 wﬁ w3
w[J wE) wb W7 w() w5 w4 w& w? u.)l

Rekursive Implementierung firn = 2P, p € N

37
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37
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http://orion.math.iastate.edu/burkardt/misc/algorithms_dongarra.html

JTeile-und-herrsche” (engl. divide and conquer) |~ MaTLas-Cobe Rekursiv Implementierung von FFT -

—_— function ¢ = myfft(y)
4 N | n = length(y);
Rechenaufwand O(TL l()gg TL) if (n == 1), c =y; return; end
R ~ 5 omega = exp(-2 *pi *i/n);
MATLAB-fft Snlogon 2T omega(©@n1y)), vy
¢ = [myfft(y(1:n/2)+y(n/2+1:n));...

(Auf Rekursionstiefe 0 < g < p: myfft(z(1:n/2)+z(n/2+1:n))];
21 Aufrufe, jeder 279 Additionen, ¢ = reshape(reshape(c,n/2,2)n.1);

2P—4—1 Multiplikationen)

FFT basierend auf allgemeiner Faktorisierung: n = pq, p,q € N (Cooley-Tuckey-AIgorithmus)

n—1 . p—1qg—1 -1
ik [i=:lp+m] 727’ (Ilp+m)k k I(k mod q)
Ck = Z ijgl = Z Z Yip+me P Z wm Z Yip+m wq(
7=0 m=0 [=0 m=0 =0
(3.7.5)
q—1
B> p DFTs der Lange q berechnen 2, 1. := > Yipim w(]’lk, 0<m<p0<k<aq.
' 1=0
B firk=rq+s, 0<r<p0<s<gq
p—1 M( +s) p—1
T s)m ms mr
Crq+s = Z e Zm,s = Z (wn'*zm,s) wy!
m=0 m=0
U ¢ DFTs der Lange p berechnen alle ¢;..
1. Durchlauf 2. Durchlauf
p p
q q

Aus dem MATLAB-Manual:

To compute an n-point DFT when n is composite (that is, when n = pq), the FFTW library decom-
poses the problem using the Cooley-Tukey algorithm, which first computes p transforms of size ¢,
and then computes ¢ transforms of size p. The decomposition is applied recursively to both the p-
and g-point DFTs until the problem can be solved using one of several machine-generated fixed-size
codelets.The codelets in turn use several algorithms in combination, including a variation of Cooley-
Tukey, a prime factor algorithm, and a split-radix algorithm. The particular factorization of is chosen
heuristically.

" The execution time for fft depends on the length of the transform. It is fastest for powers of two. It k
is almost as fast for lengths that have only small prime factors. It is typicaltly several times slower
. . . rttime
for lengths that are prime or which have large prime factors — Bsp.

fft:factor]

3.7
p. 329

3.7
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Bemerkung 143 (Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation).

ZuU Yj, 4y € C, 0 < j1 < nq, 0 < jo < no berechne (geschachtelte DFTs !)

ni—1lng—1
k:
ks = . D Ui, wikdZE 0 <y <np 0 <Ry <o
J1=0 j2=0
MATLAB-Kommando: fft2(X)

REELTEDFET
Bemerkung 144 (Reelle DFT).

.DFT
Aufgabe: Effiziente Berechnung der DFT (Def. %(‘CO,.H

W0, - yn—1)T € R", n=2m,meN
Redundanz:
wf,i"’fk‘)] = wi‘;j , k=0,....n—1 > ¢p_p=¢, k=1,...,n—1.
O Idee: Komplexifizierung & Ruckfihrung auf DFT der Lange m.
m—1 " m
. : 1 — ik
by, = Z (?IZj + Z?/2j+1) W"Zn = ‘ ;n 0 Y25 Wm +i- ;71:0 Y2j+1 len )
J=0
m—1 m
_ - ime ) 1
by = Z Y25 + 1Y25+1 "Jm ‘ Z] —0 Y25 Wm -t E}n:() Y25+1 W‘Zn

j=0
fact
Speziallfall von (%g{p—:?)z

-1 ik
Zy] Wn ‘Z/ 0 Y25 u*'m +Wn Z;n:o y2j+1w$n
7=0
L _
Cl = ‘)<hk + hm K — Zsz(hk — ), k=0,....m—1,
B em = Re{hg} —Tmhy ,
. =Cppf, k=m+1,....n—1.

,cn—1) fur reelle Koeffizienten

(3.7.6)

(3.7.7)

(3.7.8)

(3.7.9)
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MATLAB-Implementierung
(auf der Grundlage

einer fft

der Lange /2 ):

o _ |
Ineffizient !

function c = fftreal(y)
n = length(y); m = n/2;
if (mod(n,2) "= 0), error('n odd!); end

y = y(Ll:2:n)+i *y(2:2:n);
h = fft(y); h = [h;h@Q)];
¢ = 0.5 *(h+conj(h(m+1:-1:1))) - ...

(05 «ix[exp(-2 *pi *i/n). ((0:m))).

(h-conj(h(m+1:-1:1)));
¢ = [c;conj(c(m:-1:2))];

| s

[FREQFILTDISKRSIG
Beispiel 145 (Frequenzfilterung diskreter Signale).

Frequenzfilterung diskreter periodischer Signale
durch Ausblenden von ,Fourierkoeffizienten”

m = length(y)/2;

c = fft(y);

clow = c;
clow(m+1-k:m+1+Kk)
chigh = c-clow;
low =

(Optimierungspotential wegen y;

Cnfo—k = Cnja+k)

Konkretes Signal:

110; n =
[(2:m)’;ones(m,1)]

real(ifft(clow));
high = real(ifft(chigh));

256; m =

Im
/,,><,,,
Hohg/Frequenzen
!/ \
= 0O N N
; X %
\ Niedgi Frequenze/-.
€ R und
—
n/2;
+ o * sin(exp([-(L:m)’;(L:m)T);

3.7
p. 333

p. 334

l

— Diskretes Ausgangssignal
— — Low pass Filter
High pass Filter

8000

7000

6000

5000

le,l

4000

3000

Ubung 3.8. Implement an efficient routine x=solvetrig(m,y)

of equations Mx =y fory € CP,p=2m + 1, m € N, and

1 1
cos(¢p1)  cos(e)
sin(gr)  sin(pa)

o | eos(Zen) cos(ze0)
© | sin(2¢1)  sin(2¢9)
cos(mep1) cos(mepo)
sin(mepy) sin(meps)

where ¢; = Zp—”(j —1),7=1,...,p.
Hint: First compute MM and establish that this yields a diagonal matrix.

3.8.0.2 Sinustransformation

SINTRAEOQ

cos(mepg) -
sin(mgs) -

120 140

<

40 60 80 100
Nummer(Diskreter Fourierkoeffizient)

for the solution of a linear system

1
cos(2p)
sin(gp)
cos(2pp)
sin(2¢p)
- cos(mpp)
- sin(mep)

Eine weitere trigonometrische Basistransformation in R neN:

3.8
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Standardbasis des R" ! ,Sinusbasis”

1 0 0\ [0 sin()%) S‘m(Z_/;r) Sin((n—nl)ﬂ
"L L sin () sin(22)
; : i : 2(n—1)m

! : ' : sin(=——2%)

: T O : A e : n

; 1110 , |

s n=lm . 2(n—1 2
0 0 0 1 sin(~=—-) sin(=—; )7T> Sin(<n nl) T
Matrix(Basistransformation Sinusbasis — Standardbasis): S,, .= (qm(jl\r/n)) 1 e r—Ln—1

% Lemma 3.8.1 (Eigenschaften der Sinusmatrix). v/2/n S, ist reell, symmetrisch und unitér.

n—1
s = > yj sin(mik/n)

J=1

Sinustransformation: k=1,...,n—1. (3.8.1)

DFT-basierter Algorithmus zur Auswertung der Sinustransformation (= S,, x Vektor):

Yj Jfallsj=1,...,n—1,
Wrap around”:  y € R*": yj=10 Jalls j =0,n, (¥ .punktsymmetrisch”)
—Yop—; .fallsj=n+1,....2n-1.

-1
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
i

fft:sinft

3.8
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FaIn—

Zn
Zvc
n— 1 2n—1

_Zyj H]—Zy)n /6 Il-]

(FZHY

= length(y)+1;

yt = [0,y,0,-y(end:-1:1)];

Wrap-around Implementierung

function ¢ = sinetrans(y)

Jj=n+1
= fft(yt);
B Z uil “Thj el;;,) c = -ct(2:n)/(2 *i);
] L MaTLAB-CODE Sinustransformation
:—ZL(Sny) k=1,...,n—1.

Bemerkung 146 (Sinustransformation per DFT halber Lange).

Schritt : Transformation der Koeffizienten

2mi ;
o= S5

7=0

Gj = sin(in/n)(y; + yn—j) + 5(y; —Yn—j), F=1...,n—1
DET N ’
Schritt (J: Reelle DFT (— Def. %n (yl% o Une1) ER™
n—1 n—1
B Re{c;} = Z yj cos(— ZT'J/Q Z(y] + Yn—j ) sin(Z ’) cos(ZT'Jk)
Jj=0 j=1
n—1 n—1
T 2k +1

_ Z‘)y] sin % (‘o\<27‘l]]]) Zyj <sin( - ) — sin(
Jj=0 =0

= S%%k+1 — S2%k—1 -
n—1 n—1

Inl{(:k} o Z Yjt sln 2” Z% Yj — Yn— ] Sm __ﬂ
=1

= —5% -
Schritt O: Extraktion der s;,

S2k+1 > —1 O Aus Rekursion soj | — sop_1 = Re{cp},

5 =2 0 s9p=—1Im{cg} .

MATLAB-Implementierung (basierend auf einer fft

Sl
der Lange n/2):

% —1 |
7j)
n

n—1

ZJJ sin( ank

n—1

51 = Z y; sin(7j/n)

3.8
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MATLAB-CODE Sinustransformation

function s = sinetrans(y)

= length(y)+1;
sinevals = imag(exp(i
yt = [0 (sinevals.

* pi/n).”(1:n-1));

* (y+y(end:-1:1)) + 0.5 * (y-y(end:-1:1)))];

= fftreal(yt);
s(1) = dot(sinevals,y);
for k=2:N-1

if (mod(k,2) == 0), s(k) = -imag(c(k/2+1));
else, s(k) = s(k-2) + real(c((k-1)/2+1)); end
end

ANWSINUSTRARFO

Anwendung: Diagonalisierung lokaler translationsinvarianter linearer Operatoren

[FUENFPKTSTERN
5-Punkt-Stern-Operator auf R"™", n € N, in Gitterdarstellung:

X - T(X)

T RH,H — R”’”.‘
(T(X))

ij "= CTij Oy 1+ Oy 1+ Calip T+ Cali—1,5

mit ¢, ¢, ¢ € R, Konvention: z;; := 0 fur (i, j) & {1,... .}

X € R

GITTEREKT] :II

Gitterfunktion € {1,...,n}2— R

2 2.2
Identifikation R™" = R x O Matrixdarstellung T € R""" von T

ij ~ T(j—1)n+i

p. 341

3.8
p. 342

J
Coel 0 -0 - 0
cyl C ¢yl ; -
T=|0 - ER,
(’yI C (’yI Cy
0 0 ¢l C et
¢ ocp 0 oo 0 -
Cy € Cyp :
C = 0 . e c R™™ nel Lne2

H Cy C Cg 1 2 3
0 0 ¢ c 1

Sinusbasis von R’

BH = (sin(;57ki) sm(nﬂlj))l] - (382

n=10: Gitterfunktion B3 0

' nm"*o

05

(T(Bkl)) = csin(Zki)sin(T15) + ¢y sin( ”lm ) (sin(72=107 — 1)) + sm(ﬁ (j+1))
g sin( ( n+lk 1)) +s ( a k(i + 1)))
= sin(Tki) sin(Z15)(c + 2cy Los(n_HZ) + 2¢ cos(7k)

B B# st Eigenvektor von T < T zum Eigenwert ¢ + 2¢y cos(75l) + 24 cos(7E7K)

Algorithmus fiir Basistransformation:

n n

X = ZZyMBM = I = Zsm NHIM Zyklsm nHZ])
k=11=1 k=1 =1

MATLAB-CODE Zweidimensionaler Sinustr.

function C = sinft2d(Y)

[m,n] = size(Y);

C = fft([zeros(1,n); Y;...
zeros(1,n);...
-Y(end:-1:1,:)]);

i*C(2:m+1,))/2;

fft([zeros(1,m); C;...
zeros(1,m);...
-C(end:-1:1,3)]);

C= ixC(2:n+1,))/2;

P> Geschachtelte Sinustransformationen (—
o '
Bem. ‘%Tngewandt auf Zeilen/Spalten
von'Y = (yki)ji -
Hier: Implementierung der Sinustrans-
formation mi
Technik

o0
non

wrapping”-

3.8
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MaTLAB-CODE FFT-basiertes L 0sen aus lokalen

Diagonalisierung von T

function X = fftsolve(B . .
unetion solve(B.c.ex.cy) durch 2D Sinustransformation

[m,n] = size(B);
[1,l3] = meshgrid(1:m,1:n);
X = 4« sinft2d(sinft2d(B)...
J(c+2  xcxxcos(pi/(n+l)  *1)+... \
2xcy*cos(pi/(m+1)  *J)))...
H((m+1)  *(n+1)); J
translationsinvarianten linearen Operatoren

Beispiel 147 (Effizienz FFT-basierter Gleichungsldser).

——

Effizienter Algorithmus
zum Losen des LGS T'(X) = B

Rechenaufwand O(n” log 1)

tic-toc  -Zeitmessung (MATLAB V7, Linux, Intel Pentium 4 Mobile CPU 1.80GHz)
—— Backslash-Loeser|

A = gallery(’poisson’,n); I

B = magic(n);

b = reshape(B,n *n,l);

tic;

Laufzeit [s]
8

C = fitsolve(B,4,-1,-1);
tl = toc; T
tic, x = Alb; t2 = toc;

MUMWWUW‘MWMJ’

400 500
n

3.8.0.3 Kosinustransformation

[COSTRANS
Noch eine trigonometrische Basistransformation im R", n € N:

Standardbasis des R" JKosinusbasis”
27V2 27V2 27V2
(1] (1) 0 0 cos(o5) (305(?—775) cos(w
i 0 cos(.ﬁ) (:os(.%) COS(Z(ZT};UW)
. 0 — i : :
: 1 . )
0 0 0 1 ) o :
(n=Dm _3n=D)m _ D
cos(~—5) ) \ cos( ) COS(%
Matrix(Basistransformation Kosinusbasis — Standardbasis):
2= 12 falls i = 1
C, = (c;;) e R mit ¢;; = i ' ’
n = (ey) " cos((7 — I)QJQ,"’lﬂ') Jfallsé > 1.

X Lemma 3.8.2 (Eigenschaften der Kosinusmatrix). v/2/n C,, ist reell und unitar (aber nicht sym-
metrisch).

600

)

<

3.8
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n—1 B
Kosinustransformation: |c, = >~ v; cos(k,QJQ:?lﬂ) , k=1,...,n—1, (3.8.3)
j=0
] n—1
cp=—— Yi -
MATLAB-Implementierung von Cy (,Wrapping"-Technik)
MATLAB-CODE Kosinustansformation
function ¢ = costrans(y)
n = length(y);
z = fft(ly,y(end:-1:1)]);
c = real([z(1)/(2 *sqrt(2)), ...
0.5 = (exp(-i  *pi/(2 =n))."(1:n-1)). *z(2:n)]);
MATLAB-Implementierung von C_ly (,Wrapping"-Technik):
MATLAB-CODE : Inverse Kosinustransformation
function y=icostrans(c)
n = length(c);
y = [sqrt(2) *c(1),(exp(i *pi/(2  *n))."(1:n-1)). *c(2:end)];
y = ifft([y,0,conj(y(end:-1:2))]);
y = 2xy(l:n);

3.8.1 Zirkulante Matrizen

ZIRKMAT
Folge (z)pez = (..., x_9,x_1,xg, 21, T2, ...) ist n-periodisch, wenn z . = x,, . Vk € Z.
(— festgelegt durch zq, ..., x,_1)

[DISCTVONY
y Definition 3.8.3. Die diskrete Faltung (engl. discrete convolution) zweier n-periodischer Folgen
() rez, (Yi)rez O n-periodische Folge
n—1 n—1

= () * () = D apjuj = () * (23) = > _yp—jaj, k€L,
=0 =0

20 ) Tp—1 Tp—-2 " x Yo
i Al o) Tp—1 H i
€3 ] ]
e Tp—1 :
Zn—1 Tp—1 T 2o Yn—1

fft:cosf

3.8
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Beispiel 148 (Multiplikation von Polynomen).

n—1 ) n—1 _ 2n—2 J )
=20 alm) =3 = > (X awbji) 7
=0 j=0 J=0 k=0

Konstruiere 2n — 1-periodische Koeffizientenfolgen

ar by
Ik = {0 s yk = {0

Jalls0 <k <n,
Jallsn <k<2n-—1

Jalls0 <k <n,
Jallsn <k<2n—1.

<O

DT TTTTTTTTTITTTITIT Jad
\ — E—
T T T
—n 0 n 2n 3n 4n
B> k. Koeffizientvon pg: c¢; = ((x) * (y));, j=0,...,2n—2
Definition 3.8.4 (Zirkulante Matrix).

Matrix C =

(cij)i oy € K" =zirkulant : & 3 (uy,) ez, n-periodisch: cjj = uj—j, 1 < i, j < n.

uy Uy up - Un 1
un 1 U
0 Zirkulante Matrix hat konstante Un 2
(Neben-)Diagonaleni—j = const.
O  Zeilen zyklisch verschoben.

© Up—1
[STRAHLTRANSP
Beispiel 149 (Strahlungstransport).

Zylindrisches Rohr:
Heizung auf Teilen I"; des Umfangs (— Warmefluss vorgegeben)
Kuhlung auf restlichem Umfang ["j (— konstanter Warmeabfluss)

Zu berechnen: Lokaler Warmefluss

3.8
p. 349

3.8
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Modellierung:

e Approximation durch regulares n-Eck, Seiten Fj
o |sotroper Halbkreisstrahler (Leistung [7-) aufI';

Pji

s
Strahlungsfluss I'; — I';: = i[]-
. .

Aperturwinkel:  a;; = Vi—j| 1<4,5<n

n
Y Pi=0;

i=1,i#j

n
Gleichgewicht: Z
i=1,i#]
N —
=1
Q); = Warmezufluss/-abfluss durch I';

(3.8.4) |

Jallsp e 'y,

A lokale Heizleistung
2w = falls o € T .

T Jry ale)do

n

:piperadbal Qg .
Eihﬁ; = LGS: [/7 Z %[[:QJ‘, j=1,...,n

i=1,ij
L=y =% =73 % =3 =72 —N I Q1
-l o i | | 2 Q2
v -7 1 -7 =7 =3 - | | B Q3
n—8 et Tt R VI S e D B D REo VN I I (N @
’ T Wte Bt § N e G Bt O M I5 Qs
3 = =3 =2 - 1 - || Qs
v = - - - -n Lo | I Q7
S e e s Ve M & M B Iy Qs

. . . . . e :Gerschgorin X
B> Symmetrische, zirkulante, singulére, positiv semidefinite (— Lemma%‘mﬁm@nmatnx

<

Effiziente Algorithmen fir zirkulante Matrizen:

Sei C € C™" zirkulante Matrix (— Def. %—n}‘u =u;_j, (uj)ez = n-periodische Folge
Vi = (w15l € C k=0, n — 1 (= k. Spalte der Foufier-Matil ', = ¥, ")

eq:pipere

3.8
p. 351

3.8
p. 352




n—1 n—1
—lk =5k _ —jk
(Cvp)j = Zuj,[wn = Z wwy W wr?
=0 =0
unabhangig von 7 !

vy, ist Eigenvektor von C zum Eigenwert ;. = Z;”;Ol wwlk = (Fyu);,.

.zjrmat
g Lemma 3.8.5 (Diagonalisierung zirkulanter Matrizen (— Def. %.‘Rﬁede zirkulante Matrix
C € K™, ¢;j = u;_j, (up).ez n-periodische Folge, gilt

CFn = Fn diag(dy, . . . 7dn) ;o d=Fy(u, ... :Un—1>T

Beachte: F,=nF,! 0O C=F; diag(dy,...,d,)Fp
.conv
> Effizienter Algorithmus zur Berechnung der diskreten Faltung (— Def. E%erier n-

periodischer Folgen (1) rez, (k) kez:

function z=conv(x,y)
n = length(y); z =
for i=1:n
z(i)=dot(conj(x),...
y([i:-1:1,n:-1:i+1]));

function z=conv(x,y)
z = ifft(fft(x). * fft(y));

MATLAB-CODE FFT-basierte diskrete Faltung

zeros(n,1);

Professionell: Aufwand O(n logn)

end

MaTLAB-CODE Naive Diskrete Faltung

Gedankenlos: Aufwand O(n?)

P Effizienter FFT-basierter Algorithmus zur Invertierung einer zirkulanten Matrix

Bemerkung 150 (Primzahl-FFT).

Aus dem MATLAB-Manual:

When n is a prime number, the FFTW "béﬁB’efgSt decomposes an n-point problem into three (n — 1)-
point problems using Rader’s algorithm }[an—n then uses the Cooley-Tukey decomposition described
above to compute the (n — 1)-point DFTs.

p

3.8

. 353

p. 354

Ein Satz aus der Zahlentheorie:

VYpeNprim Jge{l,....,p—1}: {gk modp:k=1,....p—1}={1,...,p—1}.

=1 —{1,....p—1}, vag(k):gk’ mod p .
Pyli)y=k—i+1.

B>  Permutation P, :{l,...

Spiegelpermutation P : {1,...,k} — {1,...,k},

Fur Fouriermatiid F = (f;;)7 ;_;:

P])*1PIJ~,g<fij)i,j:2Pp.g ist zirkulant

Beispiel furp = 13: g =2 , Permutation: (248361211951071).

0 0 0 0 0 0 0
w w

ww W W w w W w W W' W
D2 o o8 B Wb olZ T 0 5 10 7 T
Olol 02 W W W Wb W12 LI 9 B 10 T
Pl S S O S B B R b A DU IR S 1)
Oll0 T ol w2 WS w3 Wb wlZ LIl 9 P
R I KU AR N S S B SRS CR b R § R
Fiz — o o wl0 o7 ol w2 ot o8 wd Wb wi2 Ul
Ol 9 WP w0 7T ol w2 b WS W3 Wb W12
Olol2 W1 9 5 W10 )T b w2 ot W8 W W
O b W12 o1 9 5 10 7 1 2 A 8 LB
P I TS C RN S R RS (VA AR BRI S B
R TR RN R S U S [ I A B
Ot WS W Wb W2 Wl W9 W W0 T L L2

A

Ubung 3.9. Gegeben sei die Matrix A = (azm)f;fzo € R™", n € N. Zu berechnen sind die Werte

k

fe=> g myp—t, k=0,...
=0

y 0 — 1 ’ (391)

fur beliebige Vektoren x := (g, . .., a:,,,,l)T eR"y := (yo,--- ,,1/,,,,1)T € R"™.

3.8
p. 355

ea:fi

3.9

p. 356



(i) Schreibe eine MATLAB-Funktion function f

= compf(A,X,y)
berechnet.

(i) Was ist die asymptotische Komplexitat von compf bzgl. n?

(i) Entwickle eine
compflrﬁp,q,x,y)
%golmu

effiziente Implementierung der Funktion

(iv) Was ist die asymptotische Komplexitat von compflr  bzgl. n?

3.9.1 Toeplitz-Matrizen

Matrizen mit konstanten Diagonalen (Spezialfall: Zirkulante Matrizen — Def. mat
i _— . . uy U
7 Definition 3.9.1 (Toeplitz-Matrix). T = (tjj)?j | € w1 uy u
K"™" heisst Toeplitz-Matrix, wenn ein Vektor u s
(U—ppits - 1) € K™~ 1 existiert, so dass
tij=uj—; 1 <i<m,1<j<n
Ul—m = U—1

Beispiel 151 (Lineare zeitinvariante Systeme).

(up) ez, m-periodisches zeitdiskretes Signal = input

(yp) ez m-periodisches Ausgabesignal eines zeitinvarianten linearen Ubertragungssystems

n
Y = Z TjUp_ji1 -
j=1

Ix = (1‘174..7.%‘7,,)TERN, n<m:

Y% Ausgangssignal

LT ] ﬂuﬁ--m
‘ O] C

Uk Eingangssignal
--h = ﬂ
‘ L] U L]

, die die f. gemass (E%T

function f =
die compf fir A = pql, p,q € R", realisiert (Hinweis: Beispiel

Up—1

uy

Identifikationsproblem = Gesucht: x € R" so, dass
uo uU—1 Ul—n
U1 up  uU-—1 i Yo
H ul ug €1 :
|Ax —ylls = : U_1 - — min .
Up—1 uy u() H
Up  Up—1 Uy Tn i
: g Ym—1
Um—1 © Um—n 9

. : . aggznumer-line-aus?l -
O Lineares Ausgleichsproblem, — Abschnitt 3.5, mit Toeplitz-Matrix A ajj = Uj—j.

. . . :normalengleichungen
Matrix der Normalengleichungen (— Abschnltt%ﬁ)—q—(];

m

Z“k—i“k—j = z;_; wegen Periodizitat der Folge (u,);c7, -
k=1

O M e R™" ist ebenfalls Toeplitz-Matrix & symmetrisch positiv semi-definit.

M= AfA

; Mmyj =

3.9
p. 357 o
Beispiel 152 (Lineare Regression bei stationdren Markov-Ketten).
Folge von Zufallsvariablen: (y;.),.c7 = Markov-Kette mit zeitunabhangiger Korrelation
Erwartungswert  E(y; jy;_i) = up—j Vi, j,k€Z, uj=u_;.
Modell: Linearer Zusammenhang
n
Ix = (x1,...,20)  €R™ gy = Zl’jyk—j VkeZ.
j=1
mit zu schatzenden Koeffizienten z;, j = 1,..., n: Firfestes i € Z
n 2 n n
X = argmaxycrn E|y; — Z :L’jy,-_j‘ E|yi\2 -2 Z;L’juk + Z TRTjup_j — Max .
J=1 J=1 k.j=1
T T o . _ n _ Y ()
B x Ax—b'x—max mit b= (up)p_, A=(ui—j)ij_-
Kovarianzmatrix A ist s.p.d. Toeplitz-Matrix, x Losung der Yule-Walker-Gleichung Ax = b. o
3.9.1.1 Toeplitz-Matrix-Arithmetik
H
39 Gegeben: Toeplitz-Matrix T = (u;_;) € K" miterzeugendem Vektor u = (u_p41, ..., t,—1) €
p- 358 21 vektor x € K"

3.9
p. 359

3.9
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Aufgabe: Effiziente Realisierung des Matrix x Vektor-Produkts Tx

Beobachtung: Folgende erweiterte Matrix ist zirkulant !

(Beispiel fur m = n)

up  up Up—1| 0 up—p -+ (O]
u_1 uy Ul ioup—1 0 :
; Uy Ul—n,
c_(TS)_[wan u—y  ug | up tup—1 0
ST 0 u_p ceeu—p | ug up Up—1
Up—1 0 H U_q uy Uy H
: o Ulen oW
u] Up—1 0 |uj—p u_1  uQ
Allgemein: T = toeplitz(u(0:-1:1-m),u(0:n-1));
S = toeplitz([0,u(n-1:-1:n-m+1)],[0,u(1-m:1:-1)]);

~ <()-()

.zirkulante-matrizen
B Rechenaufwand O(nlogn) fur Auswertung Tx (mit FFT, Abschn EE‘_ZLII)

3.9.1.2 Der Levinson-Algorithmus

Gegeben:  S.p.d. Toeplitz-Matrix T = (”j—i)?jzl
mit erzeugendem Vektor u = (u_,, 11, ..., up_1) € C—1 u_j = ug, 0.B.d.A uy =
L,
Vektor b € K"

Gesucht: Effizientes Verfahren zur Losung des LGS Tx = b

Induktive Konstruktion des Algorithmus:

Definiere: T} = (”j*i)é}:jzl € K** (linkes oberes Dreieck, ebenfalls s.p.d. & Toeplitz),
xF e Kk Txk = (b, )T,
= (ug, )T

k+1 b
Sh+ .
k+1 X _ :
Thix = = by
k41
T D41

p. 36

3.9
p. 36

Spiegelungspermutation: Py : {1,....k} — {1,...,k}, P.(i) =k —i+1

[

k+1 k
T = b1 — Fpu-

Mit Hilfsvektoren y* = T;lPk.u]"

zh+1 k+1 _ k
k1 _ (X o zpy = (b — Pput) /oy, , ko k
e I e T gk , Op=1=Ppu”-y".
k41 X EX T Y
MATLAB-CODE Levinson-Algorithmus -
) function [x,y] = levinson(u,b)
MATLAB-Implementierung [ k = length(u)-1;

)'Ek:+l

k+1

e -1 k41 ky _ Jk _ k+lmp—1 k
Xpy1 = T) (b — 2 Pput) = x¥ — a1 T Ppa®

rekursiv, 1 nicht verwendet ! if (k == 0)
( o ) x=b(1); y = u(1); return;
Lineare Rekursion: end

Rechenaufwand O(n — k) auf k. Rekursions-

stufe, k =0,...,n—1

[xk,yk] = levinson(u(1:k),b(1:k));
sigma = 1-dot(u(1:k),yk);
t= (b(k+1)-dot(u(k:-1:1),xk))/sigma;

k k+1 —1 k
:bk+1_P/€'X +‘Tk+1pk'.Tk’ Pku .

x= [ xk-t *yk(k:-1:1);t];
s= (u(k+1)-dot(u(k:-1:1),yk))/sigma;
y= [yk-s *yk(k:-1:1); s];

0 Gesamtaufwand O (n?)

Bemerkung 153 (,Superschnelle” Toeplitz-Loser). FFT-basierte Algorithmen zur Losung von Tx = b

o
bendtigen Rechenaufwand O(n log® n) hszrz ! A
1

Ubung 3.10. Gegeben eine grosse ganze Zahl N > 1 und zwei Polynome

2N N
p(z)=> a2, q(z)=> B, a;,B€C,
=0 j=0

die Polynomdivision mit fragt nach einem Polynom s vom Grad N und einem Polynom 7 vom Grad
N — 1, so dass

p(z) = q(2)s(2) +7(2) -
Implementiere eine effiziente MATLAB-Funktion [s,r] = polydiv(a,b) , der die Koeffizien-
ten «; und /3]~ Ubergeben werden und die die Koeffizienten von s und r berechnet. Dabei ist zu

beriicksichtigen, dass in MATLAB ein Polynom durch den Vektor seiner Koeffizienten zu absteigen-
den Potenzen kodiert wird, so etwa das Polynom ¢ durch (o, gy _1, .- ., Q) € CRAHL

Gib die Asymptotik des Rechenaufwandes in N an.
Ubung 3.11. Fir stetige Funktionen £, u, h € CY([0, 1)) betrachte die Integralleichung

t
/f(t —Tu(r)dr=h(t), 0<t<T. (3.11.2) |
0

Die Gleichung wird auf folgende Art diskretisiert: Man wahlit ein &quidistantes Gitter {t]- =

3.9
p. 363

E‘g . mte@

3.11

J/N}j—o,...n+ N € N, betrachtet die Gleichung nur an den Gitterpunkten ¢;, j = 1,..., N
5 ]

p. 364



(Kollokation), und approximiert die Integrale durch Mittelpunktsquadratur (die einfachste Gauss-
Quadraturformel) auf den Intervallen [t; _1,t;], 7 =1,..., N.

So gelangt man zu der diskretisierten Integralgleichung

717'*'7N7

1,
N E ftn —mj)u(m;) = h(tn), n (3.11.2) |
=

wobei m; 1/2(t; + tj_1). Implementiere eine effiziente MATLAB-Funktion u =
integsolve(N,h,f) , die fiir Funktionshandles h, f die Werte u(m;),j = 1,..., N, aus
berechnet.

[File: chapter-interpolation-und-approximation.tex, SVN: chapter-interpolation-und-approximation.tex 1299 2007-02-01 09:09:04Z kalai]

Interpolation und Approximation

A4

Allgemeine ,Funktion” f : D C R +— K = Konzept der Analysis (unendlich viel Information)

Herausforderung: Lcomputergerechte” Reprasentation von Funktionen

Idee: Parametrisierung
O endlich&/iﬁlg Parameter oy, ..., an, n € N, charakterisieren Funktion.
(— Bsp.

Spezialfall:  Darstellung durch (endliche) Linearkombination von

Basisfunktionenb; : D CR— K, j=1,...,n

n
f= Z.j:l ()z]'bj , Q€ K.

B> [ € endlichdimensionaler Funktionenraum Vj, := Span {by, ...,

Eeq:inteqc

4.1

p. 366

4.1 Polynomiale Techniken

[File: section-polynomiale-techniken.tex, SVN: section-polynomiale-techniken.tex 1299 2007-02-01 09:09:04Z kalai]

Notation:  Vektorraum der Polynome vom Grad < k, k € N:
Ppo={t — apt’ + a1 t* L+ gt + g, aj € K}. (4.1.1) fi
[ dmP,=k+1 und P C C®R)

Warum Polynome ? [
O

«—

Einfach auszuwerten, zu integrieren, zu differenzieren
Vektorraumstruktur & Algebra

Analysis: Taylorpolynome & Potenzreihen
Bemerkung 154. ¢ — Ozktk + ak,ltk*l + -+ + agp = monomiale Darstellung eines Polynoms

MATLAB: aktk + ak,ltl‘"l +--+ap O Vektor (ay, a_1,...,aq) (Anordnung !)

) . . e
e Auswertung eines Polynoms in monomialer Darstellung (— Bem. iﬁi: Hornerschema

(z-

‘w(@(anz + ap—1) + ap—o) + - +ar) +ag .

function y = polyval(p,x)

y = p(1); for i=2:length(p), y = x =y+p(i); end

Rechenaufwand O(n)

Benutze: MATLAB ,built-in"-Funktion polyval

(x,p);

4.1.1 Polynominterpolation

% infit
Ziel: Rekonstruktion von Funktionen aus Wertepaaren, vgl. ,Fitten” Bsp.

htp:monc

4.1
p. 367
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(4.1.6) fitpshohint

p. 371

41

p. 372

[CAGRANGEINTP
Allgemeine Lagrange-Polynominterpolationsaufgabe n
Zu (einfachen) Knoten (engl. nodes) g, ...,tp, n € N, —oco <ty < t] < -+ < t;, < oo und B>  Fir Lagrange-Interpolation: Darstellung p(t) = ZyiL,I;(t) . (4.1.5) gqilagrre
Werten yy, . .., yn, € K bestimme p € P, so, dass i=0
p(tj)=y; fur j=0,...,n. (4.1.2) [intpJag A Theorem 4.1.1 (E)t<i?tenz & Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms). Die Polynominterpolati-
Y state . . i
) onsaufgabe ateine eindeutige Losung p € P,.
Allgemeine Polynominterpolationsaufgabe ) N
Beweis. fiir [Lagrange-Interpolatiori;
Zu (evtl. mehrfachen) Knoten ¢, ..., tn, n € N, —oo < tg < t1 < -+ < ), < 0o und Werten
Y0, - - - » Yn € K bestimme p € P, so, dass n
ﬁp(tj) =y; fur k=0,....0; und j=0,...,n, (4.1.3) (intpistate) J J 122(:) R
o . . . <= (n+1) X (n+ 1) lineares Gleichungssystem
mit lj = max{j — i lj=t;,1=0,..., n} (Vielfachheit des Knotens t) ( ) ) =
((E%% Existenz) = Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms |
Doppelte Knoten ty =11 <ty =1t3 < - (aERMFTINTE> p(tgj) = Y2j» p/(tQ]‘) = Y2j+1
Hermite-Interpolation
O  Polynominterpolation zu Knoten 7 := {tj};‘:“ = lineare Abbildung
41 I7: K" p, | (Yo, - - - ,yn)T — Interpolationspolynom p .
p. 369
4.1.1.1 Theorie und Kondition
Definition 4.1.2 (Verallgemeinerte Lagrange-Polynome).
Die verallgemeinerten Lagrange-Polynome zu einer Knotenmenge 7 = {t]-}’,’?:O C R sind
Far ¢y <ty < --- <ty (— [Lagrange-Interpolatiori) betrachte ] . . T il A J~ .
Li:=17(ej41),i=0,...,n,wobeie; = (0,...,0,1,0,...,0)" € R"™" = 1. Einheitsvektor.
[[AGRANGEPODL Dot —t
Lagrange-Polynome  L;(t) := H v ;_ ,i=0,...,n. (4.1.4) pqlagrar
=0
J#i )
[ L;€Py und
Beispiel 156. (Verallgemeinerte  Lagrange- §
ar - Polynome fiir [Hermite-Interpolatior) c_f?
N Doppelte Knoten t) = 0,¢; =0,t0 =0,3 =0 §
Beispiel 155 (Lagrange-Polynome). TN f\ 0 n=3 g
[\ | =3
Lagrange-Polynome fir aquidistante Knoten i “ \\ Jﬂ \‘ (Kubische Hermite-Interpolation) g
n 2 \ | &
T .= {—5+@j} g1 |
"m0 LY ‘& i /
yJ = 1+ tf ) ] = 07 e E o “‘ ’\\ K\ /" J“ [herm|acm 0 0.1 0.2 03 0.4 o‘s 06 0.7 08 0.9
Plotn =100 S
<&
-1 0.8 -0.6 0.4 -0.2 D‘ 0.2 04 06 08 p 370

fagrplot




Erforderlich fur Konditionsuntersuchung: Normen auf C*°(I), I C R

ININFI

Supremumsnorm || f|| poo(py == sup{[f(¢)]: t € I}, (4.1.7)
LoNom 1113y, = [10Rar, (@18)
%ﬂmmmfﬁww. (41.9)

1 Lemma 4.1.3 (Absolute Kondition der Polynominterpolation). Fur eine Knotenmenge 7 C R

mit zugehorigen verallgemeinerten Lagrange-Polynomen L;, ¢ = 0,...,n, und festes I C R

Ninf

NLiwal

NLonel

PNL

1
Z
N

41
p. 373

7 gilt
N7 )l ooy
o/ DIl (4.1.10) el
yeKn+1\ {0} ”y” ()
HIT()’>HL2([) % |
lrllyyi= sy < (3 LR ) (4.1.11) wa
yeKm+1\ {0} vl t
Beweis. (fir L°°-Norm) Mit /A-Ungleichung
<
CCPRTE] PO BT SN
JPN1
Gleichheit in (E%‘ﬁlry = (sgn(L]-(t*)))j o = argmaxer > o | Li(t)). m|

Beweis. (fur L2-Norm) Mit A-Ungleichung und Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1 1
n n 2 n 2
N3l zacry < Zj:O 51 1251l 2y < (Zj:(] WjF) (Z]‘:O HLJHQL?(I)>

LEBESGU]

n
Terminologie: Lebesgue-Konstante zu 7: Ay := HZ 0 |
i—

°o(I)
Beispiel 157 (Berechnung von Lebesgue-Konstanten).
I=[-1,1],

T={-1+ %}2’,:0 (aquidistante Knoten)

41
p. 374

10°
L
L
6\ 2
"\ ,/\ \ 10°F E
[ Ly [
[ [
|\ [
Mo [ "
|\ [ 10 J
| [
\ |
[ [
| / \‘ Sl ]
\ N — |
\ / . ™~ | ‘
\ - |
| \/ X\\ - S | 10°- 3
p— — 7
| — N/
10'F E|
B 5 06 04 0z o 02 o4 o5 o8 ‘ o ° ° ° » »
1 . s 4 ' - - N Polynomgrad

Lagrange-Polynome firr n = 10 Lebesgue-Konstante fur aquidistante Knoten

Asymptotische Abschatzung (Stirlingsche Formel) : firn =2m, [ = [-1,1],7 = {-1+ %}Z:U

1 1.3 -3 n+l -1 "
‘Lm(l—l)| ﬁ'ﬁ'ﬁ""nn .nn nn _ (971) 2n+/z
<Z.i,_.”u_1)2 (n = 1)22((n/2)!)n! 7r(n71)n3/2
n on n

R92 n/s

Beispiel 158 (Oszillatorische Interpolationspolynome).

fur &quidistante Knoten far C' > 0 unabhangig von n.

i
[ (|
| Il
“ \ I
Polynominterpolation mit aquidistanten Knoten: ‘ \‘ |
0" § || ~ \“ “

T = {*F + = } R g |
e || / N\ a

! s 1 /0 e
Yyj=-——35, J=0, e | / X I
Ty e g | | /\/ \/\ [
Plotn =100 oi ‘”\ ’/f \ f :

\/ V.

e e R T S S S—

Gefahr: Starke Oszillationen von Interpolationspolynomen hohen Grades auf aquidistanten
Knoten

4.1
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4.1.1.2 Algorithmen

e Vielfache Auswertung eines Interpolationspolynoms zu Knotenmenge 7 = {tj}?:“, Stiitzwerten
y()7 s 71/71:

n n n n

n n
t—t; i
pt) = ZH# — fj‘ vi=Y N[t —tpwi=]]c¢—1) 'Zf_lf_ Yi -
i=0 =0 " i=0  j=0 =0 =0t
J#i J#i

1
(t; —to) - (t; = ti—1)(tg — tig1) -~ (t; — tn)

mit \; = i=0,...,n.

— —t. A ) —
Aus 1= [Jt—1) thti = Jle-t)== y
§=0 i=0 7=0 i=0 T—1;
St
! ) i=
Baryzentrische Interpolationsformel p(t) = ﬁ .
>
i

Falls \; verfiigbar: Rechenaufwand(Auswertung von p(t)) = O(n):

MATLAB-CODE : Auswertung eines Interpolationspolynomes
function p = intpolyval(t,y,x)
n = length(t); N = length(x);
for k = 1:n, lambda(k) = 1 / prod(t(k) - t([1:k-1,k+1:n])); en d;
for i = LN
z = (x(i)-t); j = find(z 0);
(if (isempty()), p() = y(); \

else
mu = lambda./z;
p(@i) = dot(mu,y)/sum(mu);
end
end

Vermeide Division durch 0!

e Auswertung eines Interpolationspolynoms an wenigen Stellen: Aitken-Neville-Schema

Gegeben:  Knotenmenge 7 = {tj};?:o C R paarweise verschieden, t; # t; fur i # j,
Stitzwerte v, . . . , Yn, Auswertungsstelle r € R

41
p. 377

4.1

p. 378

41
p. 379

Fur {ig,...,im} C{0,...,n},0<m <
Dig.....in, = Interpolationspolynom durch (¢, i), - - - » (ti,,, Vi, ):
U—=1ig)Piy,...iy — (&=t )i, iy
>-mzw7hﬂwwn,mwwm:( mhh@_;_m%““”.mua@@ﬁ
im 20
. function v = ANipoleval(t,y,x)
Schema: for i=1:length(y)
n =0 1 2 3 for k=i-1:-1:1
to|yo = po(z) po1(x) poi2(z) poros(@) (k) = ylkeD)+(y(ke1)-y(k)) o
ti|y1 = pi(x) pia(z) pis(e) end (et -
ta|y2 = p2(x) po3(x) end
t3|y3 = p3(x) v = y();
—— MATLAB polyfit K L
Aquivalente MATLAB-Funktion: W' 1
(mit deutlich h6herem Rechenaufwand !) ‘
function v=ipoleval(t,y,x) é |
p = polyfit(t,y,length(y)-1); £ -
v=polyval(p,x); e
' ]
tic-toc  -Rechenzeitmessung, 100 runs [J /,mm/
o e e W w W
Wichtige Anwendung: Extrapolation nach Null

Problem: Gesucht ist f(0) mit vorgeschriebener Genauigkeit, aber implementierte Funktion
y=f(h) st fiir |t| < 1 nicht stabil auszuwerten.

Bekannt: Existenz einer asymptotischen Entwicklung in h?

F(h) = FO)+ A1h?> + Ash* + - -+ Ak + R(h) , ApeK,
mit Restgliedabschatzung  |R(h)| = O(h*"?) firh — 0.

41
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Idee:

O Auswertung f(t;) fur verschiedene t;, i = 0,...,n, |t;| > 0.

O f(0) ~ p(0) mit Interpolationspolynom p € Py, p(t;) = f(¢;).

-numdiff
Beispiel 159 (Numerische Differentiation durch Extrapolation, — Bsp. %}7}] I

Fur 2(n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f : D C R — R, z € D (Taylorsumme mit

Lagrange-Restglied)

T(h) =

2h

flx+h)— f(z—h) N 1 d%f N2k
~ f/('L> + 2 (2k)] d‘,L,(_)]\: <‘L> h +

MATLAB-Code (f = handle auf Funktion):

MATLAB-CODE : Numerische Differentiation durch Interpolation

1

function d = diffex(f,x,h0,tol)
h = ho;
y(1) = (f(x+h0)-f(x-h0))/(2
for i=2:10
h(i) = h(i-1)/2;
y(i) = (fx+h(@))-f(x-h(i)))/h(i-1);
for k=i-1:-1:1
y(K) = y(k+1)-(y(k+1)-y(K))
end

*h0);

*h(D)/(h(i)-h(K));

[if (abs(y(2)-y(1)) < tol

*abs(y(1))), break; end

end
d = y(1);

A\

A posteriori Fehlerschatzung

mf(%ﬁ)(f(l')) :

41
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4.1

diffex(@atan,1.1,0.5)

diffex(@sqrt,1.1,0.5)

Grad Relativer Fehler Grad Relativer Fehler
0 0.04262829970946 0 0.02849215135713

1 0.02044767428982 1 0.01527790811946

2 0.00051308519253 2 0.00061205284652

3 0.00004087236665 3 0.00004936258481

4 0.00000048930018 4 0.00000067201034

5 0.00000000746031 5 0.00000001253250

6 0.00000000001224 6 0.00000000004816

7 0.00000000000021

Vorteile: Garantierte Genauigkeit

Zum Vergleich: Numerische Differentiation mit finiten (Vorwarts-) Differenzen

(— Bsp.

diffex(@exp,1.1,0.5)

h

Relativer Fehler

O~ WNEO

0 Effizienz

0.04219061098749
0.02129207652215
0.00011487434095
0.00000825582406
0.00000000589624
0.00000000009546
0.00000000000002

00  Ausléschung

x=1.1; h=2."[-1:-5:-36];
atan_err =

atan_err=abs(dirnumdiff(@atan,x,h)-1/(1+x"
sqrt_err=abs(dirnumdiff(@sqrt,x,h)-1/(2
exp_err=abs(dirnumdiff(@exp,x,h)-exp(x))/exp(x);

*sqrt(x)))

2)) *(1+x72);
* (2 * sqrt(x));

function[df]=dirnumdiff(f,x,h)

df=(f(x+h)-f(x))./h;

end

f(x) = arctan(x) flz) =z f(x) = exp(x)
Relativer Fehler Relativer Fehler h Relativer Fehler

2-1 0.20786640808609 2~1 0.09340033543136 2~1 0.29744254140026
2=6 0.00773341103991 2-6 0.00352613693103 2=6 0.00785334954789
2-11 0.00024299312415 2~11 0.00011094838842 2~ 0.00024418036620
2716 0.00000759482296 2716 0.00000346787667 2716 0.00000762943394
2—21 0.00000023712637 2—21 0.00000010812198 2721 0.00000023835113
2726 0.00000001020730 2726 0.00000001923506 2-26 0,00000000429331
2731 0.00000005960464 2731 0.00000001202188 2731 0.00000012467100
2736 0.00000679016113 2736 0.00000198842224 2736 0.00000495453865

4.1.2 Interpolationsfehlerabsch atzungen

INTERPABSCI

Wir betrachten Lagrangesche Polynominterpolation zu paarweise verschiedenen Knoten
p- 382 T :={ty,...,tn} C I, I C R Intervall mit Lange |I|.

4.1
p. 383

41
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Fur eine stetige Funktion f : [ — K definiere Polynominterpolationsoperator
I7(f) =7 (y) € Pumity = (f(to), ., f(ta)" € K™,

0 Notation:

! Fragestellung: Genauigkeit der Approximatation einer Funktion (= Interpoland) durch ihr
Lagrangesches Interpolationspolynom zur Knotenmenge 7 .

Spezielle Fragestellung: Asymptotisches Fehlerverhalten

IC#CMm): |f —7f| <CT(n) firn— oco.

Klassifikation (beste Schranken fiir T'(n)):

BLGCVG
T(n) <n~P : pygsstaische Konvergenz, Rate p ,
T(n) < q" Exponentielle Konvergenz .

dp > 0:
< qg<1:

Gleicher Begriff < verschiedene Bedeutungen:
Eﬁ:}terationsverfahren

Beachte:

s Konvergenz einer Folge (von Iterierten xF) — Abschn.
» Konvergenz einer Approximation (abhangig von einem Approximationsparameter)

i Theorem 4.1.4 (Fehler der Polynominterpolation). Fur f € C"*1(I): Vt e I:

1 7

f(ﬂ*'T(f)(f)://“‘ / /f("+])(t[]+ﬂ(t1*to)+“'
00 00

Tn—1 Tp

n
+ Taltn = tn1) +7(t — tn)) drdmy - -dmy - [J(E = 1)) -
J=0

. . ;ipolrec . .
Beweis. Durch Induktion nach n, verwendet (%W‘Hauptsatz der Integral- und Differentialrech-

RA
nung )[BB,—Sect. 3.1]:
EE%EO"er” . .
Bemerkung 160. Thm. gilt auch fur Hermite-Interpolation.

VteI: 3 €lmin{t, g, ..., tn}, max{t, iy, ..., tn}:

f(nJrl)(Tt)
) o

i Korollar 4.1.5. f € C"1(I):

70 =170 ="y T =)

n
=0

J

41
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Interpolationsfehlerabschatzungen erfordern Glattheit !

Beispiel 161 (Interpolationsfehler).

Interpolation von f(¢) = sin ¢, dquidistante Knoten in I := [0, 7]: 7 := {jw/n}}z:o: Interpolations-

polynom p = lrf € Py

1f = pll o) < ﬁ .~ o

1 7\ n+1
<o)
n+1\n

0 Gleichmassige [exponentielle KonvergerZ der Interpolationspolynome
(Gilt fur beliebige Knotenmengen 7)

Hf(k)HLocm =1

Vk € Ny

I,
e,

MATLAB-Experiment:

Berechnung der Normen:

e [,°°-Norm: Abtastung auf Gitter mit
Maschenweite /1000.

Fehlernorm

o L2-Norm: Numerische Quadratur (— Ab-
i :numerische-quadratur i
schnitt mit Trapezregel auf Gitter mit Ma-

schenweite 7 /1000.

Beispiel 162 (Runges Beispiel).

4.1
p. 387

41
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Polynominterpolation von f(t) = 14}7 mit 2, .
aquidistanten Knoten: [T vand) "
1 '\ = = = Interpolationspolynom [
10 n 18t o
T .= {—5 + ]} A o
7=0 . "
1 A P
Yj = z =U... Lo P
J 1+ tz ' ' s \ o
Plotn =100 Fo Do
Oszillationen von |7 f am Intervallende : I
[ If =17 fllpocq—s5) — o0 firn —oo.

—05 L L L L L L . L
-1 0 1 2 3 a 5

er: (1) = —— B [7(0)] = 20l 0 2.

lintperr
O Schranke fir Fehlerglied aus Cor. %O_D_f—ﬁ oo furm — oo. o

Bemerkung 163 (LQ—FehIerabschatzungen).

ggfgigli[l%gerr
Cor. ehlerabschatzung fur L°°-Norm

Aus Thm. EEEmit'Caucny- y-Schwarz-Ungleichung fur Integrale:

17 Tn—1 Tp,

/// //f”+1 ddr - JJ -] dt
j=0
< / P2 lSy) [ 15
I ) Sn+l
< ‘I‘Zer vol(C (n+1)/.2
< to) IS () drdt

7 (n+1)!
<o=1/2 )

andere Normen ?

) drdr, -

I = 1772,

wobei
Syl = {xeR"™0<z, <z, <--- <2y <1} (Einheitssimplex),
Ct,ﬂ' = {X € Spit1ito+ai(ty —to) + -+ wpltn — ty—1) + Ty (t — 1) = T} .

2~ 1/4|1|"+1 D)2
(S = lr(Dllp2g) < /|f ) ()| dr) (4.1.13) |
(n + 1) 'rL'
Beachte: Hf " 20 definiert eine Seminorm auf C"1(1)
(Sobolev Semlnorm, Mass fur Glattheit einer Funktion)
A

p. 389

4.1.3 Tschebyscheff-Interpolation

[TSCHEBYSCHEFF
Knotenmenge: 7 = {tg <ty <- - <tp_1 <tp},n €N, I:= ]ty tn
:polintperr (n+1)
cor AR — 1 =Py < g 1 gy Tl
w(t) = (t — tg) ----- (t— t,l,) .
Idee: Knotent,...,t, so, dass ||wl|jeo(y) — min!
— min.

< Finde q € P11, fithrender Koeffizient = 1, {|q| ;.00 p)
[ Wahle ¢y, ..., 1n := Nullstellenvon ¢ (Vorsicht: ¢; € 17?)

Heuristik: ® ¢ hatn + 1 Nullstellenin [
e q(to)l = la(tn)l = llall oo )

o " Extremalstellevong O [q(t")| = llq]l 1o (p)

3 Definition 4.1.6 (Tschebyscheff-Polynome).
41 n. Tschebyscheff-Polynom = T}, (¢) := cos(n arccost), —1 <t <1

.0

0

-1 08 -06 04 -02 [ 02 04 06 08 -1 -08 06 -04 02 0 02 04 06 08
t

Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T} Tschebyscheff-Polynome 75, . . ., Ty

BiNtpI2:

4.1

p. 390

41
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41
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ok Kk & * * * * * * * * * kK K EK
18fk k& K K * * * * * * * * L
Nullstellen von T3, g N
e ok Kk k& & x k& k k% ak
ok x k% x & % % % % %%
2k -1 uhe o« % % ox = x % % x % owm
tj, = cos 2—7{' c k=1,....n. o x k= % & x x oxw
n ks o« % = * * x x % ww
. * * * x x kx
(@114 =, [ " T, . . L e
kow - Q - e
Extrema (Alternanten) von 7}, an o * Q Q ,} “ P
P a * * P
kﬂ. 3 * * #* * *
T (t)| =13k =0,...,n:t = cos— . L A * LT N

n * * *

2 * *
*

-1 -08 -06 -04 -0.2 6 0.2 04 06 08 1

. i &?Acdreltermrekursmnen
3-Term-Rekursion (— Abschnitti2) aus cos(n + )& = 2cos nx cos x — cos(n — 1)z mitcosx = t:

Thi1(t) =2t Ty(t) — Tp—1(t) , To=1, T(t)=t, neN. (4.1.15) |
[ T, € Py, fihrender Koeffizient on—1
[ Py, = Span{Ty, ..., Ty}, n € Ny, T}, linear unabhéngig (— Basis)

tl Theorem 4.1.7 (Minimax Eigenschaft der Tschebyscheff-Polynome).

Tl o117 = Pl oo 1,17y P € Prop(t) =2" 71" -2}, ¥neN.

DEHO02
Zum Beweis siehe }ﬂﬂ],_Abschnitt 7.1.4.

- Fir / =[—1,1] O ,Optimale” Interpolationsknoten 7 = {cos( 2h+1 7T) Jk=0,..., n},

2(n+1)

O w=2"T,+, , Hw”Loo =27"

0 I =l 7] ~
If =tz (Pllpoe(—1,1) = n+1 £ Lo (1)

Ein Skalierungsargument: Intervalltransformation < Transport von Funktionen
—~ 1~
t—t:=a+35(t+1)(b—a) o~
—1,1] [a,b] < f(t):=f(t).

pEPy A p<tj):f(tj) & pePy A ﬁ(?\ﬂ:ﬂj)

. . i any nd"f
Mit Transformationsformel fur Integrale & —=(t) = ( [7])" ——=(t):
den den
N N o—n dn+lf
T e :
b=l =[P S o |
272”71|I|”+1 Hf‘<”+1)H (4.1.16) pqIznt
~(n+1)
—_—
T
CHEBNODES
Fur I = [a,b]: Tschebyscheff-Knoten
2k +1
_ 1 .
tk =a+ j(b — a) <005(mﬂ') + 1) s
(4.1.17) eq:CHEBNC
Eq:TPrek k=0,....,n.
a b
4.1 4.1
p. 393 p. 395
[Eebegue-Konstanter fur Tschebyscheff-Knoten ok .
N 28 |
B95
Theorie %‘7 L\“ ]
P . ]
A~ ;log(l +n)+o(1),
2160 ,
Ar < zlog(l+n)+1 |. (4.1.18) |
o ° Polynomgrad 1115 ® *
Beispiel 164 (Tschebyscheff-Interpolation).
Fur I = [a,b] seien z;:=a+ %l, [=0,...,N, N =1000 und man approximiert
Ilf = plloo ~ (s |f () = p(z)]
b—a .
. 2 2. ¢ 2
1f =l ~ > (1f@) = pla)P + | f@s) = plar)P)
0<I<N
4.1 41
p-3% 0 f(t)= 1+t~ — Bsp. %L%g—[ 5,5], n = 10 im linken Plot. p. 396



10 T T T T T T T T

Funtion f
- = = Tschbyscheff-Interpolationspolynom)

o lp I

e liFp

Fehlernorm

025 L" 3‘ é 1‘ “) i é ‘3 ; ; 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Polynomgrad n

U Beobachtung: Exponentielle Konvergenz der Tschebyscheff-Interpolation
on— f, ”f - I”'f”LQ([*S:SD =~ 0.8".

e lip, ]

el

Nun: [ =[-1,1] w0}
Weiterhin f(t) = (1 +t2)~! o
O Beobachtung: ém"—
Exponentielle Konvergenz: St
If = nfll 25 5 = 042"

Polynomgrad n

O f(t) = max{1—|t],0}, I =[-2,2],n = 10 im linken Plot.

41
p. 397

41
p. 308

Funtion f
= Tschbyschef{-Interpolationspolynom|

02 L L L
“2 -15 -1 -05 [ 05 1 15

Doppeltlogarithmischer Plot
0 Beobachtung:
e keine exponentielle Konvergenz

e algebraische Konvergenz (?)

o fie)=1- %(1 + cosmt) fir [t] < 1, f = 0sonst, I = [—2,2], n = 10 im linken Plot.

Fehlernorm

Fehlernorm

03F

TN

e li-p, I

Polynomgrad n

Polynomgrad n

4.1
p. 399

41
p. 400



Funtion f
- = = Tschbyscheff-Interpolationspolynom)

il

e lip,l

o8l / \ N

04 /

03F
02

Fehlernorm

e L L

14 16

<2 . . . . . . . , . 5
- - Polynomgrad n

[0 Beobachtung: Nur algebraische Konvergenz

4.1.4 Trigonometrische Interpolation

4.1.4.1 Trigonometrische Polynome

g Definition 4.1.8 (Trtrisches Polynom).

Der Raum 73,? der trigonometrischen Polynome vom Grad < n ist gegeben durch
pT {t — Z;-n:ﬂ” w/je*%m, vj € C} Jfallsn =2m, m e N |
Tt X e Py €CY L fallsn=2m —1,meN.

Warum trigonometrische Polynome ?
m . m .
p(t) == Z ﬂ,/jefzm-’t: Z 7vj2’ = (Laurent)-Polynom auf s!
j=mi Pl
= exp(—2mit
Parametrisierung: [0, 1] i Sl N exp(=2mit) St = {ze€C:|z|=1}.

t—z

41
p. 401

41
p. 402

Im
z = exp(—2mit)

o

t

=g

—T
—
=
@

pl Definition 4.1.9 (Laurent-Polynome).
Der Raum 73% der Laurent-Polynome vom Grad < n Uber K ist gegeben durch

Jfallsn =2m, m e N |

pL._ [z Xt 7 v €K}
" {z= X m1#, v €K} Jfallsn=2m—1,meN.

Beachte:

frigonometrische Polynomd] C  1-periodische Funktionen auf R (< f(t) = f(t + 1))

Zur &quidistanten Knoten 7 := {j/n,j = 0,...,n — 1} und Stiitzwerten yg, ...,y,—1 € C
finde p € P

TIPT
Trigonometrische Polynominterpolationsaufgabe

T

n—1» SO dass

plim)=y;, j=0,....,n—1.

q Theorem 4.1.10. Die frigonometrische Polynominterpolationsaufgabs ist eindeutig [sbar Vy;..

Beweis.

siehe unten. O

B> [rigonometrische Polynominterpolationsaufgabd <> lineare Abbilidung T, : C" — PnT,fr

Beachte:

1-periodische Funktionen auf R« Funktionen S! — K

f)=ft+1) VteR o g(z) =g = f(t) VzeS!.

41
p. 403

41
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B Trigonometrische Polynominterpolationsaufgabe < Aquidistante Polynominterpolation auf

Sl
Jyn—1 . . . :diskr-four-|
Zu Knotenmenge 7, {wn}jzo (komplexe Einheitswurzeln, Abschnitt ]
Stutzwerten v, . . ., yp—1 finde p € Pﬁ_l (komplexe Koeffizienten), so dass
p(wfl’):yk, k=0,...,n—1.
: : n+1 L
[N T, <« Lineare Abbildung C — P

Umformulierung der ffrigonometrischen Polynominterpolationsaufgabe;

O ngerade, n=2m,meN, O p(t)=>"T_, ve e PL

k

m o m " m—1 (n—i)k m " n—1 "
ik J n—j)k ik ik
Z 'Y]erl = Z"//lel + Z V—j%n = Z'Y/lel + Z 'ijn,wvjl, =Yk |
j=—m+1 7=0 Jj=1 j=0 j=m+1

~ . . . DKI-IVUUL-LLAlID]
wn, = komplexe Einheitswurzeln, Abschnmﬁ.—

0 nungerade, n=2m+1,meN, O pt)=>""_, yje it e pL_,

p(ﬁ):yk7 k:().,‘..,’fol.
m " m " m () m " n—1 "
ik ik n—i)k ’ ik
Z Twn = Zij}/I, + Z yojon = wa‘r]b + Z VjenWh' =Yg |-
Jj=—m 7=0 j=1 7=0 Jj=m+1

= Fng=y, g= (7() o Om Yml-n 7n71) , Y= (y(J

74 durch inverse diskrete Fouriertransformation (— Def. E%%Umsortleren der Koeffizienten:

Aufgabe: Auswertung eines [rigonometrischen Polynoms p € 777?_1 (— Def. %an

. ’.Unfl) .

aquidistanten Stellen -, [ = 0,..., N — 1, N > n,in [0, 1]:

ra

41
p. 406

Farn = 2m:

m i m i m—1 (N N-1 )

[ J V—J ~
P = D R =D Rt D vy = D TN
Jj=—m+1 7=0 j=1 =0

Vi Jalls0<j<m—1,
mit :/j:: Vj-N Jalls N—m+1<j<N-1,
0 sonst.

MATLAB-CODE Auswertung eines

function v=evaliptrig(y,N)
Tn = length(y);
f (mod(n,2) "= 0), error; end
¢ = ifft(y);
Koeffizienten in ¢ ¢ = [c(1:n/2),zeros(1,N-n),...
umsortiert gespeichert ! c(n/2+1:n)];
v = fft(c);

trigonometrischen Interpolationspolynom

O diskrete Fouriertransformation — Def. %.%E
der Lange N

4.1.4.2 Trigonometrische Interpolation 1-periodischer F unktionen:

O Linearer trigonometrischer Interpolationsoperator: fir 1-periodisches f : R — C

Tn,(f)::pepgll mit p(%):yj, j=0,....,n—1.

Beispiel 165 (Trigonometrische Interpolation).

#1 Stufenfunktion: f(t) = 0 fur |t — %\ > % f(t)=1fur|t — %| < %

. 1
#2 Glatte periodische Funktion: f(t) = ———.
1+ %sin(?wt)

#3 Keilfunktion:  f(t) = [t — 3|

Berechnung der Normen der Interpolationsfehler:

= 0:1/n:1; y = feval(f,t(1:end-1));
real(evaliptrig(y,4096));

[v,v(1)]; fv = feval(f,0:1/4096:1);
abs(fv-v); linf = max(d); 12 = 1/64

t
v
%
d *norm(d(1l:end-1));

41
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41
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10° <”””’% — 10
o » ;; i 10
107" 10
_8 =
g B . 1
= sl < 10k 4 IS
g 2 — ft) = ——me afl=[1]. 2
g g ol — 1 — arsin(27t) g
8w’ g —#3 S . =05,
3 =3 g =\
L FTR— 1 . ) S =05, L
S 1 £° Approximative Messung der Normen: “oversamp- 5 s.os| az09,L°
\ \ . - = a=0.9, L2
ol \ | Wt \\ 1 ling” in 4096 Punkten e 00951
a=0.95, 12 7
10k \ 1 w0t \\ 1 107 =099, L” \\
4=0.99, L2
e s e s —
o1 ] T N
O Beobachtet: Exponentielle Konvergenz im Grad n, je schneller, je kleiner «v
Beobachtung: Fall #1, #3: Algebraische Konvergenz 3%
Fall #2: Exponentielle Konvergenz
Analyse benutze: Trigonometrische Polynome = Partialsummen von Fourierreihen

Bekannt aus — Analysis, — Mathematische Methoden der Physik:

4.1 41
p. 409 p. 411
/\ /\ 1. mﬂ R Theorem 4.1.11 (LZ-Konvergenz der Fourierreihe). Jede quadratintegrierbare Funktion f &
ir ir T v
“// \ v i L2(0,1) = {f 0,1[— C: ||f||L2(]OA1[) < oo} ist der L7(]0, 1])-Grenzwert ihrer Fourierrei-
0.8 (‘ s‘ 0.8 he
061 I‘ \w 061 o0 I 2mikt H 2
| =% _Jke in 27(10,1]) ,
o4 \ o4 mit Fourierkoeffizienten
0.2 ‘ 02r - l ‘) 3 [
flk) = / fe >k kez.
- W 0
o 0 01 02 03 0.4 Dts 06 07 08 0.9 1 - 0 01 0.2 0.3 0.4 Ut5 06 0.7 08 09 1 N
n =16 . n =128 i . o0 T2 — 2 e
O Gibbsches Phanomen: Uberschwinger an Unstetigkeitsstellen Isometrieeigenschaft: ZL;:,OC [F(R)[" = ”f”LQ(]U»,lD (4.1.19) feq:Houriso
&
Beispiel 166 (Trigonometrische Interpolation analytischer Funktionen).
4.1 4.1
p. 412

p. 410




D Lemma 4.1.12 (Ableitung und Fourierkoeffizienten).

ferLto1) & f' € L'(jo,1])

Falls \f(

= (k) =2mikf(k), k€ Z.

(4.1.20)

_ (27T>27L ZZO:_

Hldt <oo = flk)=0(k™) firlk| — cc.

- Hf

\</\f

2N 711y 2
o R

bqry B>

n,(f)||2L2(]oA,1[) s ‘Z
I|=1

~

Abschatzbar bei bekanntem Abfall der f(j)

o)
9) [eq:fourierest|

7+ln‘ +Z|f

|j|>m

< Glattheit von f, vgl. (ﬁ%)

B Theorem 4.1.13 (Fehlerabschatzung fir trigonometrische Interpolation).

Furk € N:

Je glatter eine 1-periodische Funktion, desto schneller der Abfall ihrer Fourierkoeffizienten

Bemerkung 167 (Aliasing).

n—1

41
p. 413

f*er?qo1) = |If- Tufllz2q0,1)

mit ¢, = 2 Z?il@l —

4.1.4.3 Trigonomentrische Interpolation analytischer Fu

< vt ]

)

L2(0,1])
1)~

nktionen

- .
Was passiert wenn f : R — C 1-periodisch und f € C*°(R) ? (Aussage von Thm. %&,

¢ Definition 4.1.14 (Analytische Funktion).
Eine Funktion f : D C C +— C heisst analytisch («» holomorph) (in D), falls (im Sinne lokal
gleichmassiger Konvergenz)

VzeD: JIr>0,( =

ap)iey € cNo: jw—z <

Analytizitat lokale Darstellbarkeit durch Potenzreihe

«—

T — {] }/ . B C‘Z,;:z Nt _ lZ;z(’V n)t - Tn’<627riN~> _ -I-n(G'ZWi(N mod n)~) ]
O Die trigonometrische Interpolation von t — ¢>™ 4Vt und ¢ — 2mil %E%gﬁﬁlt Polynomgrad n
liefert das gleiche trigopnometrische Interpolationspolynom! —  Aliasing
Beispiel fur f(t) =sin(2r - 19t) O N =38
n==4 n=_~8 n =16 A

[Linearitat der trigonometrischen Interpolation]
—

Fur f € C([0,1]) 1-periodisch, n = 2m:

Noch glatter:

O

Ganze Funktionen < global konvergente Potenzreihe

analytisch in C , z.B. Polynome, exp z, sin z, cos z, . . . + Kompositionen.

oo

=Y
Jj=—00

m

7')92mjt B Tu(f)(t) = Z 5€

Jj=—m+1

0
gt Z ]?(j +in) .

l[=—00

LEine Funktion sucht sich ihr Analytizitatsgebiet selbst !”

Beispiel 168 (Analytizitatsgebiete von Funktionen).

[ Fourier-Koeffizienten der Interpolationsfehlerfunktion e = f — T,,(f):
0
o -3 fli+in) falls —m+1<j<m,
elj) =4 =
f) Jallsj < —m Vv ji>m.

p. 414

o f(t) = (1+1t>)~1 (= Bsp. %—9‘[— . r?erpretation als Funktionin z € C:
1 1
4 = = 2 Ivtisch i 441 .
41 f(2) T2 GoiGTd = fanalytischin C\ {+£i}

(4.1.21) fqg:fourie

4.1
p. 415

41
p. 416



1 -
o f(t) = ——=, @ > 0 (— Bsp. %gylfmlgﬁﬁetzung in C, \/ = Hauptzweig, analytisch auf
1+ asin(2rt)
C\Ry.

1+ asin(2rz) € Ry © sin(272) = sin(2rz) cosh(2my) + i cos(27x) sinh(2my) €] — o0, —1 — %] .
B>  Analytizititsgebiet: C\ U (l‘z + % +i(R\] = ¢, <), ¢€R", cosh(2m¢) =1 +$ .

keZ

" Im
g\ ” ‘ ‘ ‘ ‘

\ /
o
I / 14
st \  cosh / ‘ ‘ ‘ . Re
TN / -2 -1 1 2
ar _1 1
ol
° 0 f(2) analytisch in Streifen
E B o o 1 z 3 S:={z€C:: —¢<Im(z) <}

g Theorem 4.1.15 (Exponentielle Konvergenz der trigonometrischen Interpolation).
" IC
Falls f : R — C 1-periodisch und analytisch (— Def. m Streifen

S={z€C: —n<Imz<n}, n>0,
dann existiert ein nur von 7 abhéngiges C), > 0, so dass

1f = Tufllx < Coe™ ™ [l ey » mEN, X = L2010, L(0,1]) .

fourierest
Beweis auf der Grundlage des folgenden Satzes, der aus ﬁ%ﬁ@gﬁ;

1 Theorem 4.1.16. Falls f € L%(]0, 1]) mit

29\
Hf - T"(f>HL2(]U,1[) < ]V[Lni :
M >0,p 0,1 |flk)] < MplHl = 1—p"\/1— 2

n/2

p
=

A CV(
Proof. (Beweis von Theorem %H_

41
p. 417

41
p. 418

z-Ebene
Sei f : R — C 1-periodisch, analytisch fort-
setzbar in abgeschlossenen Streifen S == {z € ¢t
C: —n~ <Im{z} <n'}
O  g.(t) == f(t+r), 1-periodisch und glatt fiir
—n~ <r<nt
1 1
Gr(k) = /f(f + 7;7”)672”7:“ dt — /f(t)(a?ﬂ"lﬁk:(tf’i’r) dt = 67271'7"]{"]?(]6) }
0 0
1F(B)] < e 2 F max{|f(t+ir),0<t<1} VkeZ, V—n <r<nt.
llgrllzoego,1p)
—~—
|F(=k)| < exp(=2mm7)F || fll o5y VK EN, .
(k)] < exp(=2mn*)¥ || fll g5y Yk EN.
== Exponentieller Abfall f(k)
EERPevet
Beispiel 169 (Exponentielle Konvergenz der trigonometrischen Interpolation).
1 -rigi -anal
f(t) = —=—=, a > 0 (— Bsp. %% I 3p. %g)ina
1+ asin(27t)

f analytisch in Streifen S := {z € C:|Im z| < ¢, cosh(2n() =1+ %}
Vorsicht: f unbeschranktauf S! [ betrachte schmaleren Streifen. o

4.1
p. 419

EqQ:TIPsti

41
p. 420




4.1.4.4 Trigonometrische Interpolation und Tschebyschef f-Interpolation

ch

. heint
p € Py, = Tschebyscheff-Interpolationspolynom auf [—1, 1] zu f : [-1, 1] — C (— Abschnitt %Jy—sc =

: 2k +1
p(ty) = f(tg) fur[Ischebyscheff-Knoter, siehe (E%F_Nt%scos adubaps ,k=0,...,n
2(n+1)
f:=-L1]—C < g(s):= f(cos2ms), - .
P =11 —=C o q(s):=plcos2ns) 1-periodisch, achsensymmetrisch.
2k +1 2k +1
t t & — | = —_— . 4.1.23
=1t & a(ms) o () (@129
I Wir zeigen: ¢(s) ist frigonometrisches Polynomi:
Pp = Span{Ty,...,Tn} , Tj = Tschebyscheff-Polynome — Def. E%%
B p(t) =%T0@) + nTit) + -+ mIn), v €C.
n
= q(s) = p(cos2ms) Z')] cos(2mjs) = Z %’yme mijs s eR. (4.1.24) |
Jj=—n
2k +1 2k +1
) = f(tg) 2 —_— k=0,..., .
p(tp) = f(tr) Zv,w%(m i +1>> g <4(n+1>) 7 n
—_—
3(s) = g(s + )
I =9 it 1)) ( k [k
= q =g , k=0,....2n+1.
ils) = qls + 1 ) 2(n+1) 2n +2
dn+1)

Z 2 k ~( k — ot 1

ex i, _ — 0. 9 .
K a 2An+1) I\ony2) 1ees ;
3:771

erl
1 .
mit 7‘7/ = 2P <2ﬂ—7 4(n+1) ) RIFI falls j # 0,
. 70 Jfurj =0.

O Transformiertes Tschebyscheff-Interpolationspolynom p(cos 27t) = trigonometrisches Interpo-
lationspolynom zu gt = || f — pll zoo((—1,1) = 19 — @ll Lo (0,1))
PqQ:TIPC .
O Ubertragung der L>° Fehlerabschatzungen von Thm. %M‘
Wo muss | analytisch sein, damit g(w) = f(cos 27z) analytisch in Streifen
S={weC: —¢ <Im{z} <(T},¢,¢>07
T
Gestalt von cos(S) ?
Pq:TTP
4.1
p. 421
g w=cos(27z) g
01 _—
*re Re(o)
Mit cos(x + 1y) = cosx coshy — isinzsinhy: cos(S) = Inneres der Ellipse
E¢ = {z = cos p cosh(2m() — isin psinh(27(): 0 < p < 27}, (= max{¢ ", ¢} .
E¢: horizontale Halbachse = cosh(27(), vertikale Halbachse = sinh(27().
4.1
p. 422

41
p. 423

41
p. 424




Analyse: Tschebyscheff-Interpolation von analyti-
schen Funktionen

1. Transfomation auf [—1, 1]

Im

2. Analytizitatsgebiet A C C der transfomierten
Funktion

) 3. Maximale Ellipse £ C A + Maximum auf EI-
b - - |ipse

4. Konvergenzabschatzung aus Thm. W

4.1.5 Approximation durch Polynome

4.1.5.1 Bestapproximation

a Entscheidendes theoretisches Hilfsmittel:

OIINLPY|

T =Knotenmenge in [ C R, |7 : C(I) — Py, Polynominterpolationsoperator — (Hfﬁ)_p_p_

i7(p) =p VpEePu = I =1z(Pl = I(f =p) = Ir(F =) < L+ i) 1 =l
Wl il

Bestapproximationsfehler

speziell i || = |- .1

If =1z (Pllpoe(r) <

DAV75
Resultat von Jackson @Tﬁ m. 13.3.7]:

mit [Lebesgue-Konstantel\ 7 . (4.1.25)

1+ A7) inf — 00
( T>p1€n73n If =l ooy

% Theorem 4.1.17 (L°°-Bestapproximation durch Polynome).

feCr(-1,1]),r>1:

o _ 2
onf 1 = Pllzoeory < A+ Hf [=1.1)

Ibe

. 84
Thm. schatzung Ay < %log(l +n)+1 %,‘rﬁ‘m. 1.2]

O L°°-Fehlerabschatzung fiir Tschebyscheff-Interpolation (7 = [Lschebyscheff-Knoter)

TPl oo

FeC =Lzt |f - L) € O+ Logm BT 0]

-11)

mit C(r) == 2(1 + 7%/2)".

0 Ubertragung auf beliebige Intervalle mit [Skalierungsargument.

4.1.5.2 Polynomiale Least-Squares Approximation

Gegeben: Knotenmenge M := {1y < v <--- <wvpm} (I = [w,vm)),y; €C,j=0,...,m

m

Gesucht: p,, € P, (n < m) mit Z Ip(v) — y;l { — min
:numer-line-ausgl
O Lineares Ausgleichsproblem — Abschnitt% 4
4.1
p. 425
m
Abstrakt: Inneres Produkt auf P, p,q) = Zp(uj)q(yj)
j=0
O Norm auf Pr: ||pll7 := vV (p,p)

Ausgleichsproblem: lp— yHQT — min ,

peE Pn:

Eqilcrole wobei etwa y = |, (y).

B Theorem 4.1.18. Sei (V, (-, ) ein Innenproduktraum ( mit Norm ||-|> := (-,
malbasis (ONB) {by,...,b;}, m = dimV € N, und W,, := Span{by,.

-)) mit Orthonor-
Sbpton < me

n
V" ;= arg min v & V= E y,b:) b .
gUEW’” ”U H = (J, ]) '

YyeV:

m n
Beweis: Benutze v= > &b = [of*= X [¢?
) Jj=l ) g%g'gorﬁ"l:élengleichungen
11 oder Normalengleichungen — Abschnitt :
p. 426

4.1
p. 427

41
p. 428



Ziel: Finde (-, -)-ONB {r(, 71, ..., 7, } von Py, mit

Span{rg,...,rn} =Ppn, 0<n<m. (4.1.26) g

Idee: [Gram-Schmidt-Orthonormalisierury wie im [Lanczos-Prozess:
Gegeben ONB {r(,...,m,}, 7; € P, orthogonalisiere tryp(t) gegen

{ro,...,rn}.

Krylov-Connection: C(I)— C(I), f(t) — tf(t)ist (-, -)-selbstadjungierter Operator

§ Theorem 4.1.19 (Diskrete Orthogonalpolynome). Definiere 1 := 0, 9 = 1 und

Tra1(t) = (t = apyp)rp(t) = Bprp—i(t) , k=0,1,....m—1,
2
(i) g lnkl7
: - -
lrell7 lre—1ll7

Dann ist {ﬁﬁlﬁﬂﬁ\’} eine (-, -)-orthogonale Basis von P, und erfillt (%G) Die r; heissen

(diskrete) Orthogonalpolynome

mit o4 =

)

Beweis: (durch Induktion)

(Prg1s ) = (= g )1k — Brrg—1,75)
(rpe, (8 = ak+1)?‘j)} = B (rp—1,rj)y =0 Jfallsj <k —1,
(tr, 1) — IrgllF =0 fallsj=k—1,

(tri,m) — Qfy] (rp, ) =0 Jalls j =k .

MATLAB-CODE : Berechnung diskreter Orthogonalpolynome

GO5 function [alpha,beta,b,P]=dorthp( v,y,n)
) . m = length( v);
MATLAB-Code aus [18-98ct. 4.2.5]: Soma T oy
Input: pl = ones(size( v)); p2 = v-alpha(l);

P = [p1;p2];

b(1) = dot(pl,y)/dot(pl,pl);
b(2) = dot(p2,y)/dot(p2,p2);
for k=1:min(n-1,m-2)

v: Vektor der m Knotenpunkte
y:Wertey;, j=0,...,m
n: Maximaler Wert fur &

o Biphake ) =dot(pL inorm(p1)2
. ; i alpha(k+1) =dot(p1, v. *pl))/norm(pl)°2;
alpha :Rekurs!onskoeff!z!enten oy beta(k) = (norm(pLynorm(p0))2:
beta : Rekursionskoeffizienten 3}, p2 = (v-alpha(k+l)).  *pl-beta(k) *poO;
b . Koeffizienten <y, 'I‘J‘>, 7=0,...,n P = [P; p2];
P Ty = rR(vy) l()j(k+2) = dot(p2,y)/norm(p2)°2;
- ) en

1p:1]

41
p. 429

4.1

O Aufwand zur Berechnung von «y, ;. <y, r]->,j =0,...,n O(nm)

p. 430

MATLAB-CODE AUSWertung aiskreter

function[Y,Z]= evlortho(alpha,beta,b,z)
m = max(size(b)); Auswertung von diskreten Orthogonalpolyno—
pl = ones(size(z)); men: (MATLAB-Code aus [Teoeact. 4.2.5])
p2 = z-alpha(l); : ] .42,
5( z | gl;bpf]: 1 *b(1)+p2 *b(2 Input:

= * ‘ * +| * ’
for i [= 2:m€1) P e @l O Ausgabe von dorthp

po = pl; pl = p2; Z: Auswertungsstellen

p2 = (z-alpha(i)). *pl...

-beta(i-1) *p0; Output:

Z = [Z;p2]; ) Y: Fitpolynomwerte an Stellen z

en(;( = [v: Y(i)+p2  =b(i+1)]; Z: Othogonalpolynomwerte an Stellen z
Orthogonalpolynome

Beispiel 170 (Approximation durch Fitpolynome).

O fit)=01+ ()" 1=[-1,1] — Bsp. '%.J_nagr?_amische Funktion

Fittenint, = —1 + k‘%, k=0,....,m,méeN
Approximative Berechnung der Fehlernormen (Samplingin §; = —1 + ﬁ,j =0,...,1000)
12 10"
- - - (@WE0) -1 —+— L"-Norm, m=50
7:3 —+— L2-Norm, m=50
 n=4 —*+— L”-Norm, m=100
— n=6 L2-Norm, m=100|
—n=8 . —&— L"~Norm, m=200|
=10 o —o—2-Norm, m=200| ]

Fehlernorm

0 5 10 15 20 25 30 35
Polynomgrad n

Beobachtet: Exponentielle Konvergenz (im Polynomgrad n) fir n < m

O f(t)=max{0,1—2x*|z+ }I|} f nur CY([—1,1]), sonst wie oben

41
p. 431

41
p. 432



- = =1/(1+(5%)%)
—n=0

05

—+— L"-Norm, m=50

— L2—Norm, m=50 |-

—*— L"-Norm, m=100|

L2-Norm, m=100| |

—4—L"-Norm, m=200)

—=—?-Norm, m=200| |

Fehlernorm

— L”-Norm, m=50

——L?-Norm, m=50 |

—+— L"-Norm, m=100|

L2—N0rm, m=100|

——L"-Norm, m=200|

—o—12-Norm, m=200| |

Fehlernorm

5 10 15 20
Polynomgrad n

f(t) = max{cos(4r|t + %‘\)7 0}, nur f € CH([~1,1]), sonst wie oben

25 20

Beobachtet: Nur algebraische Konvergenz (im Polynomgrad n) fir n < m

—+—L"-Norm, m=50
— Lz—Norm, m=50
—*—L®~Norm, m=100|
L?-Norm, m=100
—4—L"-Norm, m=200|

—— Lz—Norm, m=200|

[ 5 10 15 20
Polynomgrad n

4.1.5.3 Tschebyscheff-Approximation

Gegeben:

Gesucht:

f I C R C beschrankt, I Intervall

L°-bestapproximimierendes Polynom:

Polynomgrad n

qn = ‘Hygminpepn Hf - pHL%(I)

41
p. 433

41
p. 434

i Theorem 4.1.20 (Tschebyscheffscher Alternantensatz). Fiir f € Cla,b], a < b,n € N:
e(t) == f(t) — q(t) erfullt:
in 1f = pl Ja<§<f < <p<b,m>n+1,
q = arg min —p Loo(] = i
pEPn 0) |e(§]>‘ = HGHLOO([(IJ)]) y J = 0,...om,
e(§j—1)=—el§j1), j=1,....m.

HeHLx([a,,b])

Veranschaulichung Alternantensatz:

Verhalten von e < Tschebyscheff-
Polynome — Def.

= llell zoo (a0

Terminologie: Extremalstellen 5] der Fehlerfunktion = Alternanten
Der Remes-Algorithmus ’[‘ﬁ%&t‘)schn. 11.5]:

Darstellung Ivon Polynomen bzgl. Basis {uq, . . . , up } von Pp; uj =Monome, Tschebyscheff-Polynome,
1L DO

Def.

Idee: Iterative Aktualisierung einer Alternantenmenge: A0 — AN — ti/la) =n-+2

0 0 0 0 R
0 A =g <! < <8 < g} € la.b) witkerich
(z.B. Extremalstellen des Tschebyscheff-Polynoms 1,41, — %hebysoheff—Altemanten)

O Falls AD = {5(()]) < §El> < e < 5,({) < 57(31} C [a,b] exakte Alternantenmenge (—

Thm. :

S ajuie)) + (~1Fa = pel)y, k=0,..m+1, 4.1.27) &
=0

n
liefert L.°°-bestapproximierendes Polynom ¢ = ‘Zo ajuj, § ==+ f - all 5o ((a,b))-
j=

; SYS

B Lose t AL, wenn (3] = [|f = qll pooiq ) | < TOL STOP

4.1
p. 435

q:ALTSY

41
p. 436




0 AU+ = Extremalpunkte von f — ¢ (zu finden durch Newton/Sekanten-Verfahren, Sampling).

[+ [+ 1und GOTO [.

Alternativ: A+ = A1 U {Maximalstelle von | f — ¢|} \ {Minimalstelle von | f — ¢|}

(Austausch — robusterer Algorith

MATLAB-Code: Remes-Algorithmus zur
Tschebyscheff-Approximation auf [a,b]

f:Handle auf f : [a,b] — R
n: Polynomgrad
N: Sampling-Auflosung

Tschebyscheﬁ-AIternm

Vandermonde-Matrix:

; SYS
Die ersten n + 1 Spalten des LGS Eﬁ%_

Suche: Maximum der Fehlerfunktion\

(Sampling-Technik)

nx = length(ind); xe = x(ind);
if (nx == d), xe=[a;xe;b];
elseif (nx d+1)

xmin = min(xe); xmax =
max(xe);

if ((xmin-a) > (b-xmax))

xe = [a;xe];

else xe = [xe;b];

end

mus)

MATLAB-CODE : Remes-Algorithmus

41
p. 437

function dev = remes(f,a,b,n,N,tol)
t = [a:i(b-a)/N:b]’; y = feval(f,t);
xe=(a+b)/2+(a-b)/2 * cos(pi/(n+1)
fxe=f Xe);
or k=1:maxit
| V=vander(xe);
A=[V(:,2:d+2),(-1)."[0:d+1]];
c=A\fxe;
delta = c(d+2);

err = polyval(c(1:d+1),t) - y;
delta = diff(err);
s=[delta(1:n-1)].

™~ ind=find(s<0)+1;
Xe= ....;

fxezfeval(f,xe);
| = polyval(c(1:d+1),xe) - fxe;
dev = max(abs(del));

if (abs(dev-abs(e)) < tol), break; end
end;

*[delta(2:n)];

*[0:d+17);

Beispiel 171 (Konvergenz des Remes-Algorithmus).

41
p. 438

o f(t)=(1+2)!, I =[-5,5] — Bsp.EEZ"4*~

1 1
. f) = {(2)(1+cos(27rt)) sl <,
sonst.

f(t) = 1/(1+19), 1 = [-5,5) (t) = x(1+cos(2mt), 1 = [-1,1]

L”-Approximationsfehler
L*-Approximationsfehler

S s o 7 T s . 7
Schritt des Remes~—Algorithmus Schritt des Remes-Algorithmus

Beispiel 172 (Tschebyscheff-Interpolation vs. Bestapproximation).

\ 1 _ 0.4
exp (<t_0'1)2_£) Jfalls — 0.4 <t <06,
I=[-1,1].

f($) =

0 sonst.

[ f € C*®([—1,1]), aber f nicht analytisch !

Approximative Berechnung der Fehlernormen fur verschiedene Polynomgrade:

o . . . . . - . . . T T T T | T T T
— Tschebyscheff-Interpolant: L*~Norm|
~ = ~ Tschebyscheff-Interpolant: L%-Norm

— Tschebyscheff-Interpolant: L“~Norm|
~ — ~ Tschebyscheff-Interpolant: L%-Norm
— Bestapproximation L*”-Norm
~ ~ ~ Bestapproximation L%-Norm

T

0.025F — Bestapproximation L*~Norm

5

|
'
|
'
i
'
00151 !
|
I
\

Norm des Approximationsfehlers
5,

Norm des Approximationsfehlers

'
|
'
|
'
|
|
|
|
"
|
"
1
"
1

|
i
|
|
"\
0.005F ‘l
|

Polynomgrad n Polynomgrad n

Beobachtungen: Indizien fur Exponentielle Konvergenz

n = 13: Divergenz des Remes-Algorithmus !?

4.1
p. 439

41
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4.1.6 Clusteringapproximation

[CLUSTAPPROX

Aufgabenstellung:
Gegeben: Kernfunkton G : 1 x J+— C,I,J CRintervalle: G(x,y) glattfirz #y

Kollokationspunkte 71 <zy < - <azp,zj €L y1 <y < - <ymyj €J

KOLLMAT ' o
Kollokationsmatrix: M € C""™ &

(M) = Gl(zj,yj), 1<i<n,1<j<m.

(4.1.28) {q:Nidef
Gesucht: Effizienter Algorithmus fir approximative Auswertung M x Vektor
(Naiv:  Rechenaufwand O(mn)!)
Beispiel 173 (Interaktionsberechnung fiir Vielteilchensysteme).
€T xr9 T3 T4 Th e X7
® oo o0 L L
41
p. 441
n parallele stromdurchflossene Drahte, Draht j — Strom ¢;, Position z; € R, ¢j € R
Zu berechnen: Magnetische Kraft auf alle Drahte
. n .
Kraft auf Draht j: fi= 1T CkC, J=1...,n.
’ k#j ‘l; —ap "
. ‘1 i fallsi £ g
= f=daglc,...,cn)M M = (mii)?jzl , My = |zj—ail
c o ’ 0 furi=j.
0 Kollokationsmatrid M wird t durch Glz,y) = ——
wird erzeugt durch Kernfunktiod G/, y) = o
Beispiel 174 (Gravitationskrafte in Galaxien).
4.1
p. 442

Galaxie: n (=~ 109) Sterne mit Positionen x; € :
R? und Massen m;, i =1,...,n.

Erforderlich fur Simulation der Galaxiendynamik:
0 Gravitationskraft auf alle Sterne !

G 1
fi= —Zimimj ,
dm i£] ||Xi B y]H
je{l,...,n}.
mi G 1 forij,
f = diag(my,...,mp)M TS 7 x| <ij<nm
m 0 forv =7,

> dreidimensionale Verallgemeinerung der Aufgabenstellung

4.1.6.1 Separierte Kernapproximation

Beobachtung: Falls Kernfunktion separiert:  G(z,y) = g(z)h(y), g: I — C,h:J—C

M= (gla)y - ()"

Rechenaufwand(IM x Vektor) = m + n

B rank(M)=1.

Skalarprodukt !

a
Verallgemeinerung:  G(z,y) = Zgj(:v)hj(y), gj:I—Chj:J—C,qgeN

J=1
M:UVT UGRTZ’(], ul]:gj(‘Ll)a jG{1,...7q},i€{1,..‘,n},
’ VGR(]J”? Ulj_hi(y]'>7 Le{l’,q},je{l’m}

41
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41
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[ rank(M) = ¢
[N Rechenaufwand(M x Vektor) = g(m + n)
M B I <} v }>
- L ]
q Skalarprodukte !
Idee: Globale Approximation von GG durch (Summe) separierter Kernfunktionen:
d d
G(r,y) =~ =3 > ra@hgly) . €C, (zy)elxJ.
1=0 k=0
(4.1.29)
— Ersetze M — M = (ﬁlz'j), ﬁl” = é(my])
Bemerkung 175 (Qualitatsmass fur Kernapproximation).
— 9 ~ :
M - MH M- MH > (mij = i) = | DG )) — Gl y)
5 ]
[QUACMEAS
P  Normalisiertes Qualitaitsmass: % Z (x4, y5) — (rl, y])) (4.1.30)
A
Wie bekommt man eine separierte Kernapproximation ?
o Definition 4.1.21 (Tensorprodukt-Polynominterpolation). LI € Pn (L7{ € Pm)j=0,.
(k = 0,...,m), agrange-Polynomd zu Knotenmenge X’ := {Ll}; W CIY = {yk},’:' 0 C

J), I, J C R Intervalle. Zu stetigem f : [ x .J +— C definiert

n m

ZZfI] yp)Lj(z)L;

7=0 k=
das Tensorprodukt-lnterpolationspolynom.

Yy, zyeR,

(lxxyf)(z,y)

Abschnitt X5 Benutzé —Tem: ensorprodukt-Tschebyscheff-Polynominterpolation
d d

ZZGf L (@) L (y) .

0 k=0
t§, .. g, . ..t [[schebyscheff- Knoteﬂ inI1.J,

L, 1 atigeoranete [ agrange-Poyions,

Beispiel 176 (Globale separierbare Approximation bei glatter Kernfunktion).

(4.1.31)

S

» Glatte (analytische !) Kernfunkfiod G(x,y) =
1

p—
i
—<— N=1000

—  , Kollokationspunkte ©; = y;, = 107

1+ |z —y? p i Yi

i—1 . ”

:T,z:l.,...,n w
s G durch 10°

Tensorprodukt-Tschebyscheff-
Polynominterpolation d%vom Grad d € N.
>

5

S,

Matrix—Approximationsfehler in der Frobiniusnorm

2
CAT 2 Z M y7 (127 U/)) -
als Funktion von d fir n € {100, QOOT 400% B I Degrecd " e ¢
4.1
b 45 Beobachtet: [Exponentielle Konvergera HM MH — 0 in Abhangigkeit von d o
Beispiel 177 (Globale separierbare Approximation bei nichtglatter Kernfunktion).
£ 10
e
. . %'globses}agprox] 5
Auswertungen wie in Bsp. , nun fur & —<
CAdual RernfunKiion 8
1 y g
o furz £y g
G(z,y) = vl ’ (4132 £
0 sonst, g
wires H
vgl. Bsp. fagres S e
<
g 1010 10
Degree d
Beobachtet:  (Praktisch) keine Konvergenz HM — MHF — 0furd — oo
<&
Schuldiger: Fehlende globale Glattheit

O  Schlechte Approximierbarkeit von G(x,y) = |z — y|~! in Umgebung von

41 {(w,y) € I x J:a = y}.

p. 446

CA:2

41
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41
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. -analvti
JEDOCH G(z,y) aus (%) ist glatt (sogar analytisch — Def. E%ym—lc"gT(Tsserer Entfer-
nung” von {(z,y) € I X J:x =y}.

Idee: Lokale Approximation von GG durch (Summe) separierter Kernfunktionen:

d d
Glw,y) =Y > mpa@)hi(y) , ;€ C,
1=0 ki“ o _
(r,y)eIxY, ICI,JCJ,

mit I x J N {(z,y):z =y} =0.

Y

Konkret:

Lokale Approxmation von G auf Rechtecken IxJ
einer Partitionierung von [ x J

[ Mméglichkeit der separierten Kernappro-
ximation durch lokale Tensorprodukt-
Tschebyscheff-Polynominterpolation

~

(zulassige Rechtecke) ‘ ‘

caparg

(4.1.33) [cATapp

41
p. 449

Ahnliche Kernfunktionen:

G(z,y) =loglz —y

Terminologie:
INEARF
[ Nahfeld: G nicht approximierbar

[EARK
[T Fernfeld: G gut approximierbar

Kernfunktion (%) auf [0, 1)2

1

Gla,y) = ——
( [z =yl

Y)

singuléar furz =y

O  Analytisch fernvon {(z,y):z = y}: )
.. . Ar1g-1
Analytizitatsellipsen (— Abschn. %EL
wachsen mit |z — y|
o 1
, G(x,y) = ——, etc.
(@9) Oz |z —y|

4.1
p. 451

interp

41
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1 g Grosse der Rechecke ~  Abstand von Diagonalen
~Glattheit von G(x,y) = ﬁ nimmt mit wach- . ’ e
o 7. S 10 +d7g
sender Entfernung von Diagonalen {z = y} zu™ ot 2 Wﬁ:m
O Keine Approximation, wenn |z — y| klein” Wl *g 10"
. . £ A
Tensorprodukt-Polynominterpolation auf > ﬁ B s h -
e kleinen Rechtecken nahe Dlagonale\ é mHW
e grossen Rechtecken fern der Diagonalen___| o2r % .
Wahl geeigneter Rechtecke ? oL < )
0 B ‘ ‘ ‘U U‘Z D‘A - 0‘6 0‘8 . . — 0.05 01 0.15 OZPara(:::;terioﬁl 0.35 0.4 0.45
[ [
0 ! ; 5
Beispiel 178 (Tensorprodukt-Tschebyscheff-Interpolation auf Rechtecken). a Abnahme des Interpolationsfehlers trotz Zunahme der Rechtecksgrdsse o
I=J=[0,17 G(z,y) = |v —y|~" from (&ﬁ) (Genaherte) Supremumsnorm des Fehlers der /”si keitsbedinauna: Abstand von Di |
lokalen Tensorprodukt-Tschebyscheff-Polynominterpolation von G auf 9 . gung: ) o stand von Liagonaien
[a,b] x [c, d] heisst 1)-zulassig (engl. admissible), n > 0, fall Grosse des Rechtecks
Rechtecken konstanter Grosse, aber mit wachsendem Abstand von {(z,y): x = y}.
ndist([a, b], [¢,d]) > max{b—a,d — c} . (4.1.34) CARdm
_ _ A1 (dist([a, b, ¢, d]) == min{|z — y|: = € [a,b],y € [, d]}) 1
I =055+ k- 0.05,0.75 + k- 0.05] , J=1[0.25—k-0.05045—k-0.05], ke{0,...,5}.|p 453 " 7| p. 455
y 4.1.6.2 Clustertechnik
T W — Aufgabe: Gegeben n > 0, finde (O schneller Algorithmus) Partitionierung von [ x .J fern der
£ e | Diagonalen” in n-zuléssige Rechtecke.
z P .
o <) Bemerkung 180. Perspektiven:
3 o Partitionierung N Partitionierung Partitionierung der
I von I x J von {z;}i ) x {y; ;-nzl Indexmenge {1,...,n} x {1,...,m}
E 10°
g A
(& 10
B PO L R B Clustertechnik:
d aep
' T Definition 4.1.22 (Clusterbaum). Ein Baum (— Informatik,Graphentheorie) 7" heisst Cluster-
| Abnahme des Interpolationsfehlers mit zunehmendem Abstand von {(z,): z = y} o baum (engl. cluster tree) zu P .= {zy,... . 2,} CR &
e Knoten von 7' (= Cluster) sind Teilmengen von P.
Beispiel 179 (Tensorprodukt-Tschebyscheff-Interpolation auf variablen Rechtecken). o r00t(T) = P.
. % ipcr : . . o . L
siehe [0 Bsp. - nun Supremumsnorm des Interpolationsfehlers auf Rechtecken e Fir alle Knoten o von T: {¢”: o/ € sons(o)} ist Partitionierung von o.
1 4.1 ; . — Trin £ ox Lo 4.1
1 11 1 1 1 1/ /7 1 Bounding Box von Cluster o € T ['(0) := |min{z max{zf,
BV2 -1+ 5 3(V2+ e+ i x [AV2 - e+ 4, —5(vV2+ 1)e+ 4], 005<e< 5 b g (0) = [min {z} e, max{z}, e, ] o




(o} dwo} {ws} {wa} {ws} {wg} {w7} {ws}  « Batter (leaves)
{11712} {15,14 15} {»Lb L 15} — sons(Wurzel)
{1, I27 x3, 147 x5, 1’6, 27,8} — Wurzel (root)

Terminologie (— Graphentheorie):

Clusterbaum 7"
Rekursive Konstruktion
MATLAB-Datenstruktur:
N x 6-Matrix, N = #T,
Zeilen = Cluster

= [T;i,j,xl,xr,s1,s2]
i ro=A{x,... 1))

x| xl = minj<p<j g

Xr XTI = Hl?].}(igkgj Tl

sl, s2: Zeilenindices der Séhne
= ¢ < 2n

Beispiel 181 (Clusterbaum).

level

Clusterbaum 7: o € T:sons(o) =0 :& o Blatt

MATLAB-CODE : Konstruktion eines Clusterbaumes

function [T,idx] = ct _rec(x,o0fs,m,T)
= length(x);
if (N <= m)
= [T;ofs,ofs+N-1,x(1),x(end),0,0];
else
n = round(N/2);
[T,s1] = ¢t _rec(x(1:n),ofs,m,T);
[T,s2] = ct  _rec(x(n+1:N),ofs+n,m,T);
T = [T;ofs,ofs+N-1,x(1),x(end),s1,s2];
end
idx = size(T,1);

sww <« Binarer Clusterbaum:
X = sqrt(0:1/64:(1-1/64));
s O 2!~ cluster auf Level [ mit e 27! punkten.

(ausgewogener Clusterbaum)

Idee: Wahle Approximationsrechtecke = Tensorprodukte von Bounding Boxen von

Clustern € T'

p.

4.1

4.1

.45

45

8

A Respektiere [Zulassigkeitsbedingung (%1

Cluster o,p zulassig &

F(O’) [‘(u) zu|éssig_ MATLAB-CODE : Rekursiver Aufbau einer zulassigen Partitionierung

’ function [Pnear,Pfar] = ...
Rekursiver Aufbau ein divide(Tx,Ty, o, pu,Pnear,Pfar, 1)

. L cls = Tx( o,)); clm = Ty( pu.2);
zuléssigen Partitionierung: i o = Blatt | x = Blatt)
Pnear—=_[Pnear; cls(2),cls(3),cIm(2),cim(3)];
Pnear = Nahfeld: elseif ( (o, p) zulassig)
. Pfar = [Pfar; cls(2),cls(3), clm(2),clm(3)];
Zone nahe der Diagonalen else [ (2).cls(3) (2).cim(3)]
(— keine Approximation) for s1 = clIs(6:7), for s2 = clm(6:7)
[Pnear,Pfar] = divide(Tx,Ty,s1,s2,Pnear,Pfar, n);
Pfar = Fernfeld: end; end
end

Partitioniert mit n-zulassigen
Rechtecken

MATLAB-CODE : Aufruf
function [Pnear,Pfar] = partition(Tx,Ty, n)
Pnear = []; Pfar = [];
= find(Tx(:,1) == min(Tx(;,1)));
wo= find(Ty(:,1) == min(Ty(:,1)));
[Pnear,Pfar] = divide(Tx,Ty, o, i,Pnear,Pfar, n);

MATLAB Animation zum Aufbau einer Partitionierung in File
IMATLAB/Kapitel_4_Approximationinterpolation/Clustering/clusteringanimation.m

Aufruf: clusteringapproximation(N,waittime)

N: Anzahl Kollokationspunkte in einer Dimension, waittime: Zeit (sec) zwischen 2 Animationsschritten

n = 0.500000 n =0.500000

1 oooo 1F —
- =
===
REREEE ===
NEmss: | cmE eSS
oobRl e S
Aoeesiiitson | L |« SEHESSS000000000000
o.zgggaﬂggggggmmmm oZf 1 1 11:00000000000
mgguggljggﬁ%mm 1ol HHHHHHHHH
e T I s R AT

X

X = (0:1/64:(1-1/64)): X = sqri(0:1/64:(1-1/64));

41
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41
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Punktmenge(n): + = Nahfeldpunktpaare , [ = Partitionsrechtecke (Fernfeld)

! Achsenabschnitte der Partitionsrechtecke € {I'(¢'): 0 € T'}, T' = Clusterbaum (— Def. %

4.1.6.3 Multipol-Matrixmultiplikation

Lokale Kernapproximation auf

[Fernfefd-Rechtecken durch

COWRANKAPPROX
Niedrigrang-Approximation vofn Blocken

Tensorprodukt-Tschebyscheff- von M aus /
Polynominterpolation siehe Figs.%
0 Notation:
o= {il,...,ig} C {1.,...,7L}
i i = My = (Mij) imiyig -
= I J 1?2
pi=Adn - dk L om) | b

Betrachte Kernapproximafion auf [;,, z;,] X [y;,, ¥;,] durch Tensorprodukt-Tschebyscheff-Polynom-
interpolation (— sieheré%l'

d d

YN G L@ L)

=0 k=0

G(z,y) ~ Glz,y) =

s tf,. thit], . Y = [[Schebyschef-Knoter auf [z;, 24,)/[y;,, v,
. L;, L‘L{ = zugeordnete Lagrange-Polynome.

d d
Gla.y) = - 3 G L)L) |

T e [-rilv‘rig}" Y€ [y]yy‘]z] .

=0 k=0
M (e T 4y Yy,
> Ml(?')(/l, = L;(‘Ll)> 1=i1,..,19 (G<t; tk)) i k=0 1 (Lk(yJ» =0,..., (]
j=0,...d JR=s- J=01572
cRio.d+1 cRd+1Ld+1 cRA+Lin
rank<d+1

M‘(TX# = <

Anwendung auf Partitionierung

)

U

(U-,/l,) € pnear

oxul|lU

U

(0,p1)€ Plar

{o, . o) x {y, - ym) = oX

41
p. 462

Nahfeldkopplungsindices P"*"'(i) :=

Algorithmus:  Auswertung f = Mc, M aus (&%'_
m
i = i Yj)cj = i, Yj)C¢5 i:Y5)¢j
fi=_ Glaiyj)e > Glnye|+( X X X Glay)e
j:1 J‘ePneal'(j) oeTy /IETy 1<j<m
T €0 (U.;l)EPfar yjep
/
Nahfeldbeitrage Fernfeldbeitrage

{] € {1, .. .7777,}: ({1‘2} % {yj}) c PIleer}

Veranschaulichung:

x = sqrt(0:1/64:1); ,i=27,n=1:

m— Fernfeldclusterpaare mit Beitragen zu f;

Yr— Nahfeldpunktpaare mit Beitragen zu f;

O
e

d d
Y Glapyei+ > > Y Y S G L] () L (y))e;

jepnear(q) o€Ty  peTy  1<j<m [=0 k=0
Ti€0 (a‘//,)ePfiﬂ' ij/l

Z G(.L, I/I)C/ + Z Z Vg’Xo‘ ﬂV C‘“) s

jepnear(i) 0Ty pely
€0 (o) Pfar

‘CHEBNQDES
t7, tz := [I[schebyscheff-Knoteri (ﬁ%‘m_g%, D), 1=0,...

XU:H = (G( t“))l - c Rd+14]+1 7
Vo= (Ll (‘Ll)) itz EU € R d+1
I= 0

~
~

mit

7d7

V, = (4.1.37) |

Komplexit atsanalyse (unter der Annahme n ~ m):

0. Trick: Berechnung Lauf Vorrat”
Berechne w, := vT 1 € R e T, O O(n) Operationen auf jedem Level von T},

41
p. 463

(4.1.35) pgPOXc
(4.1.36) bqPQVe

41

[ Rechenaufwand O((d + 1)nlogy n), Speicheraufwand O((d + 1)n logs n)

p. 464



:POXdef -
O: Berechne X, |, aus (E%E%)(,%e Ty, € Ty, (0, p)€ pfar.
Regelmassige Punktverteilung 0 max{#{y € Ty: (o, 1) € Pf‘dl‘}7 oeT:}=0()

Beispiel 182 (Vorkommen von Clustern in Partitionsrechecken).

© IS

Maximalzahl(Vorkommen eines Clusters)

Maximalzahl(Vorkommen eines Clusters)

[ | —— Nahfeld 7] 1r | —— Nahfeld
—+— Fernfeld —— Fernfeld
n n . . n n

o 50 100 150 200 250
Anzahl der Punkte

x = (0:1/n:(1-1/n))

L L L L L L L L L L
00 350 400 450 500 0 50 100 150 200 300 350 400 450 500
Anzahl der Punkte

=1 X = sqrt(0:1/n:(1-1/n)) yn=1

Bei ,gleichméssiger” Verteilung der z;, y;: Fur alle o € Ty

41 € Ty (0.1) € Prar} = O(1)

g jeder Cluster tragt nur zu einer kleinen Anzahl von Partitionsrechtecken bei.

MWV\M |

/y
/
L/

]

4

5

©

-

Maximalzahl(Vorkommen eines Clusters)
>
Maximalzahl(Vorkommen eines Clusters)

—+— Nahfeld 21 | —— Nahfeld
—+— Fernfeld —+— Fernfeld

] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Anzahl der Punkte Anzahl der Punkte

x = (0:1/n:(1-1/n)); x = sgrt(0:1/n:(1-1/n)); ,n=0.5

Rechenaufwand far Schritt 0:  O(n(d + 1)%), Speicheraufwand O(n(d + 1)%)

41
p. 465

41
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0. Fernfeldauswertung =

Summe Z Z VX uWy

o€Ty  pely
€0 (o, Plar

foreach 0 € T, { Berechne V4, s:=0
foreach p € Ty, (o, 1) € Pl £ s s+ XopWyu }
f‘ — f|(, +Vgs }

[ Rechenaufwand O(n logy n(d 4+ 1)%), Speicheraufwand O(n(d + 1))

a

0: Nahfeldberechnung

foreach (o,pu) € P" { foreach i:z; €0 { fi—fi+ > Glonyje} }
JY;ER
Rechenaufwand O(n)
S —

[

‘ Gesamtrechenaufwand/Gesamtspeicherbedarf O((d + 1) nlogy n)

Bemerkung 183 (Konvergenz der Clusteringapproximation).

- analvii
Falls G(z,y) analytisch (— Def. %Am@ﬁﬁy): x #y}

a Clusteringaggcrgximation erbt [exponentielle Konverger von Tschebyscheff-Interpolation,

Bem.

Beispiel 184 (Konvergenz der Clusteringapproximation einer Kollokationsmatrix).
ex = 0:1/128:1; ,G(x,y) = |z —y| " irz #y, Glz,x) = 0.

1 = 1.000000

A

—+— w-Norm
—+— Frobenius norm

Matrix Approximation error
w-Norm Approximationsfehler

5 6 7
Polynomgrad d

6
Degree d

Gl y) = |z —y| urz #y, Gz, z) = 0.

[
x
|

= sqrt(0:1/128:1);

4.1
p. 467

41
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n =1.000000

—+—oo—Norm
—— Frobeniusnorm| |

Matrix-Approximationsfehler
5,
co—Norm Approximationsfehler

——n=05

5 6 7
Polynomgrad d

5 6 7
Polynomgrad d

DUR95
Beispiel 185 (Auswertung eines trigonometrischen Polynoms). }[ﬁr

vt} 0,1, a i, .-, am € C,n = 2m, m € N, berechne

m
p(t) = Z ozjefzmjt.

J=—m+1

Gegeben: {ty, ..

CA:p(t]ﬁ>7 j:07"‘7

[Irigonometrisches Polynom|

REL.UIDNITIVUL-U Al

Diskrete Fouriertransformation (DFT) — Abschnitt 371"

m -dft m o
- —2mi gy Lemma%di 1 . 2mip;
fl = g aje” P a; = 7 E f]e n
Ti
j=—m+1 l=—m+1

FFT: f;,l=—-m+1,...,m, zu berechnen mit Rechenaufwand O(n logy n)

m omi
L] Vi i
Z fleTlJ> e 2mijty,

m m

o = Z ajemjtk: Z %(

j=—m+1 j=—m+l l=—m+1
1 n m o
" Z fi Z o= 2mij(te—l/n)
l=—m+1 j=—m+1
m —2min(t—!
_1 fre2milti—n)(—m+1) L — € et
== > e g e
[=—m+1
L ) 1 )
_ Z fle—mt},. Sill(Tr’Iltk)W(fl)le_ml/” )
n 5 sin(7 (T n
sin(rnt)\"" i
B c=diag M M diag ((—l)lc_“ L[/”)
et} fe—mi1 l=—m+1,...m

f.

41
p. 469

41
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mit Kollokationsmatrix gemass (%

1 -
- c R2n2n
(Sin(ﬂ'(tk — l/n))) k=—m+1,...m

[=—m+1,..m

O Approximative Auswertung mit Clustering-Algorithmus! — USFFT

<

Bemerkung 186. Clusteringapproximation Beispiel fur schnelle a;lqpr0><limative Realisierung eines Al-
:numer-line-algebra .
rnumerischen linearen Alge-

gorithmus der numerischen linearen Algebra (— Kap. rend in
bra ?
Problem | Exakte/direkte Methoden |

=

Lineare Gleichungssysteme
Eigenwertproblem
Kollokationsmatrix x Vektor

Approximative/iterative Verfahren .|
Gauss-Elimination CG-artige iterative Loser — Sect. @ |

Transformationsmethoden | Krylov-Unterraumverfahren — Sect.
BLAS (SAXPY) Clusteringtechniken

Mit Clusteringapproximation verwandt, bzw. Verallgemeinerungen davon:

HO3

o H-Matrix-Techniken %‘?—
02

o H2-Matrix-Techniken %ﬁ_

_ E%K%a GR%%]
o Multipol-Methoden )

http://orion.math.iastate.edu/burkardt/misc/algorit

weiterer .Milleniums-Algorithmus”

hms_dongarra.htmi

4.2 Dreitermrekursionen

[File: section-dreitermrekursion.tex, SVN: section-dreitermrekursion.tex 1011 2006-09-11 18:44:51Z hiptmair]

acinterp-und-appr

Technik zur Darstellung von Funktionen I C R +— R (— Einleitung Kap. &5]
Gegeben: Funktionensystem by : I +— R, ke {l,...,n},neN
Entwicklungskoeffizienten aj,j e{l,...,n}

echn-
unterr

4.1
p. 471


http://orion.math.iastate.edu/burkardt/misc/algorithms_dongarra.html

o0
B> Funkiion f(t)= ajbi(t), tel.
=0

Aufgabe:  Effiziente Auswertung von f(z) fur ein/mehrere x € T

~DREITERMREK
Dreitermrekursionen fiir viele relevante Funktionensysteme #0

Dbl ER L by (@) = mp(a)bye) + amm, keN.

reiterm|

(4.2.1) eq:

Jeast- -best
Beispiel 187 (Orthogonalpolynome). (— Abschn.%ﬂw

" h
e Legendre-Polynome auf [ := [—1, 1] — Def. i e|r§11d endre
:Legpol o 2k +1 k
(E%)Q-Lbo(t) =Lht) =t , b)) = mtbk(t) - mbk—l@ :

e Tschebyscheff-Polynome auf I := [—1,1] — Def. B%[,’—cl’—li_gs. %%g
TPrek
EXEF () =100 =1, bt (6) = 200(0) — b (1)

Immer gilt: Polynome vom Grad < n: P, = Span {by,...,b,}

Beispiel 188 (Spezielle Funktionen).

e Trigonometrische Funktionen by (t) = cos(kt) bzw. by.(t) = sin(kt)

P by(t) =1, by(t) = cost fur Cosinus,
bi41(t) = 2cost - by(t) — bp—1(t) by(t) = 0, by(t) = sint fiir Sinus .
Herleitung benutzt Additionstheorem
CoS T + Ccosy :2cosx;rycosx;y , T,y eR,

fire = (k+1)t,y = (k — 1)t.

® Bessel-Funktionen (erster Art) b = J, : R— R

42
p. 473

42
p. 474

Reihenentwicklung:

o0

Ji(t) = Z

1=0
[Dreitermrekursiork:
2%k o

bpp1(t) = 5 be(t) —bp—1 , k€N, (422)
bo == Jo, by = Jy .

(=1

/21+k
224k 11k + 1)! '

0.5F

b,

-05

A 10

0  Wichtig z.B. in Fluidmechanik, Elektromagnetik: Lo&sungsdarstellung fiir Feldgleichungen bei
Rotationssymmetrie

o
Plotten von Funktionensystemen aus W
function plotbk(kappa,sigma,t,b0,b1,N) )
% Plotten von Funktionensystemen <0 MATLAB-Code  zur  graphi-
V = [bO;bl]; schen Ausgabe der by,
for k=1:N-1 Funktionen sigma,kappa —

V = [V;kappa(k,t). *V(end,)) +... op(z), k1.(x)

end sigma(k). - »V(end-1)}; Fir Besselfunktionen Jj:
figure; hold on; ekappa = @(ky 2 *k/t
for k=0:N, plot(t,V(k+1,:),-"); end e sigma = @(k,t) -1,

Beispiel 189 (Besselfunktionen aus Dreitermrekursion).

Beobachtung: “Instabilitat” fur kleine t, grosse k 1?

4.2

p. 476



Besselfunktionen aus Dreitermrekursion

06—

Besselfunktionen aus MATLAB besselj

0.5

0.4

|| <2 = |Gpol=1,

= w241/ (522 =1
B Ga=r2Ey() K >2 = o> 1 0el<1.

0.3F

0.2

Allgmeine Lésung: 2k) = clgf‘“ + cg(%“ , ¢, €ER. (4.2.4) pq:3igen

5,0

0.1F

b,

Beispiel 190 (Instabile Dreitermrekursion).

10 -
-03; Wt *
' :3fsimple W't — 1
ESFM =5, 20 = 1,20 =50 — L1
10° b e, o : J
ol = (AR
1070 ty 1
Beobachtung: T,
.
“Umspringen” zu z(%) = (5/2 + %\/21)]" 107 e 1
o Yy
? Warum denn das ? 07— e,
.
107250 é 10 1‘5 20 25 30 35
42 Bfinstable K 42
p. 477 O | p. 479
- ‘ __ Bessalunklonen aus Dreermrokursion ‘ o ‘ __ Bessoluncionen aus MATLAB besssl] ‘ Im Computerprogramm: .,1;(1) — 0.20871215252208 # 5/2 _ % /91 Rundung !
b, J,
b % T
10 by 10 s
b, )
0°r 0° Gestorte ("), 2 =  Dominanz exponentiell wachsender Losung fiir & > 1
20’ \ S

Beispiel 191 (Instabile Dreitermrekursion fiir Besselfunktionen).

10 —
100 ,* . . * * i
*, K
. . .3tbess T, ot
Dreitermrekursion : 10°F ., h 1
t=1/2,bg = Jo(1/2) by = J1(1/2) ol e ]
Modellproblem : Skalare [DreffermreKursior mit konstanten Koeffizienten: Beobachtung: > T
1079 A 1
2E ) = o g k=1 0) () e R (4.2.3) Bqatsimy “Wuchern” einer exponentiell wachsenden Lésung T,
102 _ Ty ., i
Ansatz: d® =ck| | ceRr o
P 10-250 f; 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 35
B notwendig:  (?—K(+1=0. X o
42 42

p. 478 p. 480




Idee: Ruckwartsrekursion

Fixiere N >> n und berechne by (t), k = 0,...,n,aus (fiir o;,(t) # 0)

k(1)

or(t)

b—1(t)

bylt) + ——bir(t) + b(t), by (1) “beliebig”
or(t)

(4.2.5) frqinvay

Modellproblemanalyse:

RuckAtsrekursian fur G5 e
21— o g k) goSigimple

o : N ﬁ%ﬁ&g) k 3
[ Weiterhin: allgemeine Losung : T = 1] + ey

Annahme: 0 < [(| <1< |G|, Lésung z(F) = (1]" gesucht
2NV 2N wpeliebign = o1¢N m el = o] > el
:3tsimpl - .
[ fur %) aus (E%?:mpe—z“) S clq{* .

Nun gut, aber ¢y = 7

Idee: Nutze zuséatzliche Normierungsbedingung

oo
kabk(t) = bekannt, wp €R.
k=0

Normierungsbedingungen:
3tsimpl
e Fir Modellproblem (%l:ﬂpe_l@) =1

[e¢]
BS70
o Fir Besselfunktionen ﬁ]ﬁ Jo(t) +2 Z Jor(t) =1
k=1

Riickwartsrekursion fiir B Ifunktionen
function x = revrecbess(t,n,N)

<1 MATLAB-Funktion: Auswertung von

X = [1,0]; Besselfunktionen Ji, k = 0,...,n
for k=N:-1:1 fur Argument ¢ > 0
X = [2 xk/t *x(1)-x(2),x]; Technik:
end :
G = x(1) + 2 *sum(x(3:2:length(x))); RilckwArisrekrsior
X = X(1:n+1)/G; "

[Normierungsbedingung

(4.2.6) |

interessierender Bereich

Beispiel 192 (Approximation von Besselfunktionen mittels Ruckwartsrekursion).

‘~ t=10
~ 4 =20
Fir t = 10,20,30,40 Naherungen Ji(t) durch , )=
0 [Esrxy SALEE T T 1
Ruckwartsrekursion fur £ = 0, ..., 20 AAAAA”%HHH
Fehlermass: - AAAAA
max | Jp.(t) — Ju(t 5 e, -
OSI\:SZO‘ k(t) — ()] ol N
Beobachtung > “:MA“MMM,
Asymptotisch exponentielle Konvergenz
1077020 2‘5 1;0 1;5 A‘O A‘S 5‘0 5‘5 €0
revrechess| N
<&
4.2 Bemerkung 193.
p. 481
Adaptive Riickwartsrekursion fiir Besselfunktionen
function y = besscomp(t,n,tol)
d = realmax; N = n + 10;
pq:norme | - revrecbess(t,n,N); Adaptive Wahl von N:
while(d > tol) . - N .
Erhohe N solan is sich “Approximation ili-
N =N+ 10 : ohe N solange bis sic pproximation stab
y = revrecbess(t,n,N); siert
d = max(abs(x-y)); (d.h. Fehler < Toleranz tol )
end
medskip
A
4.3 Stlickweise Polynome
[File: section-stueckweise-polynome.tex, SVN: section-stueckweise-polynome.tex 1270 2007-01-15 10:44:02Z hiptmair]
STRWPOLY
Aufgabenstellung: Modellieren eines funktionalen Zusammenhangs f : I/ C R — R basierend auf
(genauen) Messungen (t;,y;), i =0, ...,n:
49 ] Interpolationsbedingung  f(t;) = v;, i =0,...,n

p. 482

Beispiel 194 (Versagen der Polynominterpolation).

42
p. 483

4.3

p. 484



t; |-1.0000 -0.6400 -0.3600 -0.1600 -0.0400 0.0000 0.0770 0.1918 0.3631 0.6187 1.0000 12
y,;‘ 0.0000 0.0000 0.0039 0.1355 0.2871 0.3455 0.4639 0.6422 0.8678 1.0000 1.0000

+ Messpunkte
Stckw. linearer Interpolant

r | — Stckw. quadratischer Interpolant|

«— Interpolationspolynom, Grad = 10 Messpunkte aus Bsp. %_QMMPO'—

Polynom

L| * Messpunkte | L _____ — Junge . A A . .

' Oszillationen an Intervallenden (— Bsp. %_q_ Stuckweise lineare/quadratische Interpolation
08 1
Wl o Keine Lokalitat

) ) Lokalitat
oal e Keine Monotonie
=

o2r e Keine Kriimmungserhaltung

777777777 —02 L L L L L L L L L
-0.2H

\ 2
ol 0 Jallst < —%,

Jt) =31 +cos(n(t — 2))) falls—2<t <2,

08 e 1 sonst. 4.3.1.1 Stlckweise lineare Interpolation

Daten: (ti,yi) € Rz,i: 0,...,nymneN{p<t;<--- <ty
Idee: Benutze stiickweise Polynome bzgl. einer Partition (Gitter, engl. mesh) M =

{a=29< 21 <...<xy =">0}desIntervalls [ := [a,b], a <D.

Beachte: x; # t; erlaubt ! @ Definition 4.3.1 (Monotone Daten). Daten monoton, wenn y; > ;1 oder y; < w;_1, i =
1,...,n. 43
p. 485 p. 487

4.3.1 Stickweise Polynominterpolation
3 Definition 4.3.2 (Konvexe/konkave Daten). Daten {(¢;,y;)}i"_ konvex (konkav), falls

> o
Fur Polynomgrad d € N fasse jeweils d + 1 Stutzstellen zusammen 0O  Gitter M A (§> Ajirs j=l.om—1 , Aj= 3;] ?tJJ—l J=1,....n.
) ‘ J b=l
to t1 tg 13 ty t5 Lo t7 13 tg tip t11 12 113 tia t15 tie ti7 tig tig loo
d=2: zy x @ ®3 Ty T g x7 g xg 10
d=4: x T T9 T3 z4 x5 Y Y
B  Sickweises Interpolationspolynom s : [z, x| — K:
° L 4
. . i
8= 8|[z;_1,3)] €Py und sjt;)) =y; i=0,....n, j=1....,m. Y /
\
\\ II
i
Beispiel 195 (Stiickweise Polynominterpolation von Messpunkten). \5\ R /
o ;
~@------ -
mm‘, t
Konvexe Daten Konvexe Funktion
43 43

p. 486 p. 488



X Definition 4.3.3 (Konvexe/konkave Funktion).

JOz+ (1= Ny) <Af(z)+

konvex (
fz+ (1 =Ny) = Af(x) + (1

f:ICR—R Konkay

[SHAPEPRESERV
p Theorem 4.3.4 (Formerhaltung bei stiickweise linearer Interpolation).

Fur stuckweise linearen Interpolanten s € C([tg, t,]) von (t;,y;) € R2,i=0,...,n

(t;, y;) monoton (steigend/fallend) = s monoton (steigend/fallend)
(t;, ;) konvex/konkav = s konvex/konkav

" Lineare Interpolation ist linear (als Abbildung y — s) und lokal:

yj =0, ,j=0,...,n = supp(s) C [t;—1,t;41] -

4.3.1.2 Stiickweise polynomiale Interpolation von Funkii onen

Lokale Lagrange-Interpolation von f € C([):

Zu Gitter M wihle Knotenmenge 77 := {tﬁ, e ,tf',,],} C I; fur jede Gitterzelle [ := [x;_1, x;].

[ Suickweises Interpolationspolynom s : [z, z,] — K:
sj =8|, € Pn; und é](tl/) = f(tll) i=0,...,n5, j=1...,m.
Beachte: t%j}l =z = té, j=2...,m & seCI

Fragestellung: Asympt%ﬁ%ﬁpolationsfehlers fur n fest, m — oo
(Interpolationsfehler < T(%), Maschenweite /i := max{|z; — z;_1[: j = 1,...,m})

Beispiel 196 (Stiickweise Polynominterpolation).

43
p. 489

43
p. 490

% Eggolyintpol

vgl. Bsp. ;

f(t) = arctant, I =[5, 5]
Gitter M := {~5,-3,0,3,5} o
T7 quidistant in I;

Plots der stiickweise linearen, quadratischen und
kubischen Polynominterpolanten St

- - - atan(t)

— stckw. linear
[ stckw. quadratisch
— stckw. kubisch

Interpolationsfehlernormen auf Gittern M; := {—5+ j 2*7:10}37:0, i =1,...,06, aquidistante Kno-
tenmengen:

|[Interpolationsfehler]|

—+—Grad =2

o |+ Grad=3 ——Grad=3
—+—Grad=4 10| —+—Grad =4 4
—+—Grad=5 —+—Grad=5
Grad = 6 Grad = 6
1 5 0 T s .

||Imerpolationsfeh\erll2

10° || ——Grad = 1
——Grad =2

3 4 3 4
Index des Gitters Index des Gitters

Algebraische Konvergenz in Maschenweite

Exponentielle Konvergenz im Polynomgrad

4.3
p. 491

43
p. 492



10° 10°
107 w
8 " o 10°
= 10 =
2 2
= =
S w'f s
k<t k<t
g Bt
8 8
£ w0} £
= ——Gitter #1 T w0° [ Gitter #1 N
—+— Gitter #2 —+—Gitter #2 >
Jgo| | * Citter #3 1 —+— Gitter #3
—— Gitter #4 107° | —+— Gitter #4
—+—Gitter #5 —+— Gitter #5
Gitter #6 Gitter #6
10 n . . . 102 n
1 2 3 a 5 8 1 5 6

3 4
Polynomgrad Polynomgrad

Interpolationsfehlerabschatzungen:

e Fir festen Polynomgrad n = nj, j = 1,...,m:

.polintperr, .
Anwendung von Cor%o_gmu jedes Teilintervall: falls f € C”H([Io,mm])
hn+ 1)
I - o) = G I e

h = max{|x]- —zj_1l:j=1,...,m}.
Situation wie bei Standard-Polynominterpolation — Abschnitt B35

)

rL+1

L0,Tm )
mit Maschenweite
o FUr festes Gitter:

4.3.1.3 Kubische Hermite-Interpolation

Gegeben:  Messpunkte (Z;, ;) € R2,i=0,...,n, to<t;<-- <t

Gesucht:  Modellfunktion f € C([zg, xn)), f(t;) =y, i =0,...,n

O  Stiickweise kubisches Hermite-Interpolationspolynom s € Cl([to, tn]):
zu gegebenen Steigungen¢; € R, i =10,...,n:
8|t 1.t ePs, i=1,....,n , st;)=vy;, i=0,...,n S/<t1'>:(17;, 1=0,...,n.
B s(t) =y 1 Hi(t) + yiHo(t) + i1 Hs(t) + ¢ Hy(t) , t€ ftim1,t], (43.1) |

43
p. 493

Eg-kub)

43
p. 494

12

)

function s

Stuckweise kubisches Polynom s auf h =
ty, by mit s(t1) = y1, s(ta) = ya, al
s'(ty) = 1, 8'(ty) = e

a3
Effiziente lokale Auswertung

O

Wahl der Steigungen ¢; ?

0 Mittelwert von Abschnittssteigungen:

Ay

An
tit1—ti
Lit1—ti—1

C; =
ti—ti—1
i+1—ti1

Az +t A7+1

Linearer lokaler Interpolationsoperator

[

Hi(t) = o(%
Hs(t) :=

=), Holt) = (=)
—hip (), Hy(t) = hip (=1
hi=t;—t;_1 |,
o(r) =372 — 2% |
U(T) = e

kubeval(t,t1,t2,y1,y2,c1,c2)

t2-t1; t = (t-tl)/h;
y2-yl; a2 = al-h

*C1;

h*c2-al-a2;

= yl+(al+(a2+a3

Jfure =0,
Jfure=n,
Jalls1 <1< n.

«1).

*(t-1).  *t

Beispiel 197 (Stiickweise kubische Hermite-Interpolation).

%é Eggolyintpol
Daten aus Bsp.

Verwendung gewichtet gemittelter Steigungen
ad

Keine Erhaltung von Monotonie und Krimmung

+ Datenpunkte
Stckw. kubisches Interpolationspolynom|

e

4.3
p. 495

43
p. 496



O Wahlder ¢; mit Limiter” — Monotonieerhaltung ﬁw

,falls sgn(A;) #sgn(Ajyq) ,

0
C; =
! {gewichtetes Mittel von A;, A; 1 sonst

Beispiel 198 (Monotoniererhaltende stiickweise kubische Polynominterpolation).

%%EQD_O'M[L s
Daten aus Bsp.

MATLAB-Funktion:

v = pchip(ty.x);
Stitzstellen
Stltzwerte
Auswertungsstellen
Vektor s(x;)
Lokaler Interpolationsoperator

e B

Nichtlinearer Interpolationsoperator

i=1,...,n—1.
+ Datenpunkte
— Stckw. kubisches Interpolationspolynom|
1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08 1
t

.. [ERC80
(Detallsm}ﬁﬁ

Berechnung der ¢; in pchip

function c = crfslopes(x,y)
n = length(x); h = diff(x); del = diff(y)./h;
if n==2, ¢ = [del(1),del(1)];
return;
end
k = find(sign(del(1:n-2)). *sign(del(2:n-1)) > 0);
c = zeros(size(y)); hs = h(k)+h(k+1);

wl = (h(k)+hs)./(3 +hs); w2 = (hs+h(k+1))./(3 *hs);
dmax = max(abs(del(k)), abs(del(k+1))); dmin = min(abs(de I(k)), abs(del(k+1)));
c(k+1) = dmin./conj(wl. * (del(k)./dmax) + w2. * (del(k+1)./dmax));
c(1) = (2 +h(1)+h(2)) =*del(1) - h(1) *del(2))/(h(1)+h(2));
if (sign(d(1)) "= sign(del(1)))
d(1) = 0;

elseif (sign(del(1)) "= sign(del(2))) && (abs(d(1)) > abs(
c(1) = 3 =del(1);

end

c(n) = (2 *h(n-1)+h(n-2))

if (sign(d(n)) "= sign(del(n-1)))

d(n) = 0;

elseif (sign(del(n-1)) "= sign(del(n-2))) && (abs(d(n)) >
c(n) = 3 =del(n-1);

end

3+ del(1)))
«del(n-1) - h(n-1)  =del(n-2))/(h(n-1)+h(n-2));

abs(3 *del(n-1)))

43
p. 497

43
p. 498

4.3.2 Splines
ling Definition 4.3.5 (Splineraum). fiir ein Intervall I := [a,b] C R, eine Knotenmenge (Gitter)

M ={a =ty <l <...<ty 1 <ty = D} istder Vektorraum S;  der Splinefunk-
tionen vom Grad d und der Ordnung d + 1 definiert durch

Sqm=1{se 1) s, = Slitj1t;) € PaVi=1,....d}.

b
SN SESd,M = SIGSd_LM N /5<T)d768d+1,M'

a

ed=0: M-stuckweise konstante unstetige Funktionen
ed=1: M-stickweise lineare stetige Funktionen
e d =2: Stetig differenzierbare M-stiickweise quadratische Funktionen

Abzahlargument (Heuristik):

dimSgp=n-dimPy—(n—1)-d=n+d.

4.3.2.1 Splineinterpolation

Spezialfall: Interpolation in SI,M = Stlckweise lineare Interpolation

4.3
p. 499

. . . L . . :kubische-herm-inter
Weiterer Spezialfall: Kubische Splineinterpolation d=3 (— Abschnlttﬁ%f%—p__

lixni
2, o 2 :
B s () = (o)1 =377+ 279) + s(t;)(37% — 27%)
+hys! (tj)(m = 2 4+ 70) + s/ () (=77 + 77
mit hj =ty =t 7= (t— tj,1>/h]'.
ubische-
O Falls s(tj),s'(t;), j = 0,. .., bekannt — einfache Auswertung von s (— Abschnitt%ﬁ

Interpolationsbedingung  s(t;) = y;, 7 =0,...,n: Steigungen ¢; = s’(tj) =?

n — 1 Stetigkeitsbedingung fur s”(t) O n — 1 Gleichungen
1 2 9 1 Syl Yiei—v\
—C]‘,I"r <—+—> Cj+—Cj+1 =3 (y/ Yi-1 +y'/+l y'j) , J=1,...
h/ /L]‘ h/jJrl }L]‘+1 hj herrl

0 Zwei zusaztliche Bedingungen erforderlich:

nerm

43
p. 500




O Volistandige kubische Splineinterpolation:  s'(to) = cq, §'(t,) = ¢, vorgeschrieben

0 Natirliche kubische Splineinterpolation: " (tg) = s”(t,) =0
Y1 — Y%

2
hy

Yn — Yn—1
2
h#

2 1 _ 1 2. _
7 C0 + RCL= 3 hoCn—1t -tn = 3

:spd : d
O Jeweils LGS mit s.p.d. (— Def. %ﬁemma %Ofn%%%fﬁzientenmatrix —

COy---5Cn

Thm. % Rechenaufwand zur Losung = O(n)

O Periodische kubische Splineinterpolation:  s'(ty) = s'(t), 5" (tg) = " (tn)

[ n X n-LGS mit s.p.d. Koeffizientenmatrix
ap bp 0 - 0 by,
by ap bs O --- 0
0 o .. e : b; ::,vl , 1=2,3,...,mn,
A = L i 5 ;
; 0 "oy = T i=1,2,...,n—1
0 e by ' 7
bn 0 - 0 bpo1 ap—
0 Loésung durch Rang-1-Modifikationstechniken (— Abschnittw tridiago-
nale Elimination, Rechenaufwand O(n)
Beispiel 199 (Vollstandige kubische Splineinterpolation).
gjpanolvintpol
Daten aus Bsp. ,|| [ tubischer Spineinterpolant —
_ =% osl i
o=,
1 —1o
o = Yn — Yn—1 _oor 4
-n - . =
In —th—1 7l ]
Kubischer Splineinterpolant nicht monotonie- oder  °z ]
krimmungserhaltend . 1
(kubische Splineinterpolation linear !)

MATLAB-Funktion: v = spline(t,y,x)
(0 Spline-Toolbox in MATLAB)

Naturliche/vollstandige Splineinterpolation

Beispiel 200 (Lokalitat der naturlichen kubischen Splineinterpolation).

43
p. 501

43
p. 502

Gegeben: Gitter M = {tg <t} < --- <tp}

L; € 83 pq =i natirlicher Kardinalspline & Li(t;) = &;; , Lj(tg) = L (tn) = 0.

n
Naturlicher Spline-Interpolant:  s(t) = Zy,—Lj(t) .
J=0

>

Abfall der ; <« Lokalitat der kubischen Splineinterpolation

Hier: M ={-30,-29,...,29,30}
12 Kardinale kubische Spline-Funktion o Kardinale kubische Spline-Funktion in Intervallmitten
- T T T T T 10 T T T T T T T
g 107 ’ ) E
3 . .
g
g 102 . . f
£ « .
$10° 1
g . .
p
< . .
2107} 4
n n n L L L L 10° L L L L L L L
Zg 6 4 2 0 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X
X
a Exponentieller Abfall der Kardinalsplines [0 kubische Splineinterpolation ,fast lokal”

Beispiel 201 (Approximation durch vollstandigen kubischen Splineinterpolanten).

Gitter M = {—1 + %j " wneN O Maschenweite h =2/n, [ = [—1,1]

J=0’
. 0 fallst < —2
filt) = o€ C(I) , oty =1 +cos(x(t —32) fals—2<t<2, eC).
1 sonst

4.3
p. 503

43
p. 504



10 g
,
10" . -7
= 107 PR
s vy
5 2 - B S
10 g 107 , oy ~
= - = A
2 s @ RN
= P =
10° 77 o W \
- if "1
/ Tt
2 10 i w‘,‘
0| \M‘h
10 °F i
PO
1 . 7
10 2L - 10 -
10”7 10" 10° 107 10" 10°
Gittermaschenweite h Gittermaschenweite h
. _ 4) 2
11 = sll oo(—1,1) = O(h 12 = sll poo(—1,1) = O(h7)

Theorie Wesf € Clto,tn)) O |If —

< & 5]

L>([tg,tn])

Glattheit des kubischen Splineinterpolanten

Fur f : [a,b] — R, f € C*([a,b)): / | " (t)]? dt = elastische Krimmungsenergie

Zu Gitter M = {t) <ty <o <tp) s € S3 pq = natiirlicher kubischer Splineinterpolant von
( i ‘/z) € R LS
k€ C2([to, ty)) erfille k(t;) =0,i=0,...,n:
b b n b
dh 1\ 0 1\ 0
=3[+ P dt = D=/ ° ()K" (t) dt = " ()K" (t) dt
[ = -
a a ]:ltj_]

Zweimalige partielle Integration:

- [

a

K" (t) dt = " (t)K (tn) — 8" (t)E (tg) = 0 .

3t Theorem 4.3.6 (Optimalitat des natlrlichen kubischen Splineinterpolanten). Unter allen inter-
polierenden zweimal stetig differenzierbaren Funktionen minimiert der nattrliche kubische Splin-
einterpolant die elastische Krimmungsenergie.

43
p. 506

4.3.2.2 Formerhaltende Splineinterpolation

Gegeben: Messpunkte (£;,y;) € R%, i =0,...,n, tg<ty <---<lp
Gesucht:  Gitter M C [ty, t,] & formerhaltende interpolierende quadratische Splinefunktion s €
S, M S sti) =y i=0,....n (M# {tj}?:() )l
i i MARS81.D . ische-herm-intg
0 Formtreue” Wahl von Steigungenc;, i =0,...,n }[BI‘BE]&% Abschmtt%i
—=—1 ,falls sign(4;) = sign(A;11)
T y & 7 i+1 .
Limiter ¢; := { &7 +Az+1 i=1,...,n—1.
sonst,
o =201—c1 , cp =20 —cp_1 .-
10
o
o
2 il
S |
A +HAL il
= Harmonisches Mittel =8
a
Harmonisches Mittel von a und b 0 A
,Geglattete min(-, -)-Funktion” 2r
i
1 2 3 4 é 6 7 8 9 10
Ji+1 Yi-1 Yi-1
Yi Yi
Yi+1
Ji—1 Yit+1 Yi
i1 t; tiv1 ti1 t; tiv1 tioq ti tit1

11 S

4.3
p. 507

4.3

p. 508



O  Wahl von ,Zwischenpunkten” p; €t;_1,t;], 1 =1,

Schnittpunkt der Geraden durch (¢;_1,y;—1), (t;, y;)
mit Steigungen ¢; 1, ¢;

bi =

i +t)

for j=1:n-1

end

end;
end

p = (t(1)-1)

tQ)

+ones(1,length(t)-1);

if (c() "= c(j+1))
P()=(y(+1)-y()+...
*c())-t(+1)

(c()-c(+1));

it ((P()<t)I(P()>t(+1)))
pG) = 0.5

*c(j+1))/...

* (1)) +tG+1));

, falls Schnittpunkt €]¢; 1,4 ,

sonst.

a Gitter fir quadratischen Spline:

0 Setzel

{to < 3(to+p1) <31 +t1) <3t +p2) <+ < Stpo1 +pn) < Son +ta) < tn},

mit [(t;) = y;

Linearer Spline auf Gitter

1

l/(ti) =Cj .

M={tg<pr <ty <py<---

tlil%(pl +t17]> [)/

Beispiel 202 (Hilfskonstruktion fur formerhaltende quadratische Splineinterpolation).

Datenpunkte:

t=(0:12); y = cos(t);

0.8r
0.6r
0.4r
0.2r

-0.2r
-0.4r
-0.61
-0.81

4 6 8 10

Lokale Steigungenc;, i =0,...,n

12

0.8r
0.6r
0.4r
0.2r

-0.2r
-0.4r
—0.6F
-0.8-

Linearer Hilfsspline |

Linearer Hilfsspline [

43
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[

O

Lokale quadratische Approximation/Interpolation von :

[ ,erbt” lokale Monotonie/Krimmung der Daten

g: Streckenzug (linearer Spline) durch (a, yq), (%(a +0b),w), (b,yp), a < b, Ya,yp, w € R.

p(t) = (Walb — 1)> + 2w(t — a)(b—t) + yy(t — a)?)/(b—a)*, a<t<b.

Parabel:
/ / / /!
B pa)=y. ., pb)=y , Pla)=g(a) , p(b)=7(b).
Ya Yat — w
\ N
N\ , I
™ N A / g N\
Yb - Yb Yb
a 1 a 1 a 1
Ha+0b) b $(a+1b) b 3(a+b) b
g monoton wachsend/fallend = p monoton wachsend/fallend
g konvex/konkav = p konvex/konkav
Quadratischer Spline
i
0.8 /’
/
0.6F /
/
X 0.4f /
SfE?rmsgllne
Fortsetzung von Bsp. 3 o.2r \
> 0 \
Interpolierender quadratischer Spline 0 -02f \
-0.41 \\\ /
-0.6F \ \\
-0.8r \
b
0 2 4 6 {; 10 12
t
p - | 1 1 A
w ” [ » [
|1 |
§ B I ; A
- [ . I
04 0s [ y .
)
02 02 ‘\ \‘ 0z Fo
b u RO u /o
T

4.3
p. 511

43
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Formerhaltende quadratische Splineinterpolation =

Beispiel 203 (Formerhaltende quadratische Splineinterpolation).

% Egpolyintpol
Daten aus Bsp. -

Daten und Steigungen

Linearer Hilfsspline |

lokal + nichtlinear

Quadratischer Spiine

MAR81
Daten aus »[SI

el

Daten und Steigungen

01 2

3 4 5 6

y;|0 0.3 05 0.2 0.6 1.2 1.3

Linearer Hifsspline |

789
111

Quadratischer Spline

4.3.3 Bezier-Techniken

Ziel:

Aus dem XFIG-Manual

(http://www.xfig.org/

Kurvenapproximation (nicht Interpolation) durch stiickweise Polynome

43
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About Spline Curves

A Spline curveis a smaooth curve controlled by specified points.
- CLOSED APPROXIMATING SPLINE: Smooth closed curve which approximates specified
points.

- OPEN APPROXIMATING SPLINE: Smooth curve which approximates specified points.

- CLOSED INTERPOLATING SPLINE: Smooth closed curve which passes through specified
0iNts.

- OPEN INTERPOLATING SPLINE: Smooth curve which passes through specified points.

1 0¥S

Closed Approx. Open Approx
Spline

Close Intexp Cpen Interp.

Spline
Using splines, curves such as the following may be easily drawn.

—

—_—

Ein Beweis des Weierstrassschen Approximationssatzes (— Analysis,}['éhﬁsu ect. 6.2]):

§ Theorem 4.3.7 (Approximation durch Bernstein-Polynome). Falls f € C([0, 1]) und

Z f(i/n) ( )tﬂ 1—1)"

dann p, — f gleichmassig fiir n — co. Wenn f € C"™(|0, 1]), dann pE,k) — fk)

pn(t) = 0<t<1,

gleichmassig
furn — oo.
Beispiel 204 (Bernstein-Approximation).
‘ 0 alls |2t — 1] > 5, 1
flt) = SRR
(1 + cos(2m(2t — 1))

sonst. o) = 14 e R—172)

DS
Normen des Approximationsfehlers f — py, pn, aus Thm. %_

4.3

p. 515

4.3



http://www.xfig.org/

IR
——— e llp

—Tp, 1]
Pl

E E
5 5
& E
107
107 . 10° .
10° 10" 10° 10° 10" 10°
Polynomgrad n Polynomgrad n
Bernstein-Approximation von f] Bernstein-Approximation von fo
1 T e T
R - - - Funktion f

O Schlechte Approximation, aber gute ,Formwidergabe” durch p,,

DAV75 ) ) . . .
Aus @’Y ect. 6.3]: Monotonic and convex functions yield monotonic and convex approximants, respec-
tively. In a work, the Bernstein approximants mimic the the behavior of the function to a remarkable
degree. There is a price that must be paid for these beautiful approximation properties: the conver-

gence of Bernstein polynomials is very slow.

It is far slower than what can be achieved by other means. If f is bounded, then at a point ¢ where
f'(t) exists and does not vanish, p;,(t) converges to f(t) precisely like C/n. This fact seems to

importance than closeness of the approximation.

have precluded any numerical application of Bernstein polynomials from having been made (1965!).
Perhaps they will find application when the properties of the approximant in the large are of more

g Definition 4.3.8 (Bernstein-Polynome).
Bernstein-Polynome vom Grad n:

bin(t) == (Zb)ti(l —" L i=0,...,n.

(bjp = 0fiiri <0, > n)

Bernstein-Polynome fiir n = 10 0

43 4.3
p. 517 p. 519
s Lemma 4.3.9 (Eigenschaften von Bernstein-Polynomen).
(i) t=0=1-fache Nullstelle von b; ,, t = 1 =n — i-fache Nullstelle von b; ,
iy S ba=1 (el der Ei
(ii) o bin = (Zerlegung der Eins),
(iif) bz’,n(t> =(1- t>bi,n—l + tbi—l,lL—1<t)v
(V) bin(t)>0 VO<t <1
function V = bernstein(n,x)
V = [ones(1,length(x));...
. zeros(n,length(x))];
Lemma%‘sﬁi) for j=1:n
O Effiziente  Auswertung for k=j+1:-1:2
von b; ,(t) (Rekursion) V(k) = x. #V(kl) + (1x).
’ end
V(1) = (1-%). *V(1,2);
end
4.3 4.3
p. 518 p. 520



0.8
v Definition 4.3.10 (Bézier-Kurven). Bézier-
Kurve zu Kontrollpunkten d; € Rd, 06k
i=0,...,n,deN: >

0.4r

0,1] — RZ
v L 02}

t= > dib,(t) -
=0

—+— Kontrollpunkte
— Bezierkurve |7

-1

[ e 7(0)=dp, (1) =d, (Interpolationseigenschaft)

e +(0)=n(d; —dg), 7 (1) =n(d, —d,_1) (Tangenten)

0.5 1

[_IKonvexe Huelle|

— Bezierkurve

—#— Kontrollpunkte |7

I:I‘Konvexe H\‘Jelle
0.5F —+— Kontrollpunkte |7 1r
— Bezierkurve o8l
0.4 0.6
0.4fF
03 02h
> > 0
0.2F -0.2
-0.4
0.1F -0.6
-0.8
or -1r
6 O.‘Z 0‘.4 0.‘6 0‘.8 i 6

X

bs
Lemma%’(ﬁ) B 7 C convex{dy,...

0.5

) dn}

Konvexe Hille:  convex{dy, ...,dp} = {x = Z” ANd;, 0< )\ <1, Z 0 N =1}.
K3 1=

Praxis: o Stiickweise Bézier-Kurven [  Spline-Kurven

e X-Splines & NURBS (— CAGD, Computergraphik)

4.4 Numerische Quadratur

[File: section-numerische-quadratur.tex, SVN: section-numerische-quadratur.tex 1331 2007-03-07 09:16:14Z hiptmair|

NUMQUA D g
= Naherungsweise Auswertung von f(x)dx (3 Quadratur des Kreises)
Q
f:QCcR"—R = function y = f(x) (Nur Punktauswertungen verfiighar)
Spezialifalln = 1 Q = [a, b] (Intervall)
T
[QUADFORM b n
Quadraturformel: f)dt = Qun(f) = Zw{,-f(gj) .

wj Quadraturgewichte € R (engl. weights)
& © Quadraturknoten € [a,b]  (engl. nodes)

. . . .inter,
Fragestellung: (analog zur Interpolationsfehlerabschatzung, Abschnitt

44 sSymbolische Berechnung der Quadraturformeln mit MAPLE:

p. 522

b
43 . _ . > |[Algebraische KonvergenZ
i Asymptotisches Verhalten/a ft)at — Qu(f) furn — oo > [Exponentielle Konvergerd
4.4.1 Polynomiale Quadraturformeln
Idee: Ersetze f — pp, pn € P = Interpolationspolynom von f zu gegebener
Knotenmenge {< ..., &}  [a, 1]
b b
[ / ft)at ~ / pu(t)dt . (4.4.1) |
Ja a
) —@ :
Lagrange-Polynome;: H i=0,....,n B> pnlt Zf &)L
o &i— =
/75/
b
/ pnlt dtfz £(&5) / t)dt B> Gewichte w;:= / Li(t)dt . (4.4.2)
7=0 a
Beispiel 205 (Newton-Cotes-Formeln).
Aquidistante Knoten v; := a + hj, h .= b 4 =0,...,n

44
p. 523

193
=]

Eqg:quadv

44
p. 524




> newtoncotes := n -> factor(int(interp([seq(i *h, i=0..n)],
[seq(f(i  *h), i=0..n)], z),z=0..n *h)):
en = 1. Trapezregel
> trapez := newtoncotes(1l);
h, . . b—a,. .
SEO+fm) (= 5@+ F0)
e n =2: Simpson-Regel
> simpson := newtoncotes(2);

b—a
6

L+ arm+rem) (=

; (FO)+4f(h) + (1) )

e n =4: Mine-Regel
> milne := newtoncotes(4);

%h (7 F(0) + 32 F(h) + 12 F(2 1) + 32 F(3h) + T f(4 1))

en =06 Weddle-Regel

> weddle := newtoncotes(6);

ﬁ h (41 f(0) + 216 f(h) + 27 f(2h) + 272 f(3 )
+27 f(4R) + 216 f(5h) + 41 f(6h))

e =8 Quadraturformel mit negativen Gewichten

> newtoncotes(8);

4
14175

h (989 £(0) + 5888 f(h) — 928 f(2 h) + 10496 f(3 h)

—4540 f(4 h) + 10496 f(5h) — 928 f(6 h) + 5388 f(7 h) + 989 f(8 1))

Negative Quadraturgewichte beeintrachtigen numerische Stabilitat !

(4.4.3) [eq:trape:

(4.4.4) |q:simps

44
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Alternative: Falls v; = [[schebyscheff-Knoteri O Tschebyscheff-Quadratur

. . N -polintperr
Quadraturfehlerabschatzungen <«  Direkt aus L°°-Interpolationsfehlerabschatzungen, Cor.%fg:L

1
<

b
| 0a-aun) < =

(Scharfere Abschatzungen fur Tschebyscheff-Quadratur)

feC™Yab]) =

(b—a)™! Hf(nH)HL%([a.b]

. (4.4.5)

4.4.2 Gauss-Quadratur

:polgf
Nach Konstruktion: Polynomiale Quadraturformeln (%%ﬁ)gmkt fur f € Py

Mass fiir Qualitét einer Quadraturformel 9y,:
b

Ordnung(g,) = max{n € Ny: Qu(p) = / p(t)dt Vpe Py} +1
a

ad Jede polynomiale Quadraturformel mit n Knoten > Ordnung > n

Geht es auch besser ?

Beispiel 206 (Gauss-Legendre-Quadratur der Ordnung 4).

1

Linearitit = Qn(p) = +1
q

b

/ pt)dt¥p e Py & Qu(t?) = —— b7 —at™) | ¢=0,1,2,3.
a

T

4 Gleichungen fiir Gewichte w;, Knoten §j, i=12 (a=-1,b=1)

1 1
/1dt:2:1w1+1WQ , /tdt:():&leerwg
—1 —1

1 1
2 . . ‘
/tht:§:§f’u)1+f§wQ , /t3dt:0:§fw1+5§w2.
—1 -1

£q:polqu

44
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> egns = seq(int(xXk, x=-1..1) = w[1] * Xi[1]k+w[2]
> sols := solve(eqns, indets(egns, name)):

> convert(sols, radical);

{UJQ —Lw =16 =1/3v3,6 = —1/3 \/5}

1
1 1
B> Quadraturformel: fl)yde =~ f (—) +f (__>
l‘ V3 V3

Heuristik: n Knoten + n Gewichte [ 2n Freiheitsgrade = dim Py,

P Hoffnung: Quadraturformel der Ordnung 2n mit n. Knoten

Herleitung: Polynomdivision mit Rest: fiir gegebenes ¢ € Py,

p € Poyp1: plt)=h(t)g(t) +r(t), he€Py 1,7 € Py 1.
b b b

a a

b
O Wahlege Py [Ch(t)gt)dt=0 Yhe P,y O [h(t)gt)dt=0
a

b .
-
B> ¢ =[Orthogonalpolynomd zum Skalarprodukt (f,g) — [ f(t)g(t)dt — Abschnitt%m

a

«xi[2'k,k=0..3);

/ pt)dt — S wip(e;) = / Bt dt — S wih(€;)ale;) + / rt)dt— 3 wr(e;) Lo
J=1 a j=1 j=1

o —n=0
0.8 —n=1
e
3 Definition 4.4.1 (Legendre-Polynome). Das 0.4t s .
n. Legendre-Polynom P, ist charakterisiert o n=s
=0

durch P, € Py, f_llPﬂ(t)q(t) dt=0Vq €
Pr_1, Pn(1) = 1.

Legendre-Polynome F, ..., P5 a

Dreiterm-Rekursion analog zu Thm.

2n+1

Pry(t) = P

hooly v/ = ones(size(x)); V = [V; x];
for n=1:N-1
n
tPy(t) — ——Py_1(1) . Vo= [V
" @2 +n+1)/(n+1).  *x. *V(end,)...
(4.4.6) eategpol _ yni1)  «V(end-1,)]:
end

0 Waéhle Knoten &1, . ..
Polynom P, n > 1 (— Gauss-Punkte).

function V = legendre(N,x)

) ‘CHEBNODES
n |(_E:Eusg:%ﬁﬁlﬁtransformlerte (vgl. (%Tﬁmﬁrellen von Legendre-

n
g Zwlh(f/)q(f/) =0, dag=PFp!
J=1

s Theorem 4.4.2 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen).

P, hat genau n einfache Nullstellen in [—1,1].

4.4
p. 529
Gauss-Legendre—Punkte in [-1,1] Tschebyscheff-Knoten in [-1,1]
20Kk A K A x % * * * * EOE T S S SV Pl S A 4 * * * * P S G Y
s % % % v w % w x w x ow owam bew ok % o ok k% ok k% kK kK kw
18f% ® *  # * * * * * * * * * K Kk A% 18f% # % * * * * * w o * * W ko
w Kk " * " " " o " * *  x Ax ok X * * * *® ® w ® *® *® * K AR
c 16Kk % *  * A K * * P T S 16f% * * x % % * * R
e VO T S O
§14a1> * * * * * * * * * * Ak dp* * * * * * * * * * ol elat
g > P « * « « * w w o
& [+ +* +* + * * * * * K £
S 10F * * + +* * +* +* - x
6 10k * * * * * * Kk i Lo . - . N " . - .
° S
= PO * - - N . R . . S
= 8r* * * * * * *
jar-be g |. . " « « .« o . * . PR
< 6t % * * * * * « « « « «
* * * * * ol N N N
ar * * * * #* * *
- - * 2 " *
2r * L L * Il L
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 05 1
! chebpoints] !
| k1
O Firfa,b] = [-1,]wahlew; € R: 37wl = 51— (=1)""), k=0,....n—1
J=1
b n
| /r(t) dt — E wir(§;) =0,dar € P!
a J=1
Y
4.4
p. 530 [0 Gauss-Legendre-Quadraturformeln: 7 Knoten & Ordnung 2n

44
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Gauss-Legendre—-Gewichte in [-1,1]

+ n=2
1b N +| o n=4
n=6
* n=8
08k 4 n=10
. : n=12
Theorem 4.4.3 (Gewichte der Gauss-Le- = n=14
gendre-Quadraturformeln). Die Gewichte der _osf
Gauss-Legendre-Quadraturformeln sind ein-
deutig bestimmt und positiv. oar R
A a A a
o2 e, s S R
A & A
x * * x
A% EIN
S
E"1 -0.5 9 0.5 ;

function [x,w]=gaussQuad(p)

b = 1:p-1;
Bemerkung 207. Berechnung der b = b./sqrt(4 *b. *b-1);
Knoten/Gewichte der Gauss-Legendre- J=diag(b,-1)+diag(b,1);

Quadraturformeln aus Eigenwertproblem ! [ev.ew]=eig(J);

) FGGos for i=1:p
(Golub-Welsch-Algorithmus [16; Sect. 3.5.4]) ev(.,i)./norm(ev(.,i));
In Codes: &, w; tabelliert end.

x=diag(ew);

w=(2 * (ev(L,:). ~ev(1,)));

Beispiel 208 (Asymptotisches Verhalten des Quadraturfehlers).

44
p. 533

p. 534

—+— Tschebyscheff-Quadratur

—+— Aequidistante Newton-Cotes-Quadratu
107 —+— Gauss—Quadratur |

|Quadraturfehler|
|Quadraturfehler|
5

ke
10" [ —— Aequidi —Cotes— \ ® o]
r equidistante Newton—-Cotes—-Quadratu 10 g
—+— Tschebyscheff-Quadratur »
—+— Gauss-Quadratur w
10 ! 5
0 10 15 20 10 ;) n
Anzahl n der Quadraturknoten 10 10
1 Anzahl n der Quadraturknoten
raturfehler, b) == 5 auf |0, 1
Quadraturfehler, f1(¢) (02 2 [0,1] Quadraturfehler, fo(t) := +/f auf [0, 1]

Asymptotik des Quadraturfehlers ¢, := ‘fol f)dt — Qu(f)] fur ,n — oo™

ad
xponentielle Konvergerd ¢, ~ O(q¢"), 0 < ¢ < 1, fur analytischen Integranden (—
Def. 1 - Newton-Cotes-Quadratur: ¢ ~ (.61, Tschebyscheff-Quadratur: ¢ ~ 0.40,
Gauss-Legendre-Quadratur: g ~ 0.27

ad

~
~

[Algebraische Konvergernd ¢, O(n™%), a > 0, fur Integranden fo mit Singularitat in ¢t =
0: Newton-Cotes-Quadratur: o ~ 1.8, Tschebyscheff-Quadratur: o ~
Quadratur: o &~ 2.7

2.5, Gauss-Legendre-

Geht es noch besser als Gauss-Quadratur ?  (etwa Ordnung 2n + 1 mit n Knoten)
n b
ZuKnotena <& <& <...<&<b O p) = Hfl(t — 5].)2 € Poy,

b
B~ Qu(p)=0 aber / p(t)dt > 0.
a

ad Ordnung > 2n kann mit n Quadraturpunkten nicht erreicht werden

4.4.3 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Analogon:  Globale Polynominterpolation

I «—— stickweise Polynominterpolation
.SIUCKW-polyn
(— Abschnitt

44

p. 535

44
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Idee: » Partitionierung des Integrationsintervalls [a,b] durch Gitter (— Abschnitt
):stL\J/(l;Kwelse—ponnome

=10 =T, T o<z, =0b
i 0 1 m } . Z%&'gumerisch?-%uadr%tur
s Anwendung der Quadraturformeln aus Abschnitt aut Terlintervaile

1=

j=lrj—1, 25,5 =1,...,m, +Summation.

(Wir betrachten nur zusammengesetzte Quadraturformeln basierend auf einer einzigen lokalen Qua-
draturformel)

. est :polquaderrest
Konvergenzuntersuchung (Skalierungsargument, vgl. u :

Asymptotik des Quadraturfehlers bzgl. [Maschenweitd / von M:

d Theorem 4.4.4 (Konvergenz zusammengesetzter Quadraturformeln). Fir eine zusammenge-
setzter Quadraturformel () basierend auf einer lokalen Quadraturformel der Ordnung m gilt

f (m)

30>0‘Ajww7Quﬂgcml Vf € C™(I), VM .

Loo(1)
Beispiel 209 (Quadraturfehler bei zusammengesetzten Regeln).

Zusammengesetzte Quadraturformeln basierend auf

‘frapezoidal
e Trapezregel (ﬁ h ﬁi . LCokale Ordnung 2 (exakt fiir lineare Funktionen),
e Simpson-Regel (%E%Lmkale Ordnung 3 (exakt fur Parabeln)

auf aquidistantem Gitter M = {jh}_, h = 1/n,n € N.

—— T(apezregel —+— Trapezregel
—+— Simpson-Regel| o —+— Simpson-Regel|

10

|Quadraturfehler|
|Quadraturfehler|

107 -1

107 =
Maschenweite h des Gitters

Quadraturfehler, fi(t) :=

Maschenweite h des Gitters

1

auf [0, 1]

44
p. 537

44

502 Quadraturfehler, fo(t) .= v/t auf [0, 1]

p. 538

Asymptotik des Quadraturfehlers ¢,, := ‘fol ft)dt — Qn(f)‘ fir Maschenweite ,h — 0”

O Algebraische Konvergenz e = O(h%), a > 0:

.compquad
O  Hinreichend glatter Integrand fi: « gemass Thm.%ﬁ%@;el — a = 2, Simpson-Regel
—a=41?
O  Singularer Integrand fo: a = 3/2 fur Trapezegel & Simpson-Regel ! (Glattheit des Integranden

begrenzt Konvergenz)

Simpson-Regel: Ordnung =4 ? MAPLE schafft Klarheit

> rule :
> err

= 13 =*h*(f(2 =h)+4 =f(h)+f(0))

taylor(rule - int(f(x),x=0..2 * h),h=0,6);
(1 4) 5 6 .
err i= (% (D< )) (f)(0)r°+ O (h ) ,h, 6)

Simpson-Regel hat sogar Ordnung 4!

O

Bemerkung 210 (Aufldsung einer Singularitat durch Transformation).

b
; |
Fur f € C°°([0, b]) approximiere / Vtf(t) dt durch numerische Quadratur (— Bsp. ‘%ﬁ—Lm et
Jo

b \/Z
Substitution s = \/%: Vif(t) dt = / mds .
| Virna= | e

Dann: Anwendung einer Quadraturformel auf glatten Integranden

Die aquidistante Trapezregel

= stiickweise lineare Approximation des Integranden auf dquidistantem Gitter:

n—1

(Hdt ~ Tulf) = b (3f(@)+ 3 F(kh) + 37(B))

k=1

b—a
n

b
I
a
Beispiel 211 (Konvergenz fur aquidistante Trapezregel).

N Iti
1-periodischer analytischer Integrand (— Bsp. %p_n:a I

. 1
1) V1 —asin(2rt —~)

O<a<l,vyER.

44
p. 539

44

p. 540



(,Exakte Integralwerte” aus 75)

|Quadraturfehler|
|Quadraturfehler|

-10| 77
——a=05
2L | ——a=0.9

a=0.95

——a=0.99

0 5 10 15
Anzahl n der Quadraturpunkte

20

10° 10'
Anzahl n der Quadraturpunkte

Quadraturfehler fir T5,(f), v = 1, auf [0, 1]
—~——

Quadraturfehler fur Tp,(f), v = 1, auf [0, %}
—_—

[Exponentielle KonvergenZ Nur algebraische KonvergerZ

Erklarung:
1 0 ,fallsk#0,
f() ft)dt = e
o, 1 furk = 0 .
f(f) 2mikt -
Ty = 1S POl Batts | ¢ .,
= = en
B 1 ,fallsk €nZ.
[
Aquidist_ante Trapezregel T}, ist exakt fur frigonometrische Polynomd (—
Def. vom Grad < 2n!
——
T, = Approximation tdes Integranden durch trigonometrisches Interpolationspolynom — Ab-
Arig-inter;

schn.

>

Glatte periodische Integranden [ Benutze aquidistante Trapezregel !

Ubung 4.5. Was versteht man unter Tschebyscheff-Quadratur? Gib die Quadraturknoten an und
bestimmte numerisch eine Naeherung fir die Quadraturg{ewmhte unter Verwendung der MATLAB-
Function intpolyval(t,y,x) aus Abschnitt und der standard MATLAB-Funktion quad .

44
p. 541

4.6

p. 542

Ubung 4.6. Die Integralwerte
1
/ V1 —22f(z)da (4.6.1) Eqilo
0
sollen effizient, d.h. mit méglichst wenig Auswertungen von f, numerisch approximiert werden. Dabei
darf f € C°°([0, 1]) angenommen werden.
1. Wie ist das Integral vor Anwendung einer Quadraturformel geeignet zu transformieren? (Hinweis:
Verwende 1 — 22 = (1 — z)(1 +z))
2. Schreibe eine auf Gauss-Quadratur basierende effiziente MATLAB-Funktion logquad(f,p) (f
= handle auf Funktlon f, 2p = Ordnung der zugrundeliegenden Gauss-Quadratur) zur Approxi-
mation von |e outine gaussQuad(p) aus Bemerkung der Vorlesunsunterlagen darf
verwendet werden.
3. Fur f(z) = v/1 + x plotte den Quadraturfehler in Abhangigkeit von p fir p = 1,...,20. Welche
qualitative Konvergenz kann abgelesen werden?
4.6
p. 543
4.6.1 Adaptive Quadratur
Betrachte zusammengesetzte Trapezregel auf Gitter M = {a = 29 < 71 < -+ < xy, = b}
10000 T T
Lokaler Quadraturfehler (fiir f € C2([a, b])) 9000
» 8000 q
Zp g 1
) 1 ) . 7000 f(t) = m 1
[ s0a= 5+ o) - | ,
Tp_q £ 5000 “
3 1
< @ = o 1 ey - |
g Benutze nichtaquidistante Gitter ! oo M
(fein, wo | f”'| gross) 1000 I\
|\
Sinnvoll etwa fiir Nadelfunktion” [} o . SN .
-1 -0.5 ? 0.5 1
' Ziel: Gleiche Beitrage aller Gitterintervalle zum Gesamtfehler
BPEST
Werkzeug: Lokale a posteriori Fehlerschatzung
(Schétzen der Fehlerbeitrage von Gitterintervallen aus Zwischenergebnissen)
Technik: Lokale Gitterverfeinerung 46
\ p. 544




Adaptive Mehrgitterquadratur ~ (vereinfacht nach ﬁ'?'%schnitt 9.7)

Idee: Vergleich der Resultate zweier lokaler Quadraturformeln ()1, Qo unterschiedli-
cher Ordnung — lokale Fehlerschatzung

Fehler(Q2) < Fehler(Q1) = Fehler(Q1) ~ Qa(f) — Q1(f) -

< Simpson-Regel

Heuristik:

Hier: Trapezregel

Gegeben: Gitter M .= {a =zg < 21 < -+ <z, = b}

O  (Fehlerschatzung) Fur [ = [x;_1,z], k= 1,...,m (m := %(Ik—l + 1))

STy = () + 47 (i) + F(rp)) — B fay) + 2fm) + Fla)

Trapezregel (auf unterteilter Gitterzelle)

Simpson-Regel

O (Abbruch) Simpson-Regel auf M = Vorlaufiger Integralwert

m

Wenn ZEST,{ < TOL-I (TOL :=vorgegebene Toleranz) = STOP
k=1

0 (Lokale Gitterverfeinerung)

L
S={ke{l,...,myEST,>n-— EST;}, 7~09.
{ {1,...,m} k= mzl J} n

J=

B>  Neues Gitter M*:= MU {m;:keS}.

Dann weiter mit 0 und M «— M*.

GAGO0
Adaptive Quadratur in MATLAB  (nach »[I?%

g = quad(fun,a,b,tol) Adaptive Mehrgitterquadratur
(lokale Quadraturformeln niedriger Ordnung)
g = quadl(fun,a,b,tol) . Adaptive Gauss-Quadratur

(lokale Gauss-Quadraturformeln & Ordnungserhéhung)

iy
<)

ot
N
o]

4.6.2 Numerische Berechnung oszillatorischer Integrale

4.7 Multiskalenbasen

[File: section-multiskalenbasen.tex, SVN: section-multiskalenbasen.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair|

Ziel:  Analyse von Daten (« Funktionen) durch Dartstellung in geeigneter Basis
Beispiel 212 (Nichtlokalitat der DFT).

. . . .diskr-fouex:fredfilt
Diskrete Fouriertransformation (— Abschn. ) R

» Gute Identifikation von Frequenzanteilen
» Keine Auflésung zeitlokaler Effekte

Daten:

t = 0:63; y = sin(7 * 2% pi * t/64),

y(10:16) = y(10:16) + cos(10 *1(10:16));
2 16 4
15 ﬁ‘ 141 4
M » ]
1t §
NllbonoA A A A 10 1
« d \ N [ -
A I A A AR A <9 ]
L A R |
ARUNENRRREARE 5
S O I | 4 ]
< 2 A ! |
“ |7 Y V.
o *f | Xf vy vy ol ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 3 50 60 70 0 5 10 15 20 25 30
Abtastzeitpunkt Fourierkoeffizientenindex k
Gegeben: Abtastzeitpunkte ¢; := ifn,j = 0,...,n — 1, n € N (aquidistant), Abtastwerte Yjs

j=0,....,n—1 & Vektory € R"

4.7
p. H47

47
p. 548



11 T T
il 5
0.9r
Vektor y € R" 08f
0.7r
B> Assoziierte Treppenfunktion os
ft) = y; furt; <t <tjq1. osr
0.4
(mitt, :=1) oal
0.2r
0L 0.2 0‘.4 0‘.6 0.‘8 1
t
3
25} 1 n—1/1
(1) = —1i | Bn.i(t),
| By, 7 [ f(@t) Zj:() (ﬁJj) n,J( )
B j{t) = viB(nt - ),
150 BS,U i »
1 ,fals0<t<1,
B(t) — alls 0 <t <
1 1 0 sonst.
o5l Beachte: . supp(B(n - —j)) = [i/n, j+1/n]
. Bn.jHLQ([OJ]) =1
C'0 0.2 014 0.6 0.8 1

B = ,Grundbasisfunktion” (Skalierungsfunktion)
Terminologie: B(nt — ]) =B n(t—%))
t

Dilatation ~ Translation um j/n

a {Bw- ;.:01 = L2-orthonormale Basis des Treppenfunktionsraums C,, auf aquidistantem Gitter

T = {ifn, j=0,...,n}in[0,1].

Beachte: C,, = &) 7 (Splineraum niedrigster Ordnung, — Def. ﬂfﬂj—"”c

Eine weitere L2-Orthonormalbasis (firn = ol L e N):

W
0.8
v Definition 4.7.1 (Haar-Wavelet). Haar- 06r
Wavelet auf [0, 1]: o4
0.2
1 far0<t<3, =)
— el o2}
H(t):=q -1 fir;<t<1, 027
0  sonst. o
-0.61
=DB(2t)—B(2t—1). ol
)
0 0.2 014 0.6 0.8 1
t
. _ Translierte/dilatierte Haar-Wavelets:
J | Hy)=2"PEE - j), j=0,...1-1
il lemhaania Lemma 4.7.2.
o 1
i L—-12!-1
l‘) 0‘2 0.4 D‘G 0.8 1 U U {H[<I} U {B}
o _ 1=0 j=0
o g [E'ﬁlf% L2-Orthonormalbasis von Cyr, die
N ‘ ‘ Haar-Waveletbasis.
_ L-1=2'-1
B  Waveletdarstellungvon f € Cor: f =B + Zl:() Z]:() c il
Terminologie:  ¢; ; = Waveletkoeffizienten

ol _
Z?:ol ¢,4H; ; = Level [ der Waveletzerlegung

4.7

. 552



Folgerung aus Orthonormalbasiseigenschaft:

Haar-Waveletbasd — Boxfunktionsbasis:
I— 121_1 L— 121 1 N]lATLAB—_CODE:Bas_istransformalion
unction y = hwftoboxbas(c,L)
Z YyjBnj=coB+ Z Z ajfi; = Z vj = ¢+ Z Z - y = zeros(size(c)); Rekursiver top-down Algorithmus:
=0 0 =0 7=0 = . = 1
i= 30 y(@) = c); ofs = 1 (firlength(y) = 20
— Unitaritat der (skalierten) diskreten Fourlertransformatlon (— Lemma for [=2.°(0:L-1)
- T — . (Sukzessive Berechnung der Boxfunktionsdarstel-
z = y(Ll); w=c(ofs+(1:1));
y(122 * |) - (Z+W)/Sq|’t(2); lung auf Level 0, 1, 2./ L)
2:2:2  *1) = (z-w)/sqrt(2); L
Algorithmen zur Basistransformation Boxfunktionsbasis « [Haar-Waveletbasid : )(;1(‘5 — 0fs+?' (z-w)/sart(2) Rechenaufwand O(2%)
end
Verfeinerungsrelationen:
. . | . .
Bz’;‘ = %\/5 Byiia 2j + Byl 2j+1) By 9j = %\/‘ H Beispiel 213 (Waveletzerlegung eines Signals). Wavelet!Zerlegung eines Signals
* I o o o 1 (4.7.1) [eqrefre
;= ﬁ\/z B21+1,2j *le+1,2j+1 ) Bz’+1,zj+1 - ?\/_

Hy
9=y BQIH,QJ' + yQBQZJr]A’QjJrl = 9= %\/5 < (y] + Z/Q) BQZA’]'

+| (y1 — y2) H[’j) (4.7.2) [eqtfilter
Tiefpass'ﬁlter

Hochpasgfilter

Lineare Anordnung der Waveletkoeffizient - fii = cnB L—1§2'— H
g der Waveletkoeffizienten ¢; ; fur  f = coB + 2,7, Z] o i

4.7
€05 €0,05 C1,05 1,15 €25+ -+ 5 €235+ -+ CLOy -+ -1 Cp ol 15+ -+ CL=1,01 - - -5 C[ 1 9L—1_1 (4.7.3) Egicerd p.
Daten (Signal im Zeitbereich)
2 T T T T
ftnonloc ﬁ
Boxfunktionsbasis — [Haar-Waveletbasis: Rekursiver bottom-up Algorithmus: Signal (— Bsp. %) 15 ”
i ) = L — NRa- _ i . |
MATLAB-_CODE:Basistransformation (fur Iength(y) - 2 ) t = 063: y - Sm(4 *pl *t/64)r ‘
function ¢ = boxbastohwi(y,L) (Sukzessive Berechnung der Waveletkoeffizienten y(10:16) = y(10:16) +
¢ = zeros(size(y)); c(1) = y(2);
for |1=2.°(L-1:-1:0)

N

auf Level [ und Boxfunktionsdarstellung auf Level

1|

il h

cos(10 =t(10:16)); -~ o5 iHH\ \

Il s

-1 i i T / \

y = yisqr@): m = 2 ol ) Signal mit f ad / \
c(I+1:m)=y(1:2:m)-y(2:2:m); Rechenaufwand O(25)
y(L:l) = y(1:22m)+y(2:2:m);

end

| / \
of
e dominierendem Grundfrequenzanteil \ [

o zeitlokaler Stérung

10 20 60 70
t

4.7

p. 55
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t



[ Spline-Wavelets ff?']—(Kluuomplizierte Konstruktionen)

Darstellung in Waveletbasis 80
0.5 T T T T
b ol (Herausforderung: Kleine Trager, Orthogonalitat < Stabilitét)
0.4F
X 601
03l <
5o Hierarchische Basis fir Sy a4:
‘=02t é )
T * s 40
01 c | 2 a0l Aquidistante Knotenin [0,1]: M := {t; :=i/n,j =0,...,n},n = oL, LeN
o R < 20t 1—¢t ,falls0<t<1,
! R S . . . ' e C'(R)
01 I 10 Skalierungsfunktion (,Hutfunktion”) — p(t) =<1+t ,falls —1<t<0, . o
stiickweise linear.
. ‘ o 0 sonst.
-0.2
024 8 16 32 64
Linearer Index des Waveletkoeffizienten [/2 i . QL _ ) X
pualt) =202t = j) = {pr;};_,=Basisvon S| v auf 0, 1] (Knotenbasis)
ol-1 L
Leistung auf Level [: P=> 5127' O Y p= HyH%
j=0 1=0

O  Aufldsung der ,Gréssenordnung” der Grundfrequenz im Leistungsspektrum
(— Koeffizientenindex [ < Frequenzzerlegung)

Wavelet-Zerlegungsanteile: 47 4.7
p. 557 p. 559
Zerequngsanti aut Lovel 1 Zerequngsartei aur Love 2 Zerequngsantel aut Lovel 3 1 : -
02 02 02 05 ///// } ) T~ — i
015 015 015 _— — e T~ R
01 01 o1 % 0.2 04 0.6 0.8 1 ) ) )
' Hierarchische Basis von Sy 4 :
0.05| 0.05| 0.05) 2 T T T T ?
m N N —
0 0 i /// \\\ /// \\\ | L 2/ 11
— — — ~ ~~ e
. >~ > {eoo ot Ul U {oigjn}.  47.4) pamen:
04] 01 01 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ' .
t =1 j=0
o 5z o1 5 o 1o 5z o o 5 1o oz m 5 5e 1
t t t 2
1t i
Zerlegungsanteil auf Level 4 Zerlegungsanteil auf Level 5 Zerlegungsanteil auf Level 6
02 02| 02 0O 0.2 014 0.6 0.8 1
t
015 015 015
0.1] 01 0.1] . . .
Hierarchische-Basis-Zerlegung:
0.0 0.05 0.05
SESIM = s=cppontcrpolt+ E E €L PL2j+1 -
0.1 -0.1 -0.11 Z:l J:()
o oz o7 o6 o8 1o oz or o5 o8 1o oz m 3 o8 1

Beispiel 214 (Hierarchische-Basis-Zerlegung).

O  Zeitliche Auflosung der Stérung (— Koeffizientenindex k)
4.7 4.7

Raum der Treppenfunktionen = Splineraum vom Grad 0/Ordnung 1 Verallgemeinerung ? p. 5



Darstellung in hierarchischer Basis

0.5 T T T T
0.4F
s € S| M, Knotenwerte s(t;) aus oal
t = 0:63; y = sin(4 *pi *1/64); 02
y(10:16) = y(10:16) + o1f T
cos(10 *t(10:16)); O o B L b
. %'é{avsignal 01 o
Signal aus — Bsp. i . Lt
-0.2
Hierarchische—Basis—Koefgzienten L a
- LCOr v -0.3 .
(Anordnung wie in oa
_oshs ‘
13 9 17 31 65
Linearer Index des hierarchischen Basiskoeffizienten
ad Auflésung von Grundschwingungen und zeitlokalen Merkmalen
Hierarchische-Basis-Zerlegungsanteile:
Zerlegungsanteil auf Level 1 Zerlegungsanteil auf Level 2 Zerlegungsanteil auf Level 3
1 ! 4 p
0.5 0.5 0.5
/ \ / \
0
\ / \ /
\ / \ /
-1 1] -1
Zerlegungsanteil auf Level 4 Zerlegungsanteil auf Level 5 Zerlegungsanteil auf Level 6
1.5] 1.5 1.5
1] 1] 1]
ﬁ
0.5] 0.5 /A\ 0.5 \“
I\ I
0| of—~ \ ’va/'M'\VW 0| I ‘\ -_
\\\ ,J" H‘ “\H\“
05 05 V o5
|
1] -1 1] 1l
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 [ 02 0.4 0.6 08 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Beispiel 215 (LQ-Instabilitét der hierarchischen Basis).

47
p. 561

Auf Gitter M; == {j/n,j = 0,...,n}, n = 2!

wahle

Euklidische Norm der
Koeffizienten

S1= P91 - .
hierarchischen-Basis- o :
:hierbasdec = *
Von s5; U Sy .
L 211 :
2._ 2 2 2 ' *
lelF =g+t +> D ;- °
=1 j=0 ‘
0 2 4 10 12 14

Exponentielles Wachstum von HCZHE !

[

Level |

Hierarchische Basis nicht /-gleichméssig stabil (im LQ-Sinn)

Numerik Gew 6hnlicher

)eEoe;1nIicher—differentialgleichungen.tex, SVN: chapter-numerik-gewoehnlicher-differentialgleichungen.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair|

Gegeben:

Gesucht:

Notation:

Differentialgleichungen

e Phasenraum (engl. phase space) {2 C R, deN (y € Q= Zustand’, engl. state)
O Erweiterter Phasenraum ) C R<x€I——— Zeitvariable”
(Annahme: Tensorproduktstruktur O=1x Q)

e Stetige Funktion f : O — RY (,rechte Seite”)

e Anfangsdaten (g, yg) € Q, (yo = Anfangswert engl. initial value)

Cl-Lésungsfunktion y : J — €, J C R Intervall, y € .J, fiir das Anfangswertpro-
blem (AWP) fur die gewohnliche Differentialgleichung (engl. ordinary differential equati-
on, ODE) [1. Ordnung]:

y(to)=yo , y=[f({ty(t) vteJ.

d

Punkt = =, Zeitableitung” T

4.7
p. 563



i

Mechanik
Reaktionskinetik
Populationsdynamik
Schaltkreismodelle

= Modellierung durch gewohnliche Differentialgleichungen

Beispiel 216 (Mechanisches System Pendel).

Phasenraum €2 = Konfigurationsraum fir Minimal-
koordinaten (= Auslenkungswinkel)
O d=1,Q= -7/,

(— zulassige Auslenkungswinkel o)
Newtonsche Bewegungsgleichungen:

ml &(t) = —mgsina(t) .

mg

= ODE 2. Ordnung

Formale Umwandlung in gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung (Hamiltonsche Form der
Bewegungsgleichungen — Physik):

5.1 Theorie gew 6hnlicher Differentialgleichungen

[File: section-theorie-gewoehnlicher-differentialgleichungen.tex, SVN: section-theorie-gewoehnlicher-differentialgleichungen.tex 1010 2006-09-11 1

a

p=a = (

p

p
—%sina

Gegeben: f: Q) C R x Q> R stetig, Anfangsdaten (to,y0) € 9

, y(t) = f(ty(h) .
& flty) = [fy)

AWP: (5.1.1)

y(to) = yo
[AUTONOM

AWP autonom

[

Terminologie:

j Definition 5.1.1. J C R offenes Intervall, ty € J

y € CH(J,Q) Lésung des AWP (%p_ < yty)=yo , yt)=f(ty(t) VteJ.

s ~

" Annahme: (Lokale Lipschitz-Stetigkeit)
Vit,y)€Q: 3L>0,6>0 [t—t|+|y-F]|<d =

Il7t.y) = FEDN < Llly =51

Kriterium: %f stetig auf QO (— Kompaktheitsargument)

,Die Losung eines Anfangswertproblems sucht sich Ihren Definitionsbereich selbst”

Losung y € Cl([tm t1], Q) von AWP (E%S‘)Tnaximal (in die Zukunft) fortsetzbar :&

Es gibt Losung ¥ € C'!([to, £4[, ) des AWP Bt mit £, > ¢1, y(t) = ¥(t) ¥ty < t < t1, wobei

ty <oo, t1 <00 )
t+=00 A lim [[F#)]=c0 A lim dist(y(t),0Q) = 0.
t—ty t—ty
BLOWOP
(Analog: Maximale Fortsetzbarkeit in die Vergangenheit auf J¢_, ¢(|) Blow-up

Notation:  J(tg, yo) =Jt—, t+[ = maximales Existenzintervall fiir Ldsung von AWP (%p*

p Theorem 5.1.2 (Satz von Peano & Picard-Lindelof). Falls f: Q) — R? |okale Lipschitz-stetig,
so hat das AWP (to,y0) € Q) eine eindeutige maximal fortsetzbare Lésung y :
J(to, yo) = €

—

ISy
at

Evolutionsoperator ~ ®%! : Q = Q, ®%lyy = y(s), y Lsg. von y = f(t,y), y(t) = yo. s €

5:44:437 J(L yo)
@t,t — @S,t _ @5,7‘ o @T‘,t .

Id

> (5.12) |

)

Bemerkung 217. Falls AWP (%Spéutonom:
' = fallss—tel.
yLosung mity(tg) =yo O ¥(t):=y(t+7)Lsg. mity(tog—7)=yo

Fq-awp

Fir autonome AWP:  Kanonischer” Anfangszeitpunkt ¢j = 0

> d=1

=
Beispiel 218 (Skalare Differentialgleichungen).

o f(t,y) ==Xy, \€ R = Losungdes AWP y(t) = yoef”\t, teR
(existiert fiir alle Zeiten, d.h. [t—, t+[= R fur jedes y)

e flty) =2 AeR y=Xx2y0) =y R

1

—— Jallsyg #0, @B D)
—1— yo 70, p
Losung y(t) =< Y —A ,
0 alls yp = 0.
5.1 Ay >0 = J(0,y0) =] — oo, Yyl .
p. 566

eqg-evrule

5.1
68




o f(t,y) = —ﬁ, Q0 =R", Anfangswert y(0) = 1

O y(t) = (1-32)"% - = —o0, 1 = 23
(L6sung lauft zum Rand y = 0 des Phasenraums)
Beispiel 219 (Richtungsfeld und Orbits).

Ricatti Differentialgleichung Y=y

SRS

N\
N\
N\
N

0.5F

////
=
e

(5.1.3) [qiric

00 0.5 i 1.‘5 00 6.5 1 1.‘5
t
Richtungsfeld Lésungskurven
vi y1(y2 — 2) 5.1
Lotka-Volterra Dgl. = 5.1.4) kg
9 (yg) (?12(1 - 1) (.14 PN o

Zeitabhangige Losung, Y(O) = (é)

Orbits des von (%erzeugten lusses
Stationarer Punkt

o [y =Fflty), o alu s { vy =f(t.3)
lost = =S lost N
y s { y(to) = yo Y yios y(to) = S~ lyg

Beispiel 220 (Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten).

y =S~ ly, S € R%4 regular

mit f(t,y) =S~ f(t,Sy) .

(5.1.5) [eqgkov

5.1
p. 570

Q=RL Q=R f(t,y)=Ay(t)+g(t) mt A € R, g R — R?
Annahme: A diagonalisierbar, 3S € R%“ regular: S™TAS = diag(\1,...,A\g), \; € C

e g=0: y=Ay (autonome homogene lineare Dgl.)

. U= M ) \
y:=S"'y lést o = 7i(t) = (S"yo)ie it , teR.
Ya = Ay
it
B y()=S C S~y -

Matrixexponentialfunktion exp(At)

e Inhomogener Fall y(t) = Ay(t) + g(t) partikulare Losung durch Variation der Konstanten™:
Ansatz: y(t) = exp(A)G(t)yo mit G € CY(R,R%T), G(tg) = T

3(t) = (Aep(ANG(L) + exp(ADG())yo = Ay(t) = Aexp(AG(t)yo + g1
t

B (Gyo) =gt) = Gltlyo=yo+ / exp(—Ar)g(r) dr

to

> ()= +{ i exp(A( = 7)g(r) dfl\

Lsg. des homogenen Problems

Faltung mit Inhomogenitat

5.2 Kondition von Anfangswertproblemen

[File: section-kondition-von-anfangswertproblemen.tex, SVN: section-kondition-von-anfangswertproblemen.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmaif

Wie wirken sich Stérungen im Anfangswert yy in (%pﬁuf die Losung y(t) aus ?

:kond
(— Abschnitt%)‘

-wellconditi

Absolute Konditionszahl (— Def. Urcl erentielle Konditionsanaly:

tion

T
S
=
N




d

ds

, o d(d_, d. of d
(ﬁb,f — P (P(Sﬁt . _(}(Sﬁt . P @S t _ 4 @S St
y=/(52"y) B (dy V)=l =5 ay

Propagationsmatrix (Wronski-Matrix) W (s, t) := (i‘—l@s’toy € R4 zum AwWP (t%%ﬁp_erfullt

(s, &t y)—

VARG . d Of &sit
Variationsgleichung d—W(s ty) = 7 (s, @0y )W (s, tg) , Wity tg)=1. (5.2.1) |
y
Beachte: Variationsgleichung = lineare Differentialgleichung mit 2 = Rdd
yo—yo+dy O 0y(t)~W(tty)dy fir kleinedy” ‘
d Definition 5.2.1 (Kondition des AWP). Intervallweise Kondition des AWP mpbzgl. Norm |||
auf R%:
K(tg, t) = max{||[W(s,to)||: to < s < t}.

d Lemma 5.2.2 (Konditionsabschatzung fur AWP).

Hg—i(t7<§f~,foyU>H <x(t) = &(tg,t) <exp (/th(T) dr) .

Beweis mit Lemma von Gronwall (— Analysis)

Beispiel 221 (Kondition linearer AWPs mit konstanten Koeffizienten).

k(0,00) =00, kK(—00,0)=1 ,falls ReA >0,
y=XMy O y(t)= /\tyo = K(0,00) = K(—00,0) =1 ,falls ReA =0,
K(0,00) =1, K(—00,0) =00 ,falls ReA<0.

Beachte: Hier Variationsgleichung: ¢ = Ay > Propagation von Stérungen durch Dgl. selbst

E%'Swp%ond A
Lemma iefert zu pessimistische Aussagen.
|linaw,
— Bsp. EE& lzspektrum o(A)

B

— Def. B%V_

Fury = Ay, A € R diagonalisierbar

Re{o(A)} C] — 00,0 = £(0,00) ~ K(—00,0) = oo,
Re{o(A)} = {0} = £(0,00) ~ K,(—oo,O) ~1
Re{o(A)} Cl0,00] = £(0,00) = K(—00,0) ~ 1.

eq:VARC

(A0
5N
w

02
Allgemeiner: Kondition bzgl. Stérungenin f > %?Kap. 3]

5.3 Einschrittverfahren

[File: section-einschrittverfahren.tex, SVN: section-einschrittverfahren.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair]

Gegeben: f: () — R? lokale Lipschitz-stetig auf erweitertem Phasenraum QCRxQ
O Definiert Familie von AWP

[ Zugehérige Evolufiort &' : Q — Q

Gegeben: Anfangsdaten (¢, y() € () O Konkretes AWP

Ziel: O Approximation von y(T) fir ein T € J(t, yo).

O Approximation der Funktion t — y(t), t € [tg, 7], T € J(to,y0) > yu(t).

5.3.1 Kollokation
Idee: O Approximiere y(t), t € [tg, T, in s + 1-dimensionalem Ansatzraum V' von
Funktionen [to, 7] — RY > y;..
O Festlegung von y;, € V durch Kollokationsbedingungen
yilto) =yo » yulmj) = flryn(7), i=1...,s, (63.1)
fur Kollokationspunkte t) < 7 < ... < 73 < T.
,Standardoption”: Polynomialer Ansatzraum V = Py ‘
Herleitung:  Formel fur y;,(T') (h =T —to, 7j :=to+cjh,0<ci1 <cp<...<cs< 1)

Ly - cP | = [agrange-Polynond @X A" F0= 5,05 = 1,.. s
licond
ZkL

[ yulto+7h) =

kj = f(to +cjh, yp(to +cjh)) .

s T
Byt mh) =y h S K /0 Li(¢)d¢ .
i=1 -

:Kollcor




— Logistische Differentialgleichung  (— durch Resourcenknappheit beschranktes Wachstum)
. 1
=M1 —y), wo€l0,1] y(t) = — — 0 t€R. (5.3.4)
s 1+ (y(, —1)e=A
k; = f(to+ cih,yo + hz aijk;) 0 — “ Li(r)dr Numerische Experimente mit Gauss-Kollokationsverfahren auf [0, 1], yg = 0.01, A = 10:
-1 I A ’ (Lésung der Gleichungen fiir Inkremente k;: MATLAB fsolve , Toleranz 10~9)
s - mit 1 (5.3.2) farkimpl
=yo+h) bki. b = /0 Li(r)dr . i ‘ ‘ ‘ 0
1=1 1ap|—— 1 ] ~
s=2 1 RN
12¢ :sfi 10 S
——— - / -
T 1t —— 107 .
Diskrete Evolution \If Q= Q W,y =y (T) 0al g \
imol ) o6p é;m ] A
JKIMm = / N\
O (%_p? (Nichtlineares) Gleichungssystem fur Inkremente k; s 10 N\
Bemerkung 222. f(t,y) = f(t) & yo=0 O Numerische Quadratur o2r - 1
0ff \
N adWei hts -0.2 . - . . 1076 t - ; - - - - i
/ flydt=~h Z f(to+ cjh) =Ruadraturformel, vgl. (E%J— 02 o4 06 08 ! oo S ongad=sufenzans  © o
g Né&herungslsungen yy,(t) > Exponentielle Konvergenz in s
.gaussqquadara
O e¢q,...,cs < Knoten einer Quadraturformel (z.B. Gauss-Punkte auf [0, 1] — Abschnin%uﬁ 5 ol
JKIMm
53 | Losbarkeit von (%T%Tgesichert fur kleines h”
- ) stuckweise-polynome ] ) O  Stiickweise Polynominterpolation
p- ol Abschnltt%‘%‘Wﬁ%ﬁn&‘gﬂm?olynommterpolatlon
eFalls=1 O ¢ =12 (< einfachste Gauss-Legendre-Quadraturformel) Idee: O Wahle Gitter M = {tqg <t; <ty <---<t, =T}
Tm tnfu 1 to,t1 t1.to
Li=1 = aj =12, by=1. u ‘I’ \I’ lIJ O‘P
ikt
k) = f()f() + l/?h‘, yo + I/thl) s yh(T) =yo+ hky . (5.3.3) [egiimplm ]‘ k= Wdurch Kollokation des AWP auf [tk717 tk}
Formel

Imidpr .
(&%ﬁpﬂ—ﬁ— mpiizite Mittelpunktsregel

eFalls=1 & c; =0 (« linksseitige Ein-Punkt-Quadraturformel)

=1 = an=0, by=1.
ki = f(to.yo) » yu(T)=yo+hki =yo+hf(to,yo)- &
.exEul
(&%%Explizites Eulerverfahren  (kein L8sen einer Gleichung erforderlich !)
eFalls=1 & c;=1 (« rechtsseitige Ein-Punkt-Quadraturformel)
LlEl = (LH:l b1:1
ki = f(to,yo+bk1) . yp(T) =yo+hky =yo+hfto,yn(T)) - g

AmplEul
(&%f_ﬂ mplizites Eulerverfahren

Beispiel 223 (Konvergenz von Kollokationsverfahren).

> Stiickweise polynomiale Lésung y;, € CY([to, T))

y Definition 5.3.1 (Einschrittverfahren). Ein Einschrittverfahren (ESV, engl. single step method)
fur ein AWP auf einem Gitter M ={ty <t <ty <--- <t, =T} und auf der
LexEUl | Grundlage einer [diskreten Evolutiori \Il erzeugt Folge von Naherungswerten
yr A y(ty) gemass yj = ‘I',,A ko1, k=1,
3 Definition 5.3.2 (Explizite und implizite Verfahren). Ein Einschrittverfahren zur approximativen
-implEu

Losung eines AWP heisst explizit, falls die zugrundeliegende [iskrete Evolutior durch endlich
viele f-Auswertungen zu realisieren ist.

Die diskrete Evolution eines impliziten Einschrittverfahrens erfodert die Ldsung eines Glei-
chungssystems.




Alle Kollokationsverfahren\ { Explizites Eulerverfahren} sind implizit

5.3.2 Runge-Kutta-Verfahren

y(t) = f(t.y(1), d
AWP: =  y(t)=yo+ [ flryltg+7))dr
y(to) = yo to
Approximation durch [Quadraturformel (auf [0, 1]) mit s Knoten ¢y, .. ., ¢

y(T) ~ yhaWM> -

Wie bekommt man diese Werte ? > Bootstrapping

Beispiel 224 (Konstruktion einfacher Runge-Kutta-Verfahren).

trapezoidal . . .exEul
Quadraturformel — Trapezregel (E%p_&—ﬁ“yh ) aus explizitem Eulerschritt (&%ﬁ_

ki = f(to,y0) , ko= flto+hyo+hki), yu(T)=yo+ bk +ko). (5.3.5)

m%&plizite Trapezregel Quadraturformel — Einfac_hs&eupauss-QuadraturformeI (Mittelpunkts-
regel) & y;,,(%(T +ty)) aus explizitem Eulerschritt

ki = f(to.yo), ko= flto+ 5, y0+8k), yu(T)=yo+hky.

.exMP . .
(Eﬁ?explmte Mittelpunktsregel
rkimol
IDiskeete Evalifioner der Form G55 >—

(5.3.6) |

B

K Definition 5.3.3 (Runge-Kutta-Verfahren). Fir b;,a;; € R, i,j = 1,...,8, s € N, ¢; =
Z§:1 ajj O s-stufiges Runge-Kutta-Einschrittverfahren (RK-ESV) fur AWP

s
Yalto+h) =yo+hY_ bik;.
i1

s
k;, = f(t(JJrcih7y()+hZaijkj) , t=1,...,58
J=1
k; = Inkremente/Stufen

expt
Falls a;; = 0firi < j = Explizites Runge-Kutta-Verfahren — Def. %%L

Kurznotation fii [rsgu nge-Kutta-Verfahren: c

Butcher-Schema > b

eq:exlra]

eq:exMP

Interpretation:
.orbits
Beispiel 225 (Explizite Runge-Kutta-Schritte fir Ricatti-Differentialgleichung). — Bsp %—I

Runge-Kutta-Verfahren <« Polygonzugapproximation der Lésungskurve

Anfangswertproblem: Y= 2+ yQ, y(0) =0.2.

1k i
Explizite Mittelpunktsregel:
0.8F
0/00
Ll g
212 - 06
01 :
>
grin Losungskurven 0.4r
magenta Abschnittsteigungen k;
0.2
* Punkte f-Auswertung
rot: Polygonzug 0
1
Explizite Trapezregel
0.8F
0.6F
) -
gran: Losungskurven 0.4F
magenta : Abschnittsteigungen k;
*: Punkte f-Auswertung 02
rot: Polygonzug 0

53
p. 584



Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 1k
(RK4)
0.8F
(5.3.8) | 06f
>
3t 5% 0.4
grin Lésungskurven
0.2
magenta Abschnittsteigungen k;
* Punkte f-Auswertung 0
rot: Polygonzug
Kuttas 3/8-Regel r
0.8F
(53.9) | o4
>
8 0.4F
grun Lésungskurven
magenta Abschnittsteigungen k; 0.2
* Punkte f-Auswertung
0
rot: Polygonzug

Affin-Kovarianz der Runge-Kutta-Verfahren:

Fir S € R4 regular, y := S~y

st
‘Ilh, -

=5t . . A ~
\Il;, = Diskrete Evolutionzu 'y = f(¢,y

[

Ppiskrete Evolufionl zu  y = f(t,y) ,

~

[

oy B>
) — EHE

[s@ffS*ly - ‘Il;’ty} .

(5.3.10)

Warum ¢; = 377 a;; in Def. %"f

= Q- 09)=7(0) - G5)- ()

v v
~t+ht
@H—h,t PN P +h,

.. t+h,t ~t+h,t '
DE@EW. v, - v,

t+h,t ~tthit t+ht
Wunsch: o Y = et [y ‘Ph y
t+h t

t+h
{I\lt+h,t Y\ _ (y+ h Zle biﬂi /l;l'
" ¢ t+hy bk ) T \R

> C; = Z;’:l (l/,:j 0

= Hinreichende + notwendige Bedingungen fur Autonomisierungsinvarianz eines RK-Verfahrens

Autonomisierung:

(5.3.11) pgirkatin

) _ @?h,m <¥> .

=
_ (f(t +h Z;:l a,vﬁj, y+h E;:l a”E/)) .
1

(5.3.12) fexirkatin

> Analyse von autonomisierungsinvarianten RK-Verfahren kann sich auf autonome Probleme be- o4
=
schranken. p. 587
5.4 Konvergenz
[File: section-konvergenz.tex, SVN: section-konvergenz.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair|
Beispiel 226 (Konvergenz von Einschrittverfahren).
e . . . :logdg!
Skalare logistische Differentialgleichung A= 10,y(0)=0.01,T = 1:
Test: Explizite/implizite Runge-Kutta-Einschrittverfahren, verschiedene Schrittweiten h
1 T T ==
_x-"F
ERT0) .-
0.9F| + Explicit Euler Lk ® i 1r IFPEEL R
+ Explicit trapezoidal rule A ,if .
0.8F| 2 Explicit midpoint rule A 4 R
+ RK4 method ,i o8- o
07} ’ M — ,
06} £ y
s 06f #
> 0.50 S * N > K
ol ! . /
/ " /! -y
2F s 1 L S + s=1]
0.2 ,: . 0.2 /: N ::2
i} e R & s=3
! JURNPEE 4 + __*_,i + s=4
0 0‘.2 0.‘4 o.‘s 0‘.3 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
t t 54
..., 10: Explizite RK-Verfahren yp,(7/10): Gauss-Kollokationsverfahren p. 588



.esvV
g Definition 5.4.1 (Konvergenzordnung von Einschrittverfahren). Ein ESV (d—> Def. %ﬁi‘fﬁr das
" .compqua
%—L, wenn

Fehler y,, — y(1) zum Endzeitpunkt, aquidistantes Gitter, n=5:5:100

10

*
4
¥
¥
¥
-2 * N *
10 I3 T
¥ o |t *
L E 10° L IS
gk d y e
g 10 e aath ) = ** &
(= F g o R
I * x B -
) * ;=) a
= * = 10| a
> . = 10 R a
-6 + a
10 o 4 e
" «
ey s >
s + s=1, Explicit Euler 2 + s=1
g * s=2, Explicit trapezoidal rule 15| * s=2| |
10 4 s=2, Explicit midpoint rule |7 10 & s=3
* s=4, RK4 method * s=4
107 107" 10° 107 107 10°
h h

Explizite RK-Verfahren Gauss-Kollokationsverfahren

0O Beobachtung: [Blgebraische Konvergerd |y(1) — yn| = O(h®)

AWP auf [t, 7] hat Konvergenzordnung p (vgl. Thm.

30 >0 max |y; —y(t;)| < ChY, VGitter M = {tg <ty <--- <t, <T},.

7=0,....n.

Diskretisierungsfehler

Far ESV: Lokale Konsistenz(ordnung) e (globale) Konvergenz(ordnung) \

y Definition 5.4.2 (Konsistenzordnung einer diskreten Evolution). [Diskrete Evolufion ¥, besitzt
Konsistenzordnung p bzgl. einer [Evolufior] & (zu einer Dgl.), falls

V(t,y € Q: 3C >0 |\Ilt}+h'ty - %’H}"’ty\ < ChP*Y fiir Kleine h .

Konsistenzfehler

g Theorem 5.4.3 (Konvergenz von Einschrittverfahren). Runge-Kutta ESVs (— Def. %fder

Grundlage der diskreten Evolution \Ilfjh’t fur AWP erfullen:

W, konsistent mit Ordnung p < ESV konvergent mit Ordnung p

Merke: Konvergenzordnung erlaubt i.a. keine Aussage Uber Grosse des Diskretisierungsfehlers

Annahme: f = f(y) (— autonomes AWP) & f hinreichend” glatt

0 Konsistenzanalyse von Runge-Kutta-Verfahren durch Taylorentwicklung (— MAPLE)

Beispiel 227 (Konsistenzanalyse durch Computeralgebra).

.exTra|
Explizite Trapezregel (%—L

D(y) = x -> f(y(x)); y0 = y(0);

D(y) =aw f(y(z): y0 =y(0)
k1 := f(y0); k2 := f(yO+h *Kk1);

k1 = f(y0): k2 = f(y0+hf(y0))

ym := y0+h/2 = (k1+k2);
ym = y0 +1/2h(f (y0) + f (y0 + hf (y0)))
taylor(ym-y(h),h=0,4);
series ((1/12 (D) (/) (y (0)) (£ (5 (0)* = 1/6 (O (/) (y (0)* £ (5 (0))) 1* +O (') .1, 4)

5.4

p. 591



Implizite Trapezregel: y1 = yo + %(f(yo) + f(y1))
D(y) = x -> f(y(x));
D(y) =z f(y(x))
= y(0);
y0 = y(0)
solve(yO+h/2 = (f(y0) + f(yt)=yt, vt b
{yt = RootOf (—2y (0) — hf (y(0)) = hf (Z)+2_Z)}

assign(%);
taylor(yt-y(h),h=0,4);

series((—1/6 (D)(F)(u(O)(£(y(0))) = 1/6 () (y(0)))*
Fyl0)) + 1/4 (4O (L) GO)) + Fy0)(DE)(N)(G(0))h + O, b, 4

Fur allgemeines Runge-Kutta-Verfahren — Def. % autonome Dgl. y = f(y)

\Ilh”’()

h
Z bik; B> hy
(e

— @0 =0
ol Oy y+h y\h 0 )
h

(I)h 0

Y)in—o Zbkz|h 0— fy)

S
Da th:U =fly) > ERK-ESV konsistent < Y b; = 1} .
i=1

Analoge Herleitung von Bedingungsgleichungen fir RK-Koeffizienten b;, a;j (— Def. ﬁﬁ)‘ﬁ]r Kon-
sistenzordnungen p > 1:

. - s | s 21
p>2 <& zusatzlich Zizl bic; =73, Zizl bic; =3, (5.4.1)
syl s 1
p>3 <4 zusatzlich Zi,j:l biajjc; =5 (5.4.2)
DEBO02

HLWO02
(Algorithmus zur Herleitung der Bedingungsgleichungen > »[IIﬁNbschn. 4.2.3], }[ZBTSect. 111.1])

O  Konstruktion von RK-Verfahren vorgegebener Konvergenzordnur&% durch Lésen der (nichtlinea-
0
ren) Bedingungsgleichungen (B.G.) (vom Typ

‘l 2345 6 7 8 9 10 20
ﬁB.G.‘l 2 4 8 17 37 85 200 486 1205 20247374

:cvgssm
Einige Konvergenzordnungen — Bsp. %‘g—v

Explizite Verfahren \ Implizite Verfahren
Expliztes Eulerverfahren
Explizite Trapezregel
Explizite Mittelpunktsregel

Klassisches Runge-Kutta-V.

1
2

Implizites Eulerverfahren p =
Implizite Trapezregel p=

= = DD DD

p
p
p
p
p

Kuttas 3/8-Regel

p.

54
593

-rkcon:

‘rkcon:

r[nvvv:/q,n IMVVIL

Viele weitere Verfahren > [25/126]

il Theorem 5.4.4 (Konvergenzordnung von Kollokaltionsverfahren).
JLKIM!|
Fir ein Kollokations-Einschrittverfahren gi
[Quadraturformel auf [0, 1] mit Knoten ¢;

< und Gewichten b;, i = 1,..., s hat Ord-

auss-quadratur
nung p (— Abschnitt %J—

Konsistenzordnung p

Ordnungsschranken:
Fur explizite Runge-Kutta-Verfahren p<s

Fur allgemeine Runge-Kutta-Verfahren p < 2s (vgl. Abschnitt
]

Sg&'g&uss—guad

Gauss-Kollokationsverfahren realisieren maximale Ordnung

5.4.1 Schrittweitensteuerung fur Einschrittverfahren

Beispiel 228 (Satellitenbahn).

Satellitenbahn im Gravitationsfeld eines Planenten (mit Koordinaten (H)) Keplerproblem

.2y y v -1 0.1
y = ( =l ) yO={,)vO={_):
HYH v llyI? '
4 T T T T T T T

08 ‘ ‘ ‘ h —y,0

L ) 3t i — v,
° — o o
0.4F . / / 2 Y B
0.2t -~ I

ay 1F |
o // |

-02 p
~0.4 / -1
~06 / ol
-0.8f / /

% 2 "
= Tos 0 05 T, . . . . . . .

Y1 0 05 1 15 2 25 3 35 4
t
Beobachtung: ,Peaks” in der Losungskomponente v(t) (= zeitlokale Charakteristika) o

ratu

5.4

p. 595



Adaptive Wahl des Rechengitters fur ESV durch zeitlokale Fehlerschatzun

. . . .adaptive- uagratur
(— Adaptive numerische Quadratur, Abschmtt% prved

max |y (t) — yp(t)|| < TOL
teltoT)

bzw. ||ly(T') — y,(T)|| < TOL

Zeitlokaler Fehlerschatzer (basierend auf y(¢)) O Wahlvon ¢
.ssmloccons

Ziel: M moglichst klein & TOL = Toleranz

Technik:

Heuristik: ~ Kontrolle des (lokalen !) Konsistenziehlerd — Def.

Idee: Schétzung des Konsistenzfehlers

~ it
t+h,t T,

h,t . .
Vergleich zweier [diskreter Evolutioner \Ilh , Wy " (fur eine aktuelle Zeit-

:adaptive-quadrat
schrittweite h) verschiedener Ordnung (— Abschnitt%%‘):alo WE-QUaciatr
Falls Ordnung(¥,) > Ordnung(¥},)

tht t+ht - _ Flthit t+ht
= @ My(ty) — ¥y () R EST =0y Ty(ty) — 0y () -

Konsistenzfehler

(5.4.3)

/Absolute Toleranz
EST;. < TOL

O Verwerfen/Akzeptieren des aktuellen Schritts
ESTj < TOL ly(ty)| __— *°

[ Vergleich

Relative Toleranz

Wir wollen mehr ! Wenn EST,, > TOL :

Wenn EST;, < TOL :

Schrittweitenkorrektur £y =?
Schrittweitenvorschlag  tp 9 = ?

Falls Ordnung(®},) = p, Ordnung(¥},) > p, p € N, Ziel: Effizienz
t+hit
W,y (ty) — @y (1) =

~t+h,t
T, y(ty) — () =

chP+l O<hp+2) .

|
. 'S OEST, ~ el = TOL
O(RP*2)

Korrigierte Schrittweite

B  .Optimale Schrittweite”: h*=h Pﬁl/% . 4.4) eqssy
Schrittweitenvorschlag
Algorithmische Realisierung (ESV): 2% crjan als
c i :
Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren . bl —  Cslag o ags
Gleiche Inkremente k;, verschiedene Gewichte b; (— Def%— bl b e b
realisieren RK-Evolutionen @®,, ®;, der Ordnungen p und p + 1. b - by

Gebrauchlichp =4,p=17 Eingebettetes RK-ESV:

[Butcher-Schemd

Beispiel 229 (Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren).

0 0
111 111
303 2| 2
111 1 1
3166 20 0 3
1|1 3
318 0 110 01
1 3 3 5 7 13 1
L5 0—52 1|32 3232 32
R 21 11 1 1
yilg 0 0 535 Y5 3 3 %
~ 1 3 21 ~|_1 7 17 13 _16
w0 1553 =2 3 3 T 3
Eingebettes RK-Verfahren der Ordnung 4(5) von Eingebettes RK-Verfahren der Ordnung 4(5) von
Merson Fehlberg
O
Adaptive Integratoren fur Anfangswertprobleme in MATLAB:
options = odeset('abstol’,atol,’reltol’,rtol,’stats’, ‘'on’);

[t,y] = oded5/ode23(@(t,x) f(t,x),tspan,y0,options);

54
(f =function handle, tspan = [t), 7], y0 =yo, t =15, Y =y5)

p. 597

— Bsp. Sogacue

Beispiel 230 (Adaptive RK-ESV zur Satellitenbahnberechnung).
Adaptiver Integrator: ode45(@(t,x) satf,[0 4],[-1;0;0.1;-0.1,],0ptions])

0 options =
0 options =

odeset('reltol’,0.001, abstol’,1e-5);
odeset('reltol’,0.01,’abstol’,1e-3);

abstol = 0.000010, reltol = 0.001000 abstol = 0.000010, reltol = 0.001000

v, (Naeherung) 0
. v,{t) (Naeherung)
. v,(t) (Naeherung)
. v,(t) (Naeherung)

v, (exak)
¥, (exaky)||
v, (®) (exakt)
ok v, (t) (exaky) |

o

Zeitschrittweite

o 0.5 1 15 2 25 3 35 4

5.4

p. 600



abstol = 0.001000, reltol = 0.010000

abstol = 0.001000, reltol = 0.010000

4 5 0.2
v, (exakp) ~ ¥,(t) (Naeherung)

3tk ——Y,(t) (exakt) || . Y,(t) (Naeherung)
v, (1) (exakt) . v,(t) (Naeherung)

ok v, (1) (exakt) || . v,(t) (Naeherung)

o

=)
o
Zeitschrittweite

4 . . . . . . . 5 . . . . . . . 0
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4
t t

0.8 T T T 0. T T T

06 — 06 A
P A /*///‘? +*++ P /4{,/
0.4r ) /// q 0.4r *++ *// e q
02f e E 02f " v 4
S ] T 7
= F = K
-0.2F F 1 -0.2F Vs 1
I //, f
04 / 1 -04f /:3 :f 1
-0.6f y — -0.6f - E
/ /¥
-08 Exakte Bahn JT f 1 -08 Exakesam] |/ 1
+ Naeherung ¥ + Naeherung /
En 05 0 05 1 En 05 0 05 1
y1 y1
reltol=0.001, abstol=1e-5 reltol=0.01, abstol=1e-3
ad Qualitativ falsche Losung bei geringfuigig erhéhter Toleranz !
<&

:satellit
Beispiel 231 (Schrittweitensteuerung bei Satellitenbahnberechnung). — Bsp. Eﬁw

5.4
p. 601

5.4
p. 602

. 10' ¢ ’ . P
gé'gatelllte . 2 ® -
AWP aus Bsp.
_ 10t + 1
. . . 5
ode45 mit verschiedenen absoluten/relativen To- ¥ X B
S . a
leranzen 107 P 1
% 3 -
Toleranzen sagen nichts tber tatsachliche Ge- * 107 + 1
= nauigkeit . a
107 + rtol = ato(1/2)] §
N + rol=atoln(2/3)
» £ rtol=10*atol
1010'6 10° 10 10° 107 10"
(Absolute) Toleranz
10° . . :

Fehler |y, (4)-y(4)|
5

+ RK4 aquidistant
* ode45 adaptiv

Effizienz von Schrittweitensteuerung:
Vergleich:
kd
e Klassisches Runge-Kutta-Verfahren (E.%%)_

1 e Eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren mit

e Schrittweitensteuerung: ode45
10° + - ]
' . Aufwandsmass: f f-Auswertungen
10° b " —
: . Adaptivitat zahlt sich aus ! |
10 m 1 - . 4 - 5 6
10 10’ 10 10
Anzahl f-Auswertungen
&

Ubung 5.5. Kurve in der Ebene lasst sich als Niveaulinie einer stetigen Funktion F' : R2 — R

beschreiben:

C:={z cR® F(x)

—0}.

Falls " stetig differenzierbar ist, kdnnen zusammenhangende Teile der Kurve als Losungskurve zu
Anfangswertproblemen

_ grad F(y(t)*

YO = grad GO’

F(y(0) =0,

p. 603



h pq-Abhangigkeit der Fehler zum Endzeitpunkt fur Integrationsintervalle [0, 7], 7 = 0.1, 1:

erhalten werden. Dabei bezeichnet * die Rotation eines Vektor € R? um 90° gegen den Uhrzeiger-
Sinn. Fehler zum Zeitpunkt T=1 ‘ Fehler zum‘ Zeitpunkt T:O.l‘
Entwerfe eine MATLAB-Funktion draweggcurve() , die ein solches Anfangswertproblem I6st, um ® . 0l ’
die Kurve . s . .
0 ° * 7 107 *
2 2,22 3 3 = o - S :
{z =(z,y) e R F(x) = (z* +y*)" —2° —y°> =0} = o K = - .
B ° o~ < 107 00000000 ©
/ = ¢ ;*"g* 107 eamééééo
i / i ’ s ,sseooo

durch (1,0) zu plotten. Lose dazu das Anfangs- 1 | 107 ss°°°...

wertproblem auf [0, 15.8] und erwende dazu die \ W B ‘ ] ot ‘ ‘ ‘ ‘

MATLAB-Funktion ode45 mit folgenden Parame- _ | \\v,__,, T i 1 Zeitscinttweie h 1 10 il en 0?

tern: \‘ \

options = odeset( 'reltol’,0.0001, ol } | Beobachtung:  y(7) ~0 O Impliziter Euler praasymptotisch unbrauchbar
- abstol’,1e-9); \ / y(T)~1 O Expliziter Euler praasymptotisch unbrauchbar
http://en.wikipedia.org/wiki/Crooked eqg curve — |
ye€{0,1} = f(y)=0: 0,1 sind stationare Punkte der Evolution zur Dgl.
7 7 x %(0):/\ = firy~0: Dgl.~ ¢y=2\y,
56 g—’;(l) =-A=firy~1: Dgl.~ y=-)\y. 56
p. 605 p. 607
5.6.1 Modellproblemanalyse
(5.6.1) [eq:stiffm

5.6 Stabilit at
[File: section-ngdiffgleichungen-stabilitaet.tex, SVN: section-ngdiffgleichungen-stabilitaet.tex 1771 2007-08-26 02:14:34Z hiptmair]|

Beispiel 232 (Unterschiedliches Verhalten expliziter und impliziter Integratoren).
. . :logd
Logistische Differentialgleichung vy = f(y), f(y) = My(l —y) — (%QJE 50, Anfangswert

Autonomes skalares lineares AWP: = Ay, y(0) =1, Rel <0 auf0,o0]
furt — oo (Asymptotische Stabilitat) .

At
A

bT

(¢
—

— 0

ylt) =e

« [piskrete Evolufior von s-stufigem Runge-Kutta-Verfahren (— Def. %

S
ki = )\(y + hz a,/k/) s
g = | @0y = (14 AT (I - M) 1)y
yplt+h)=y+ }LZ bik;
i=1
D0 — M

(Kontinuierliche) Evolution:

Wann erbt Losung {y;, }7° ), Y41 = \IIZ’Uyk, eines RK-ESV auf (unendlichem) aquidistantem Gitter

(Maschenweite h) asymptotische Stabilitat ?
lim yp =0 < z:= \hso, dass \lIIZO(z)\ <1.
oo

56
p. 606

k—

—4 -, i
yo = 1077, Zeitintervall [0, 1]:
12f ° ° ° ° © 12
1t N K K e o e ohm K= = b = e ke m K= = 1k LR eoo 00¢
*
* l, * ll °
’ '
0.8r t 0.8r '
' * '
> ' > f
1 ° o o 1
0.6 * ! ° 0.6r ! o
' o ° '
' * '
' '
0.4r H 0.4r !
'
' i °
' '
02f J o - - -y — 02+ N - - -y
‘ o Expliziter Euler d © o Expliziter Euler
J o * Impliziter Euler S o° * _Impliziter Euler
AN o . . n Py . . n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t t
_s Aquidistantes Gitter, .y =
20 ! 40

Aquidistantes Gitter, i =

56
p. 608


http://en.wikipedia.org/wiki/Crooked_egg_curve

I Definition 5.6.1 (Stabilitatsgebiet eines Einschrittverfahrens). Das Stabilitatsgebiet eines ESV

fir das AWP (&%Sf—ng\%m‘er Grundlage der [diskreten Evolutior \IIZ’O =: S(2),z = Ah, S :

Dg Cc Cw— C,ist

B

Sy ={z€C:|S(z)|<1}CC.

K Theorem 5.6.2 (Stabilitatsfunktion von Runge-Kutta-Verfahren). Ist \I’Z’[] Hiskrefe Evolufior zu

: c|l A
figen Runge-Kutta-Verfahren (— Def. E4%)mit Bifcher-Schend {? fir das
ffm

einem s-stu
AWP (%W%
\IIZ’O —1+zbl@—2)7t1, 2=

Stabilitatsfunktion .S(z)

Mo, 1=(1,... . )T ers.

Ubung 5.7. Das allgemeine Runge-Kutta-Verfahren aus Definition Ef%Tverde angewandt auf das

m
skalare Modellproblem , Schrittweite h > 0.

(i) Schreibe k € R* fir den Vektor (kq, . . ., ks). der Inkremente und y; := yp(to+ h). Zeige, dass

(20 (5)-u()

(ii) Benutze die Cramersche Regel, um die alternative Darstellung

S(2) = det(I — 22 + 21bT)
T T (T — o)

herzuleiten.

0[0
e Explizites Eulerverfahren: {T 0 S(z)=1+=z2.
. 11 1
e Implizites Eulerverfahren: 1 O S(z) = 1—2

e Explizite Trapezregel: O S(2)
11
e Implizite Mittelpunktsregel: 1 O
00000
11
515 000
-rkd 2
« RK4-Verfahren €55~ ; 0100
110010

n Korollar 5.7.1.

Explizite Runge-Kutta-Verfahren 0O S(z) € Ps,
. P(z)
Allgemeine Runge-Kutta-Verfahren 0 S(z) = oG

1+Z+§Z—
1+3z

S(z) = —
1—52

O S(z):l-&-z-i-%zQ-&-%zg—i-in‘.

,P,Q € Ps.

—— Impliziter Euler |

I
i
4 k|~~~ Gauss-Koll.-RK-ESV s=1

5.7
[EXSTABEN
p. 609 Beispiele: Verhalten von Stabilitatsfunktionen (fur reelles Argument z):
60 ‘ ‘ — 4 ‘
- - - exp(2) I i - == exp(2)
Expliziter Euler | I L Expliziter Euler

50F | — Rrka-Esv 0o 357 | —— Rka-ESV /

1 —— Impliziter Euler /

40} |- - - Gauss—Koll.-RK-ESV s=1 | )i 3
- - - Gauss-Koll.-RK-ESV s=2 I W - - - Gauss-Koll.-RK-ESV s=2
- - - Gauss—Koll.-RK-ESV s=3 | ’ - - - Gauss—Koll.-RK-ESV s=3
30r | - - - Gauss-Koll.-RK-ESV s=4 y 1 2.5F| - - - Gauss—Koll.-RK-ESV s=4
a 5 2 7
o 3
o ['4
15F
e
0.5
0 . . .
-1 -05 0 0.5

[EXSTABDOM
Beispiele: Stabilitatsgebiete S expliziter RK-ESV:

5.7

p. 610

N

p. 611

5.7
p. 612




Im
Im
°

R R R T
o .exEul Trapezregel RK4-Verfahren
Sy expliziter Euler (% : izi . :
v exp Sy: explizite Mittelpunktsregel Sw Kuttas 3/8-Regel

[ Das Stabilitatsgebiet expliziter RK-Verfahren ist beschrankt ! J
——

\)\h| hinreichend klein  (Ah € Sg ) .
—

Nicht durch Genauigkeitsanforderungen bedingte Schrittweitenbeschrankung !
(fur explizite (RK)-ESV)

5.7.1 Steifheit

hm y. = 0 fur von explizitem RK-Verfahren fir AWP Ma‘%mgte Folge {yy,} 72, nur wenn

fi Konzept5.7.2 iSt_eifes Anfangswertproblem). Ein AWP heisst steif (engl. stiff), falls fur explizite
ESV (— Def. abilitat eine wesentlich kleinere Schrittweite verlangt als die Genauig-

keitsanforderungen.

Beispiel 233 (Adaptive explizite Einschrittverfahren fir steifes Problem).

9(t) = (1 —y),
MATLAB-CODE : Adaptives ESV fir steifes Problem
fun = @(t,x) 500 *x"2 *(1-x); tspan = [0 1]; yO = 0.01;
options = odeset('reltol’,0.1,’abstol’,0.001, stats’,
[ty] = ode45(fun,tspan,y0,options);
plot(t,y, r+");

A=500 , y(0)=1f.

‘on’);

57
p. 613

5.7
p. 614

1.4 T
+ ode45
1.2r 1
s ﬁﬂ**.ﬁ TIPS §++¢*
fe g .
0.8f v T
- r g £
o} ' 8
: N
0.4f :
-
0.2b ¢
13
otz ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
ad Schrittweitensteuerung realisiert Schrittweitenbeschrankung !

(186 successful steps, 55 failed attempts, 1447 function eva luations )

Extreme Schrittweitenbeschrankung fur

y = 1 stark attraktiver Fixpunkt O
y P expliziten Integrator ode45

Welche Anfangswertprobleme sind steif ?
ODE-Modelle fiir Systeme mit schnell relaxierenden Komponenten
(mit stark unterschiedlichen Zeitkonstanten)

Beispiel 234 (Steife Schaltkreisgleichungen im Zeitbereich).

Schaltkreisanalyse im Zeitbereich: et R
.eln
(vgl. Frequenzbereichsanalyse Bsp. %}‘L |
[Bauelementgleichungeti (Zeitbereich): u(t)
o Widerstand: i(t) = R~ 'u(t) I I
o Kondensator: i(t) = C'u(t) C
Dgl. aus Knotenanalyse:
I(t
Cult) = —R~Yu(t) + I(t) . U
_é_ 1
Konkret: C' = 1pF, R = 1kQ, I(t) = sin(2r 1Hzt)mA, u(0) = 0V

Skalierte (dimensionslose) Dgl. :

[

.expl
Steife AWP [ (Geeignete) implizite RK-ESV (— Def. &%%Wd zu verwenden !

a(t) = =107 u(t) + 10°sin(27t) = wu(t) ~ sin(2nt) .

57
p. 615

538
p. 616



Ubung 5.8. Das Anfangswerproblem y(0) = 1, ¢(0) = 0 fiir die lineare Differentialgleichung 2. Ord-

nung
jty+y=0 (5.8.1)

soll mit einem 2-stufigen sogenannten SDIRK-Verfahren (singly diagonally implicit Runge-Kutta me-
thod) numerisch geldst werden. Dies ist ein Runge-Kutta-Verfahren beschrieben durch das Butcher-
Tableau

(5.8.2)

.sdirkl
(i) Gib die Gleichungen fiir die Inkremente k1 und k- des Runge-Kutta-Verfahrens (%Laﬁgéwandte
auf ein Anfangswertproblem zur Differentialgleichung = f(,y) an.

(ii) Bestimme die Stabilitatsfunktion S(z) des SDIRK-Verfahrens (%ﬂ%r—'y = 1. Ist das Verfahren
A/L-stabil?

(iif) Formuliere (%%ﬂ(_alos_/\nfangswertproblem fur ein lineares System 1. Ordnung fir die Funktion
2(t) = (y(t), ()T

(iv) Implementiere eine MATLAB-Funktion

4

sdirkstep(z0,h) ,

die die numerische Evolution des Einschrittverfahrens (&%‘#ﬂle in (i) erhaltene Differential-
gleichung realisiert.

(v) FUhre mit Hilfe von MATLAB ein numerisches Experiment aus, das einen Hinweis auf die Ordnung
des Verfahrens (mit v = %) fur das Anfangswertproblem aus Teilaufgabe (i) liefert.

5.8.1 Einschrittverfahren fir steife AWP

-stabd i -expl
Beispiele: Stabilitatsgebiete (— Def. %‘_ﬁalm%r?z:ner inschrittverfahren (— Def.%%p_

[q:sdirke

5.8
p. 617

5.8
p. 618

pq:sdirkl

-2

-1 0

Re

L JmplEul
Sy implizites Eulerverfahren (%

—~——

1 2

Re

Sy: implizite Trapezregel

awp EEHEE—~. 1.

Keine stabilitatsbedingte Schrittweitenbeschrankung fiir beide Verfahren

(vgl. jerhalten von 5(z}, Rez < 0)

& Definition 5.8.1 (A-stabiles Einschrittverfahren).

ESV A-stabil <=

.stabd
(:€C: Rez<0) CSy (Sy = Stabilitatsgebiet, Def, Aty "

—~——

Falls [lyo —y*|| <4,

Autonome Dgl. y = f(y), d li 0
ann lim y. =0.
et Yi

Stationarer Punkt  f(y*) = 0

Re{o(Df(y*))} C R~
(= Stabilitat von y*)

L . . . . :kollokation
Stabilitat von Gauss-Kollokations-Einschrittverfahren (— Abschmtt%?:i

.

N

—

:é/’%

: NG / T
[/l el B

1 N 5 NN
AN BN Ry

5\

6 -4 =2 @ 6

Implizite Mittelpunktsregel s = 2 (Ordnung 4) s = 4 (Ordnung 8)
Niveaulinien von |S(z)| fur Gauss-Kollokations-Einschrittverfahren

5.8
p. 619

nair

538
p. 620



Kurz: L-stabil
1F «—i---h-—t——k--t--k-t-ﬁ--i--*——k-—t--k-ﬁ--ﬂ
Beispiel 235 (Gauss-Kollokationsverfahren fir lo-.
" exim !
gistische Differentialgleichung). — Bsp. , 08t :’ . 1 Wie findet man L-stabile RK-ESV ?
Logistische Differentialgleichung v = Y), . _
O9ISHS B logdal ” ) ol : S(~o0)=1—bla711:  Fallsb? =al. (zeilevon2A) = S(—o00)=0.
fly) = (1 —y) — . A = 50, Anfangs- . " J
wert iy = 10™4, Zeitintervall [0, 1].
0.4F )
Kollokations-Einschrittverfahren (— Ab- =8 ' -imol
. okation ! e (0] . A 1 :
schnitt aut aquidistantem Gitter, 0al ‘ . % | Idee: . Wahle c; = 1 im Kollokations-RK-ESV (%_p_
B M
h = % -~ L= » Wahle ¢y, ..., cs—1 als Knoten einer Quadraturformel maximaler Ordnung.
502 04 06 08 1 (0 Gauss-Radau-Quadratur, Ordnung 2s — 1)
t
o ) _ [RADAU .cvgkoll
b Theorem 5.8.2 (Stabilitat von Gauss-Kollokations-Einschrittverfahren). [ Implizite s-stufige L-stabile Radau-ESV, Konvergenzordnung 2s — 1 (— Thm. %—q—
JKIMm
Alle Gauss-Kollokations-RK-ESV sind-A-stabil.
-odecircuit 4=6| 88-7v6 296—169v6 —2+3v6
ispi iZi - i i %7 10 360 1800 225
Beispiel 236 (Implizite RK-ESV bei schnellen Transienten). — Bsp. 11 J‘ﬁ(‘)/ﬁ 296&;106(?\/6 88%(7(;/5 —22—23\/6
) 36 25
AWP: g = —Ay+ Bsin(2rt), A=10%3=10, y0)=1. 1 1 mg(_\@ 16;_\/6 1
) )
RK-ESV, aquidistantes Gitter auf [0, 1], h = ;: 166 ”’%‘/E 5
5.8 ‘ ‘
b 621 Impliziter Euler Radau-ESV, Ordnung 3 Radau-ESV, Ordnung 5
4 T 100 T T
Yesoozooossosoooo-e--ooo R - e /
0gl|~ - ew@ el sl e + Impliziter Euler or /
—— Impliziter Euler o K **a +  Kollokations RK-ESV s=1 80F !
0.6 N * | - oprass . . .
ol Eiuiiii:ligﬁiﬁi . A . ) **é ) iz::zi::z::i:zzz Stabilitatsfunktion s-stufiger Radau-Kollokations- 700 / ]
o.z— - - - Gauss—Koll.-RK-ESV s=q \\‘ - ' F *éfg, * _ Kollokations RK-ESV s=4 RK-ESVs: 60 / x
3 || - - causs-Koll-RK-ESV s=4 Y q At *en ] P(z) O /
[ === > * at * * =¥ < 5 [ |
& I Lt Ty, E T - S(z) = PePs_1,QePs. g Lol
P e T e P QEP E
04 ,” 1 —1fs * ‘*tﬁﬁﬁ}%’w o
-06 S ‘ v Vorsicht: Auch ,S(00) = 0" o
-0.8F - % 2t Iy 10F
—1::::i:i:‘::i::::‘i:i:::i:‘i:ij::,‘,,7//’ . ]
-1000 -800 -600 -400 -200 0 -3 02 04 06 08 1 P a— 0 1 2 3 7 5 6
t z
Stabilitétsfunktionen fur Re z < 1 Diskrete Evolutionen (Zeitverlauf)
Niveaus der Stabilitatsfunktionen von s-stufigen Radau-Kollokations-RK-ESVs:
0 Ungenugende Dampfung der Anfangsstorung bei Kollokations-RK-ESV !
(Ostzillationen fuir ungerades s [0 vgl. Iﬁaﬁm
@ Definition 5.8.3 (L-Stabilitat).
ESV L-stabil & {z€C:Rez<0}CSy & lim  |S(2)[=0
Rez——00 58
p. 622

& A-stabil & ,S(—00)=0"

5.8
p. 623

5.8

p. 624



1 2 50
8 15
o 2
6 _— — i P _
L - o . e .
| ~ - o - e, ™~
N s o 10 s >
\ K B N —
4 | f‘\ \ o K/“ \ = : AN
£ | \ﬂ £ . £ of 2
| 7oy o7 3 F NS /
A [ NS N Y { Iy
PN St S N, T, ,/ m =
. . /’ -10 T~ —" ~— Y
- — s — _ o
— 20
o 1
5 CR St 5 5 = % N N
re e

EIN

o §=2 o s =3 gigedssit
Beispiel 237 (Implizite ESV fir steifes Problem). — Bsp.

gt) =21 —y), A=500 , y(0)=

100 -

:kollokation
Qualitatives Verhalten von Gauss-Kollokations-ESV (— Abschnitt E%E?‘&‘RKDFUTESV auf

aquidistantem Gitter:

Aquidistantes Gitter, h=0.016667

Aquidistantes Gitter, h=0.016667

1.4

1.4 T T T
+ (U] ==y
+ Gauss-Koll. A RADAU, s=1
1.2 * Gauss—Koll., s= 2| 1.2 “ RADAU, s= 2|1
+
.

1F fras phak 1+ 3
vy '

' '

' '

0.8 " 0.8 1
> ; > ;

' s

0.6 ' 0.6f 1
' '

' '

‘ '

0.4f ! 0.4F '
' '

' '

¥ ¥

0.2f K 0.2- »
7 «

SR sl . . . o poaet® .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t

O Falsche Oszillationen bei Gauss-Kollokations-ESV niedriger Ordnung

tverfahren

5.8.2 Implementierung impliziter Runge-Kutta-Einschrit

Nichtlineares Gleichungssystem firr Inkremente k; (— Def. %_

s

k; = f(to+ cih,yo+ I Z a;jk;j) B>  s-d Unbekannte!
J=1
5 — T .
gsi (glv"‘vgs) ( ) f(t0+01h,y0+g1) |
: F(g)=¢g—-hA ; =0.
gj=hY afto+cihyo+g;) B
/ j; iflto+ c; i) f(to +csh,yo + gs)
:simpINewt
Approximative Lésung mit vereinfachtem Newton-Verfahren — Bem. %@?t%ﬂ%ﬁh‘aung g=0

I- han%(tm)’o) -
Jacobimatrix DF(0) = i
0,

*hagyi(to, ¥0)

Losen eines linearen GLeichungssystems mit Ma-

p)
—hau%(tmyg)

- I= }Lass%(t[b ¥o0)

0 In jedem (vereinfachten) Newton-Schritt:
trix DF(0) € R34,

.SWS
58 Adaptive MATLAB-Integratoren fiir steife Probleme: (Schrittweitensteuerung wie in Abschnitt%

p. 625
@J)

Eéggﬁg% tiff
Bsp. ,

100 -

odeset('abstol’,atol, reltol’,rtol,’"Jacobian’,

opts =
/ode23s(odefun,tspan,y0,opts);

[t,y] = odel5s

Beispiel 238 (Adaptives semi-implizites RK-ESV fir steifes Problem).

gt) = > (1 —y), A=500 , y(0)=

MATLAB-CODE : Semi-Implizites ESV fir steifes Problem
lambda = 500; tspan = [0 1]; yO = 0.01;
fun = @(t,x) lambda  *x"2 *(1-x);

Jac = @(t,x) lambda  * (2 *x*(1-x)-X"2);

o = odeset(’reltol’,0.1,’abstol’,0.001,'stats’,’on’,’
[ty] = ode23s(fun,[0 1],y0,0);

Jacobian’,Jac);

Statistik: . .
alst 20 successful steps 4 failed attempts 70 function

evaluations

5.8

5.8
p. 627

5.8

p. 626

p. 628
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Effizientes Verfahren (vgl. Bsp. ‘%ﬁ)_r_s_ﬁ: eine Schrittweitenbeschrankung fir y ~ 1

5.9 Differentiell-Algebraische Anfangswertprobleme

[File: section-differentiell-algebraische-anfangswertprobleme.tex, SVN: section-differentiell-algebraische-anfangswertprobleme.tex 1061 2006-10-2

Gegeben: Rechte Seiten” i : Q1 x Q9 C RP x R? — RP, g : Q1 x Q9 +— RY hinreichend glatt,
p,q € N, ug € Qp, vy € {y
O Differentiell-algebraisches Anfangswertproblem (DAE):

00 g(ug,ve) =0].

Tov(0)=v
Kon5|sdtente ﬁ‘nfangswerte erforderlich !
%g emec
Beispiel 239 (Deskriptorform der Pendelgleichung). — Bsp.

Algebraische Nebenbedingung

u=h(u,v),

0= glu,v) eo)

Pendelgleichung in nicht-minimalen Koordinaten (Ursprung (%) = (8) an Aufhangung):

P1

p2

—\rq
—Ar9 — g

m 2

|t +ad=

) = Lagrange-Multiplikator (< v in 0 Zwangskraft Zwangsbedingung

(5.9.2)
(5.9.3)

xpr+x9p2 =0,
(P? +13) — Aa? +23) —gra = 0.

Differenzieren der Zwangsbedingung P

Nochmaliges Differenzieren

16:58:14.

59
p. 629

pq:DAE|

eq.dirn

Egial nb:

5.9

p. 630

Annahme: (trifft auf Bsp. BaSndrttrditerenzierte Nebenbedingung (%)—T"Eﬁ.
.DAE
8_9 € R?7 regular entlang einer Lésungskurve von (‘%_
v
‘DAE .
B Lokale Auflosbarkeit: v = G(u): (Eﬁ_ = u=f(u,Gu)= (Efﬁp_
. T HAW91
DAE von héherem Indexw Klassifikation von DAEs W
.DAE
Einschrittverfahren fiir (E%"
Idee: Singulare Stérungstechnik
O Betrachte AWPs fir Dgl. My = f(y), M € R d=p+gq
0 Unter Annahme M regular: RK-ESV fury = Mflf(y)
[0 Macht Verfahren noch Sinn fir singulares M ?  Wenn ja — @
—~—
. S
[ Inkrementgleichungen, vgl. Def. ‘%@%Mk2 = f(yo+ hz a;ik;) . (5.9.4) [g:Ming
J=1
g [ Falls M singuléar: (%n%ur sinnvoll fur implizite RK-ESV ! ]
5.9
p. 631
Anwendung auf (w
10 u . h(u,v)
= D, _ _ )
M (O 0) ) I GR Y (V) ) f(y> <g(u7v)> .
Eignen sich alle impliziten ESV ?
. u=vf(u), U= vf(u),
Modellproblem: 0=1-0 [ b = 11— l<ex 1.
Singular gestorte Dgl.
Heuristik: ESV tauglich fir Modellproblem ESV tauglich fur singular gestortes Pro-
blem Ve =~ 0
B ESVmussfirAWP ©=¢ (1 —v),v(0)=1,0<e< 1, Folge {vr} e mit klim v =1
oo
liefern !
SR
B~ Notwendig: | S(oc) — 0| fir Stabilitatsfunktion (— Thm. EXBSRE: ) des ESV
:.DAE
Kandidaten fur RK-ESV fir G Radau-Verfahreri
5.10
p. 632




5.10 Strukturerhaltung

[File: section-strukturerhaltung.tex, SVN: section-strukturerhaltung.tex 1010 2006-09-11 15:44:43Z hiptmair|

(Wir betrachten nur ifonomd Anfangswertprobleme y = f(y), y(0) = yo, Phasenraum @ C R

Struktur = Essentielle Qualitative Eigenschaften der [Fvolufior] ®! z%rZODE
(Hervorragende Darstellung in Monographie
Ziel: Vererbung” von Struktur an lﬂﬁm \I'Z

Wichtig fir Langzeitintegration zur Berechnun ein?rs_cwatlitativ richtigen Losung”
A x . %ﬁ:s abilita
(im Sinne der Rickwartsanalyse — Abschnitt

5.10.1 Nichtexpansivit at

.spd
Sei M € R% s.p.d.(— Def. %D Norm ||yl = (yTMy)l/2 auf RY.

pl Definition 5.10.1 (Nichtexpansivitat). Eine Evolution ®' zu einer autonomen Dgl. heisst nicht-
expansiv, falls

o'y —@y| <lIy-¥ly W.yeo.

DEB02
O  Analoges Konzept fiir fiskrete Evolutioner zu ESV mschn. 6.3.3]

@ Theorem 5.10.2 (B-stabile ESV). Die diskreten Evolutionen zu Gauss-Kollokations- und Radau-
RK-ESV erben die Nichtexpansivitat der (exakten) Evolution.

Beispiel 240 (Gradientenfluss [ ,Kriechvorgange”).

Potential V : R? — R strikt konvex:
Ja > 0: (grad V(x) —grad V(y)) (x —y) > a|x — yHé vx,y € R,

Gradientenfluss-AWP:  y(t) = —grad V(y(t)) , y(0) =y, e R?.

5.10
p. 633

5.10
p. 634

2 .
At =@y - @'F]|) = (1) = —2(gradV(@'y) - grad V(@'y)"(@y — @5} <0.

ol @ty 'y}

5.10.2 Quadratische erste Integrale

I Definition 5.10.3 (Quadratisches erstes Integral). Eine Funktion I : R i R, I(x) = xTQx+

qTx +4q,Q € R, q € RY, g € R ist quadratisches erstes Integral derlE)L_QJEiﬁl ®! zur
autonomen Dgl. y = f(y), falls

I[(®ly) = I(y) VyeQ Ve ly).

v Theorem 5.10.4 (Erhaltung quadratischer erster Integrale). Quadratische  erste Integrale
der (exakten) lExL_QhTLiEI werden auch von der von Gauss-Kollokations-ESV erzeugten

iskreten Evolutior erhalten.

Beispiel 241 (Prazession einer Magnetnadel).

v (t) = Trajektorie der Spitze einer Magnetnadel (im dusseren Feld h [0 Bewegungsgleichung

yohg — ysho
ysh1 — y1hs
ytho — yohy

y=yxh | Kreuzprodukt y x h= ly

Y0 x 1) y(5) =0 B Ty(I3=2y -y =0 = [y = const

Anfangswert: y( = (5v/2,0,1,3v2)7

MATLAB-CODE : Berechnung des Prézession einer Magnetnadel

h = [-1;-1;-1]; tspan = [0 10000]; yO = [0.5

fun = @(t,x) cross(x,h);

Jac = @(tx) [0 h(3) -h(2); -h(3) O h(1); h(2) -h(1) Of;
options = odeset(’reltol’,0.001,’abstol’,1e-4,'stats’
[t45,y45] = ode45(fun,tspan,y0,options);

options = odeset('reltol’,0.001,’abstol’,1e-4, stats’
[t23,y23] = ode23s(fun,tspan,y0,options);

*sqrt(2);0;0.5 *sqrt(2)];

,Jon’);

,'on’,"Jacobian’,Jac);

ode45: 24537 successful steps, 7432 failed attempts, 191815 function evaluations
ode23s : 93447 successful steps, 4632 failed attempts, 289607 function evaluations

5.10
p. 635

5.10
p. 636



05

)
* ode45
+ ode23s

Y1

O Keine Erhaltung von ||y (t)||5 Uber lange Zeiten

Einschrittverfahren auf aquidistanten Gittern:

-y

* RK4 method

* Gauss—Koll., s=2
* RADAU, s=3

0.5

Y3

5.10.3 Symplektizit at

HAM
Gegeben: (Glatte) Hamilton-Funktion
— Vorlesung ,Theoretische Mechanik”

0.95

0.9

0.85

Iyl

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

——ode45
——oed23s

2000

4000 6000 8000 10000
t

—— RK4 method

—— Gauss—Koll., s=2
——RADAU, s=3

200

H:QcR¥® R deN

400 600 800 1000

(Energie)

5.10
p. 637

5.10
p. 638

oft  H(p,q) = %Hp”% +|V(aq)|, Potential V :Qq— R (5.10.1) [pq:Hmec
- -_—
Kinetische Energie Potentielle Energie
Hamiltonsche (Bewegungs-)Gleichungen der klassischen Mechanik
D = aH( ) 4= aH( ) (5.10.2) 4a:HAM
pf aq p~q ) qfap p7q N . . q:
q = (verallgemeinerte) Ortskoordinate, p (verallgemeinerte) Impulskoordinate
O  Evolution 'I>§{ zu werfullt H(@iq(q, q)) = const fur alle (p, q)T € Q und Zeiten ¢
(O ,Energieerhaltung”)
[SYMPLECT 0
‘ Zuséatzliche Struktur: @tH symplektisch — %NC% i
Erklarung fur d = 1:
5.10
p. 639
tfest O <I>tH : © +— Q Diffeomorphismus des Phasenraums: (@’;[)_1 = <I>]_{t
OBt (p,
Lokale ,Flachenverzerrung” < det J(¢;p,q), J(t;p,q) = %
b;q
VARG
> J(t: p,q) erfilt ariationsgleichung (G20
O’H (gt 2 (gt
A — G (@ (p,q)) —%7(‘1’%(197 q))
JEpd) =\ 2y, RH 1 J(t;p,q) -
G (®u(pa) G5y ®E (P a))
b et Jtpg =L (g _ apinogi) _ g
D= g /dp/dq//dqdp '
Ableitungen nach Anfangswerten
[ Evolufior &' ist flachenerhaltend
- o . . %'gdemech
Beispiel 242 (Symplektizitat des Phasenflusses fur Pendelgleichung). — Bsp.
p < Winkelgeschwindigkeit, ¢ < Winkelvariable
) = —si 1. _ ‘Hmech 5
]q‘) — g, B Hpq) = épz —cosq (Gesamtenergie, vgl. (%B%%%e’mlo.?,) s Hlen
= p. 640



=0
1=0.5
10 =1
=2
=3
=5
9
Volumenerhaltung im Phasenraum: 8 B
o 7
S/
) . . 7t
Evolution eines quadratischen Volumens > V7
6
: >
[P
-15 -1 0.5 0 05 1 15 2 25

p Theorem 5.10.5 (Symplektizitat von Gauss-Kollokations-RK-ESV). Diskrete Evolutionen von
. O n

Gauss-Kollokations-ESVs (— Abschnitt Ut aquidistanten Gittern erhalten die Symplekti-
zitat einer Evolution (O ,symplektische Integratoren”).

Bemerkung 243 (Warum symplektische Integratore ?).

Symplektizitat von Integrati- Hervorragendes qualitatives Lang-

zeitverhalten fur AWP

:odemech
Beispiel 244 (Bewegungsleichung des starren Pendels). — Bsp. %‘

Beobachtung:
onsverfahren

AwP fur G 80 0, 1000, p(0) = 0, ¢(0) = 7.

rkd
Vergleich von klassischem Runge-Kutta-Verfahren (%‘(‘IO %nur?g 4) mit 1-stufigem
.mplmidprule
Gauss-Kollokations-ESV (implizite Mittelpunktsregelgﬂ%‘_%t_r, aquidistantes Gitter, h = %

5.10
p. 641

5.10
p. 642

Gesamtenergie
Sy
I o
a ®

o
3

—— RK4-Methode
— Impl. Mittelpunktsregel
0.55 - L

0 200 400 600 800

-0.5 0 0.5 1 15 2 t
P

3
Y
a

[[---CO.aw) L o6t
* RK4 Methode
+ Impl. Mittelpunktsregel

3 1000
2 415 -1

Orbits exakter/diskreter Evolutionen Energieerhaltung diskreter Evolutionen

0 Keine Energiedrift bei impliziter Mittelpunktsregel (typisch fiir ,symplektische Integratoren”)

11 11
s =0 =0
7 ——1t=05 =05
10 =1 4 10 =1
_ =2 =2
=3 =3
—— 5 ]
9 9
8 8
° = 7
7 w (/
(/
6 6
5 5
4 4
-15 -1 -05 [ 05 1 15 2 25 -15 -1 -05 o 05 1 15 2 25
p p

Evolution eines quadratischen Volumens
(Explizites Eulerverfahren)

Evolution eines quadratischen Volumens
(Implizite Mittelpunktsregel)

<&
. . T LWO02
Beispiel 245 (Symplektisches partitioniertes Eulerverfahren). — E&‘K‘ap. VI]
u=f(u,v), uy(t+h) =y (t) + hf(up(t+ h),vp(t) (5.104) |
v=yg(uv), Vit + h) = vp(t) + hg(up(t + h),vp(t)) |

5.10
p. 643

eq:symp
5.10

p. 644



vi=p  qp(t+h) = qu(t) + hpy(t)
BB it 17 gemass EETES pp(t +h) = py(t) — hgrad V(gp(t + 1)) ,

vi=q ph(t + h) = ph(t) — hgrad V(qh(t» 5
qh(t + h) = qh(t) + hph(t + h) :

O Explizite Einschrittverfahren !

; d .pend
Anwendung auf Pendelgleichung (%n_ﬂ Bsp. Eﬁ—y_&en SYm

11 11
=0 =0
t=0.5 =0.5
10 =1 (] 10 =1 |
=2 =2
=3 =3
=5 —t=5
9 9
8 8
o s o
Y
w S/ 7
L
6 6
: b : —
7A15 -1 -05 0 05 1 15 2 25 7415 -1 -05 0 05 1 15 2 25
p p
Evolution eines quadratischen Volumens Evolution eines quadratischen Volumens

(Symplektisches partitioniert(?ls Eulerverfahren (Symplektisches partitioniertéas Eulerverfahren
:sepen :sepen

(5.10.5) egst

(5.10.6) eq:s« ten Eulerverfahrens GX08) (10) = 0, ¢(0) = )

15

Energieerhaltung des symplektischen partitionier-

i

Gesamtenergie

-6

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
t

<&
N IEul
Beispiel 246 (Symplektische Integratoren und variable Schrittweite). Fortsetzung Bsp. W

o d H d
Symplektisches Eulerverfahren (AR5 i (a5 5t [0, 7], T = 5000. Erratische variable Schritt-
weite h; = 0.5(1 + 0.5(rand() — 0.5)),i = 1,..., 10000, p(0) = 0, ¢(0) = 7/

5.10
p. 645
200
2 @
2> 2 150
[ %
2 s
£ £
3 3
o & 100
(0] [0
50
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
t
Energiedrift bei variabler Schrittweite Energiedrift bei variabler Schrittweite
(Symplektisches partitioniertgls Eulerverfahren (Symplektisches partitioniertéas Eulerverfahren
" en " en
<&
5.10
p. 646

5.10
p. 647

5.10

p. 648



5.10.4 Reversibilit at

Eﬁ:theor-und-kond-?»

' = Evolutionsoperatod zum AWP EXH™ — sect.
AW
Thm. EH‘DB

sy Definition 5.10.6 (Symmetrisches Einschrittverfahren). Ein ESV fir das AWP dgﬂsp‘mit

lﬂm \I’Z’t heisst symmetrisch, falls

\Ilt’t+h o \Ilt+h,t
h h

Y(t,y) € Q: (@ 0@y =y VseJl,y). (5.10.7) |

@

Vit y) e ( )y =y fur hinreichend kleines h .

Wann ist s-stufiges, s € N, Runge-Kutta-Einschrittverfahren (— Def. %

S
S YI=Yo+h) bk,

S
ki = f(yo+hY_ aijkj)
=1 i1

fUr@mAWP symmetrisch ? [ Falls invariant gegen Vertauschung yy < y1, h <= —h'!
—

Hinreichend: bj=ajj+ajys—iirs—j, 1<4,5<s.

Wichtige Konsequenz fur symmetrische RK-ESV:

pufonomed AWP  y = f(y) , y(0)=yo mit [(Ty)=-Tf(y) VyeQ, (5.108) |
T : Q) — ) = bijektive Selbstabbildung des Phasenraumes.
B To® = (&) "'oT firhinreichend kleines ¢ . (5.10.9) |

fev Lemma 5.10.7. Die [diskrete Evolutior| \Il’}; fur ein Runge-Kutta-Einschrittverfahren (—

pet. 8% 2 puronoment awp EXHS ertill

To®l=w,"oT firkeine /.

.exEul
Z.B. expliziter Euler &%}L

(To®)(y) =Ty +hTf(y)

Ty —hf

(Ty) = (@, "o T)(y) VyeQ.

eqg:invilov

5.10
p. 649

pq: Tfdef|

Fg:CTeV]

5.10

p. 650

§ Korollar 5.10.8 (T-Reversibilitat symmetrischer RK-ESV). Die [diskrete Evolufior] <I>§ fir ein
i . SV qidef o
symmetrisches RK-ESV (— Def. AWP fullt fir hinreichend

kleines h
- EHY-

Zu

TO\IIZ:(\IIZ)_IOT.

Warum ist das interessant ?

. . . . Hmech N lektizitat
Revesibilitdt mechanischer Systeme mit Hamilton-Funktion (%7% Abschn.ﬁﬂmji

; f
AWP der Klasse (%

()~

q

q)t

Interpretation:

invflow, .. .
(%?ﬁRUckwartsevolutlon” nach Um-

kehr der Geschwindigkeitsrichtung

——

p -p ;
Verwende (q) = ( q )-reversible
Einschrittverfahren fir konservative
mechanische Systeme !

. . . ;implmi lektisch, symmetrisch o)
Kandidat: Implizite Mittelpunktsregel T
implizit by
- .symplEul
Geht es auch explizit ?  (vgl. Bsp. %Lp;
en end

Idee: Hintereinanderschaltung symplektischer Eulerverfahren ,

mit Schrittweiten h « h/2
03
O Stt’)rmer-VerIet-Verfahren%\L

5.10
p. 651

5.10
p. 652



. . . < . :Hmech
Fur G40 mit H(p.q) = 4 [p]3 + V() gemass EXFH

qp(t + %h) =
ph,(LL + h) =

Q},<t + h)
[

Beispiel 247 (Molekulardynamik).

» Phasenraum fiir n € N Atome in d € N Dimensionen: ()
pn]T c Rd")

p'.

» Gesamtenergie (Hamilfon-Funkfior):

LIP]
Lenard-Jones-Potential:

R Impulse p =

Bewegungsgleichungen (%%

-3 V’(qu —q
i

a(t) + pu(t)
ph(t>

(— Vorlesung ,rechnergestiitzte Chemie”)

— R2dn

q' —q’H
J=1i#j
qu ¢ =
2 Hq7 H

B Stormer-Verlet-Verfahren (-10.10):

Qh<t + %h) = qh(t> + %ph<t> )

P{,,(t+h) p,, hZV thtJrlh) ai(t+ L) H ’

ap(t +h) =qp(t + 1’7) +hpy(t +

Simulation mit d = 2, n = 3, ¢*(0) =
Endzeitpunkt 7" = 100

Trajektorien der Atome, Verlet, 10000 timesteps

100+
80|
60|
40

20—

0
-5 -1 o5 o o5 T

— hgrad V(qy(t + 3h) ,
=qpt+ %h) + %ph(t +h).
Symmetrisches, symplektisches, explizites Verfahren der Ordnung 2

(5.10.10) feqss

(Positionenq = [q;...:q"]T e
H(p,q) = }Ip[3+ V(a)
=¢ 120,
(5.10.11) @
p],]zl.n
af (t + 3h) = (t + 3h)
‘q (t+ 1h) qh (t+ 1h H
D a’(0) = 5v2(7). pl0) = 0,

h) .
W2(71). 4?0) = $v2(

Energieanteile, Verlet, 10000 timesteps

“ﬂwMuW

—— kinetische Energie

potentielle Energie
& Gesamtenergie

I

-DAWW\MWW
2

10 20

q:LIP|

5.10
p. 653

5.10

30 40 50 60 70 80 90
t

p. 654

Trajektorien der Atome, Verlet, 2000 timesteps Energleanlelle Verlet, 2000 llmesteps

—linetische Energle
potentielle Energie

Gesamtenergie

Wi 4}»

Verlet auf [0, 10] Schwankung der Gesamtenergle

- Vanatwon
— Drift
——Abstand | |

T=10,d=2n=3, ql(o)

10°
W2(1). @3(0) = 3v2(5 )’P(O) =0.
10' b
N—-1
'z@“f Variation = Z | Etot((i + 1)h) — Eyot(ih)| ,
5ot i1

Drift = |[Etot(T) — Erot(0)]
Abstand = nmx{quz(T)Hg ,j=1,2,3}.

Instabilitét fir grosse Zeitschritte ?

0 20 40 60 100 120 140 160
Anzahl(Zeitschritte)

Beispiel 248 (Harmonischer Oszillator).

Modellproblem furw

p.q €R.Q=R% H(p,q) = 3p* + $ag’®

2
BN eqremossp = —aq, i=p © i=—ag’ (5.10.12)

Aquivalente Formulierung des Stérmer-Verlet-Verfahrens (%) (%7

5.10
p. 655

eq:narmc




gn(t = 3h) = au(t — h) + 3hpu(t — h) an(t + 3h) = a(t) + 3hop(t)

lietrotter
it Theorem 5.11.1 (Konsistenzordnung einfacher Splittingv?rfahren). Die ESV (%ﬁ‘un
“stran .ssmloccons

pp(h) = pp(t — h) — ahgy(t — %h) . & pu(t+h) = pyt) — ahgy(t + %h) , aben die Konsistenzordnungen (— Def. ZW.
an(h) = an(t = 3h) + Shpy (1) an(t +h) = gt + 5h) + shpp(t + h)
1} Beispiel 249 (Konvergenz einfacher Splittingverfahren).
qp(t+h) —2q,(t) + qp(t — h) = —ah,Qqh(t) (5.10.13) Eq:stv3t g=X (1 —y)+1/1— yQ y(0)=0.
\ﬁ‘/—/
Dreitermrekursion =fy) =9(y)
. k ; 2 e 2 1 ; I
Ansatz: ap(kh) = &% O (&&%ﬁ = Iéﬁpi ah?)§+1=0 _ [ <I>l}-y e t >0,y €]0,1] (Logistische Differentialgleichung (%%E*
Characteristische Gleichung of (%’ +ym =D
sin(t + arcsin(y)) , falls t + arcsin(y) < 5
. ‘ . dly = 27 ¢t>0,y€el0,1].
I eC - 2-alde+1=0 A _|&6]>1 < ah?>4. B gy {1 , sonst, yell]
3 Lésungen von (‘%ﬁ lgn(kh)| — cofirk — oo O  Instabilitat
5.11
p. 657
5.11 Splittingverfahren ol Numerisches Experiment:
[File: section-splittingverfahren.tex, SVN: section-splittingverfahren.tex 1300 2007-02-01 15:58:07Z kalai] ) L
P T = 1, A = 1, Vergleich von Splittingverfahren
10° e - (konstante Schrittweite) mit hochgenauer numeri-
AWP mit additiv zerleat hter Seite: = /r// scher Lésung erhalten durch
Aufonomes mit additiv zerlegter rechter Seite: Eszt e T - ” F@X) A xx (1X)+Sqri(1-x2):
v="rfly)+9y) , y(0) =yp. (5.11.1) fgspia = B - options=odeset('reltol',1.0e-10,...
mit f: Q C R RY, g: 0 ¢ R RY Lipschitz-stetig. w0} e I abstof1.0e-12);
o o /,,/ ig‘(’;’)"g'SP"“‘Eg 91 [t,yex]=ode45(f,[0,1],y0,options);
Eﬁmt ;e AWP fur y = g(y), ol M/’ . Comd

P, — AWPfir y=h(y).

Annahme: <I>§ <I>z (analytisch) bekannt

Idee: Konstruiere Einschrittverfahren gemass

Yt +h) = (@) 0 @)y (1) ,
yalt+h) = (@] o @0 @) yyt) .

(5.11.2) fqtietroti
(5.11.3) &

w0 <1 Fehlerverhalten zum Endzeitpunkt 7 = 1

Zeitschrittweite h

Idee:  Ersetze
Exakte [Evolutionerl —
h h h h
q>.fl’ (I’f - ‘Ilh.g’ ‘Ilh,f

%'agl'tc o]
. Beispiel 250 (Inexakte Splittingverfahren).  Forsetzung Bsp. ey

-stran

:splitc
AWP von Bsp. Eﬁﬁ%—ﬁ—w Inev akte Splittingverfahren auf der Grundlage verschiedener inexakter Basisver-
fahren:

Terminologie:

p. 658

5.11
p. 659

5.11
p. 660



" ul
LTS-Eul  Explizites Eulerverfahren (&%ﬁ% ode45: 152
o[ whogh + Lie-Trotter-Splitting : . LT-Eulex, h = 0.04: 25
10 iBtrotter Gesamtzahl der Zeitschritte LT-Eulex, 1 — 0.02: 50
.exEul _ .
. SS-Eul  Explizites Eulerverfahren (%1 ST-MPRexpl, h = 0.05: 20
al \IlZg, \IIZ 4+ Strang-Splitting (%P‘_ A ‘ A oxEul
z ) SS-EUuEI Strang-SpIitting [ “Explizites Eu- LT-Eulex: U : )\y(l -y ot?erexakte Evolution, y = asiny — expl. Euler (%Tt|e—Trotter-
gy lerverfahren o exakte EvoI_uti()IEeslachte: STMPRexol $pl|tt|/{191 T ) | Mittelounk | &Y p
= . A - C _ — as )
%” o implizites Eulerverfahren ( i expl: ¥ y( . .y) — _exante volution, § = asiny — expl. Mittelpunktsrege (E&%gﬂ&
107 ——itsew |3 LTS-EMP Explizite Mittelpunktsregel — Strang-Splitting
—+—SS-Eul h h . oree
& SS-EuEl AU 1148 f +  Lie-Trotter-Splitting . .
LS Ewe iBtrotter’t Klar: Storung T = obige Splittingverfahren schlechter
10 ‘ ‘ 3 .exMP
W7 echritwatoh 10" SS-EMP  Explizite Mittelpunktsregel (%)ﬁ
i ittwei " ni
oo \Il;" - + Strang-Splitting B A =100 und v = 100:
. . . defsym ebv’ ~ h.f
SS-EuEl = symmetrisches Einschrittverfahren — Def.
Warum das Ganze ?
v = f(y) + g(y) ,schwieri ”'fh " y = f(y) — Steifheit, aber analytisch integrierbar
.steirnel . . .. . . .
(z.B. steif — Abschn.E E i) — vy = g(y) .einfach” (explizit) numerisch integrierbar
5.11 5.11
p. 661 p. 663
Beispiel 251 (Abspaltung steifer Anteile). vgl. Bsp. 233" e ot o100 10 oSS g 190 -1
‘ ‘ : 0015 SRR R R R R
Ly | ,
AWP §=Ay(l—y)+asin(y), A=100, a=1, y0)=10"". SR AR A 3st
L Fnd IEE gr 1 I
Kleine Storung R +£,*%?@r}ﬁl;gi*’*lgﬁuﬁ@i 1 J**%*o.m . 3k,
A % ¥ . LFE ¥ 3 250
» 3 L
0.005N 15F ST TTTTToTTTTTToTmToTmTmmmmmmm T
1.2 N
ottt st n 0
1r B | h # LT-Eulex, h=0.04
; E 05F LT-Eulex, h=0.02
2 h O . . . . o H - ST-MPRexpl, h=0.02
g 081 ! 0 0.2 04 0.6 0.8 1 [ - - - -
- é . ! t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
= 5 1 '
% 0.6/ ‘
0.4t ,'I
0.2 i ---{[PEI h=0.04
ol © LT-Eulex,h=0.04 |1 . . . . . .
! LT-Eulex h-0.02 5.12 Verfahren fiir oszillatorische Differentialgleichu ngen
0 02 02 06 08 1° % o3 o7 0‘6- ST?MP:w:XpI' =005 1 [File: section-verfahren-fuer-oszillatorische-probleme.tex, SVN: section-verfahren-fuer-oszillatorische-probleme.tex 1183 2006-11-29 10:46:03Z hiptmair|
. } } X !
) ) :ode45stiff !
Losung aus ode45 , siehe Bsp. inexakte Splittingverfahren: Naherungslésungen
5.11 5.12
p. 662 p. 664




Prototyp: j=—w’y , y(0) =y, §(0) =1

B y(t) =acos(wt)+ fsin(wt), a,f R

j=—wy+gly) . y0)=yo, 9(0) =1y,
mit Lipschitz-stetiger Storung g : R +— R.

Verallgemeinerung (skalar):

y=-Ay+gly) , y(0) =y, y(0)=v,
:spd
A e Rdd symmetrisch positiv definit (— Def. B%_q RY s RY

Verallgemeinerung (vektoriell)

Bemerkung 252.

(5.12.3)

w ™ lsin tw
costw

cos tw
—w sin tw

()~ ) f ) s

Bemerkung 253. y(t) lost (&H)%G’ =g O %\y|2 + %wa(t) — G(y(t)) = const.

" SC
LEnergie” fir ODE %

Beispiel 254 (Standardintegratoren fiir oszillatorische Differentialgleichung).

Adaptives explizites RK-ESV (Abschn. %ﬁﬁﬁr (%?L

*X + 20+ [0;sin(x(1))];

Yo
L]

y0=[1;0]; f=@(t,x) [0,1;-omega’2,0]
options=odeset(’reltol’,1.0e-2,’abstol’,1.0e-5); "
[t,y]=ode45(f,[0,1],y0,0ptions); (,Energie” = Invariante aus Bem. ‘%}M

0.45

800

0.4

~
=3
=3

0.351

=3
S
S
=1

0.3F

)

o
3
3

0.25¢

IS
S
S}

0.2

#(Zeitschritte;

w
S
S}

0.15¢

Relativer Energiefehler fuer t:

N
S
S}

0.1

=
1)
S}

0.05r

0
0

o

150 200
w

50 100 150 200 250 50 100 250

of

®

w1 = Oszillationeniny(t) 7 = Anzahl Zeitschritte T

(5.12.1) @ggscaost

(5.12.2) govecost

Bg:OSCl

(5.12.4) Eq:solost

5.12
p. 666

S . . 30dUS) LUSC
Ziel:  Effiziente numerische Integration von (&%}T&%ﬁ)ﬂ:h fur w > 1 bzw. )\HW(A) > 1

. SC
Idee: Verwende analytische Losungsdarstellung (%z_urnumerischen Integrati-
on:

) +h . )
y(t £ h) = cos(hw)y(t) + by ¢ [ MERZ o041 ) ds | (5125

0

sin(%hw)

5
B y(t+h) — 2cos(hw)y(t) + y(t — h) = h* ( ) g. (5.12.6)

%hw
O Gautschis Zweischrittverfahren (yp,(t + h) aus yy(t), yp(t — h)) fur (ﬁ%ﬁj&

1 2
5 [ sin(5hw)
yn(t + h) — 2cos(hw)yy(t) + yp(t — h) = b (1}2) 9(yn(t)) - (5.12.7) |
bl W
Notwendig: Startschritt aus (%L
. 1 2
sin hw sin(5hw)
yp(h) = cos(hw)yy + vy + %hQ (# 9(vo) - (5.12.8)
? L
Ableitungsnaherung: Aus (ﬁﬂﬁﬁﬁ = const:
sin hw | hw  yp(t+h) —y,(t —h)
t+h)—y(t—h)=2h yt) = out) = S : .
B y(t+h)—ylt—h) s 4(0) op(t) = =~ o
(5.12.9) |
-Gautsas: .
Bemerkung 255. Gautschi-Verfahren %m%ﬂ/—eﬂorielles Problem W

sin(%hw

2
Ersetze cos(hw) — cos hA | < >> — 4(}LA)7231112(%}LA> .

%hw
Erinnerung: Funktionalkalkil fur Matrizen:

STIAS =diag(A1,..., \n) B f(A) =Sdiag(f(M\),..., f(\)S .

Beispiel 256 (Gautschis Zweischrittverfahren).

Anfangswertproblem vom Typ (%?%f [0, 1]:

j=—wy+siny , y(0)=1, §(0)=0.

EQZSO 0S

£Q:solos(

eq:Gauts

eg:s[arts

5.12
p. 667

eg:ydotre

5.12

p. 668



15

Gautschi-Verfahren: h = 0.1000,w = 25

Gautschi-Verfahren: h = 0.0333,w= 25

()
- - -v(t)w
G

15 L L L L
0

w = 25: yy, folgt (oszillatorischer Losung), auch wenn h ~ 27"

. . . :Hconsosc
Relativer Fehler in ,Energie” (— Bem.‘%ﬂ“ﬁ—rur = 1I:

-3 Gautschi-Verfahren: h = 0.0333,w= 25
Gautschi-Verfahren: h = 0.1000,w = 25 6 T T
0.25 - T T T

energy

0.1r

0 0.2 0.4
t

Zeitschritt A = 0.1

Zeitschritt h = 0.033

5.12
p. 669

5.12
p. 670

Gautschi-Verfahren: Konvergenz,w = 25

10 T +
10° * 3
1o 1 Beobachtung:
I 10° ] é
3 Alle Fehler = O(h*)
% 10° ++ 3 ﬁ
w *++*+
10 v S— Konvergenzordnung 2
+ h
. / + I
10 ) 4
+ Energiefehler|
. —o(h?)
o ‘
! 10° 107 10"
h

[7iel erreicht 2

Fehler fur fixes / in Abhangigkeit von w:

Gautschi-Verfahren: Konvergenz, h = 0.0500

200

7 4 Gautschi-Verfahren: Energiedrift, h = 0.0500
N 10 T T T
+ Energiefehler fuel
6 10 b * ]
*
"
5r q 10° b e * ]
o
~ o Y
il ] Tk
54 S0t %;
2 2 -
3 5 .
= 3r B $10° | 1
& s *
%
*3
oL ) | 10° ** 1
- *
W 4 + ] 10°} . ]
po
o
0 st o 10 : : :
o 50 100 150 200 0 50 100 150
[

h =0.05: Was pasiert fir w ~ 61, w ~ 123, w &~ 185 ? Instabilitat ?

ot
[

=1

no

(e}



Gautschi-Verfahren: Konvergenz, h = 0.0200
15 T T T

Gautschi-Verfahren: Energiedrift, h = 0.0200

10 T 1 T T T
+ M-yl
TG RVETY . o8l -\
10° + 1 0.6 1
. 04l | Die sinc-Funktion:
10+ 1 # \ )
o 710 5 1 02} \ J ) sin @
I I i - \ sinc(z) =
2 g P x
ki Ko} @ .
g $ 107} % 1 02 \/ O Analytisch auf R
5 : . . . .
I o4 1O [sinc(z)| < 1 mit globalem Maximumin z = 0
107 — ~06 i
F4 -0.8
o e 10l ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 o 50 130 150 200 0 5 10 15 20
w

O h-Abhéangigkeit kritischer Frequenzen

; chim k
Analyse von (%:_A%ﬁltz yp(kh) = &% « [Charakteristische (quadrafische) Gleichung

. h I3 c
JLosungen yy,(kh) von 3 ]Lun yp(hk) = +o0 & |2cos(hw) + h’a sincz(%hw) > 2

512 [ == (coshwm1 & hw=2rl,leZ) = y,(hk)— +oo auchfirh < 1. 512
98 -
b 673 abhitte FBBF>"Filterung™: Dampfung von o, falls i ~ 2rl: p. 675

| n B EEHeBeze:  g(y(1) —  g(w)y(0), V(€)= sinc? €1+ (1 - cosE)

. ‘ ‘ ‘ ' ‘ I
0.09 ' l ‘ 2 o . )
h-Abhéngigkeit kritischer Frequenzen 008 ' . ) O Modifiziertes Gautschi-Verfahren:
|
- 0.07 ". : Q | | N 9 Sill(%htd)
. _ . Z 006 \ \ Yp(t + h) = 2cos(hw)yp(t) +yp(t —h) =h" | ——| g(@(hw)yp(t)) - (5.12.12) [q:gaufi
Logarithmus logy des relativen Energiefeh- 2 °. | | shw
10 > Soos N . 4 2
lers zum Endzeitpunkt ¢ = 0 o \ .
Beobachtung: 0.03 \ s . Filterndes Gautschi-Verfahren: Konvergenz,w= 25
I 10 T
hw-Abhangigkeit kritischer Frequenzen 002 | \\\ -
50 100 150 200 10°
Beispiel 257 (ModifiziertestG%utschi—Verfahren). -
. scni £ +]
AWP a%Js Bsp. , Integration gemass )
Modellproblem: Filterfunktion (&) := sinc® £(1 + (1 — :gmrz’
j=—-wy+ay, a<w’. (5.12.10) fqroscm) €08 €) % 107
‘Gauytschi . : e
. . 107 g ]
O Gautschi-Verfahren (%‘W chrittweite /. m vgl. (%_ Konvergenzordnung 2 > s - lyhﬁi’yﬁil
< < s o V@V ]
ypt+h) — {2 cos(hw) + ha sincz(%hw)} yp(t) +yp(t—h)=0. (5.12.11) pqgauts 10 / + Energiefehler
< . ‘ O(h2)
mm’3 107 107

5.12

1
p. 674 p. 6

ot

=1 o
[=2]



=1

Fehler fuer t:

Filterndes Gautschi-Verfahren: Energiedrift, h = 0.0500

Filterndes Gautschi-Verfahren: Konvergenz, h = 0.0500 o
0.14 — T T 10 :
*} + + Energiefehler fuer t=1
T
0.12f o,
[
Tae T, g
-t e 107 ]
PR o b
0.08F Rk Rt £ * L
A Lo e g N
+ + R =
0.06} i e j 2
+t o T R °
+ L T R A T -3l B
0.04F I R s 10 w
: + + P, Dot g +¢++*
S o E . ol
P EEN LRI *
0.02F et T+ * 4 R
I *"}+#+ s +++++++++ ++ ++++ ++ t :+
Frrpat T+ + + o+
olRLET P P N PRSIt 10 ; B "
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
w w
0.1
| 3
. . . . 0.09 l l &
hw-Abhangigkeit der Energiedrift > ‘ l
0.08 -5
. | )
Beobachtung: - ! | s
. ) < ,
(&%ﬁ@me Instabilitat Z 006 | '
. ; 2 | -8
. tschi & \
s Im Vergleich zu =R ¥y ) o
:Gautschi . i \
Bsp. eutlich  reduzierte ‘ e 10
5 \
Energiedrift (Skala!) N it
-12
0.02 |
150 200

50

Verzeichnisse

5.12
p. 677

Index

T-Reversibilitat,
Ahnlichkeitstransformationen,
unitare,
Uberlauf, 2
Givens-Rotation, I81]
3-Term-Rekursion,
fur Tschebyscheff-Polynome, B77
5-Punkt-Stern-Operator,

A-Skalarprodukt,
Abbruchkriterium,
A posteriori, 63

A priori,

CG-Verfahren,
Maschinenunabhangig, ]

Newton, 101
Residuenbasiert,

5.12
p- 678 adaptive Quadratur, 528

Ausnutzung von Gleitpunktarithmetik,
Maschinenunabhéangig Quadratur des Kreises,

5 vorkonditioniertes CG-Verfahrens,
Ableitung bei nichtlinearem Ausgleichsproblem, 117|

a posteriori Fehlerabsch.,
Gitterverfeinerung,
Mehrgitter-, 527
Affin-Invarianz, @9
Affin-Kovarianz
Runge-Kutta,

AGM, 61]
Aitken-Neville-Schema,
Algorithmus

Levinson,
Remes,
Alternanten, 4191
Tschebyscheffscher Satz,
Analytizitatsgebiet, B00
Funktionen,
AnfangswertProblem,
autonom,
Anfangswertproblem
Differentiell-Algebraische,
Steifes ,
Approximation

5.12
p. 679

5.12
p. 680




Niedrigrang, 445
polynomiale LSG, @11
Arnoldi-Prozess,
Asymptotisches Fehlerverhalten,
Aufrunden,
Ausgleichsproblem
Lineares,
Mit linearen Nebenbedingungen, 276
Totales, 275
Ausléschung, B7
bei Householdertransformation,
Definition, 38
Exponentialfunktion, 40
Quadratur des Kreises, 411
Vorwarts- & Riickwartssubstitution,
Ausldschungsfrei
Quadratur des Kreises, 42
Axiom der Gleitpunktarithmetik, 30
Ausloschung,
Numerische Differentiation, 48

backward error analysis, 48
Bandbreite,
obere,

reduktion, 172

untere,

Zeilen-, 170
Baryzentrische Interpolationsformel,
Basis

Hierarchisch, B41],

Kosinus, 334

Orthonormal, [184], 205,

Characteristische Gleichung,
chebyscheff-Polynome
3-Term-Rekursion, B77]
Cholesky,
Cholesky-Zerlegung
Rechenaufwand,
Unvollstandige,
Cluster
-ing Approximation,
Clusteringapproximation
Aufgabenstellung,
Compressed-Row-Storage,
Computerarithmetik, I3
Cosinustransformation, B34

Crout
Algorithmus von,
CRS,

Cuthill & McKee, 75
Algorithmus,

Dampfungsfaktor, 104
Definitheit,
Dezimalzahlen
m-stellig
DFT, B12,
Reelle,
Diagonalisierung lokaler translationsinvarianter linearer Ope-
ratoren,
Differentialgleichung
Lineare konst. Koeffizienten,
Logistische, 560
Lotka-Volterra ,

Orthonormal (Krylov),
Sinus,
Trigonometrische, B10
Bauelementgleichungen,
Bedingung
Galerkin, 281,
Bernstein-Polynome,
Besetzungsmuster,
Bestapproximation durch Niedrigrangmatrizen,
Bewegungsgleichungen
Molekulardnamik, 6311
Newtonsche,
Newtonsche Hamiltonsche Form,
Bilddatenkompression,
Bisektionsverfahren, [76
Black-Box-Methoden,
BLAS-Bibliothek,
Blow-up, 549, 550
Bootstrapping, 563
Bounding Box,
Broyden
Quasi-Newton-Verfahren, 08
Broyden-Verfahren
Konvergenzmonitor, 11,
Broydens Rang-1-Modifikation, 08
Butcher-Schema,

CG
Konvergenz und Spektrum,
Konvergenzgeschwindigkeit,
Verfahren Abbruchkriterium,
CG-Verfahren,

Ricatti,
stationare Punkte, Evolution,
Variation der Konstanten,
Differentiell-Algebraische Anfangswertprobleme,
Differenzenquotient, 45l
Dilatation,
Direkte Potenziteration im Unterraum,
Direkte Potenzmethode, 215
Diskrete
Faltung, 336
Diskrete Fouriertransformation, 310
Diskretisierungsfehler,
divide and conquer, 318
Double Precision,
Dreiecksform
obere, 143
Dreiecksungleichung,
Dreitermrekursion
skalar, 4611

Effizienz,
Eigenvektor
Links-,
Eigenwert
-problem,
-problem Verallgemeinertes,
Arnoldi-Verfahren,
Eingabedaten,
Einpunktverfahren, [78,
Einschrittverfahren
symmetrisch,
Elektrisches Netzwerk,

5.12
p. 681

5.12
p. 682

Energie
fir oszillatorische Differentialgleichung,
kinetische, B17]
potentielle, 6171

Energiedrift, 621,

Energieerhaltung, 617

Energienorm,

Entwicklung
asymptotisch,

Ergebnismenge,

ESV
Radau, Ordnung 3
Radau, Ordnung 5

Euler
Implizit,

Eulersche Methode,

Eulerverfahren
explizit,
explizites, Stabilitatsfunktion, 590,
implizit, )
symplektisch,

Evolution
diskrete,
Operator,

Exponentialfunktion
Ausléschung, @0

Exponentialreihe,

Exponentielle Konvergenz , 387

Extrapolation,

, 612

Faltung

diskrete,

shandles, @

Skalierungs-, 532,
fzero, [Z7
Galerkin-Bedingung, 28T,
Gauss

Kollokation,

Kollokations-ESV , 613

Punkte, 514

Quadratur,
Gauss-Radau-Quadratur,
Gausselimination, 142
Gautschi-Verfahren,

Filterung,

modizifiertes,
Gautschis Zweischrittverfahren,
Gedampftes Newton-Verfahren, [I04]
Genauigkeit

Doppelte,

Einfache,
Gerschgorin-Kreise, 2311
Ghost Eigenvalues, 248
Gibbsches Phanomen,
Gitterfunktion,
Gitterverfeinerung

Lokal, adaptive Quadratur,
Givens-Rotation, [I80, [187, 197], 199,
Gleichung

Hamilton, 6171

nichtlineare,
Gleichungssystem

dunnbesetzt,

Fehler
Relativer, 18
Fehlergleichung,
Fehlerschatzung
linear konvergente Iteration, k
zeitlokal,
Fehlerverhalten
Asymptotisch,
Fernfeld,
FFT,BI5
Fill-in, 159,
Fitten
Polynomiales,
Fixpunkt,
abstossend,

anziehend, [73
Fixpunktiteration,

Konsistent, 66

lokal kubische Konvergenz,
Form

erhaltende Splineinterpolation, 490
erhaltung, 4721

Fourier
Koeffiezienten,
Matrix, 311

Reihe,
Fourier-Matrix Zerlegung, 317
Fouriertransformation
Diskrete, B10
Funktion
Analytizitatsgebiet,

Lineares,
Gleitkommazahl,
Gleitpunktarithmetik, 27
Gradient, 118
Gram-Schmidt

Orthogonalisierung (CG),

Orthonormalisierung, 236, 413

Huille, 170
Halleysche
Iteration, B0l
Methode,
Hamilton-Funktion,
Molekulardnamik, 6311
Hamiltonsche Gleichung,
Handle MATLAB-Funktion bei Bisektionsverfahren, [77]
Harmonischer Oszillator,
Harmonisches Mittel,
Hauptkomponentenanalyse,
Hermite
Lagrange,
Hermite-Interpolation
kubisch, B57]
Hesse-Matrix
bei Nichtlinearem Ausgleichsproblem,
Definition,
Homogenitat, 5
Hornerschema, B53
Householder-Reflektion,

IEEE Standard 754,
Impulskoordinate, 617

5.12
p. 683

5.12
p. 684



In situ,
inf,
Infinity,
Inkremente
Kollokation,
Runge-Kutta,
Instabilitat, 534,
Gautschi-Verfahren,
Interpolation
Baryzentrische Formel,
Inverse,
kubische Hermite-, d4771
Lagrange,
Spline formerhaltend,
Spline kubisch,
Spline kubisch, Lokalitat,
Spline natiirlich kubisch, 484
Spline periodisch kubisch, 4841
Spline vollstandig kubisch, 484
Trigonometrische,
Tschebyscheff, 405
Inverse lteration, 219
vorkonditionierte,
Iteration
-sfunktion,
-sfunktion Startwert,
-sverfahren,
Inverse, 219
Inverse mit Shift,
vorkonditionierte inverse, 2271
Iterationsverfahren

Spektrale,
Konditionszahl

absolut, 34,

relative, 35, [137]

Konsistent
Fixpunktiteration,
Konsistenz

Iterationsverfahren,

Ordnung,
Konsistenzordnung,
Konstante

Lebesque,
konvergent, &
Konvergenz,

p-te Ordnung,

Algebraische,

Algebraische bei trig. Interp.,

Algebraische polynom. Fitten, 4171

Algebraische, Quadratur,

Asymptotische,

des CG-Verahrens,

Exponentielle, B69, B71]

Exponentielle , 381

Exponentielle bei trig. Interp.,

Exponentielle polynom. Fitten

Exponentielle, Quadratur,

global,

Kollokationsverfahren,

kubisch notwendige Bedingung ,

Linear, 571

Linear bei Gauss-Newton,

konvergent,
Konvergenz,
Iterierte x*),

Jacobi-Vorkonditionierer, 230
Jacobimatrix, [Z71]

Kardinalspline, 486
Keplerproblem,
Kernfunktion,
separiert, A2t
Kettenregel, 1171
Kirchhoffsche Regel,
Knoten,
analyse,
Doppelte,
Einfache,
potentiale,
Tschebyscheff, B79,
Knotenanalyse,
Kollokation,
Inkremente,
Verfahren, Konvergenz,
Kollokations
Einschrittverfahren, 577
RK-ESV,
Kollokationsmatrix, 425,
Komplexitét,
Kondensator,
Kondition, B3
analyse, differentielle,
sanalyse differentielle,

lokal (Newton),

lokal kubisch bei Fixpunktiteration, B

lokal quadratisch, E

lokal quadratisch bei geddmpften Newtonverfahren, 1211

lokal quadratisch(Newton),

Ordnung,

quadratisch notwendige Bedingung , B85

quadratisch, Fixpunktiteration, 71

quadratisch, Wurzeliteration,

Rate, 571

Rate Sekantenverfahren
Konvergenzanalyse

Fixpunktiteration,
Konvergenzgeschwindigkeit

CG,
Konvergenzmonitor

bei Broyden-Verfahren, I11], 112
Konvergenzordnung

explizit, Euler,

explizit, Mittelpunktsregel,

explizit, Trapezregel,

implizit, Euler,

implizit, Trapezregel,

Klassisches RKYV,

Kuttas 3/8-Regel,
Kosinus

basis, B34

transformation,
Kosinustransformation, 3341
Krylov-Unterraumverfahren, 233,
Kubische Hermite-Interpolation,

5.12

Lagrange-Multiplikator, 277
Lanczos-Prozess,
Landau-Notation,
Langzeitverhalten,
Lebesque

Konstante,
Legendre-Polynome, @57
Leitwertmatrix,
Lemma

Schursches,

Stérungs, 138
Levinson-Algorithmus,
Limiter,
lineare Korrelationen,
lineare Operatoren

Diagonalisierung,
Lineares Ausgleichsproblem,
lineares elektrisches Netzwerk,
Lineares Gleichungssystem,
Linearisierung

Axiom der Gleitpunktarithmetik,

Lokale bei Newton-Iteration,
Linkseigenvektor,
Lipschitz

Stetigkeit, lokale,
Logistische Differentialgleichung,
Lokalitat, 270
Lotka-Volterra Differentialgleichung,
LU-Zerlegung

In situ,

Rechenaufwand,

symmetrisch,

transponierte,

Tridiagonal, [1

Unitar,

Vollbesetzt,

Vorkonditionierer,

Wilkinson,

Wronski,
Matrixfaktorisierung, 146
Matrixgraph, 174

Kantenmenge, 174!

Knotengrad, 1741

Knotenmenge, 1741

planar, I74
Matrixmultiplikation

Blockweise, 1271
Matrixnorm, 711

Spaltensummen, [72, 134

Submultiplikativitat, 1341

Zeilensummen, [72, 134
Matrizen

Toplitz, B44

Zirkulante,
Mehrpunktverfahren, [78, 87
Methode

Eulersche,

Halleysche,

Quadratische inverse Interpolation,
Metrik, B4,

Milleniums-Algorithmus, B15,

p. 686 Milne-Regel,

Mantisse,
Maschinengenauigkeit,
Maschinenzahl,
Basis,
betragsgrosste,
betragskleinste,
Exponentenbereich,
Mantisse,
Matlab,
Matrix
Diinnbesetzt, 127,
Energienorm,
Fourier, B11]
Fourier (Zerlegung), B17
Hermitesch, [163,
Hesse, 116, 118
Kollokations-,
Norm, 137
normal,
normalisierte untere Dreiecks, 147,
obere Dreiecks, [147), 155, 197, 20T
obere Hessenberg, 192, 236
Orthogonal, 178
Permutations,
positiv definit, 163
positiv semidefinit,

Propagations-
Rang, 137

regular, [I37
Schiefhermitesch,
Sinus,

minimum degree reordering,
Mittelpunktsregel
explizit,
implizit,
implizit, Stabilitatsfunktion,
Modellfunktionsverfahren, [78
Modellfuntion, [78
Modellproblem
fur gestorte oszillatorische Differentialgleichungen,
Molekulardnamik, 6311
Multiplikation
Polynom, 337
Multiskalenbasen,

Nahfeld,

NaN,

Newton
Abbruchkriterium, 101
Affin-Invarianz,
Dampfung, 104
Dampfungsfaktor, 104
Iteration,
Korrektur, @6
lokal quadratische Konvergenz,
naturlicher Monotonietest, 1041
Numerisches Differenzieren,
vereinfachte Korrektur, 0TI
vereinfachtes Verfahren,

Newton-Verfahren
1D,[78

Newtoniteration
n-dimensional,
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Nichtlinear
Ausgleichsproblem,
Ausgleichsrechnung, I15
Regression,

Niedrigrang-Approximation, 445

Norm, B8,

L',

2,
Aquivalenz, 57
1-,66, 133
Energie-,
Euklidisch, B8, 133
Matrix, [71, [134]
Maximum, 56}, 133
Semi, 374
Sobolev-Semi, 374
Supremum,

Normalengleichung,
Erweiterte, 277

Normalengleichungen,

Normierungsbedingung
Besselfunktionen,

Not a Number,

Nullabfrage
Numerische, B

Nullstellen,

Bestimmen von,

Nullstellenbestimmung
Modellfunktionsverfahren, [78

Nullstellenformel,

Numerische Differentiation

Phé&nomen
Gibbsches,
Phasenraum,
erweiterter,
Molekulardnamik, 6311
Pivot
-strategie,
-suche, 152,
-wahl,
Element, 143, 144
Zeile, 143, 144
Pivotstrategie,
Pivotsuche,
Spalten-,
Polynom,
-iale LSQ-Approximation, 4111
Bernstein,
charakteristisches,
Lagrange,
monomiale Darstellung,
Multiplikation, 337
Orthogonal,
Probleme bei Auswertung, 211
trigonometrisch, 386
Polynomiales Fitten,
Polynominterpolation
allgemein,

Potenziteration
im Unterraum,
Potenzmethode
direkte, 215

Rundungsfehlereinfluss, B5
Numerische Rangbestimmung,
Numerischer Algorithmus, &7
Numerischer Rang,

Obere Dreiecksform, 143
Obere Hessenbergmatrix, 192,
Ohmscher Widerstand,
ONB,
Operationen
Elementare arithmetische, B0l
LEVEL |,
LEVEL II,
LEVEL IIl,
Ordnung
Gauss-Quadratur, 510
Ordnungsschranken,
Orthogonalisierung
Gram-Schmidt (CG),
Orthogonalitatsverlust bei Lanczos,
Orthogonalpolynome, B57,
Orthonormalbasis, 184,
Orthonormalisierung
Gram-Schmidt,
Ortskoordinate, 617
oszillatorische Differentialgleichungen,

PCG

vorkonditioniert,
Pendelgleichung, 618
Permutationsmatrix, 197
Pfeilmatrix,

power method, 215
Problem
Anfangswert,
Anfangswert, autonom,
Eigenwert (quadratisch),
Gut konditioniertes, 34
Mathematisch, B3
Nichtlineares Ausgleichs-, 115
Sattelpunkt, 277
steifes Anfangswert,
Produktregel, I17
Projektion
Ritz, 224}, 234, 238
Propagationsmatrix,
Prozess
Arnoldi,
Lanczos,
Punkt
stationar, B52,

QR-Algorithmus (mit Shift),
Quadratisch inverse Interpolation,

Mehrpunktverfahren, @11
Quadratur

Adaptive,

Adaptive, a posteriori Fehlerabsch.,

Adaptive, Gitterverfeinerung,

Adaptive, Mehrgitter-,

formel,

Gauss, 510

Gauss Ordnung,

Gauss-Radau,

Knoten, B

Numerische,

Zusammgesetzte -formeln,
Quasi-Newton-Verfahren, 07,
Qz-Algorithmus, 213

Rucksubstitution,
Riickwartsfehleranalyse, 48
Riickwartsrekursion,
Radau-ESV, Ordnung 3,
Radau-ESV, Ordnung 5,
Radau-RK-ESV,
Radau-Verfahren,

Rang

einer Matrix, 137]

Numerischer,

Spaltenrang, 137

Zeilenrang, 137
Rang-1-Modifikation

Broyden,
Rang-1-Modifikationen,
Rangbestimmung

numerisch,
Raum

Phasen-,

Phasen-, erweiterter,
Rayleigh-Quotienten-Iteration,
Rechenaufwand,

512 €ig) PIl

Cholesky-Zerlegung,

p. 689 Gausselimination,

mechanisches System,
Ricatti Differentialgleichung,
Ritz-Projektion, 224, 238
RK4,
Verfahren, Stabilitatsfunktion,
Rundung,
Rundungsfehler
Kapitel tiber, 271
Relativer,
Unvermeidlich,
Runge-Kutta
3/8-Regel,
Affin-Kovarianz,
Autonomisierung,
Autonomisierungsinvarianz,
Eingebettet , 580
Inkremente,
klassisch,
Runge-Kutta-Verfahren,

Sattelpunktproblem, 2771
Satz
Peano & Picard-Lindelof,
SAXPY, 128,
Schema
Aitken-Neville,
Horner,
Schnitt von Geraden, 34!

Schrittweiten
5.12 beschrankung,
steuerung, ESV, 5771
p- 690 schur

LU-Zerlegung,
QR-Zerlegung,
SVD,
Regel
Kuttas 3/8
Milne,
Mittelpunkt, explizit,
Mittelpunkt, implizit,
Mittelpunkt, implizit, Stabilitatsfunktion,
Simpson, 508
Trapez, &
Trapez aquidistante,
Trapez, explizit, 564, 566,
Trapez, explizit, Stabilitatsfunktion,
Trapez, implizit,
Weddle,
Regression
nichtlinear,
Reihe
Fourier,
Harmonische, 211
Rekursion
3-Term, B77, 457
Flache regulares n-Eck, I8
Relation
Verfeinerungs-,
Remes-Algorithmus,
Residuenminimierende Verfahren,
Residuum, 2286,
Resonanzen elektrischer Netzwerke,
Revesibilitat

Komplement,

Schursches Lemma,

Sekantenbedingung, 071

Sekantenverfahren, 87, 1071

Seminorm, B74

Sherman-Morrison-Woodbury-Formel,

Shift (Inverse Iteration), 219

Simpson-Regel,

sinc-Funktion,

Single Precicion,

Singularwertzerlegung,
sparsame,

Sinus

basis,

matrix,

transformation,
Sinustransformation, 324
Skalarprodukt

A-

Euklidisches,
Skalierungsfunktion,
Spaltenpivotsuche,

Sparsame Singularwertzerlegung,
Speicherung

Hullenorientiert, 1711
Spline

funktionen, @821

Interpolation formerhaltend,

Interpolation kubisch, 483

Interpolation kubisch, Lokalitat,

Interpolation naturlich kubisch, 4841
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Interpolation periodisch kubisch, 484
Interpolation vollstandig kubisch, @841

Kardinal, 4886
Splitting
Lie-Trotter,
Strang,
Splittingverfahren,
inexakte, 638
Spule,
Stérmer-Verlet-Verfahren,
Molekulardnamik,

Storungsanfalligkeit von Eigenwerten,

Stabil
Algorithmus, &7
numerisch, @7
Stabilitat, 47
-sfunktion,

-sfunktion von Runge-Kutta-Verfahren,

-sgebiet,

Gauss-Kollokations-ESV,
Startschritt,
Startwert x(*), 52
stationare Punkte

Evolution Dgl.,

steif
Differentialgleoichung,
Stetigkeit

lokal Lipschitz,
Strahlungstransport, 338
Struktursymmetrie,
Substitution

aquidistante

Trapezregel, [

Implizit,
Tridiagonalmatrix,
Trigonimetrische Basis, B10
Trigonometrische Interpolation
trigonometrisches Polynom,
Tschebyscheff-Interpolation,
Tschebyscheff-Knoten, 379, B8O
Tschebyscheff-Polynome, B57]

Tschebyscheffscher Alternantensatz,

Unitare Ahnlichkeitstransformationen,

Unnormalisierte Zahlen,
Unterlauf, 26,
Unterraumkorrektur,

Varationsgleichung,

Variation der Konstanten, 554,

Variationsgleichung, 618

Verallgemeinertes Eigenwertproblem,

Verfahren
Arnoldi,
Bisektions-, [76
Einschritt, implizit,

Einschritt, Schrittweitensteuerung, 577]

Euler, explizit,

Euler, explizit, Stabilitatsfunktion, 590

Euler, implizit,

Euler, implizit, Stabilitatsfunktion,

Riick,

Riick (bei Cholesky),

Vorwarts,

Vorwarts (bei Cholesky),
Supremumsnorm,

SVD,

Ausgleichsrechnung, 278
Symmetrischer Gauss-Seidel Vorkonditionierer,
symplektisch, 617
symplektisches Integrationsverfahren, 619
Symplektizitat,

Toplitz-Matrizen,
Taylorformel, 70
mehrdimensional, [71]
Teile-und-herrsche,
Tensorprodukt
Interpolationspolynom,
Tschebyscheff-Polynominterpolation, 431], 445
tic,toc, [131]
Toleranz
Absolut
Relativ, 5
Totales Ausgleichsproblem, 275
Transformation
Ahnlichkeits,
Kosinus, 334
kovariant,
schnelle Fourier, 15
Sinus,
Translation,
Trapez-Regel
Gauss-Newton,
gedampftes Newton-, 104
Iterations-,
Kollokation, Konvergenz,
Kollokations-Einschritt, 577]
Krylov-Unterraum,
kurze Rekursionen,
Mehrpunkt
Newton, @5
Quasi-Newton-, 1071
Radau, 610
Residuenminimierend,
RK4, Stabilitatsfunktion,
Runge-Kutta,
Runge-Kutta, Eingebettet,
Runge-Kutta, klassisch,
Sekanten, 87
Stérmer-Verlet,
Trust-Region, 119
vorkonditioniertes CG, BOTI
Verfeinerungsrelationen,
Vorkonditionierer,
Gauss-Seidel,
Jacobi, 2300
Vorkonditionierte inverse Iteration, 225,
Vorkonditioniertes CG-Verfahren (PCG), 301l
Vorkonditionierung, 299,

Wavelet
Koeffizienten,
Zerlegung, 534

Weddle-Regel,
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Wurzeliteration,

Zahldarstellung,
Zeilen
permutation,
umformungen,
Zerlegung
Cholesky, 165, 194
der Eins,
Fouriermatrix, 317
LU,
QR, [I78, 197, 201,
QR (Aufwand),
QR (Ruicksubstitution),
unvollstandige Cholesky-,
Zirkulante Matrizen, 338
Zulassigkeitsbedingung,
Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation,
Zweischrittverfahren
Gautschis,

Beispiele und Bemerkungen

L-Instabilitat der hierarchischen Basis,
m-stellige Dezimalzahlen, 23
Uber- und Unterlauf, B3
B = B/ s.p.d. mit Cholesky-Zerlegung, 223
fft

Effizienz, 325

Abbruch des vorkonditionierten CG-Verfahrens,
Abbruchkriterium

Potenziteration,
Abbruchkriterium fir nicht-vorkonditioniertes CG-Verfahren,
Abspaltung steifer Anteile,
Adaptive explizite Einschrittverfahren fur steifes Problem,
Affin-Infvarianz,
Akkumulation von unitaren Transformationen, 1941
Algorithmus

Golub-Welsch,

Remes Konvergenz,
Aliasing,

Analytizitatsgebiete von Funktionen,
Anfangswert

Problem, autonom,
Approximation

Bernstein,

Best- vs. Tschebyscheff-Interp.,

Fitpolynome, 431]

Konvergenz Clustering- mit Kollokationsmatrix, 468

Arnoldi-Verfahren zur Eigenwertberechnung,
Aufldsung Singularitat durch Transformation,
Aufspuren fast singularer Matrizen,
Ausldschung 2-stellige Dezimalarithmetik, [38
Auswertung der Exponentialfunktion, @a
AWP

linear, Kondition, konst. Koeff.,

Bandbreite, I77
Basis
L-Instabilitat, hierarchischen , 562
Hierarchische Zerlegung,
Berechnung der Eulerschen Zahl, 4]
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Bernstein-Approximation, 516l

Besetzungsmuster der LU-Faktoren,

Bilddatenkompression,

Bisektion in MATLAB:fzero,

BLAS-Bibliothek, 130

Blockweise Matrixmultiplikation:, 131

Broyden-Verfahren fur grosses nichtlineares Gleichungs-
system, 117

Broydens Quasi-Newton-Verfahren: Konvergenz, 113

CG

direkter Loser,
CG-Konvergenz und Spektrum, 308
CG-Verfahren und quadratische Minimierung,
Charakteristische Grossen der IEEE Gleitpunktarithmetik,
Clusterbaum,
CRS-Matrixspeicherformat,

DFT
Frequenzanalyse,
Nichtlokalitat,
Differentialgleichungen
Skalare,
Differentiation, 5|
Differenzieren Wiederholung, 1271
Direkte Potenziteration im Unterraum,

Effiziente Initialisierung von Sparse-Matrizen, 134
Effizienz FFT-basierter Gleichungsloser, 345
Effizienz von Iterationsverfahren, @7

Effizienz von fft ,B25

Eigenschaften von Leitwertmatrizen,

Globale separierbare Approximation bei glatter Kernfunk-
tion, @47

Globale separierbare Approximation bei nichtglatter Kern-
funktion, 448

GMRES und Arnoldi-Prozess, B17

Golub-Welsch Algorithmus,

Gradientenfluss , 634

Gravitationskrafte in Galaxien,

Huille einer Matrix,
Hiillenorientierte Speicherung,
Halleysche Iteration,
Harmonischer Oszillator,
Hauptkomponentenanalyse,
Hermite-Interpolation,
Theorem,
Hierarchische Basis-Zerlegung,

IEEE Standard
Sonderfalle,

IEEE Standard 754 fiir Maschinenzahlen,

Inexakte Splittingverfahren,

Interaktionsberechnung Vielteilchensysteme, B41]

Interne Binardarstellung einer Gleitkommazahl doppelter

Genauigkeit (MATLAB):,

Interpolation
Hermite Theorem,
kubische Hermite-,
kubische Spline- Lokalitat,
kubische Spline- vollstandig
Polynom Versagen, 484
Spline quadratisch formerhaltend,

Eigenwert
Arnoldi-Verfahren,
erw. Krylov-Unterraum-Verfahren,
Lanzcos/Arnolid,

Eingabefehler und Rundungsfehler,

Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren, 5

Endlichkeit von M,

Erweiterung Krylov-Unterraum-Vefahren,

ESV
implizit, steifes Problem,

Exponentialfunktion
Auswertung, [I8, 40

Exponentielle Konvergenz der trigonometrischen Interpo-

lation,

Falls D F'(x) nicht verfiigbar,
Fehlerschéatzung fir linear konvergente Iteration,
FFT
Effizienz Gleichungsloser,
Primzahl,
Fill-in-Minimierung durch Umordnung,

Fitten
Hyperebene,
Linear,

Fixpunktiteration,
Frequenzanalyse mit DFT, 323
Frequenzfilterung diskreter Signale,

Gauss-Kollokationsverfahren, logistische Dgl., 621l
Gautschis Zweischrittverfahren
Gedampftes Newtonverfahren,

Spline quadratisch formerhaltend, Hilfskonstruktion,
stiickweise,
stuickweise kubisch monotoniererhaltend, 497
stlickweise Polynom- von Messpunkten,
Trigonometrische,
Trigonometrische analytische Funktionen, 410
Tschebyschef vs. Bestapproximation,
Tschebyscheff,

Interpolationsfehler, B87]

Iteration
Rayleigh-Quotienten,

Knotenanalyse eines linearen elektrischen Netzwerks,
Kollokation
Gauss-, logistische Dgl.,
Kompression
Bilddaten,
Kondition
erweitertes System,
Nullstellen,
Konsistenzanalyse durch Computeralgebra,
Kontraktionszahl,
Konvergenz
aquidistande Trapezregel,
bereich, Newton-Verfahrens,
CG-Verfahren,
Clusteringapproximation mit Kollokationsmatrix,
Einschrittverfahren,
Exponentielle trigonometrische Interpolation,
Krylovverfahren, nichtsymmetrische Matrix,
rate, CG-Verfahren, 307l
Remes-Algorithmus, B35
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theorie, PCG, B11

vorkonditionierte inverse Iteration,
Konvergenz der Clusteringapproximation
Konvergenz einfacher Splittingverfahren, 65

Losen eines Rang-1-modifizierten LGS,
Lanczos-Prozess,

CG,
Lanzcos/Arnoldi,
Lebesgue-Konstanten, 374
Linear Konvergente Iteration,
Lineare Regression bei stationaren Markov-Ketten,
Lineare zeitinvariante Systeme,
Logistische Differentialgleichung , 579
Lokale Konvergenz des Newton-Verfahren, [106
Lokale Konvergenz, Sekantenverfahren,
LU-Faktorisierung diinnbesetzter Matrizen, 176

Magnetnadel

Prazession , 6386]
Maschinengenauigkeit von MATLAB,
Massgeschneidertes Newton-Verfahren,
Matrix

Wilkinson,
Mechanisches System

Pendel,
Mehrdimensionale Fixpunktiteration, [Z7]
Minimierung von C?-Funktion,
Modifiziertes Gautschi-Verfahren,
Molekulardnamik,
Multiplikation

Polynom,

monomiale Darstellung,
Multiplikation,
trigonometrisch Auswertung,
Potenzmethode
Direkte,
Prézession
Magnetnadel
Primzahl-FFT,
Problem
Anfangswert, autonom,
steifes, Adaptives semi-implizites RK-ESV,
steifes, implizites ESV,
Probleme bei Polynomauswertung, 211

Prozess
Lanczos mit CG,
QR

basiertes Losen eines tridiagonalen Gleichungssystems,
197

Orthogonalisierung,
Quadratische inverse Interpolation,
Quadratisches Eigenwertproblem,
Quadratur

-Fehler zusammengesetzte Regeln,

-Fehler, Asympt. Verhalten, 534

des Kreises, [15], 411

Gauss-Legendre Ordnung 4,
Quallitatsmass fur Kernapproximation, 446

Rayleigh-Quotienten-Iteration, 232
Reelle Nullstellen eines quadratischen Polynoms,
Regression

Neustart von GMRES, B17
Newton
vereinfachtes Verfahren,
Verfahren in 1D, 82
Verfahren in 2D,
Newton-Cotes-Formeln,
Newton-Verfahren, modifiziert , 89
Nichtassoziativitat der Maschinenaddition, 311
Nichtlineare Regression,
Normalengleichunge vs. Orthogonaltransformationsmetho-
de,
Nullabfrage
Numerische, BTl
Numerische Differentiation durch Extrapolation, [381]
Numerische Quadratur, 577

Operationen +,~ nicht assoziativ, BT
Optimierung der Anordnung —Fill-in, 188
Orbits,

Orthogonalitatsverlust der Residuen, [
Ostzillatorische Interpolationspolynome,

Pendel
Mechanisches System,
Pendelgleichung,
Deskriptorform, 630
Pivotelement = 0, 2311
Pivotstrategie und Rundungsfehler,
Polynom
Interpolation,
Interpolation stiickweise von Messpunkten,
Interpolation Versagen, 484

Linear (Fitten), 273
Remes-Algorithmus
Konvergenz, 438
Residuum
Grundlage Krylov-Raum,
Richtungsfeld,
Rundungsfehler
Lanczos-Prozess,
Runge-Kutta
Adaptives semi-implizites RK-ESV, steifes Problem, 628
explizite Schritte, Ricatti Dgl.,
Implizite ESV, schnelle Transienten,
Konstruktion,
Runges Beispiel, B88

Satellitenbahn,
Adaptive RK-ESV,
Schrittweitensteuerung,
Schaltkreis
steife -gleichunge Zeitbereich,
Schlecht konditioniertes lineares Gleichungssystem, 144
Schnitt von Geraden,
Sekantenverfahren, @1
Skalare Differentialgleichungen , 568l
Spline
interpolanten, Approx. vollst. kubisch,
Interpolation natirlich kubisch Lokalitat,
Interpolation quadratisch formerhaltend,
Interpolation quadratisch formerhaltend, Hilfskonstruk-

tion,
Interpolation vollstéandig kubisch,
Stiickweise
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kubische Hermite-Interpolation,
Polynominterpolation,
Stiickweise Polynominterpolation von Messpunkten,
Stabilitat
LU-Zerlegung, -cancel
von Algorithmus A aus Bsp. %‘%]—
Stabilitatsfunktionen,
Standardintegratoren fir oszillatorische Differentialgleichung,
Steife Schaltkreisgleichungen im Zeitbereich, 615
Strahlungstransport,
Summation der Harmonischen Reihe, 211
Symplektische Integratoren und variable Schrittweite,
Symplektisches Eulerverfahren,
Symplektizitat der Pendelgleichung,

Tensorprodukt-Tschebyscheff-Interpolation auf vriablen Recht-

ecken,
Tensorprodukt-Tschebyscheff-Interpolation auf zulassigen

Rechtecken,
Theorem fur Hermite-Interpolation,
Toeplitzloser, Superschnell,
Totalpivotsuche,
Trigonometrische Interpolation, 408

analytische Funktionen, A0

Tschebyscheff-Interpolation,

Unitare Ahnlichkeitstransformation auf Tridiagonalgestalt,
219

Unterschiedliches Verhalten expliziter und impliziter Inte-
gratoren,

Verfahren

Adaptives semi-implizites RK-ESV, steifes Problem, 628

Arnoldi, 2249

CG (direkter Loser)

CG (Konvergenz), B3

CG (Konvergenzrate), B07

Einschritt, Konvergenz,

Erweiterung Krylov-Unterraum,

ESV adaptiv, explizit, steifes Problem, 614

ESV implizit, steifes Problem,

EW/EV, 219

Runge-Kutta ESV, schnelle Transienten,

Runge-Kutta, Konstruktion,
Versagen des gedampften Newton-Verfahrens,
Versagen von Krylov-Raum basierten iterativen Ldsern,
Vorkommen von Clustern in Partitionsrechecken,
Vorkonditionierer

Gauss-Seidel,

Jacobi-,
Vorkonditionierung, BI0

Waurzeliteration, 28,

Zahldarstellung durch Exponent und Mantisse,
Zerlegung
Block-LU- , 1586l
Hierarchische Basis-,
Teil-LU,
Zerlegung der Fourier-Matrix, 328
Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation, [331]

Definitionen und Konzepte

A-Stabilitat,
Analytische Funktion,
Anfangswert
Problem, Lésung,
Ausloschung, B8
AWP
Einschrittverfahren,
Kondition,
Verfahren explizit,
Verfahren implizit,

Bézier-Kurven,
Bernstein-Polynome,

Cluster
Baum,

Daten
konkav,
konvex, 488
monoton, 487
Diagonaldominanz,

Differenzenquotient, 45
Diskrete
Faltung,
Fouriertransformation,

Eigenraum, 2141

Eigenvektor, 214

Eigenwert, 2141

Evolution
Diskrete, Konsistenzordnung,
Nichtexpansivitat, 6341

Faltung
diskrete, B48
Fehler
Relativer,
Fill-In, I77
Fixpunkt
abstossend,
anziehend, [76
Fouriertransformation, 323
Frobeniusnorm,
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Funktion
Analytisch,
konkav, 489
konvex,

Haar-Wavelet,

Integral

quadratisches erstes,
Invervse

Pseudo-,

Kondition
AWP,
Eigenwert, 218
Spektrale,
Konkav
Daten,
Funktion,
Konsistent
Fixpunktiteration,
Konsistenz
Iterationsverfahren,
Ordnung diskrete Evolution,
Konvergenz,
p-te Ordnung,
global,
Linear,
lokal,
Ordnung, BT
Ordnung von ESV,
Konvex
Daten, 488
Evolution, 634
Norm, B8, 137
Energie-,
Frobeniusnorm,
Numerischer Algorithmus, 47|

Pfeilmatrix,
Polynom
Bernstein,
Interpolation Tensorprodukt, 446
Lagrange verallg.,
Laurent, 403
Legendre,
Tschebyscheff,
Problem
Anfangswert, Losung,
Gut konditioniertes, 341
Mathematisch, [34]
Pseudoinverse,

Quadratisches erstes Integral,
Raum

Spline-,
Rayleigh-Quotient, [226]

Rundungsfehler bei Potenzmethoden,

Runge-Kutta
ES-Verfahren,
Verfahren,

Singularwert,
zerlegung, 262

p. 702 sSpektrum, 214

Funktion,
Krylov-Unterraum,

L-Stabilitat,
Landau-Notation,
Laurent-Polynome, 403
Legendre-Polynom,

Maschinengenauigkeit,

Maschinenzahl,

Matrix
Diinnbesetzt, 13T
Diagonal,
Diagonaldominant,
Hulle,
Kondition, 1441
Kondition allg., 274
normalisiert,
obere Dreiecks,
Orthogonal, 188
Pseudoinverse,
Rang, 141
s.p.d,

symmetrisch positiv definit,

Toeplitz,

Unitéar, 188

untere Dreiecks,

Zirkulant,
Matrixnorm, [74], 138
Monoton

Daten, 487

Nichtexpansivitat
Spline
Raum,
Stabiler Algorithmus, &7
Stabilitat
A-
Gebiet bei ESV,
L-,
Struktursymmetrie,
SVD,

Symmetrisches Einschrittverfahren,

Tensorprodukt

Polynominterpolation,

Toeplitzmatrix,
Transformation
Fourier, 323
Trigonometrisches Polynom
Tschebyscheff-Polynome, B

Verfahren
AWP, explizit,
AWP, implizit,
Einschritt, AWP,
ESV, Runge-Kutta,
Runge-Kutta,
Vielfachheit
geometrische, 2141

Wavelet
Haar, 5511

Zerlegung
Singularwert,
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MATLAB-CODE-Fragmente

bisect , 80
sinetrans, 339
symamd, [86]
symrcm, 1861
bisect
Kapitel 2 _NichtlineareGleichungen/
Iterationsverfahren/
bisect.m, 80
blockgs
Kapitel_3_NumerischeLineareAlgebra/
3.2 Numerische _Loesung _linearer
blockgs.m, 148~
broyden
Kapitel_2_NichtlineareGleichungen/

Newton-Verfahren/Broyden-Verfahren/

fastbroyd.m , 116
dampnewton
Kapitel_2_NichtlineareGleichungen/
Newton-Verfahren/
dampnewton.m, 109
gn
Kapitel_3_NumerischeLineareAlgebra/
3.1 _Grundbegriffe
spinit.m, 1351

Adaptives ESV, steifes Problem, 615

arnoldidev, 249 ]

arnoldi, 247—1

bernstein, 5201

bicgstab, 317_]

blockgs, 1491

boxbastohwf, 554 ]

broyden, 1161

cg, 30171

cholinc, 2431

cholupdate, 206_]

chol, 17211861

cond, 1467]

conv, 35477

costrans, 3471

ct rect, 497 1

dampnewton, 10971

divide, 4591

dorthp, 4301

eigs, 2601

eig, 221,228

evaliptrig, 407 1

evlortho, 4311

expeval, 18]
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
ExponentialFunction/
expeval _simple.m, 18]

fftsolve, 3451

_und _operationen/

—

Kapitel_2_NichtlineareGleichungen/
NichtlineareAusgleichsprobleme/
gaussnewton.m , 123 ]
lupattern
Kapitel_3_NumerischeLineareAlgebra/
3.2 Numerische _Loesung linearer
lupattern.m, 1551
lurec
Kapitel_3_NumerischeLineareAlgebra/
3.2 Numerische _Loesung linearer
_Gleichungssystelme/c.m, 1541
newton
Kapitel_2_NichtlineareGleichungen/
Newton-Verfahren/
newton.m, 1021
secant
Kapitel_2_NichtlineareGleichungen/
Iterationsverfahren/
secant.m, 91
spinit

fft, 3281

fzero, 801

gallery, 235,238,248, [250] —1
gaussQuad, 58477
gmres, 3161

gn, 12371
hwftoboxbas, 5551
icostrans, 3471
ifft, 3231

ipoleval, 3801
lanczos, 253—]
legendre, 530 ]
Isqsvd, 2781
Isqtotal, 2861
lurec, 158—]

lu, 160, 11771
minres, 316 ]
newton, 10271
odel5s, 68
ode23s, 628
ode23,

ode45, 5991615, 660
odeset, 599, 615, 6P8[ 660 ]
partition, 459 ]
pcg, 300,13131
pchip, 4971
planerot, 191
polyfit, 274380 [
polyval, 3801

gmr, 31871

grupdate, 208—]

_Gleichu

_Gleichu

ngssyste

ngssyste
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qr, [[M93]

quadl, 5461

quadzero, 511
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
QuadZero/
quadzero.m, 51 ]

quad, 54677

gzfool, 511
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
Quadzero/
gzfool.m, 511

qztest
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
Quadzero/
qztest.m, 511

remes, 43871

roudchol, 2061

rqui, 2321

sal,

saz,

sa3, 1671

schur, 2211

secant, 911

sinetrans, 341 ]

sinft2d, 3441

smw,

sparse, 1341

spdiags, 132—]

speye, 1841

spline, 5021

spones, 1841

Naherung f Ur e, 123
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
Calculate _EulerNumber/
Calculate

Numerische Differentiation, 45
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
NumericDifferentiation/

NumericDifferentiation.m, 45

Parameter der Gleitkommaarithmetik, 27
Plotten von Funktionensystemen, 476

Polynomauswertung, 22 []
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
EvaluationOfPolynom/
pvunst.m, 221

Ruckwartsrekursion f
@821

_EulerNumber.m, 14
Niedrigrang-Bestapproximation, 271

Ur Besselfunktione,

spowit, 2341

spy, 1861

squareroot, 28 []
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
SquareRoot/
squareroot.m, 28 []

svds, 26371

svd, 26371

symamd,

symrcm,

tic,toc, 135345 [

toeplitz, 3611

tril, 240

triu, 2401

Abfrage der Maschinengenauigkeit, 30 ]
Adaptive R uckwartsrekursion f ur Besselfunktf

Berechnung von pi

Instabile, 16 [
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
CircleQuadrature/
Approx Pl instable.m, 16 []

Stabile, 43
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
CircleQuadrature/
Approx Pl stable.m, 43[]

Demonstration von Rundungsfehlern, 29 —
Givens-Rotation, 191 ]
linsolve, 1741

Rekursive Gausselimination, 149 [

Rekursive Gausselimination mit Pivotsuche,
[159]

Rekursive LU-Zerlegung, 154 ]

Summation r Uckwarts
Kapitel_1_ComputerArithmetics/
SummationHarmonic/
SummationHarmonic.m, 21

Unterlauf, 33 [

onen,
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Symbolverzeichnis

O(e),B9 [l -1l 58, 137
703(75 WJ BA:l),
r(m,n), 266 *, 129
il HE
T, x ||, 58
Ki(A, z), 228 I x |88
A7 258
[ 1, 291
1£1l - BZ3
11l BZ3
112
/172 B73
P, BEZ
T,,@04
AT, P73
M, 24
6,18
k(A),239
Kabs, B4
Kixel, B8

rd,
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