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Computer = endlcher Avtomat <= R uneadlich/ kenfinvierlich
'—> neiLe 4\§)D€kf€ . NMomeik & And%m's

\<apijret 1 Cﬁmpuﬁerarzﬁ%m@ﬁ/k

[ g (1) = X+ 0(x") for x=~0 7
&P -_ /Befc(}munj wn e - e= Lm (I+5)" o, = (|+£) = éxp/n &73 ({+%)) = exP(f’) Hq"rO/#«)))
L.

B 1 n
= exp(I+0(5)) for > .
— 0(+) L

= Fur gosses N ltefert e, ene 30!( /chbewg ﬁgr e

/4

Nolation :  Landau-Symbol . glx) = O(FK)) for x—>a <= Linsip T{@—f:—;/iéwﬂlj/ﬂlécn—“&)l for xc

X—>a



2 oxalde W@r?f‘

Begridf: RelaRver Fehler 9. [ X=X _ ) = 0
|x1 /I/ahewzy,
™ ™ ™ Editor - /Volumes/Scratch/Users/hiptmair/ NOSAVE/numpde/numcourses/nummathl/skript_EN/skript/MATLAB/elimit.m
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help — n Néherung en Fehlere,, — e
R e e R & 101 2.593742460100002 -0.124536368359044
1 % Example 1.1: nun'unatv:hI: Approximation of e - 102 2.704813829421529 -0.013467999037517
(N T oC 1000, £ - (141/n)en 108 2.716923932235520 -0.001357896223525
§° | fprintf('10°%2d 320.15f 820.158\n’ 4,7, r-exp(1)); 10* 2.718145926824356 -0.000135901634689
10° 2.718268237197528 -0.000013591261517
109 2.718280469156428 -0.000001359302618
) B 107 2.718281693980372 -0.000000134478673
108 2.718281786395798 -0.000000042063248
109 2.718282030814509 0.000000202355464
1010 2.718282053234788 0.000000224775742
101 2.718282053357110 0.000000224898065
1012 2.718523496037238 0.000241667578192
1013 2.716110034086901 -0.002171794372145
1014 2.716110034087023 -0.002171794372023
101 3.035035206549262 0.316753378090216
& s ,2 . o h
P (Abgéxﬁni\l/ene> ExPondvb(,}dhC e = Z '}i_;){K X 2 ’]la)(K =: S, Eg(orfﬁé,
I Keo - /r K=o '
Aufﬁabe: A(gm%hmus 201 /fuswab)rg ven X wmit wl. Fehle T > 0
arl he-[
Reg%ﬁl:‘ddé&c@famda - (ex-s, (x) = [ £™(5 (mf"f [ e™Er | min(xe) = F£ max/x,0)

I ’IH-I

[@*- S, _ {(nH}'. for x=0

S o x| ‘
e& - (x|t ‘FU’;’ X Z O [ ¢ =c I j .D Abbfl]d')‘(l’l‘kl’lun’) ‘
(ae)1

T Boachke

2 Summenkem



Y Editor - [Volumes/Scratch/Users/ hiptmair/NOSAVE /numpde/numcourses,/nummathl/skript_EN/skript/ MATLAB/expeval.m* |

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help |
x 2 o« /70 E W 29 LE-Aesf B-BRBRE: 7[00
E’EE%—F+ s+ 11 x E ¥ @ .
1 function y = expeval(x,tol) o
2 $ nummath I: Ch. 1, Ex. 1.2
3 $ Evaluation of exponential series
4 - s=1; term=1; k=1; % Initialization
5- while (abs(term)>tol*abs(min(s,1))) $Termination”
6 - term = term*x/k; > dgem = X
= s = s + term; % Summation (k-1
8- k = k+1;
9 - end
10 - Yy = S;
& elimit.m o expeval.m*
. expeval . Ln_S- Col 36
@sp [ da Sommahion der  hamonisden Rethe
——  MATLAB-CODE: Summation vorwarts —
s = 0; | S
, |
for i = 1:1e6 - auf wats 9
s = s+1/1; o
end . .
.+ assoziativ 1?

z Approximation exp(z)

exp(z)

| exp(z)—exp(z))|
exp(z)

MATLAB-CODE:

for 1i

end

5.6218844674e-09
1.56385415977e-08
1.1254180496e-07
8.3152907681e-07
6.1442133148e-06
4.5399929556e-05
3.3546262817e-04
2.4787521758e-03
1.8315638879e-02
1.3533528320e-01
1.0000000000e+00
7.3890560954e+00
5.4598149928e+01
4.0342879295e+02
2.9809579808e+03
2.2026465748e+04
1.6275479114e+05
1.2026042798e+06
8.8861105010e+06
6.5659968911e+07
4.8516519307e+08

2.0611536224e-09
1.6229979745e-08
1.1253517472e-07
8.3152871910e-07
6.1442123533e-06
4.5399929762e-05
3.3546262790e-04
2.4787521767e-03
1.8315638889e-02
1.3533528324e-01
1.0000000000e+00
7.3890560989e+00
5.4598150033e+01
4.0342879349e+02
2.9809579870e+03
2.2026465795e+04
1.6275479142e+05
1.2026042842e+06
8.8861105205e+06
6.5659969137e+07
4.8516519541e+08

tol = |0°¢

= le6:-1:1 — abwars

s+1/1i;

Summation riickwarts

> g = 14.39272672286498889
[ ,Exakte” Auswertung durch MAPLE-Code:

> s = 14.39272672286577226
> s = 14.39272672286572363138112749 . . . ]

1.727542676201181
0.010205938187564
0.000058917020257
0.000000430176956
0.000000156480737
0.000000004544414
0.000000000788902
0.000000000333306
0.000000000530694
0.000000000273603
0.000000000000000
0.000000000479969
0.000000001923058
0.000000001344248
0.000000002102584
0.000000002143800
0.000000001723845
0.000000003634135
0.000000002197990
0.000000003450972

0.000000004828738
L,-——\(\/
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1 étmtpunkjrzah[en ( “wissenschafHiche /Voéc/fon”)
b 125 0f (3=10)

/Satz 1.3.[Wissenschaftliche Notation] N
Jedes z € R\ {0} lasst sich in der Form
di do d3
B B B
darstellen; mit der Basis 2 < 8 € N, den Ziffern (engl. “digits”) d, ds, ..., € {0,1,2,...,5—1},
\wobei d1 # 0, und dem Exponenten e € Z. )

1.2, Maschinenzahlen

Def. 1.5. [Maschinenzahlen F(3,t, emin, €max)]
Seif € N, 8 > 2 (Basis)undt € N (Mantissenlange), sowie e¢;,in < 0 < €max Mit €min, €max €
Z. (Exponentenschranken). Dann ist die Menge F = F(3, £, e1in, €max ) Wie folgt definiert:

di,...,ds € {0,...,8— 1},
F:={iﬁe(d—1—|—@+“-—l—%): di#ﬂ, ﬁ }U{O}.

2
P P e € Z, emin < € < emax.

d\
|

NManhsse 2 endliche Svmme
> = sk etne  endliche vnd diskicle Ta‘(mer?/ von K




I | | | ; | | |
|¢ | | |

O A 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0

i\
ZZ‘% t Xomin Xmax 8(%*%{*/&):;

Lemma 1.6. [Kleinste und grésste Maschinenzahl]

InF = F(8,1, emin, €max) 9ilt
Zoin(F) :=min{z € F: z > 0} = femin—1
Tmax(F) :=max{x € F} — [emax(] — f7Y),

Lemma 1.7. [Relativer Abstand zwischen Maschinenzahlen]
Seiz € F:=TF(f,t, emin, emax) \ {0} und y € F eine benachbarte Maschinenzahl. Dann gilt

B ey <

mit ey, = I,Bl_t. Lo elafiver Abstand « not abhgznﬁfg o p,'ﬁ



EEE - Standard ﬂ = (@mésys{cm>
sirg& preasion (float ) €t =3, Cain = ~IR7, Coux =8 .1 Bk
dovble prectision -. t =52, Cmiy = “IOB | Cupx =AY = & Byl [MATIAB]
+  Vorzuchenbit

>> format hex
>> 6.5
ans = 401a000000000000

[ (0) < 100 0000 0001 _><—__ 1010 0000 0000 ... 0000 0000 0000
—
Vorzeichenbit Exponentenbits Mantissenbits
1 1 1
0 1026—1023
r=(—1)"-(z+-+-—=) X2 = 6.5 .
()" G +5+15)
>> format hex; realmin, format long; realmin >> x = exp(1000), y = 3/x, z = x«sin(pi), w = xxlog(l)
ans = 0010000000000000 ¢ = Inf —> Gb'f p
ans = 2.225073858507201e-308 “
y =10
>> format hex; realmax, format long; realmax z = Inf
ans = Tfefffffffffffff w = NaN — Abbrch

ans = 1.797693134862316e+308



.3, Kunden
rd © Dom(F) = { xR Xpin £ [X] ZXpax F 00} —= [

(e (x) & C{/t’ﬂmi'n'{ly~x(: YéF]
[ #mjmin‘{ =& > wllx) so dass d, \c]eraalé A, & ledale Manfissenstelle |

Satz 1.10. [Schranke fir relativen Rundungsfehler] 'B@WJ : (7 B 5{ ) /{ ‘ X = 0
Fir alle x € Dom(IF) existiert (ein von x abhéngiges) d € R derart, so dass ot -1 "
X = /U /3 I?) = = ﬁ / /)eﬁ
d(e) =2(1+6) , 6] <u, | I

wobei v = u(F) = %ﬁ S [ F{undungseinhei![ (engl. “unit roundoff”) des Maschinenzahlensy- /V‘M‘?@[(je”e /%{JWB@Mﬁ@)
stems [ bezeichnet. /[\ ﬂ
: F 7
§ <« elaliver Qundm\lj\gﬂ[w >/+ r
Nota b T L nackst ademe/ ki Z2h( o L7 % & G Ty
omhon [ L-. = ta AN heg qapx
’ J F ) x| £ Ll £ Ryl

EEE-StAd « w = (07 [ eps’ o MATLAB ] —
ks S LY. 3 IX( a

4

Mﬂd)ffh@ﬂ&,@@lﬂh‘onan " o € {+l—r%//j / : o "RX”Z — @ J '{"”j ”Amé)/xf/:f//
aber o FrF 7>
= /l/mLWeWL[g . Rechver evelt o qurch ¥ FrF — o Medddd . x5y = id (xéy)



Unier - ond (l)lberlca,t?, wetn  xoy & Dom (F)

Annahme 1.13. ["Axiom” der Computerarithmetik] /
Firo € {+, —, %, /} undfir alle z,y € FF, die x o y € Dom(IF) erfiillen, gilt

5 eR, |§|<wu(F): zoy=(rxoy)(l+9).

= L3 umpliziert nicht  Assozisbivitat [ Kommotabvitat

Annahme (1.8) [Zusatz zum “Axiom” der Computerarithmetik]
Fir die Computerimplementierung f von “elementaren Funktionen”
f € {sin, cos, exp, cosh, tan, ...} und fir alle x € F, die f(x) € Dom(F) erfullen, gilt

il

WeR, [6|<u): Flz)=flz)1+94).



4 Kondu nﬂs%&mm(y\se,

e, = ({+Vh)h x e

T Fokus auf diesem Quna&/r\)7€1(‘cﬁ(cr
Mit Anvahine 13 fr "+ (& Poknzienny )
Bechnede Weet - & = [ (BRI 17 (WG it
exp (0 (log (hh)+ leg (1#4))
ep(n (Jp+0(m)+ §+0(57))
= e ep( 0(5)+ 0+ n-0(s))

d N

Fortgepflanzie Qunway&%b[a»

Ween n o< §7" = Kepe 3{'3%3@ Skellen
(

ZU gsp H_ )

IS1, 1" £ 2t = (F)

\

It

n
for h=e §—0

A pproxima honsteher
LOg((m) = X+ 0(x) for x—> 0

/ (Ug'/['/')() ’X{ ‘é— C [X/’Z ‘FUF /X, n Naherung e,, Fehlere,, — e

hinwetchend  Kiedn 10" 2.593742460100002 -0.124539368359044

102
103
10
10°
106
107

109

2.704813829421529
2.716923932235520
2.718145926824356
2.718268237197528
2.718280469156428
2.718281693980372

(103) 2.718281786395798

2.718282030814509

1010 2.718282053234788
1011 2.718282053357110
1012 2.718523496037238
1013 2.716110034086901
1014 2.716110034087023
101 3.035035206549262

-0.013467999037517
-0.001357896223525
-0.000135901634689
-0.000013591261517
-0.000001359302618
-0.000000134478673
-0.000000042063248

0.000000202355464
0.000000224775742
0.000000224898065
0.000241667578192

-0.002171794372145
-0.002171794372023

0.316753378090216 LA——— _

& 7Z Skellen




iBa'gpz'eLt Evklidisches Ska/mpm%akf 2{&

. function s = mydot(x,y)
A(jé‘n’l"?ﬂw . %uEuciidean inﬁer pﬁoguct 5{ e Z X;,l >/;L
o

s = 0; for j=l:length(x), s = s+x(j)*y(j); end

[W&tmung(. Cehlechler MATLAB -Shl [ ] =Xy, (1+6)

S
y %:7 = N, 2% ([t (*o()
/VO‘C(HOH V 5 = g@neﬂ\?d)a }ddhwv RW/\VSQ/?@V/ (5 t )<.z>/(+ >>(

= Xy, ()18 )+ Ky, (1))

o Lo vendhiedene  Werte
ectillen (vpl. Annchme 1.13) 1§ £ wlF)
53 = xy, ()W) + Xy, UJ)([*J)(/M)*J@\/J ([+§)(1e§)

fo, TT(+J + Xy, [[(Hf)+ T [+ XY (144 )(
apee) T x M ”
'/Lemma 1.15. [Abschatzung fur Produkte von Fehlertermen] N Bewels duech rdlut kehon

Fur |6;| <u(F),i=1,...,nundn < 1/u(F) existiert ein #,, € R derart, dass

TT((+M = (1+8,.,)([+4y)

n

1]1(1+5i)=1+9n, wobei |6y| < lf’fg()m —: Yn(F) . > G = 5”“@9| (146,)
\_ J
T )
= ( (n-1] A
> Sy = xy (FG) + xy () 5y, (146, 4.+ Xy (1#6,) =4 y
mit &l 16, | ,é%(/?:) T
> 5. = [x,((+(>1)3y, + EXJ((«L@,,‘)]yﬁ ... F Exy,([wq)]y,,, = /_>_<\_/ ¥ ()



) N ,ﬂ\ mit X = x+« Ax
: " " x| = piF)(x]
n X = W X
Notahon ve C":  |ul:= (Iv;}),:__, e R /J\ X
(Nicht 20 vewechselo mit (o] 2 Nem ) KomFemknwdse %g&[d?ungq

Texmfno(o\cﬁ e Ax & Rodkwarfs@hler  oks Skalarpedikis  ontr ﬁun@zﬁgéfwabfmcs
(Absoluloy ) Vorwarts Rhler = 5, - S,
L A&s&/xgbuo\/j ans [#)  [s,-5, | £ ¥ F)(Z x5 11y |
[ [s.-&1 = 1Al Myl = g tF) Il Iyl ]

/\Bemerlcongf: Avszower-fen y = Fx) , F = X — = b
7 ™ 0
Prab(ema&ﬁ/[dung, akenrauum Erﬁebnzsrwm (mit Mehik )
F — F £ d%dm%mlsofu @aéé&e{wg von F (onfer ’Runalo(rﬂsé/?leramﬂo/gs) = - X ==
.( ’ @.9 F(x)
\ocwaurts fehlee

Rudémﬁs@hw-




/" n

@6/.: F hedsst nomensch sizbil , wenn 2o jeo{em xeX en x €X so edshed, dass
(i) F(x) = F(x')
(i) d (xx') & 0 0F) , wbi n2 Azabl der elemeituen Cperztionen 1o F beseicnet

Bsp Matnx = Vekfor - X = Ax , AsC", xeC

function y = matvec(A,x)

% Basic matrix-vector multiplication D deakhon cu(% S’(déd/‘leC{C :

[m,n] = size(A); y = zeros(m,1l);

O T YR T AsRRRe sy ey e Aos (£) - ;\[ = (A+d4A)x , [4A] £ J/,,ZF)IAI
befcof)rjgt( wn | matuec kom Pan@n/]\kn welsl (/ng{
[ 5 4 08 Cgsdmmg
2=a(146) , b=bll1+§) - = = a-b = a-b+ad,-bsy  Z= q-b
1§l [8,] £ 1
Relaivnr Fibler » So7) = ebablel o falo

L‘> S@hr\cﬂoss H)ar a=p
> 6@W6LLH3£ Fehler vers o /cung/ Fr axb



— Fehleranteile

Ausloschung (engl. cancellation)

A b Subtraktion zweier ungefahr gleich grosser Zahlen

(» extreme Verstarkung relativer Fehler, )

‘ Subtraktionen mit Ausloschung geschehen selbst rundungsfehlerirei ! \

&P f \/mn%'dwfg 2N Awloficofwn&a/ flab) = a* b = (a+b)la-b)
Subhalbion 0 Zahlen it e 10 L 5M36V@ezandlanﬁ)md7k a=13 b=l
Alg. A - ><==6Lz,y==b2, == xy =17, Y =19, Z =03 falsh !
Alg. B X o=arh Yy a/}:ﬁ, Z o= X#y =25, =01, 2= 02V
Sobfralhisn von urf\sfa’vﬁn Qaten
Quhmgsfc/yl,wam[yse: A X =atleS) N =b(1:) | S = (1) -blirg))I#5)
[ 2rea’b ] - ezl oy (w—j*fj M([H/z:))CL{I)ZWL{&U&{;gmrCQ e6)s

12 b MU 2
el Rhler —= <ohr 38%5 r a*xb

><e><




(1+6), V= (a-5)ed) = F = (256)

Lemme (S

(46) 146 ) (1#§)

—

H_ @\3 ! [93} é’d/s(ﬂ‘?



