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KaPHLeL 2+ Diekte Lésunﬁsver%{hken for  lineare &le{tﬁurg&gysﬁeme (L&S)

L &S Ax =b , bed’ AecC™ | A %ulcgk(cmwh'erbaf) —%[Xrﬂ"ﬁz]
Crond safe © Beechne nie nvmerisch die (nene ener  Matix
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1 1 0 1 4 1 + T9 = 4
2 1 —1 zo | = | 1 — 201 + 19 — 23 = 1.
3 —4_-—1 I3 -—3 3Iq — XI9 — X3 ==-—3 " ' .
2 Dietzale
[ 1 1 0 4 1 1 0 4 1 1 0O 4
> 2 1 —1 1 )[ 0 —1 —1 —7 > 0 —1 —1 —7
3 —1 —1 —3 )\ 3 —1 —1 —3 £> 0 —4 —1 —15
1 1 0 4 f 3 .
/1
» |01 -1 —7| £ (ﬁedm%u’/? Gmbﬁufﬁgfgkm / aqamw[mf} Dann Rocksobshibtion

0 0 3 13 Xy —>X, —5x

\ ﬂ(udu Lo\swﬁs menje) 20m Avsgd%c LGS
Obere ﬂi;;iéo&Snmdﬁiz

1 function x = GEnopivot(A,b)

2 % Raw Gaussian elimination without pivoting for

3 % linear system Ax=b: "Linear algebra version", UNSTABLE!
4-  [m,n] = size(R); A = [A,b]; & echle Seik —> (el Spalle

5 % Forward elimination

6 - for i=l:n-1

7- AR ) ==0-0)error{Zesopivot)jead S A/umwsoﬁe \f ( wg - Rundungsehlem
8 - for j=i+l:n . 6 ﬂ

9 - fac = A(j,1)/A(1i,1);

10 - for k=i+l:n+l —

L= A(j,k) = A(]j,k) - fac*A(i,k); An&hﬁ ( X = O) F]Z(gé db

12 - end

13 - end abs (x| = eps * abs (x )

14 - end K/

15 % Backward substitution < [ . ) ' A X .
16 - X = [zeros(n -1,1);A(n,n+l)/A(n,n)]; {'h&"’ A (('nr ['h) = Obe @W&ddsmaﬁvx
17- [ for i=n-1:-1:1 Cba GXﬂ(daf /477H;mebl<)
18 - X(1i) = A(i,n+l);

19- | for k=i+l:n

20 - X(1i) = x(1i) - A(i,k)*x(k);

21- |+ end

22 - x(i) = x(1)/Aa(i,1i);

23 - | end
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Algorithmus 2.1 Vorwartseinsetzen

Input: Regulédre untere Dreiecksmatrix L € R™"*" b ¢ R".
Output: Ldsung x von Lx /= b.

fortr=1,2,....ndo & X —=X,— _.. —> %
1 1—1
L; = f_ bi — Z Eikxk
17 kzl
end for
(ull Uy - e uln\ /$1\ /bl\ Algorithmus 2.2 Rlckwartseinsetzen
() UYQ =+ o Uy, 9 bg Input: Regulére obere Dreiecksmatrix U € R™"*" b ¢ R™.
U o 0 0 . . . o . Output: LosungzvonUzx = b.
L = o : : o : fori=nn—1,..., 1 do
: : : : : 1 n
0 0 0 ) \an) ) (e S
U = O end for
[ Ly
1 \
Rechnautfwnod - # dor for einen A’@on‘%bmw etfordet |ichen elementeucn  Opermhonen  (Flops )
n
./}La. 22 RA = 2 I+l (p-i)+ (n-i-1) = In+2o-n- nlosf) = 0f
O 0
! DIV SvB MUL ADD [ extl. r)aJdF'v& Tetme = O Seken |

koneluett mit  Rechenzeit




Einfluss von Kondu njséfz[ém
N\ 1 function x = forwardsubst(L,b)

e : : . : :
Lemma 2.4. Die von forwardsubst (oder Algorithmus 2.2 fiir U anstelle von L) in Gleitkom- | % Solution of lower trianqular linear system of equations

maarithmetik IF berechnete Losung Z erfillt % by means of forward substitution
[n,m] = size(L); x = zeros(n,1l);

CO ~1 o N = W MN
I I I |

~ for i=1l:n
(L"‘AL)E— b, firein AL mit |AL| < ’Yn( )|L| fOF j=1:i-].., X(i).= X(i? '|." L(i,j)*X(j); end [‘*L)
wobei 7, () := "4 (wie in Lemma 1.15) %Pbmwmc flsddtong 17 AT ) xR
\ / 1%
I I
AL 2 Ruckwartsehler ©  Lemma 24 = homeasch stabil

Bewecs = (= izhe Qundunjs%hfam%ge for Euleligsches SMWPW# ké({O 1 Seile O )
%= (b Z Ly 14 6)R)S), (196) 6,1 £ Wn:)é/(ﬁ:)

b\—

= LbO)X, = bi- Z z%(w&\ d i = 146,
N I
= L =" Z%
= /L\:g =b = L+tAL (AL) [030&
1

22 LU- Zer(zgung onel  Gausselimination

Neute P@hspzld'ive A X | AeC™ tejulal[/’ , b€ o
nitie Dreteclegmatni L
od bkt A = LA, LUEC™ LG e D [ et

! a
LUx =b = z=L" b, x=U"z [MATLAB . x = UN(L\D) T
4@;&:«%&1 Gluchvngssyseme

z
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| Lo von Ax =b i MATAB . x = A\b  backsash’

I

!

Definition 2.5 (LU-Zerlegung)
Sei A € R"*". Dann besitzt A eine LU-Zerlegung, falls es eine obere Dreiecksmatrix U und
eine untere Dreiecksmatrix L mit {11 = --- = ¢pn = 1 gibt, so dass A = LU.

Satz 2.6. (Eindeutigkeit der LU-Zerlegung)
Sei A € R™ "™ regular und habe eine LU-Zerlegung LU = A. Dannist (U);; # 0 furi =
1,...,n,unddie Zerlegung ist eindeutig.

A= LM = LM, = UM = L., = T

N
Lemma Die invertierbaren oberen und unteren Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe mit der Ma- obeie A-Mat Ut_?lac A -Mat
trixmultiplikation als Verknlpfung. (mit Eibhe Jﬂfcw’fm h)

= MU =M, 1 L, =1L,
(2ug. BindecHglect dar lovesen )

Bwer s L, U sid TCgU(éfk /
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’/T heorem 2.9. (Existenz einer LU-Zerlegung) | l |
Sei A € R™*" regular. Dann besitzt A eine LU-Zerlegung genau dann, wenn alle Hauptminoren o ’

Ap, k = 1,...,n regular sind. Hierbei ist A; € R¥*k gegeben durch (Ag)ij = (A)ijs 4,

\?Z 1,...,k. [ MATLAB - AK = A([k'|k) ] /
Beweis:  ndukhon © = v/ /ngﬂf _ LU*%% " /4”7
h-1 = n - | al L—l :._b_ = =Ln:;!_7.
/41’)564"‘2- ( Ah-l 12> — ( Lh-) U/)( Un_’ 4 > . n % y a
( Block ~ Watrix- Peespeldive ) a’ |k X" 0 3 Xl =d" = x=(Uh)a

ndulelionsannabae : Ay = Lo Uy (LU- Zerlequng ) i=x- X'y
T

™
Kjvld/}' q

> Rekorsiver Algaﬁ%bmus 2uor Bmknunﬁ de LU”ZCi’LéjUnj
Paxis © TParke Hz'crungsa@or% mos

(h\io \ ([ _
. % =

0 i
\ \Hﬂ/\ J \ /

min{i,k} 23;11 Z%jujk. +1-uy ,ifi<k,
Z@j‘bﬂjk —

LU=A = AL = Z B
j=1 Z;ﬂzll z@j’UJ]k + Lrupr Sift > k.

-
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N
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16 - X =

function x = GEnopivot(A,b)
% Raw Gaussian elimination without pivoting for
% linear system Ax=b: "Linear algebra version", UNSTABLE!

- [m,n] = size(A); A = [A,b];

$ Forward elimination
‘I for i=l:n-1
if (A(i,i) == 0.0), error('Zero pivot'); end
for j=i+l:n
fac = A(j,1)/A(1,1);
for k=i+l:n+1
A(Jj,k) = A(j,k) - fac*A(i,k);
end
end
end
% Backward substitution
[zeros(n-1,1);A(n,n+l)/A(n,n)];
for i=n-1:-1:1
x(1i) = A(i,n+l);
for k=i+l:n
x(1i) = x(1) - A(i,k)*x(k);
end
Xx(1i) =
end

x(1)/A(i,1);

function [L,U] = lufak(A)
$ Algorithm of Crout: LU-factorization of A :

lnstubil !

size(A,1l); if (size(A,2) ~= n), error('n ~= m'); end

eye(n); U =

k=1:n

for j=k:n, U(k,]j) = A
8 % Compute column of L
for i=k+1l:n, L(i,k) =

1
2
3
4_
5
6 —
?_
8_
9 -
10 -
11 -
12 -
13 -
14 -
15 -

zeros(n,n);

% Compute row of U

(k,j) - L(k,1:k-1)*U(1:k-1,3); end

=0 ist moglich
&> Mollpwot 0 GE

function [L,U] = gelu(A)
% LU-factorization based on Gaussian elimination
% No pivoting: UNSTABLE!
[m,n] = size(A); L = eye(n);
% Forward elimination
- for i=l:n-1
if (A(i,i) == 0.0), error('Zero pivot'); end
for j=i+l:n

fac = A(3j,1)/A(i,1); L(j,1) = fac;
] for k=i+l:n
A(j,k) = A(]J,k) - fac*A(i,k);
end
end
end
U = triu(A); I
[ numesnsch aqmwéent
function [L,U] = lufak(A)
% Algorithm of Crout: LU-factorization of A
n = size(A,1); if (size(A,2) ~= n), error('n ~= m'); end
L = eye(n); U = zeros(n,n);
for k=1:n

Skuuu?hxﬂukf
% Compute row of U v

for j=k:n, U(k,j) = A(k,j) - L(k,1l:k-1)*U(1l:k-1,3); end

% Compute column of L

for i=k+1l:n, L(i,k) = (A(i,k) - L(i,l:k-1)*U(1l:k-1,k)) /U(k,k); end
end

(A(i,k) - L(i,1:k-1)*U(l:k-1,k)) /U(k,k); end
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Rondu ngs (&W/mmlyw der Causseliminaton

A[ﬁdiwL}\mUSt (vfak  + \/or\/\)ar{s&coﬁnuri/j r Rocksibshitohon (! backwardsvbst! )

Bowess

KI‘ heorem 2.15. (Ruckwartsfehler beim Lésen eines LGS mit Gausselimination) N
Sei die LU-Zerlegung mit Tufak in Gleitkommaarithmetik F durchfiihrba?. Dann erfillt die in B % kene Diuision dorch O
berechnete Lésung Z des linearen Gleichungssystems Az = b

(A+AAT=b, firein AA mit |AA|< 3y, +~2)|L| U], b shbll,ﬁwls “/_'.“/2{ ~ [A]

wobei L und U die von Algorithmus 1ufak in [ berechneten Faktoren der LU-Zerlegung sind

und yp(F) := 1??1218?) (wie in Lemma 1.15).

- J
@ LU - Z’}f‘lﬂ()l’)ﬂ ; gugigc?ggt}[;tfg% ;régif:?kéizfactorization of A . T@Oﬁﬂ(k M€
B |10 ey tr (s = ) emmar(’a = a1y dos bi REA. for
2_ fo; ]é:I]r-LpEte row of U ' ' Evldt&ét&cb@
T i"éoi;‘ééz’c‘éi‘;;é’oi A(k,3) - L(k, 1ik-1)*U(1:k-1,3); end  — Skedairpredulet () Sfm[aepmal(f
9 - for i=k+l:n, L(i,k) = (A(i,k) - L(i,l:k-1)*U(1l:k-1,k)) /U(k,k); end (4;4)

107 o [(+6y) UKKILIGK) = Alok) ~ LU ke-t) 8 U (12l K<) ]
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N el (2 Ko L [ Brnpevag = Abschuitt |.2
(%) (M"é”+;.:l, f,mubg/fakg,l - %({F}%( m”/%%/ “znén v
— —~— _/
Recheotehlee 1 Sl(alimpm:(ultzf ” = [S‘“S (A)/(F E[X (7; (<]
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(e }?_Z gl — a | £ Vi (F) 2 [ L 1] Gk |
v v
T -Al = g(F) (TULL = TH= AAT, i2geilit]
N
2) \/mwmkfcchnung '. [ Y= b
1 function x = forwardsubst(L,b) - Ahw@ﬂmhﬂ von (ﬁb) MF
2 % Solution of lower triangu]'.ar ]'.inear system of equations _c__l__ A v
] [ e o e e N ey
T xS o) f‘;IJ,?‘Mri),”f‘”’*w end > Skalarpudukt [ Lz =17
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mit AUl J/(F
- (LAY (U4 X = b

o (A4 F AL 00+ DA Ava ) R
= S%omng/ AA

M
|




4A] & (441« AL+ T AU 1AL 1aU] = % F)fzu’w/,,,m(ﬁ(%JUNL“/
+ 1 (A (L] =
Noem bapierk meaa'awnéz ;
Stz 2.15 = max 2 [(AA); [ = (34 :> max 2 ((Z///;Z/)L
[AA = ( » ) I,
N A Verwende  Z UM, = (M, = 0 WML, "I 2l
2z W max (v:l* =0 (vl
r\, ”‘U”j,,: max [D/Z
= [ 4A1, = m(%udf) [Citaid, = Elv® -1l
-— [{/M// - sup /M&(Ilz_
~ 0  ul(F) ek I,
< sop Tre < [ LM,
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24 Sensibivitat  ond Kordifion | "

| <024 £ n | | x5l |
‘ | | i Vorwzishler - XX ]
Hl (/b&!fTLmafn)Q /4 = R” ’ l dfé] P 6'*?"( ( ( escp(.odt'er\( ) l@" T /\\

Bsp !

10{] ...............................................................................
1= digits(100); rw = []; vw = []; .=
2 - for n = 3:20, R 2
= A = hllb(n) b = ones(n,1); s’
4 - x = A\b; % Solve LSE with std precision — @dd&g@[tmmdﬁon ,a' ¢
S= rw = [rw;n,norm(A*x-b)/norm(x)1]; -10 e n I ~
6 - xe = vpa(a)\vpa(b) % high precision solve — gxd[(,{c LO.SU L g EUCMH{S\Q(IZ&P“A’UH} """" 7
= vw = [vw;n,norm(double(x-xe))/norm(double(xe))]; _» elalver 2&(’ R ! ”2”
8 - end L \'/
9 - figure( 'name', 'Gaussian elimination for Hilbert matrix'); A/
10 - plot(rw(:,l),rw(:,Z),'b—',vw(:,l),vw(:,Z),'r——'); U > - R
11 - xlabel('n', 'fontsize',614); 1072
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Theorem 2.17. (Schranke fur Ruckwartsfehler fir Losung eines LGS)

ei = # 0 die berechnete Losung des linearen Gleichungssystems Az = b. Dann gilt

: ~ r
min {[AAlls: (A+AA)E = b} — ”;ﬂé, 4

Rockwattskhle

wobei r = b — AZ das Residuum zu 7 ist.

Baeis: (i) AA 2

I 4Al; "é—"’ [eXll, = g leligl, = —H*

2.4.1 Kondfhon — einer Abbz'(ﬂ&%

XY 2 nomiele Veldotraume

Da knmm

Wie wirkt sich eine (inBniksmal ) Klone &bfmﬁ» wn X&D(F) au/ Flx) aw 2

Def. [Absolute Kondition(szahl)]

Fir eine Abbildung F : D(F) C X — Y zwischen normierten Vektorrdumen X und Y ist die
absolute Kondition(szahl) von F(z) fir 2 € D(F') gegeben durch

_ Flz + Ax) —
cond,ps(F(z)) = ggn[}sup{ I ||A:2||X @l 0 < ||Az||y < 0, 2+ Az € D(F)} .

/Vo rmen V@rﬁj
\Veketnen

, Probécmabbilcamgf - O’O(F)cx —>

CO(’) abs

(l
_o misst Vexsfar

Dalentchlor

gbmcl’

Erga&nisrau m

abbmw ven -1y,

kur)gz k luner absoluter



Diffewenzielle km&"hbnsamé(?tges o 2 s{dfig W ~bay

X=R™¥Y=R": Flc+d) = F&) + DF)Ax + O(14<") L Mehrdbim. Tag(ov%md I

/b_' UQCDEILM—F”X ( %}%— )f:l,_- h

_EhL o F2l-- M
> cond 4, (F)) = Ui [Fea)+ e Ax-Fa I+ I 4A) < [[DFGQ]

Y (4% T

Def. 2.19 [Relative Kondition(szahl)]
Flr eine Abbildung F' : D(F) C X — Y zwischen normierten Vektorraumen X und Y ist die

relative Kondition(szahl) von F'(x) fur z € D(F') mit F'(x) # 0 gegeben durch

|F(z + Az) — F(z)|ly [lz]lx

0 < ||Az||y < 6, z+ Az € D(F)
|F(2)ly |Az]| x X

condre)(F(z)) = lim sup{

Falls F 2 s/ohéz AL -bar

. [ DF &) Axllt 0lidet’) - el Iz 1
condy (Fx) = 4(§L.Tb (qu( IlFbc)//y < [DFX) mf;/,y

L I:emma. [Relative Konditionszahl differenzierbarer Funktionen] )

Ist /' : D(F) C X — Y stetig differenzierbar in einem inneren Punkt x € D(F') mit F'(x) # 0,
so qilt

DF(x
condg(F(a)) = ”fv()fc”)‘ﬁf’” lllx -

j

> misth Vorstirbony Whiner
elahver Todenleh



Bep © Rel. Kondifion dov Sbhakben - Flab) = a-b X=R° YR Bokl Nom
DF(ab) = (Ba ), Sab)) = (1,-1) = [OFbd], = 101,71, = /7
can%d (F(a,b) = = Ja’ l\/f*bb’ —> oo for b—>a vg(_ 4&3[5/56500 e (5

Kondifion —  \Vorwarfslehlp - Q(go/mér‘f&%b(er -7
= Flx) For 14l 2 O Lo /{:}/(70 = F(x+4x)
— | L> duroh Eundu Eb[e{ %g astorte A%M(% ,
[El+dQ-FRIL ., o, (Fr)) JLLx] ealisit duach
[F&) “ (x]

" \
Lo elafiver \braadsfhlee o Rurdungskhlucinfiluss
- laliver Rkl
> Rl comdy (FK) =>> 1. = wizige Ruckwardsfhlee bt nesiper \Vor s iehler
L Y,

) Y/ L> numensch gula E@abnis
numerisch barmles

2.4.2 . Kondihon ener Mahix

/BSP ! k&h&ét'l’!bn Mdh))( X %k{p{-— F(x) = AK r Aé pnxh wguk‘;}— | % =-ph, 7_: ,Rh
A Veklov ~ oder

(D4 2.197 X -1 f
D) = A = md,f mx)]) ~ Al = 140 YL = g 102 e
XFO

Bsp . Mabixioveoion = F(X) = X Xe GL) = {Me R™ , M ivetiebar § < R™ mit -]



Hitfsmillel ©  Nemannsche Reihe (ﬂﬂwmfni‘c& Rite G Mafizen") «~ Me R M| £ | = (I-M)" Z m*
(X+xX) '~ X" = X'[{z-axxf'-T 1 = 4 X“’Z(Axx") 7 MXX"{{Ai

F=r
= - X AXX w o(LAXI) (*)

~ =x-" X xi+ odaxa) X[ y
condyy (F(X)) AX@{W IxT Tax7 4—\- XX

(-0 sobmolhiplibaty

/M’ohfa&ym Pfoh'sdve 47%%5@ :

/F_'roposition 2.21. [Relative Kondition der Matrixinversion] / )
Sei A € R™*" regularund AA € R™*™ Stérung von A mit ||A~LAA|| < 1 fiir eine submulti-
plikative Matrixnorm || - ||. Dann gilt

I(A+A4)" —A7Y _ 1 [AA]
- <A A tegr (1+odaa)).
1A~ | Al
-~ - N——
Rel. Fehler in A~ Rel. Fehler in A
o _/

Buweis « () N.R. (weoben) : At AA iveherbar - A+ A4 = A (TL+ A"44)

“ l/ // L’—\/&_LF h V.
@ (A+24Y'-A7 =1 - A 44 (444" = S L), rach Voo
AN 2 AT AAT N (A48 - A A7 2 [ wid gearigh oit MR ]
£ A7 441 Caeddy A0+ 1A
LF__LV[’—\_
Al
o (- 1A QAN T (A -4 2 1A 11241 = 1w (uaniay) 2

;,_—W"_J

4+ 0 (uAl) 3



Def. [Matrixkondition]
Flr eine Matrixnorm ||-|| und eine invertierbare Matrix A € C"*"™ heisst

5(A) = Al ||a7 N %%Xg% von da»

die Kondition der Matrix A. MATLAB « cond (A )

2.4.3 Kendihon der Lgsung wn LGS

X = GL R ¢ R™%xRY V=R" « F(Ab) = A7b
Seosih'vih‘('f ng{_ Sbf:'unﬂ (h _fl ' COn&{keL (F:( b)) = ”A—(////// // = I(A)

Sensihvitat 627{ Sbmzﬁ wn A LA+44) b - A7b ) 4l A" 4A-A"bl+ ON4AL ) [IAI
(asymplolisch) ll/}"b// loAl = 1A a4y

= NANIAIl + OUL4] = =(A4) + 6(1441)

N foh+as>/ mp/aﬁsdzl Am@&c \

s+ Ax = b
8@0‘% =b,}4b}.—>

/Satz 2.22 [Sensitivitat fir lineare Gleichungssysteme] (,4+A/4 ) X
Sei A € C™"*™ invertierbar und sei A A € C"*™ so dass X - 2 (/4,,44) (A/{ X - Ab)
A lAA . / [
” < Mt Strogslemmar < [A+0A) |l < W1 07
fir eine submultiplikative Matrixnorm || - ||. Dann ist ( [
(A+AA)z=0b+Ab | x-2l = 1A //1“1[14"'4/4// (/MA// 2_(/*/]45/)
eindeutig lésbar und es gilt mitz = A~ 'b - Ix-x0 _ NAN 141 (ﬂ_AA[L . //AA//)
— -1
le =21 LA 1AL (ISAL |20 bt = 1AmgAn (AL ian
| 2l = 1-jataa) VAT el ) i
\




H[[‘CS""“Lu . [ Lemma [Stérungslemma fir lineare Abbildungen im C"*%"]

1
1— B

BeCY™" |B|l<1 = I+Bregular , ||[(I+B)7Y<

/- Unﬂl. Svbmult.

Gis . () VR - (1+8)” gi (BY  da 1Bl £ 4 = 1148 2
@) ve € [(C+BYY] = Al = 18 = U-18D) Iz] /
lul = [(Zx+B)1+8) " v || = (] -IBI) | (I#B) %] = [”1{2;8//) A2 Tllx?//

!

M
;
-
I\
™y
-
i ¥
I
S

;-’-0 J:J

k_—.——Y—-_/
Lv=+0T] =0 a
2om ’B@(gp el ilbert matax
10"
0 e
1 O .............................................. ,1" ......... Q .. ‘ ................ _
=’ \omenrlslehler
Lo Y
1 O_m ________________ ,_‘ff _____________________________________ TR |
PR i Rucleawartskhler
"
e ———— e — e
107 ' | ' 10° |
5 10 15 20 5 10 15 20




Cial = (5 ’)» Al ot 2.1

25 Gausselimination mit  Fuotsuche

% Instability of Gaussian B (g | ) ({)
% elimination w/o pivoting 4 Ax=b , A= (( ,) -

A= [2"(-55), 1; 1, 1]; r | ,

b = [1;2]; X = (i:,-f;) ~ ( ) for £ < |

x1 = A\b; - |

X2 = GEnopivot(A,b);

[L,U] = lufak(A); }:] (2') —A({) _ (—;)2 Qesidusm ¢

z = L\b; x3 = U\z; el , )

format short; disp([x1,x2,x3]); TR numensch slabile éwu% Safz. 217

I\

n = size(A,1); if (size(A,2) ~= n), error('n -~= m'); end

function [L,U] = lufak(A) I C) £ [
% Algorithm of Crout: LU-factorization of A éfi
I

L = eye(n); U = zeros(n,n); 5:"' ( C) {"gf
for k=1:n

% Compute row of U . AQ(

for j=k:n, U(k,j) = A(k,j) - L(k,1:k-1)*U(1l:k-1,j); end - L-

% Compute column of L (f

for i=k+1l:n, L(i,k) = (A(i,k) - L(i,1l:k-1)*U(1l:k-1,k)) /U(k,k); end ~— Ao £ {
end L. AQL —

0 -¢"

THg =06 = X=[7) = owmch bl
/

} — H'es@er }ngéuéffs%&(f

0 :
A~ A, = ( ) = Kene zolassp Eingabe for "lofuk’
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ldee © Macke 'lofak’ /4;,’7%4{(\7&% —= (LA) Za’(wuaf#aaw%

[ ( 0 ( [ ~ [
//7 o= ,41 oy _— ( = 19( =
i £ | £ | O (- 0
g - b > %= ()

"Stabilisiere  Gawpeliminabion’

function x = GELApivot(A,b)
% Raw Gaussian elimination with "theoretical"| pivoting for
$ linear system Ax=b: , UNSTABLE!
[m,n] = size(A); A = [A,b];
% Forward elimination
for i=l:n-1 : /-
l = find(A(i:n,i) ~= 0); % search nonzero pivot & /147076ﬁ6126 angyé¢551 £;7
A([i,1],:) = A([l,i],:); % swap rows -2 Zu'&nwrfa,d\gd)wg/ ﬁ/ O
for j=i+l:n
fac = A(],1)/A(L,1); )
for k=i+l:n+l Nomensch -
A(j,k) = A(J,k) - fac*A(i,k);

encelnd /4667/?( dLM{ K[dﬁ% Gosse X UC/F)

end
$ Backward substitution
X = [zeros(n-1,1);A(n,n+l)/A(n,n)];
for i=n-1:-1:1

X(1i) = A(i,n+l);

for k=i+l:n

x(i) = x(i) - A(i,k)*x(k);

end

xX(1i) = x(1)/A(1i,1);
end



! Cumediminahon  mif Spﬂélcnpi\)&h oche ”

< <>

function x = GEpivot(A,b)

$ Raw Gaussilian elimination without pivoting for

$ linear system Ax=b: "Linear algebra wversion", UNSTABLE!
[m,n] = size(A); A = [A,b];

% Forward elimination
for i=1l:n-1 —

$ Column pivoting (Spaltenpivotsuche)

rowmax = max(abs(A(i:n,i:n))"')";
| [pvt,1l] = max(abs(A(i:n,i))./rowmax);

if (abs(A(l,i)) < eps*max(rowmax)), disp('A nearly singular');
A([i,1]1,:) = A([L1l,i]1,:); % swap rows

foi j=i+l:n ) [G};]
ac = A(j,1i)/A(i,1); - —_
for k=i+i:n+1 [ € "gbr —-1")3 \% 6(053 dX I ( > max
A(j,k) = A(J,k) - fac*A(i,k); ﬁ’
end
end
end ) 1\
$ Back d bstituti ’ !
R W elafiv qussts Piotelament;

for i=n-1:-1:1
x(1i) = A(i,nt+l);

for k=itl:n = Wegqen Skﬂ&éwrﬁfnvam'anz '. 3&{%1 nomedsche

x(1) = x(i) - A(i,k)*x(k);

en I n I .
x(f) = x(i)/A(i,1); LO\S()% ‘FUI" @/4_4 = D(b_ ‘FUIT’ b@&&blg{
end

W{ @faionaé matix D .

/65 Pivoﬁ " st nomeicd a%u,a'va&m‘ 20
(¢) Anwmcéanﬁ aller Zdlehv&'fwscwnyen déK/ A 4p = PA
(&)
Liir)

Satz 2.31 (Existenz der LU-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche)
Zu jeder reguléren Matrix A € C"*" gibt es eine n x n Permutationsmatrix P so, dass PA eine  [>

Lo Permutahions matix

L(]’Zcr%ung "ok’ A = LU
x = MU\ (L\(P b))

pzvaf immet
dorehfobrbar

LU-Zerlegung besitzt. (a %eb w&cé



Beweris [ (b lclion :(
A wju(éék = A(i,("l’kl) max. Qd%n > I 0l Ly, Ziler von Al n-1)
?ﬂ,( So dass diese 2ulen oben skben Zedlen rzmg g%mblc(vrang,
=> A, = P A ehll L Aot =A.([n-],1:n-1) st zjulak ;-'> /)D Aop.y bt gvlaff Haupfmimen
. | ‘ .——’_4\ mit 6&&30616? Ferm Eﬁoh Go -2
Thm 2.9« LU-2f ex. &> Hm/yﬁmmam zcﬁu(zz/f

P=TF.FP = PA = (’3“’“1’4?]"‘) hat 66,3()[22/{ Alzm/o%mzmm — Thm. 2.9

> } -

‘GE pi\)ot’ nicht mmee  Sstabil

Welkinsons &(S/?ié[ :

/[1 0 0 0 0 0 0 0 0]T)

10, 11 0 0 0 0 0 0 01

~1-11 0 0 0 0 0 0|1

1 i=jvi=n. 1 -1-11 0 0 0 0 01
D PR 4_|-1-1-1-11 0 0 0 0|1
] ! J ) 1 -1-1-1-11 0 0 0/1
0 else. 1 -1-1-1-1-11 0 01

1 -1 —-1-1-1-1-11 0]1

1 -1 -1 -1-1-1-1-1 111

~1-1-1-1-1-1-1-1-1]1)




relative errorsinorms

LO - Za/&gu(’)ﬁ

Condition number of Wilkinson matri
T T T

Mumerical error: LSE with Wilkinson matriy

[ A=LU, l?;j=<

4 4

1 ifi=4, 1 Lifi=7,

—1 ,ift1>7, ,ifj=n,

0 else 0 else.

u?;j =

.

\

< A juf Kotduhoniedt

—F—relative forward error
—t—relative residual nomn

20

rmatrix size n

% Wilkinson's counterexample: instability of Gaussian elimination
% despite column pivoting

res =
for

[17

n=10:10:200

$ Build Wilkinson matrix
A = [tril(-ones(n,n-1))+2*[eye(n-1);zeros(l,n-1)],ones(n,1l)];
% imposed solution

Xx = ((-1).%(1l:n))'; b = A*x;
%

Numerical solution . .
xh = A\b; — (.6 out Spaélcﬂplvo'bSOC/?é
% Residual

r = b-A*xh;

% Relative forward error
relerr = norm(xh-x)/norm(x);
% Relative norm of residual

—> VWS%HOV

relresnorm
[res; n relerr relresnorm];

res =
end

= norm(r)/norm(xh); —= Poclanudciehle

semilogy(res(:,1),res(:,2), 'm-*',res(:,1l),res(:,3), 'r-+");
set(gca, 'fontsize',14);
title( 'Numerical error: LSE with Wilkinson matrix');
xlabel( 'matrix size n', fontsize',b14);
ylabel('relative errors/norms', 'fontsize',14);
legend( 'relative forward error', 'relative residual norm',...

'location’', 'best');

wrslehlor ) Vorwardsehler

fiv )

4 RS
(e

~

7



/6Ep1'vo+ " fonlbionert o der Praxis tmmer (= nomesch stabil)

1 % Curing Wilkinson's counterexample by random perturbation

2 % Theory: Spielman and Teng

Sil= res = [];

4 - for n=10:10:200

5 % Build Wilkinson matrix

6 - A = [tril(-ones(n,n-1))+2*[eye(n-1);zeros(l,n-1)],ones(n,1)];
7 % imposed solution

8 - x = ((-1)."(1:n))"';

9 - relerr = norm(A\(A*x)-x)/norm(x);

10 % Randomly perturbed Wilkinson matrix by matrix with iid

11 % SN(O0,{\mathrm{eps}})$ distributed entries

12 - Ap = A + eps*randn(size(d));

13 - relerrp = norm(Ap\(A*x)-X)/norm(x);

14 - res = [res; n relerr relerrp];

1= end

1oa|= semilogy(res(:,1),res(:,2), 'm-*',res(:,1l),res(:,3), r-+");

17 - title('Numerical error: LSE with (perturbed) Wilkinson matrix');
18 - xlabel( 'matrix size n', fontsize',14);

19 - ylabel ( 'relative error’', fontsize',14);
20 - legend( 'unperturbed matrix', 'randn perturbed matrix', 'location’', 'best’);

Bem. | ﬂ[ﬁoﬁfhmiscbe Relevanz der LU —Z&leﬁung)

ungeschickt !
|| ¢ setting: N> 1, large matrix A & [f
> for j=1:N
3 x = A\b; —=G.E.
| b = some_function (x);
; lend

Rechenaufwand O(Nn?)

)f’l|h

—

o O A~ W M

schlau !

relative errar

10"

a —#— unperturbed mathx

—+—randn perturbed mattix

Mutnetical emor: LSE with (perturbed) Wilking on matrix
T

—

[L,
for

end

U

]
j=
X
b

1

Setting: N > 1, large matrix A

lu (A) ;

:N

U\ (L\Db) ;
some__function (xX) ;

Rechenaufwand O(n> + Nn?)

40 &0 80 100 120 140 160 180 200
matrix size n

MATLAB

[L,U] = Lv(A)
I">P6fmuh'ck{e onkre A - Matx
[L,U,E:l = (v(A)

Permu fahonsmahix



Bu mehrfachen wchln Saken b, b, . MATLAB . X = A\LbI b2 .. bw],

2.~ Choﬂesky~ Z@!’Ceﬁunﬁ for SPD Matze

Def. 2.34. (Symmetrisch positiv definite Matrizen)
Sei A € R™*". Eine Matrix A € R"*" heisst Rxgh -
x A
1. positiv definit, falls tTAz >0 Vzc R"™\{0}; T '{ (X,y) — 2[/4>[ ist
2. positiv semi-definit, falls z' Az >0  Vz € R™
el Skalarprodulet |
Eine symmetrische, positiv definite Matrix A € R"*" heisst kurz SPD. wenn A= AT

Satz 2.35 (Eigenschaften von SPD Matrizen)
Sei A € R"”" SPD. Dann gilt:

1. A ist regulr (invertierbar); Zo 3.

2.a;; > 0flralles € {1,...,n¢; g Wd X
27 ) { } ( r % ) ( . .

3. |a@-j| <3 (am‘ + (ij) far 2 75 7 und damit max; |(L?;j| = max; G;, *

4.ist X € R™" invertierbar, so ist X 'A X wieder SPD; T T

STUXAX) x = D) A (Xx)

5. ist A eine Blockdiagonalmatrix A = diag(A1, As), so sind sowohl A als auch As SPD.

6. Alle EW von A gind poshy. = det (4) >0

Satz (LU-Zerlegung von SPD Matrizen) Bewess T

Jede SPD Matrix A € R"*" besitzt eine LU-Zerlegung A = LU, wobei U positive Diagonal- (i) ¥ *

elemente hat. * %

o 0



> Haupf minsien {SPD = @Uﬂk? . Satz 2.9 ]
W) A=LM = 0O<dd(h) = dedL)ddet () = T (M),

v=1

o

:/ L1 /’/aaprlm/‘nom wn L /M Liekm
| = . LO- Zcr(z\?vmg des i-ten  Hauptines vey A = Indukchon

= |

1

Satz 2.36 (Cholesky-Zerlegung von SPD Matrizen)
Sei A € R"*™ SPD. Dann existiert eine eindeutige obere Dreiecksmatrix U € R"™*™ mit
positiven Diagonalelementen, sodass A = U ' U.

Bewets - A = L/(//V( = /47_ = /&TLT = /&Tﬂ) LT = /&T(@LT) 2 wieder LU'ch(zﬂung,
A

[ M = DU, D= diag (i, -, M) > i) = 1
=0 Ry A
AT A A
Sindukglit V-3t > L= AT > A= U0 - AWVD D iU
YA 0

Satz 2.39 (Gausselimination ohne Pivotsuche stabil fur SPD Matrizen)
Sei A € R™ "™ SPD und z die mittels Cholesky-Zerlegung und Vorwarts-/Riickwartseinsetzen
berechnete Lésung von Az = b. Dann gilt

(A+AAZ=b, [AAl2<4n’Bn+1)ullAl;.

/’\
] ~  Rechenaufwand
Bewersslzze

() Wie im Baweis zoThm 205 [A4A), | £ 4(30r 1)ulF) L] 1]

—_ — T Choéeskyl:aidor von Al




(i1) = JA4Al, Z4Yn(Geno®l LUMutll, £ Yo Gor)ulF) (AL

T 2 . 2
I 1dlall, = sop ﬂﬂﬁ/flmx = NG = T = TUIE £ 0] = o LU, 00AL
[ M=m" = (M, = svp FLE— mit Spekhalatz ]
[ (e = = M)y = S apim)] £ n G (M) = Ul ]
/J\ '?’ & /]\" /I\
(=0 benjus nom Stnqular werl Satz: (M, = X Oy (M ) g
( stehe Abselmitf 0.?) (siehe Abschntt 0.(0) 7

2.8 LU- Z%L@gunﬂ

Def. 2.40 (Bandmairix)
Eine Matrix A € R"*"™ heisst Bandmatrix mit Bandbreite p+ ¢ + 1, falls es p, ¢ € NU {0} gibt,

so dass

a;;j=0 far j7>i+p oder ¢>j+gq.

Die Zahl p heisst die obere Bandbreite und g die untere Bandbreite.

B>
N

# nichfvecschwmdlerde  Svperdiagonal
! pewétay g

&
( all apa v arpel 0 e e 0 \
agy agy T~ cr Upgpry 0 e 0

'

A= | %L1 agr12 [

U qu, %212 C’;f} D,
0
\ y 0 e 0 4@’71_(1 " Gpn—1 . Ann /

9 =4 +0 Eubdzégvoa(eh



/satz2.41 (Band-LU-Zerlegung) ™
Sei A € R™"*" gine Bandmatrix mit oberer Bandbreite p und unterer Bandbreite ¢ und existiere ——P—>

P
D
die LU-Zerlegung LU = A. Dann haben L, U Bandstruktur, und es gilt: ﬂ \ 4
lij=0,falls j > i oderj <i—gq,

u;; =0,falls j <zoderj>i1+p.

. J
Beweis . ([ Indulehon , Blook mamxpetspekhive vgl. Bewels zv Satz 2.9 )
0

v,
(AR—F1Q>—(LH-F1Q>(UH—|-_1Q) = Lh-,XZQ = (7 = ¥ = 0 = M Bandmafix
o’ o z' 1)\ 0 ¢ A 115 <l e o p
X

- Mok # |
A L e onlue A-Mehix ; [ U, Bandmabi
. :, hach Indulebionsvor.
4«)5([03 M X = A =0
7\ ]
onkee - Mt = 1
{d

1 function [L,U] = luband(A,p,q) !
2 % Algorithm of Crout: LU-factorization of band matrix A N
3 $ p = upper bandwidth, g = lower bandwidth 4 VM ,('('a’?é &A(‘M'@h UDO( Skahrp }Ddak‘lc
4 - n = size(A,1); if (size(A,2) ~= n), error('n ~= m'); end
2L Lo Syt 0 - zemtann); Rechenau wandl . #flps = 0 (npq |
7 % Compute row of U (l+g nonzero entries only)
8 - for j=k:min(n,k+q)
9 - U(k,j) = A(k,]j) - L(k,1:k-1)*U(1:k-1,7); end £—
10 % Compute column of L (p nonzero off-diagonal entries only) " :
11 - for i=k+l:min(n,k+p) } [I’)@pf')‘}tcmt lmp(zme!)haff
12 - L(i,k) = (A(i,k) - L(i,1:k-1)*U(1l:k-1,k)) /U(k,k); end <
1o |= end

Hier «  Kene Pivol soche = ¢ A instabil  (aber bedeolenles durchthrbar for A SPD |, Stz 2.39)
s, kann Bardstwldur 2esoren



