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34  Abdakl (hlffpoéaﬁon v 17

6@gabw ‘. knokn ( Stokestellen) N =4{x ., x.1 ne N, X £X & - LX,
Daken (Stobwerke ) ¥ 7 (>/0, >/h)T6 R
Fonkbonenmaum V' € C(un]) | endbohdimensinad , dim V < oo
Bep - V = B = {x 3;20'659(7 Cé/Rj (Pa%mmevom&zxa/—é),c&hn[/{fml

V = { x >Z eMX e, N eR gegben | paaruete vohiete f
V = { x — Zc B CaéCj [ﬁ'wjonomeﬁwdm Po//)/name)

(GGesveht [ /n/cfpota(wbnsaa%abe') - fely . flx) =Y: , =00

L> [nkrpolant



N Anwe,m(,ung: Keanlnien aus Messdalen

,(;1 e \/ What is a function f : I C R — R “from the perspective of a computer”?

1:class Function {
\_/\/ 2 private :
Cﬁfﬁ) 3 // various internal data describing f
, . LS 4 public:
| 1 T = X |
Xp X, 5 // Constructor: acccepts information necessary for specifying the
function

6 Function(/+ .... */);
7 | // Evaluation operator
8 double operator () (double t) const;
9 };

/ft[gema})es \/C/V\Zjdim ZUF ng(mg/ oler lnltrpobhbnsau%dbe :
(D Wahl einer %513’%3‘ {b, ..., bufc Voo (din V=nel ) o Vo

Ansabs f = 2 gb 5 it unbekuankn Koefizenten ¢y € IR
3=o
. bo()(o\ ~-- e .- bn()(‘) Co 6
@ L&S b (x) oo b | Y,
b,,:(x‘,) S M) C Y

A
(i (apo(a Ronsmeitix / Fun kv(auswcrlv@cmﬁzx

1

@ /loswer(w? - P = éégba (t) for (viele) 16 [x,x]

X Kiknen © - Gobt konditvniedk  InlrpolaFobsmatnx Bem . bfopolant £ st unabhangig ven
' elofoch zv Uﬁsdfip der Wah( von "G 19
v by (£) enfach auszowerten (be exalclye Arithmekik )
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class Interpolant ({
private:

// various internal data describing f

public:

// Constructor: computation of coefficients ¢; of representation (3.A.1)
Interpolant (const vector<double> &x, const vector<double> &y);

// Evaluation operator for interpolant f

(double x) const;

double operator ()

O 00 ~N oo g B~ W M

}i

Bsp Stock weise Uineare  Infer polahon \/ = '{Oﬂ»é C*(Doxnd) G110 Uneare Fit. 420, ol

Y / I
- \ b
A Basis ( "“Dachfonlchonen”)
1L bg b3 b2 b4 br bn,
& Po%\cjona'?/
|
I [ [ [ | | [ [
bg(m){l_;fl:?o furzg < x <7,
0 fart > x1 .
( Tj—T .
\ { g { = l— gty furzj1<z<uz;,
T—T; -
. O ,v# 0 sonstin [z, Tn) -
Kewdinalbasis o (X;) = {% = \ s 1 — 2= i 2y 1 < T < @,
[ L’gx bn(z) = o

> [nfet polechicnsmatx =

Einbeits matx

farx <z, 1 .



in}arpo(ah'on als  lineare /41%2'&40105/

V = QI’HJ
{ (b == lnlerpo(aﬁbmopefa?%v - (S inverfierben )
- Xe Lz o -1 n+/
3/ g/ 'I:V,JV P= 6 : {R —> \/

1
Satz 3.A.3 (Invertierbarkeit der Punktauswertungsabbildung) (M?/Cnfaé{m

Gegeben sei eine endliche (angeordnete) Knotenmenge N' = (zg,...,zn), n € N, und ein
Funktionenraum V' C CY([zq, z)).

Die Punktauswertungsabbildung SN,V -V — R st genau dann invertierbar, wenn qilt:
(i) dmV =n+ 1,

Ponk%auswerr‘vnjsabbilclung S

VN

(i) Esgibtby,...,b, € V mitb;(z;) = d;; (Kardinalbasis).

Beweds : §b& = & (61. Einheitsvely ) = Qcmg (S ) = nel

Korollar 3.A.4 (Existenz und Eindeutigkeit des Interpolanten)

Ist die Punktauswertungsabbildung Syry : V' — R™*1 invertierbar, so ist die Interpolationsaut-
gabe fir alle Daten (y;)"_, € R"™*! eindeutig I6sbar.

> ST'=T (af Inlcrpo(ah‘on,cccm%nbe o

\

Ty



Satz 3.A.5 (Punktauswertungsmatrix)

Gegeben sei eine endliche (angeordnete) Knotenmenge N = (xq,...,xpn), n € N, und ein
Funktionenraum V' C9([zg, =), aufgespannt von den Funktionen gq, . .., gn € V.
Dann ist die Punktauswertungsabbildung SN,V -V — Rt genau dann invertierbar, wenn die
Matrix > Wz‘@ oben -
x -- - gnlx
go(zn) --- gn(xn) F=0 g g—a-

regular ist. c = ((OQJ(XQ)L;;:) 9[
£ logt (nkrpoéah'onsaa%ak

A Ppw)a‘mah'oh ducch [ Za'pO(a[?bn

Geﬁebm Y (/V, Fonkhon 4 c C%Ux]) — Dake Vi o= £(x;)  dann Inferpolahon

Def. 3.A.6. (Nodaler Projektionsoperator) [ a :=X., b:=X, ]

. . 0 . . (.x) - P
Zu einer endlichen Knotenmenge NV C [a,b] und V' C C"([a, b]) fir die die Interpoaltionsaufgabe | S, - B
eindeutig l6sbar ist, also der Interpolationsoperator | N,V €xistiert, heisst 3 )’ (ﬁ’ X:))o':o

Prvy=IxvoSy:Cab) =V c Clabl)

) . 2
der nodale Projektionsoperator. : /E’Mv = ev,v

[ P*= (Te8)e(L°S) = To(SL)eS =7 ]
=lel  wegen (1¢8)

Frage [ £ -0 81 11 Mom anf C(cap3) 2 Abhdngigkeit von N,V 2



31, Grondlagen - Polyrominterpolafin

Mone - N o= B dam V=n+|
. knolmmwﬂe A = {Xbéx,< . 4)&,} c K

Katdinalbasis - L) = T EE e R« Ll)=6,  Laguypdyme 20 A/
i g Oéﬂ:g/éh

> [Satz 343] - FH lhkrpofaf)bns.po(gnoms
Algorithmen ( Bmofmurg [hkfpolaﬁbrzfpo[gnom )
: /(/lonon%[a(z Busis + P = Spa G gb’ {7,t,60 . "% - plt) = ;% c?t;" Cc;eR [ teR

Aosww‘vng : P(ﬁ) = (—--((c”x reo X Fen., )X ---+ C)x* ¢, Hornesschema
1 function y = horner(c,t? . . . . ( .. .
3 | Notes o(1) is the leading coefficient, o(end) the comstant term Y Fohiendloy k“?g/f?fﬂ”f o c(l)
4 % (This follows the convention of MATLAB's gbLyval:} function
== y = c(1); for j=2:length(c),|y = t*y+c(j); end Cb A C(ﬂ"‘[) l n,,_i = Lfﬂg’ﬁ')éé)

’ . I
> Asy mpéol'ucﬁerf Kechenaufwand = 0(n)  [ophoal = Guosee dor Dakn ¢, |
. . h :
[nkeepola hons matnx ( X;)L.Wo \atdermonde mdiix
| X Xo e XD

X

( )<-h X:, v o= )(:



1 function p = ipolvander(x,y)

2 % Computation of polynomial interpolating in (x(i),y(i)) in monomial
3 % representation: UNSTABLE due to ill-conditioning of monomial basis
4 % Note: return vector p is a row vector with leading coefficient in
5 $ p(l), agrees with MATLAB's convention for polyval().

6- n = length(x); if (length(y) ~= n), error('data size mismatch'); end
7 - X = reshape(x,1,n); y = reshape(y,1l,n); % data as row vectors
8 % Initialize interpolation matrix, here the Vandermonde matrix ' ,
9- |V = repmat(x',1,n). repmat((n-1:-1:0),n,1); —> [nihaliicwny Vendetmondemeifnx  ( Icosken «+ O(n?) )
10- "p= (My')'i - loce LES 7], [giche Kapilel 211

D> Rechen auct ward - 0(n?)

function v = ipolevalmonom/(x,y,t)

Evaluation of interpolating polynomial based on monomial representation
WARNING: unstable due to ill conditioning of monomial basis

X is a row vector of nodes, y a row vector of data, and t a row

vector of evaluation points

= ipolvander(x,y); % compute monomial coefficients

= horner(c,t); % Evaluation by means of Horner scheme

< Q 0P oP P oP

Kaedirulbaots = B = 1 L(6) = 1] )?'2 fo> plt) = PZ:T y}[ﬂé)

umthrgig von & h

A&S\NC('{'V% \ h f +t - x: h Yo v COne [79):{' JZ; (ﬁ ’XK)

[t &N] plt) = Z U X2 = Zag @bt Ay mit g e T oL

544 u/[\ & o (= o0 )(9 e

2) 1q Vo L
- o) By, [0 ey i
t &N

N B __ [f@mcLé@] 3 b A5 R o /

[nek = ve =1 = plt] = 17 = [ = O, lt) ;” E-x; > Canlt) ;—;fﬂfxg
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function p = ipolevalbarycentric(x,y.,t)

%
%
%
%
n

N
%

Evaluation of interpolating pollynomial based on barycentric
interpolation formula.

X is a row vector of nodes, v a row vector of data, and t a row

= length(x); % numberréghinterpulatiﬂn nodes = degree of polynomial -1

= length(t); % Number of evaluation points stored in t
Precompute the weights

for k = 1:n

for i = 1:N — Schiufe Cber AMWFunﬁspunk/c

%

end Bareohn ng Wy chhawx/ wand 0(”)

lambda(k) = 1 / prod(x(k) - x([l:k-1,k+1l:n])); end; —= ﬂg/ } 0((71) Qec/;enam[mm/

v
Compute quotient of weighted sums Lvﬂabh‘”ﬂ@ v [V vod yj

z = (t(i)-x); j = find(abs(z) <= eps*norm(z)); < 4b%§y éwi/V}rwmam% &%ﬁzk
if (~isempty(]J)), pP(i) = v(]J); % avoid division by zer

else
mu = lambda./z; p(i) = sum(mu.*y)/sum(mu); N X Bary zeatische Somme = 3ewz'cb% Summe
end v 14 mit’ T Gewichy = .

Rechenaut fwand = 0(n?) [ for  edne Paég nem aasw@rlvnﬁ J

Bsp -

H
SCwvwoJoubkwhE

NNNRFRHRERRPRERRERRPRER
NHOWVONOAULBWNK
N O O B I |

O(n*+ //n) [ fr Auswaffvlﬁ an N => 1 Porklen ]

[ E(po (ﬂ(’fon aszida&néc&ar @d&fh

function poliposcdata(n,N)
% MATLAB function for polynomial interpolation of oscillatory data

% Argument n specifies the polynomial degree Y
if (nargin < 2), N = 10000; end; A
t = linspace(0,n*pi/2,N); % For plotting /

% Initialization of oscillatory data
x = linspace(0,n*pi/2,n+l); y = sin(x); > 54‘6’{’1,0,[}

% Two different ways to compute polynomial interpolant
v_monom = ipolevalmonom(x,y,t);
v_bary = ipolevalbarycentric(x,y,t); T

% Graphical output . . .
figure( 'name', 'Polynomial interpolation'); LJ J h £

plot(x,y, r+' ,t,v_monom, b-',t,v_bary, m-");

Xxmax = max(x); xmin = min(x);

axis([xmin*2/3+xmax/3,xmin/3+xmax*2/3,-2,21); /P
set(gca, fontsize',14);

xlabel('{\bf t}"); 66;)20{76{7
ylabel ('{\bf p(t)/y_{i}}");

title([ 'Polynomial interpolation of oscillatory data, n= ', num2str(n)]l);
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> Baryzatnsch (empiisch) clabile,  Vander mendtalgpitimos  msibil

1 % Plot condition number of Vandermonde matrix

2= cn = []; 10m |

3- 1 for n=1:45|

4 - X = linspace(0,n*pi/2,n+l); 0” |

5- V = repmat(x',1,n+l)."repmat((n:-1:0),n+1,1);

6 - cn = [en; n cond(V)]; 107 -

= end

8 - figure; semilogy(cn(:,1l),cn(:,2), 'c*"); 0% -

9 - set(gca, fontsize',14); -

10 - xlabel('{\bf n}'); 51 -

11 - ylabel('{\bf cond {2} (V)}');

12 - title('condition number of Vandermonde matrix'); i
> \ndemondendtnx  exbem schlecht kondiboniat ot
> Grosse Fehler in bewchneto  Monomal koellzenten

> Monomalbasis nomensch schlecht



@o(/dnbminlapola/ﬂbn: Finde peZPh : ?(Xl) = Ve for 3@3@6@4 (Xe,yﬁél@?, (-0, _..,n

33 Das Aitleen- Neville - Schema

ngeﬁw '. (Xt,\/ﬂ cR', £=0,..,n Cesucht D (t) , teK ,mitp L (nlczpo&abbnfpoignom

/

y ‘ £ £ é ‘ . / = A A
Notakion: D, € ?PK-g/ , OFg£k=n [nkeepo(a f)ohspoﬂgnom mit plx,) Ve, 42L£K
Satz 3.3.A (Aitken-Neville-Rekursionsformel)
Zu einer Knotenmenge N = {z,...,zp} und Stitzwerten y;, i = 1,...,n, seip; € Pp_j, /BQC{O}H% .
0 < j < k < n, das Interpolationspolynom durch die Punkte (z;,v;), 7 < 7 < k. Dann gilt

, P = Pan

Y, Jfalls k=7,

Pikt) =4 (t = ))pjs1 ) + (24 — Opjp1(t)
L — LEJ

falls 0<j<k<n.

\

Boweis © " Indukhon’ | k= g/ 4 Y, mit 1V
Y

{x}%?('} '(%Xa) Pric1(%g) = vy L=

(¢ 'Xa.)lpa%ﬁc (x¢) + /Kk’xc)p;.yls-’l (Xg) — ?-4 A < K
Xy =Xy /%

Pa (X)) =

L - L -k
> et (nkrpola/vonsl)wrgwjm 0



> Aitken-Neville-Algorithmus:

—> Fomel awn Safz 334
n = 0 1 2 3 7
zo | Yo =: pol®) 2 woi(z) —=p02(z) ~+po3(w)
7 /! /! (1)
( . Satz 3.3.A (Aitken-Neville-Rekursionsformel)
ml y — pl 'L') _.zpl,z ( w) —)1)1’3(:1;) Zu ei?er Knotenmenge N = {xo ..... zp} und Stl:itzwerten Yir 1 = 1',....,71, sei pj i e Py_j,
/ \ /l \/(2\ 0 < j < k < n, das Interpolationspolynom durch die Punkte (z;,v;), 7 < i < k. Dann gilt
: ( C e ) Yj Jfalls k=3,
T9 | Yo =: pof) —P2;3(7) i) = =yl + ox—Opgpa®
p J(3) e 0<j<k<n.
T3 | Y3 =: p3lr)
y(w)
1 function v = ANipoleval(x,y,t)
2 % Aitken-Neville algorithms for evaluation of interpolating polynomial
3 % X passed interpolation nodes, y the data values, and t the evaluation
4 % point . .
5- [ for i=l:length(y) <l ll’) SIHJ lmpﬂemenf?w/n
6 - for k=i-1:-1:1 e a{
7- y(k) = y(k+1)+(y(k+1)-y(k))*(t-x(1))/(x(1)-x(k)); —= O(l) Avfwan .
6 - end 45>/m p{zhsobaf Rechenaut wand
- en

10 - v =vy(1);

0(n*)

Bem ”Uloo(dl( 6’1‘606/% T Ecnfache /Bafuckj(ch/ijor{f zvSatelichor ?&knpvn’da , Sobwand O ﬁ) / Flls  ecfon
4 Punkle  bekannte

Oegoben X0, X, Xy - solange ", (4) schledt” 4 = g+
O/ AVIREEES



54 /l/eW/@n-@m{CMaOg ood  deuidierke Vi Fleenzen

1 class PolyEval ({

2 private:

3 // evaluation point and various internal data describing the polynomials
4 public:

5 // Idle Constructor

6 PolyEval () ;

7 // Add another data point and update internal information

8

void addPoint (t,y);

9 // Evaluation of current interpolating polynomial at x } /4{)(1[/()[6 U’) béwl\?&’/‘
“— Quﬁmfj %Z

!

10 double operator () (double x) const;
1}

/{/@W%h %\5}5 Von ]P (ZU fénofcnmcng@ (/V €X61X{- X‘7}> A/J gzo/ /]//szié)) E-ﬁi (‘{/ .) 6,>
7 = “X;

> LGS flr Polynominterpolation in Newton-Basis =0

s U £
a; € R: agNy(zj) + ayNi(zj) + - +anNp(zj) =yj, 7=0,...,n. [2) > Grad % fi bKM[i{“ Koe ﬁZ{COf 1

)=0 Fur L £ 4
= gestaffeltes Gleichungssystem ’
(1 0 0
h

1 (21 —20) - e a0 o Z it Vbrwarsiechno
E 1E 0 } ; a1 ) y1 | > /L)g\sun m(z)(n )War/\s nu7;,/
\1 (zp, — ) -~ - @Ho(mn_%)) an, Un

Bem A F aun () st da ﬁ';hlm&{e KoelGeient oM /P"’ 4 <



A/ewlvn-Bam'&/Dabfc(,(Mng : Po.n (t) = a,,/l/,({;%r a,/\/,(ﬁ) o F dg/%(ﬁ)’[’ A,

Notahon -

— —~ -
= Pog (£)
v I, ] = ay

Def. 3.4.A (Dividierte Differenzen)
Zu gegebener (angeordneter) Knotenmenge N = (zg,...,zp), n € N, und Stitzwerten y;,
1 =1,...,n, definiere die dividierte Differenz

Y|Zi, Tiy1, - . ., z;] = flhrender Koeffizient des Interpolationspolynoms  p; ; .

’Bezabhnug klar aus -

Satz 3.4.B (Rekursionsformel flur dividierte Differenzen)
y[xi]:y%: ?:Zl,...,n,
Lii,...,I;| — Spjr——rs , ,
y[x?:,-”,xj]ZY{ i+1 J] Yz, y Ly 1], 0<i<j<n.
.il?j — Xy
Bewris

Satz 3.3.A (Aitken-Neville-Rekursionsformel) . h n - .
Zu einer Knotenmenge N = {z, ..., xyp} und Stitzwerten y;, i = 1,. .., n, seip; € Pp_j, D QC(CWDIOD 6)1’ ﬁ//)W{Z k&(,% Z(éﬂ/Cf’?

0 < j < k < n, das Interpolationspolynom durch die Punkte (z;,y;), j < i < k. Dann gilt

pj,ka’(:

Yj Jfalls k=7,

(f — :Ej)pj+1,k€51+ (CCk _‘)pj,k—la{,
Tk — Tj

falls 0<j<k<n.

N,

?

(t)



Rekursive Berechnung der dividierten Differenzen: 7,6(, Aitken - /Veui Ue

0
1 function y = divdiff(x,y)

T 2 % in situgrecursive computation of divided
3 % differences Ior nodes x(i) and data y(i)
4 - n = length(y)-1;

T 5- if (n>0) o

- 22l 6 - y(l:n) = divdiff(x(1l:n),y(1l:n)); E({') s,fuj
7 - for j=n:-1:1
] 8 - y(3) = (y(n+l)-y(3))/(x(n+1)-x(3));
L3 YIL3] A, ' ' 9 - end
Ao [ Koe@aziznlen m /Va»&m-&zslsoém},] 10- ~end

Rechenamhead (“adol Poit") = (7(%)
[ For 6l Ponkd ]

/(us'w:zr{vrg/ '. qu&) = Eh; ay MylE) = a, + a, (b-x,)* a, [érxo)(é«x)#‘

Homarschcm ’ = dot+ (bx) (g, + (E-x)(----- ) - - )
1 function v = evaldivdiff(x,y,t)

2 % Evaluation of interpolating polynomial via Newton basis

3 % and divided differences

4 - n = length(y); dd=divdiff(x,y); % Compute Newton coefficients

5 % Horner scheme for Newton representation

6 - v=dd(1l)*ones(size(t));
7- | for j=2:n, v=(t-x(j))|.-*v + dd(j); end 3 = Qeaﬁmwfwm{ 0("))
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lass PolyEval {
private:
std::vector<double> t; // Interpolation nodes
std: :vector<double> y; // Coefficients in Newton representation
public:
PolyEval(); // Idle constructor
void addPoint (double t, double vy); // Add another data point
// evaluate value of current interpolating polynomial at x,
double operator () (double x) const;
private:
// Update internal representation, called by addPoint ()
void divdiff();
}i

PolyEval::PolyEval() ({}

void PolyEval::addPoint (double td, double yd)
{ t.push_back(td); y.push_back(yd); divdiff(); }

void PolyEval::divdiff () {
int n = t.size();
for(int j=0; j<n-1; j++) y[n-1]

((y[n-11-y[J1)/(t[n-11-t[J1));
}

double PolyEval::operator () (double x) const {
double s = y.back();
for(int i = y.size()-2; i>= 0; ——i) s = sx(x-t[i])+yI[i];
return s;

& gl Safz 348

< Hemerschema

2
3

A Adididenk ok
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46 Foun kf/bnsappmxfmaézbn dorch @oﬁynommi@rpoéaﬁ/'on

Nodaler  [nkmolahonsopemtoy B I,°5,  Clhoxd) == B, - BElx) = £(,),120. .0
(A = S et e +) 1
70 §F L> ( (nearc /4661'[4/0?7

Bern - §kahérvrgsinvan&nz . Afhve Transtomabon T—/Z‘) = [/“%‘)d*zb T Lol — [a,b] , azh

Pudback[: f[@) - P(T(E) , J?GCO[O,U for £¢ Clab] = ”‘P”oo'[a,bjcﬂﬁlé".fﬂ,l]
e w7 TUN) gt BLRT] = BLETeT (fombient
> 1¢- 21, = 1£-BUFIL,,, —> 0BdA. Reeyziotuall
l('\lcrpg\(ﬂ hons fehler

Satz 3.6 (Fehlerdarstellung itir Polynominterpolation einer Funktion)
Seien zy < x1 < - -+ < xy, Knoten und sei weiter x4 € [z, | beliebig, und

f € C" (o, za]). < Glatt heits wra&(&&@lzung/

Dann gilt fir das Interpolafionspolynom PW(M[f] € Py, mit a/%[f](azi) = f(z;) furi =0 n
folgende Fehlerdarstellung:

.....

(n+1)
Bulfl(a) = @) = BT o) = T (o), & T exichet

mit einer (von z, stetig abhangigen) Zwischenstelle £ € [z, 25| und dem Knotenpolynom

wni1(z) = (@ = 20)(x = 21) -+ (T = 2p) € Py .

Bewers g,[t) = ft) - R,GFJ(%,) - C w,, (75) & C"" hat Molskllen Xy } g bad 02 paarwesse vewchiedene
Amahme %, & > o, (%) #0 = TceR 1 glx) =0 Molls€lea i (x,,x, ]



[> [Safz von Rolle ] a,(‘“") ha/t minclealens ecne Nollskfle 3 6 La,x, » Beh. aun 7{)(*) —
(net B (nH _ | = pES — £ ! [5)
g (T) = clotnNl = 0 = ¢ R .
> [ Maxiowm bagl. x, ] [ £ BT, g = wini I ot L | o, |l o (3.30)

J&f&/&&&lﬂné Knoket ‘A/ '{ﬂ/’nga /

| MATLAB-Experiment:
| Berechnung der Normen:

e L.°°-Norm: Abtastung auf Gitter mit
Maschenweite 7 /1000.

schenweite 7 /1000.
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\ Sometimes, bounds for 1, | rather than asymptotics are required: one has, for all . & N +
Vor n* T2 < pl < e p 2

SHrL[nﬁ sche Formel, - T

so for all 1 2 1 the ratio _ is always e.g. between 2.5 and 3.

nnt+1/2c—n
[ 2

Andererseifs [ Satz.  (Satz von Weierstrass)
Sei [a, b] C R ein beschranktes Intervall. Fiir jede stetige Funktion f € C'([a, b)) gilt

Jiminf £~ plog =

(1d-F ) (£-9) L> %defoximﬁbnsé/vle(f
/ﬁ—/‘\—”ﬁ
[ £ - RW J /{05 = ([ - 7 P Lf- C/] U fur beéicé/;?as g€ P\Praj@kfy‘onsa'gea\gcbaﬁ B,,fc/]=7
> If-Rell. = wof ld-Bl. [f-9l, = (&I, nf 11,

1R A
Ink J;, Chin MNorm d/,r/,\ Unecuen /H)b[lclung k-5, - Cv(r&’&ﬂ — C (C(,;c.])
4 FPO OhS

‘ d - o -
Submubh'plilzaﬁwlzlt'% der Opetafomom (| (d- By (l, < [l ld-Ry) g ! = 1Ty U(E\M“‘ L)
abgeschlossents (%17 ”5 I, :l/ ' d’l
Satz. (Norm der Polynominterpglation)
Gegeben seien ein beschranktes’Intervall I C R und die Knotenmenge N = (x, ..., Zy,) mMit Wqﬁm /PW = IW 0 5,/!/ > | Pw []‘>a < (T, [Lo I S/V /LO
zugehorigen Lagrange-Polynomen [, € P, 2 =0, ..., n. ———
Dann gilt far die folgenden Operatornorm des (linearen) Polynominterpolationsoperators I}C}J : Qewu's . -—“—"I
R — CO(T) ron —
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Def. 3.18 (Lebesgue-Konstante)

Seiena = rp < 1 < -+ < zp = b Knoten/Stitzstellen und [;(z) € P, die zugeordneten
Lagrange-Polynome. Dann heisst

An = An({zo, -, 2n}) = | i Ek(m)\H[a ) = 1 T, 1,
k=0 ’

, OO

die Lebesgue-Konstante von {x, ...,z }.
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57 /Bégvtappm)cfmaézbn dorch Po&drzome

—>  Cufz vsn Weueohzge ,{L{Q/) l;’);) f}—P"Ph /{w,r = () ﬁjr ﬂedcs {e (o(I), I <k Kompﬂ/(t
Wie schnell =0 (2ake!)
Satz 3.21. (Existenz bestapproximierender Polynome) ne N fixieT BﬁWﬂ'&l Kompaldl ha'éa/rgumcnt
Firalle f € CV([a, b]), —00 < a < b < 00, existiert mindestens ein p,, € I?,, derart, dass 7%&4001171%%/ (73)CTP : [ti'n £ -4, I, =
= inf ||f—alloo = |If — Prlloo - ormdm/
?-—— qlEn]F’an QH Hf p H ({ // {FI +°23r — C ép’o“:sw
qa e 1 pe R lpl.= C
> JTulblge: (4), = ¢ —>p ¢ Ip-flo= 3 Kompakt & beschanlt, abgeshbssen, < end!. difg Rawm

Sensor fur Glatthat | empﬂ'm’&"che{f,aé{gamber als [0 )
Def.3.22 (Stetigkeitsmodul) ’BSP o OPH) = £ 04wz ] (Wl Bonkliom )

Sei —00 < a < b < oo und sei f € C%a,b]). Der Stetigkeitsmodul von f € C([a, b]) zur = AfLe C ( [0 [])
Schrittweite i > 0 ist definiert durch /

(i) = max {|f(z) = F)]} wlfh) = max (L)t = h
|$ §J|<h 0<t<£ (- [’) l'\
k_uruehdbl:skv\gﬂ'oﬂ




w(€,h) = max [FlE)~£(E)]

TR TACA)
[&-4'1<h

— A - Ul’xgl

Lemma (Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls)
(SM1) Fr f € CY([a, b)) ist die Funktion k — w(f; h) von h € R, nichtnegativ, monoton
wachsend und subadditiv, d.h.

Vhi,hg > 0:  w(f;h1+hg) <w(f;hy) +w(f;h) -

(SM2) Fir alle n € N und fur alle A > 0 gilt
(i) w(f;nh) < nw(f;h) und w(f;Ah) < (1+Nw(f;h) . (@)

(SM3) far f € CV([a, b)) ist h — w(f; h) eine stetige Funktion von A > 0, fur die der
(rechtsseitige) Grenzwert bei h = 0 existiert: lim w(f;h) =0

h—0 ’ —> ﬁl/m. Sl(ﬁbk@h"
= Pl = £(3)(E-)

— (i) aus (S/V”) () awn (i) wg Mprotonie mit
n=T[2AT

(SM4) Fur f € Cl([a, b)) ist

w(fh) < bl Flloo : Mkl wer tsate

Satz 3.23. (Satz von Jackson)
Sei —0o < a < b < ocound sei f € CJa,b]). Dann existiert eine Konstante C'; > 0 (die

> (SM3) : Satz von Weitrshass

unabhangig von f, a, b und n ist) derart, dass flr alle n € N gilt > (Wq) . e cl( fa [ﬂ)
min [~ voo < Cpeo(,259) i 1£-pl, = O( /) Hirn-as
pe R,
Bewers = ( Fovrirlechaiken ) (0 ﬁ[fc) = £llwstl) | - petisclisch, gearle
030(/4 64—""0, ) cos (I = ;ngx [
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= (var[#]

= FourierCosSeries[(Sin[ #t /2] /8in[t/2])"4, t, 3»x##]) & /@ {3, 4,5,6,7, 8}

oug- {19+ 32Cos[t] +20Cos[2t] +BCos[3t] +2Cos[4t], 44+ 80Cos[t] +62Cos[2t] +40Cos[3t] +20Cos[4t] +BCos[5t] +2Cos[6L],
B5+ 160Cos[t] +136Cos[2t] + 104 Cos[3t] + 70Cos[4t] +40Cos[5t] +20Cos[6t] + BCos[Tt] +2Cos8[Bt],

146 + 280 Cos[t] + 250 Cos[2t] + 20BCos[3t] + 160 Cos[4t] + 112 Cos
231 + 44BCos[t] +412Cos[2t]) + 360Cos[3t] + 298 Cos[4t] + 232 Cos
344 + 672 Cos[t] +630Cos[2t]) +56BCos[3t] + 492 Cos[4t] + 408 Cos
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5t]+70Cos[6t] +40Cos[7Tt] +20Cos[Bt] +8Cos[9t] +2Cos[10t],
5t] +168Cos[6t] +112Cos[7t] + 70Cos[8t] +40Cos[9t] + 20Cos[10t] +8Cos[11t] +2Cos8[12L],
5t] +322Cos[6t] +240Cos[7t] + 168Cos[Bt] +112Cos[9t] + 70Cos[10t] + 40Cos[11t] +20Cos[1l2t] +8Cos[13t] +2Cos[14 L]}

m

fcos((q)glé's)oés = Zh— " /g@ cos (k(t-¢))ds

K=0

gx(ﬂ [ cos (k&) cos( ks)+ sin CeFGinls) ] ds = ZCO—L s (24t )
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Korollar 3.24. (Polynomiale Bestapproximation glatter Funktionen) Bewel's - ( (ndukhbﬂ)
Seir € Nund f € C"([—1,1]). Danngilt mit C>0 unabhalglj wn £ ond n

r=1|, Siehe oben , 323 & (SMY)
min ||f —v|leo < C n_er(r lco VR >r.
velP,
TH
_ 1. A\ ‘,L_,_‘,_l (r)
Yoe R - an{{é‘ Il(n‘-’—c’)-pllo,, f_ Cin I (f 7”{,b = peu?pF £-p]., = qrgfrl[nc g l, = (Eaha
et - ccr' £ C wlfPL
[ nlo-n"" =fernr, 2= TEED g = X (154) 72 (4] ber ] " !

3. g EChébde)(\qp’ (DI{CI’PO(O#)'OD
Bei Funkhionsipkmolafion = N fel = Fide ”oph'rm/zslﬂ/ ohne Wissen von ¥ (a priov Wehl )

(3.30) I f-Rfl, = w180, ool ween /= e { Findle. en Poyriom yot

G n+l wit Fohend.
. Einaige Qton: minimic diese Mom<>] otgmenter 2 ot

' r (- I, mini
Hearistik < ot = i {”Ci”w%é”ﬁw, Ride ket ] OBAA - bowatt -1 "

0(1 ’ /l/odskden n [, ]
- n+2 Exhema x, i C-1,17, mif
ol aétm;amdav; Vamaﬁm [c[/x ]‘oé
il {c((l |= 7((2 o

Def. 3.27 (Tschbyscheffpolynome)
Fir k € Ny is das k-te Tschebyscheff-Polynom T}, (z) fir —1 < z <1 definiert durch
T}(t) = cos(k arccost) .

Od e
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Lemma 3.28 (Eigenschaften der Tschbyscheffpolynome) T (€) = cos(karccos 6)) ,\— (£ 6<
1. Die Tschebyscheff-Polynome haben ganzzahlige Koeffizienten.
2. Der hichste Koeffizient von T, ist a,, = 2" L.
3. T, ist eine gerade Funktion, falls » gerade, und eine ungerade Funktion, falls n ungerade. o o : : .
4. Es gilt Th(t) = 1 und Ty(t) = t und die Rekursionsformel S
_ . > ' = 14F : f‘.'“ " . * . " . k4 i
Ti(t) = %Tp1(t) —~ Tool), k22, > T & IPK T
5. |Tn(t)] < 1furt € [—1,1]. S
6.Fir n > 1 nimmt |7,(z)| den (extremalen) Wert 1 in [—1,1] genau an den n + 1 o
Clenshaw-Curtis Punkten o ) .
zj = cos(jm/n) fur j=0,...,n an. L
7. Die n Nullstellen von 77, sind explizit gegeben durch die Tschebyscheffknoten A es o ee o ;
2j — 1 . .
%H)ZCOS( o W), ji=lL...n. —> ophmaleF A

-@atz 3.26 (min-max Eigenschaft der Tschbyscheffpolynome)

BQWS : ((M&Iekf) 2 Exhema ven T in [, [
)\ Annabme 6{ 1(6{1/ Z 2" T, ”

Behachk : o' = .Z“"T -g € P

e }brg&iﬁr’xh on p
A Poly torne mif fhienclem_coeftizieritn L + + + v Exbema von T,

3 ] 4 L
1 i ' 1 i

XI
T, haf kel Edna = phat KNS > p=0 7

. 1-k
Faralle & € Ny Hz TkHOO[ = inf [lglloo—11] -

I



Ny
Dy 333 10 29.89

10" |
1.2 [
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Bern « Bchebysdmcpf kroken auf (ab] -

X

— - - ib

W1 —T)a+ (T +1)b

In’érpo(mﬁoaskklembschafzu% for To/xbyscﬁeﬁ" -~ frkepolahon (el (-1,17)
(330> “ 'P Kl‘a\/dmé'(: H ,_4_. (n,{_/)[ ﬂ_P(('l-H) H Q nH ” (fn_f__li I_le—n) Q,’h
Bsp ¢ flE) - 1+¢° awf [-55],

acfwzwt@{dn[( kﬂ@'lf/n TS&F[@b}/é&tIM# ‘[ﬂbpﬁlf{}]‘on : ) ° ° Po;;nomiarf:iegreeﬁ " " =

. . . . Exponmhd& Iéanvag@f)Z- des loterpolahonsihlors
a1 |Ap flr &quidist. Stitzst. | Ay, fir Tschebyscheff Stitzst. [ D I, = 0(e ) Rr epa>0
Kondaite 3 3.106 2.104 af [T

2.489 [ gl % -un T

15 512.05 LLI LA 2.728
20 10986.53 2.901 /Lemma 3.31 (Lebesgue-Konstante flir Tschebyscheff-Knoten) A
Die Lebesgue-Konstante der Tschebyscheff-Knoten erfiillt die Schranke
Ap < 2 og(n 1)+4.
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33 5punein%fpolabbm
\brwort -« Nichtlolealitat dor ( ﬂ(oba[em) Po@nam fnbpalaﬁon von Dlten ponkkn (> ()szillahonen )
Abhilte S’rtl)'c]jbwdsc Pol{/r)om«i (2.8 Po(ggonz%) —>  Shuckweisc Po%nominkr/cv@b'on

(i) ?arhbm’cwng - Lapbl = U Ix, 6T | a=Xe4 X ¢ ... 2x,=b

k=1
= Je f
(i) [ Einfache Version] - Fixiete med, ], wable x,= 5"« g e . < gl < g9 x,
= Studkwerser Po%nammkkpolant q:Cﬁ,bj"’fR - Qig,© (7 \g(?%‘f’) = 70(53204) For 363665“5 fe Co([azb])

0 or 420, ...m —> m#l Inieepolahionsbedo
Es gi(f: qé C([a/b]) for 4=0,...m 1 Inkerpolahons beAngungen

Satz 3.9.A (Fehlerabschatzung flr stlickweise Polynominterpolation) 5(’4 _ J (

. 41 . : : % d.h. F Km0 (X =Xy,
Sei f € C"™"([a,b]), und pp, das stiickweise Interpolationspolynom vom Grad < m zu
équidistantenxlnterpolationsknoten in den Teilintervallen Jj, == [zr_1,21, k=1,...,n.

Dann gilt die Fehlerabschéatzung

m+1 m+1 o ; .
IF =Prlloojag < Cmpr™ D L s b= max =il L (330) Alschiteng. e, 1= ™ o-1) |
mit C(m) = Loy (%) *Vim = 1. \ s Muschencile + Stirlingsche " Formel
%

A lgeb m{s&;?( (<0nvclfg€n2 0 ( [’) MH)
m =] Po(xdgonzug y Vorkil = Lokalitat | osarllabionshe b Kizgwes m

u NachlilL. "knidke” (. q 42 (/f([a,bj)

Kempromiss = Splune tokepolahon




Def. 3.35(1) (Kubischer Spline)
s : [a,b] — R heisst kubischer Spline bzgl. der Knotenmenge N .= {a = 27 < 21 < 29 <
I ‘,ETL—]. < xn — b}, wenn

(i) s auf [a, b] zweimal stetig differenzierbar ist und —~ Glatthat sé& X Loy [7'])

(i ) s eingeschrénkt auf [z, 2], k = 1,...,n, ein Polynom vom Grad < 3 ist. > Bagl. U Lx.,%,] Stedew, kubi'sches 'Pagnom
Basis fir Ps (z; # ¢j_1) . $6) = 3= 2¢" W)=t hy = %%, B I R A
B Y1 Xy
_ e -+
| L u@=9(55) . ble) = (Y |
kvbische Pa%- ]l 2zl 0.8
wone ba(a) = —hjto (55), bale) = by (=) L
/ / o4
bl(q"j—l) =1, bl(xj) =0, bl($j—1) =0, bl($j> =0, 0ol
(%) bo(z;-1) =0, bo(zj) =1, by(zj_1)=0, by(z;)=0, °
x 7 /
63($j—1) = 0, 63($J) = 0, b?(‘r’cj—l) =1, 63(3:}) = 0,
ba(zj—1) =0, ba(w;) =0, by(wj—1)=0, bylzj)=1.
0

Ansedz &r kobischen Spline (o, %0 T ¢ SE) = Vo b,) 4y, b,(6)+ Gub, (B)+C, 0,0, X, 2T £ X
mit  KoeLBzientcn X;,_(,yg,pcg,, ,ngR #1173 12 )2 13 INTl, g 7

1 \ -
| 0 (#) = s (x,,) = Yo-i= “C(KJ")ZS(X%).’ y}-#/xa), ' (x5, ) =5y S (R5) 7 ¢4
Wean S?a\cfurger) Cy emdmﬁg = S5e C(lab]) . ¢y 2 Pohefygude
I
Lemma 3.36 . \ ' fl
Sei s ein stiickweise kubisches Polynom bzgl. der Knotenmenge N := {a = z( < 71 < 19 < 8@2{)5(& - 5’ [ x -) X ‘] [Xa ) = \S '] [‘X X -] (XJ > / 4, /,—-1 h"/
- < zp1 < Ty = b}. Genligt es flr gegebene Stitzwerte Yj J=0,..., n, dem Ansatz J I " 1 7g¢)
s(t) = yj—1b1(t) +y;b2(t) + cj—1b3(t) + cjba(t) mit cj_y,¢; €R > Lineant Gfbtd)vr)% for Cg-n o7 Gt ¢ YJ—I’ >/; ,Y;H
auf jedem Teilintervall [z;._ 1, z], dann ist s eine kubische Splinefunktion genau dann, wenn an {I(ﬂkm itheen  Knoten —

O T T D SO (7 T e L 7 WU ,, | el aus 1.8,
hp T by by )Y R TR W2, )T > &S r vobekunok Sla\?urgen s(xa):c},ﬂ=0,__,n




nel Unbelaannt

A N AR
I\ /bU a1 bl o --. 0 \ 3(120+ 221) 1
h_l U bl (12 b2 /CU\ hl h2 b% :zhz‘_|_1’ 1= 01 la y W — 1 )
Gleich R NG : | = s 4=ttt 01, n—1.
(l\lfn : h,g' h?g_|_1
0 On-2 0 \Cn/ Yn—1—Yn—2 | Yn—Yn—1 D> 0 0= 2t b)) |
\% \ 0O --- A bn—2 U1 bn—l/ 3 ( n—hi_lﬂ,— 4 n h%n— ))
— —~
r')..—

Qa'ﬁ | da skt ﬂbjona[domfmni” > Existerz eires 2-dfm. Lo”suzﬁsmams
v

Satz 3.9.B (Dimension des kubischen Splineraumes) A+ (n+ )) {nkrpo(a hbmbgoahgungm
Die kubischen Splinefunktionen zur Knotenmenge N = {a =2y < 21 < 29 < -+ < Zp_1 < ’
=, = b} bilden einen Untervektorraum von C([a, b)) der Dimension n + 3.

Def. 3.35(2) (Kubische Splineinterpolanten)
Ein kubischer Spline zur Knotenmenge N = {a = 20 < 21 < 9 < +- < Tpp_1 < Tp, = b}
erfulle die Interpolationsbedingungen s(x;) = yi, kK =0, ..., n, zu gegebenen Stltzwerten y;..
e s heisst vollstandiger interpolierender Spline, falls gilt: s'(a) = cg und s’ (b) = ¢y, fir
vorgegebene Endpunktsteigungen ¢y und cy,.

e 5 heisst periodischer interpolierender Spline mit Periode b — a, falls gilt s\/)(a) = s\ (b) fiir > Co=Ch | Avs MMa) = S"(b) = ene au.oh[)n\?
j=0]1,2. /

e s heisst natiirlicher interpolierender Spline, wenn gilt: s”(a) = s”(b) = 0.

= 2w zosaklich 60/téhun€fd')
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Satz 3.9C (Exiremaleigenschaft degnatirliehen kubischen Splines) BIG eenek lc A0S b@& 7\96/)“) \S&bS dessen Fbl’n’) duedh

Gegeben seien die Knotenmenge N .= {a = 29 < 71 < 19 < -++ < Tp_1 < Tp, = b} und ( l
Stutzwerten y, 7 = 0,...,n c&m Cl‘) oon IC b@SGéhd)éﬂ wiref ”F ”L(Ca bI) -

Bezeichne s, den natdrlichen kubische interpolierende Spline und sy, den vollsténdigen interpo-
lierenden Spline, flir den zusétzlich s{/(a:g) = ¢y und SQ/(:{:H) = cp, fr gegebene ¢, c,, gefordert
wird. Dann gilt

(b
. Cubic spline interpolation
/|si{r(t)|2dt = inf { f|f”(t)|2dt: fe 02([(1,6]), flzr) =y, k=0,... ,n} : before MATLAB

\
(b

|s 2dt=intd [ 1" @)2dt: f € C2a,b]), LR = Ik =0 m, L
i

370) = €[, f,(mn) = Cp,

\0}

,, ,, “un Salopediit  (6g)e = [ Fit)glb) ol
Bewess ;. Satz von Py%bagom >

n
Lemma. Sei s : [a,b] — R ein kubischer Spline zur Knotenmenge N := {a =70<7T1<IT2< )| = 0"7%030[76'(& faf

< 1 <z = b und f € C(a, b)) mit f(z) = 0,k = 0,. o C* Forkdionct  £(x) = O

Dann qilt b
gl . (£13) = ( p"/e)gn-{e)goé
/ f” H dt _ 0 L/ &
SP(M?&S‘
wenn i fla)= —0 oder (i) s"(a)=35"(b)=0 &) = (b) = 0

Bwess [pahd(( (nkgmflbn (lokal) j
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——0

[ s //Lj

Approxama bion  dvreh (vo(lsfz?ndfg%) kubischen Spllbe('mlerpalanfm

L> §'(x.) = £(x.), s'(a) = €'(a), s'(b) =#'(b) for £ C°(la,hT) | 52 kobischer Spline

BSP 'F(H =

e, X o lEE , 420, (agmdldmt mit Muscherueib b= 5 )
Beheichle - (IF " I, UlCa bJ) : (LE(F'Sn)(HQGM')VZ 0" L _Norm|
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) Maximom won £-5., auf "gehr Leinem Gilkr" 107
2 Mit Trapezkjd amf sebr finem Giler >0 :”OW(HW{? der ldgz,”
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Satz 3.9E (Interpolationsfehlerabschatzung fir vollstdndigen kubischen Splineinterpolanten)
Gegeben seien die Knotenmenge N .= {a =z <11 <29 < - < Tp_1 < Tp=>b}und f € . . oy
C*([a, b]). Fir den vollstandigen kubischen Splineinterpolanten von f auf A, d.h. f(z;) = s(z;), Bewer S (W Orff)ogom[{/nf )

j=0,...,m,8(a)= f'(a)und s'(b) = f/(b), gilt
q 2 kobischer Spline, be&cbtaa/

17 = sl z2gamy <7 79 2y -

mit der Maschenweite . := max |z — z;_1]. O%bcsmﬂ{'{{ﬁ# (Lemmq fwﬂg ncf“

j=1,...,n

/bj_\?y{' 2
((£-s) 15+ 01 ( s«j = (F—q) . (Phy%bzgm) = I([‘FS)//: = l(t4)]. (+)

spune
P Pligxg €0 ple) =) [ Plygnagipolaot von £°] = [+ plingk oy & 65 T
Aovendutg af €-pipe 7 | =

€C —~Oan kno(cn =0 mn a,b

L(Cx,c XeT)

Lemma 3.9D , | “’ 2 ya Y ()12
Sei —00 < a < b < ocoundg € C*([a,b]) mit g(a) = g(b) = 0. Dann gilt ” T P]ZL?(C ,W) T h I ”L?(Cﬂ,fﬂ)
190 220,y < 0 = @) 9"l 2y - Et) y = ) “0
= [ (£-5) {L 2(04;hT) 1/7 {( 'F /{L'z([a,W)
&WU:S —_ HA L n_”,l_ g ,P S W/ [X,“ X ] = " ’p S I(L [C ) (X "X )c] {( ('\C" )'1 ”L([ ])
Ly q n & ¢q) e -
= [~ ”L(C i = I (F ) /“f b Z hol# //L:([alw)



